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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage 

Gegeniiber dem sttimiiachen Wandel, in dem die theoretiache Physik 
begriffen ist, darf man nicht vergessen, daB es in ihrem Aufbau wesenfc- 
liche Stiicke gibt, die sich sohr viol langsamer iindorn. So wie beim 
rasohosten Modewccksel m <lcr Kleidung aich Schare und Nadol fast 
gai nicht, die Webstuhlo nur langsiim iindorn, wo bleibon beim raschesten 
Auf- und Abstieg derjpliywikaiiflehen Hypothesen dock die mathematisehen 
Metlioden verhaltnismaBig konHtant, mit deren Hilfe man von don all- 
gemeinen Annahmen zu den Einzclfiillon libergeht, die dor durch Er- 
fahrung prufbaren Wirklichkeit schon wo naho liegen, daB man sioli auf 
Grund der Uoohnungsergobniawo Verwuoho ausdenken kann, die eino 
Bestiitigung oder Widorlegung dor Hypotheso gowtattcn. 

Daw vorliegnndo Bucb soil kein Jjolirbuch dor tbeoretifloben Physik 
sein, Bondern nur vou diesem „langaam veranderlickcn 4 * Mittelstiiok 
handoln, das zwisohen Hypothesensystem und Erfakrung eingewokaltot 
ist und sich wie ein gutes Werkzeug im Dienst der verschiodonston 
Zwecko vorwendon liiBt. Dio von Laplace und Lagrange zur Be- 
redlining dor gegenseitigen BooinfluHHung dor Planetonbahnen ontwiokelto 
Storungwtiheone iiiilt wioh heute obenwo gut auf dio in dor Qnantontlieorie 
dor Sjmktren wo wioktigo Anderung dor Atomonorgio durch elcktriwclie 
Folder beim Starkeffokt anwondon. Dio von Fourier in seiner Thoorio 
der Wiirmeloitung ontwiokotten Metlioden konnten Einstein und Brno- 
luchowski fast unvorandert zur Herleitung der Gosetzo der Brown- 
woken Bowegung unter gogobenen iiuBorcn Umstandcn verwenden. Dio 
von D’Alembert, Euler und Poisson entwickolten Mothoden zur 
Boreehnung der Eigentbne von sokwingonden Saiten und Membranon 
keliren m dor Sekrddingorschen Wellonmechanik zur Konnzeichnung 
der ttimgezoiohnoton ZiJstando dew Atoms wieder. Die von Laplaoe und 
Gauii, (Juuuhy und Riemann ordackte Potontialtkeorie dient keute 
unter andorem zur Boreehnung des Auftriebes der Flugzeuge. 

Es ware ein groBer Irrtum anzunekmen, daB dieses Gebiet der 
eigentlichen ,,matkomatiscken PhyBik“, wie wir uns unter Verwendung 
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eines alten Namens ausdr&cken wollen, im Gegensatz zu der Wolt der 
genialen Hypothesen, auf denen die theoretische Physik beruht, eine 
nur dienende Rolle spielt. Im Gegenteil, die meisten Hypothesen sind 
immer bo aufgestellt wordeu, dafi sie ein bereitstehendes mathematiflches 
Werkzeug aufgreifen konnten, urn mit seiner Hilfe sich mit den beobacht- 
baren Tatsachen in Beziehung zu Betzen. Die vorbandenon Theorien 
der mathematischen Physik haben stete die Phantasie zur Hypotbesen- 
bildung angeregt. Es soil gar nicht von den zablreicben Theorien ge- 
sprochen warden, die niobts sind als eine Umschreibung des Ansatzes 
linearer Differentialgleiobungen mit konstanten Koeffizienten oder der 
Potentialgleicbung, eines Ansatzes, der desbalb bevorzugt wurde, weil 
man die ganzen Folgen desselben in gut ausgearbeiteten mathematisohen 
Systemen vor Augen batte. Aber noch in unserer Zeit war es die 
Hamiltonscbe Analogic zwisohen Lichtstrablen und Bahnlnirven sowie 
die da unt verbundene Hamilton- Jaoobiscbe Integrationstheorie, die 
Sobr6dinger zu seiner neuen Wellenmeobanik anregte, die ja ibrem 
Wesen nacb ein pbysikalisebes Ernstnebmen jener formalen Analogic ist. 

Urn dem Buobe trotz der Zusammenarbeit mehrerer Verfasser den 
Obarakter eines Lebrbuohes zu wahren, und nicht in den eines Hand- 
buobes zu geraten, sind folgende Grundsatze, soweit es moglicb war, 
festgebalten worden: 

Das Ziel, keine Referate iiber Theorien zu bringen, sondern nur 
w irkhch durchgefiihrte Ableitungen und Rechnungen, wurde dadurch 
zu erreichen gesuobt, daB der Stoff nacb mehreren Riobtungen begrenzt 
wurde. Zunachst wurde daran festgebalten, keine Erorterungen iiber 
Herleitung und Bedeutung physikaliscber Hypothesen (wie z. B. Quanten- 
tbeorie) zu bringen, ebensowenig Vergleiche von ReohnungsergebniHscn 
mit Experimenten, sondern im wesentlichen nur das eigentlich mathe- 
matiflche ,,Mittelstiick“, wobei meist aucb noob alle Naherungsmethoden 
ausgeschieden wurden, so daB das Ganze einen einbeitliohen Charakter 
gewinnen konnte. Wir baben aucb keine Vollstandigkeit angestrebt, 
sondern tiberall oharakteristiscbe Beispiele fiir die versohiedenen mathe- 
matiBchen Methoden gebraobt. Literaturangaben sind nur gemacht, wo 
es sioh um Axbeiten bandelt, die in den tibliohen Lehrbiichem nocb 
nicht allgemein verwertet sind. Hingegen steben am SohluB der einzelnen 
Abschnitte oder Kapitel kurze Yerzeichnisse von Lehrbiichem, die in dem 
betreffenden Spezialgebiet mehr Stoff als das vorliegende enthalten. 

Bei der Answahl der eingebend behandelten Probleme waren fol¬ 
gende Gesiobtspunkte maBgebend: 
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Erstcns die Gelegenheit, die Begriffabildung der neueren Mathematik 
an physikalischen Beispielen zu erl&utern, wie z. B. Beriihrungstrans- 
fonnationen, Integralinvarianten, Riemannsche Raumc, Eigenwert- 
probleme, Integralgleichungen. Zweitens die Bezichung zur modernen 
theoretischon Physik, wie zur Quantentheorie, BrownBchen Bewegung, 
Strahlungstheorie uaw. Drittens wurden aucb Beispiele aufgonommen, 
die fiir die technischen Anwendungen bedeutungsvoll sind. Insbcsondere 
wurde Wert auf die lieute im Vordergrund dea Intereases atehenden 
teclmischen Gohiete gelegt, wie z. B. Eluglehre, Verat&jkerrohron, draht- 
lose Telegraphie, Erdstrome. 

Die Einheitlickkeit der Bezeichnungsweiae wurde wolil in groBen 
Ziigcn zwischen den Mitarbeitern vereinbart, aber nicht in alien Einzol- 
heiten pedantiseh festgchalten. So ist wolil uberall, wo Vektoren 
verwendet werden, fiir die Reclienoperationen die gleiche Symbolik 
verwendet, aber die einzcliion Mitarbeiter liabcn je nach Bedarl die 
Vektordarstellung, dicKomponentenzerlegung odor die Indizcsbczeichnung 
angewendet. 

Was die Beziehung der vorliegenden Noubcarbeitung zu der W eber- 
schen Bearbeitung der Ricmannaclien Vorleaungen betrifft, so war 
unsere Absicht nicht, einen moglichst engon auflerliehen AnsohluB an 
diese zu linden, Bondern fiir unaere Zeit die Erfiillung der Aufgabe zu 
versuchen, die Weber so riciatcrhaft fiir die seinige gelost hat. Die 
reine Mathematik hat heute fiir viele der mathematiaehen Pliysik an- 
gehbrenden Probleme, die friiher als Einzelprobleme mit Hilfe von 
Kunstgriffen gelost wurden, allgemeine systenuxtiHelie (JesichtHpunkte 
geschaffen, die das Vorstandnis sehr erleichtern, da sie vielo isolierte 
Reehenregeln in wenige Theorenie zusammenzufassen ge-siatten. Diese 
ncuen Gedanken konnten nicht oline EinfluB auf die Neubcarbcitung 
bleiben und hal>en zu deni rnohr ,.theoretischon 4 * Cliarakter des ersten 
Bandes gefiihrt. Wer aber die Ldsungsmethoden nicht cinfach als 
ttezepte ansohen will, wird in diesen theoretise.lien Erorterungen eher 
cine Hilfe als ein Hindemis des Verstandnisses finden. 

Die zweite Ursaehe, die cine wesentlich(‘ Neugestaltung des Weber- 
schen Plains unvermeintlieh machtc, war die Verschicbung des rntcresses 
der Physiker auf andorc Gebiete, die durch die modernen Theorien 
eingetreten war. Andcre matbematische Methodcn, die friiher wolil 
auch vorhanden waren, treten nun in den Vordergrund. So muBte 
der Atommechanik wegen der ganze Abschnitt iiber analytische Mcclianik 
neu aufgenommen werden. Auch die Beugungsthoorie und die Thooric 
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« er i lttsaigkeiten mit Reibung gehoren zu den Kapiteln, die in den 
rtlhenm Bearbeitungen gar nioht vorhanden waren. Nur bei den Pro- 
emon der W&rmeleitung, der Elektrostatik, der station&ren Strome 
uiut der Sohwingungen von Saiten tmd Membranen konnte einiges auB 
don fr ft heron Auflagen herftbergenommen werden. 

Uni allea kurz zusammenznfassen, konnen wir uns derselben Worte 
bfdionon, niit donen EL Weber im Jahre 1900 die erste von ihm 
henorgto Auagabe der Riemannsohen Vorlesnngen eingeleitet hat: 

,» ... so war es koine Frage, dafl ein unver&nderter oder wenig 
reviiliertor Abdrucik jener Vorlesnngen gar nioht mehr zeitgemaB 
gowt»Hen wiiro, aollte das Bucli mehr als blofl historischen Wert 
habcn « • « Es muBte also zn einer vollatandigen Nenbearbeitung go- 
gangon wordon , . . Eines muB aber nooh hervorgehoben werdon 
Daa vorliegcmlo Buck boII kein phyBikalisch.es Lehrbuch eein ... Dor 
Hchwerpunkt liegt in der mafchematiflchen Behandlung der einzclnen 
Problems. Es ist bei der FfiJle des Stoffes selbstverstandlich, daB bei 
dieaen Problomen nur eine sehr beschr&nkte Auswahl getroffen werden 
konnte, woboi neben dem physikaliscben besonders auch auf das matlie- 
znatiHehe IntoresBe Gewicht gelegt ist. Umstandliche Entwicklungcn und 
Anniilierungaroohnungen, so sehr eie auoh den Physikem in Erm&nglung 
boHtw.ror und strengerer Methoden notwendig sein mogen, sofern sie ohne 
boHondoreH niathematisch.es Interesse Bind, werden vermieden". 

J oder Phywiker uneerer Generation wird sich erinnem konnen, daB 
beim Erschoinen der ersten Weberschen Auagabe viele Le&er mit 
Bodauorn don ,,physikalisch-anschauUohen c< Charakfcer der Riemann- 
Bclien Vorloeungen (in der HattendorfBchen Auagabe) zugunBten der 
„tnttthoniatiBch-abBtrakt©n* f des Webersohen Buches schwinden sahen. 
Eh bcatelit koin Zweifel, daB f&r viele nun die Webersohe Ausgabe 
itpbyHikttlisch-ansohauliob^ und das vorliegende Buch „mathematisch- 
abatrakt" sein wird. 

Aber die Entwioklung des Buches ist niohte anderes als ein Bild 
der Entwioklung der physikalisch- mathematiaohen Wissenachaften Belbst, 
die eino gegebene Tatsaohe ist. Es ist ja kein Zweifel, dal1 das 
jugondliohe Alter anmutiger ist als das erwaohsene; aber der Er- 
wnohsone kann jene Anmut nioht dadurch erreichen, daB er sein Alter 
verbirgt und eioh jung stellt. 

Bpindlermlihle, Juli 1927. 


Philipp Prank. 
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Vorwort zur zweiten Auflage 

Gegeniiber der era ten Auflage sind einige aehr woaentliche Anderungen 
vorgenommen worden. Gerade wahrend der Drucklegung der ersten 
Auflage erschienen die grundlegenden Arbeiten von E. Schrodinger 
iiber Wellenmeohanik, aua denen von neuem die groBe Wichtigkeit 
der Differentialgleichungen und ihrer Randwortprobleme fiir die theo- 
retiBche Physik, auch in deren modcrnstor Gestalt, klar wurde. Ea 
wurde (labor in der neuen Auflage ein ganzcr neuor Abachnitt (der VI.) 
angefiigt, der die inathcmatischon Problome dor Wellcnmechanik, 
insbesondore die Integration der Schrbdingergleiehung, behandelt, eine 
Arbeit, die G. "Beck zu iibernehmen die Freundlichkeit hatte. 

Zum Verstandnia der Wcllenmechanik iat ea wiehtig, aioh die 
Hamilton ache matbematiaeho Analogio zwiachen Liohtstrahlen und 
mechanischen Bahnkurven ganz klar zu machen. Eb wurde zu diosem 
Zweek im eraten Abachnitt ein besondores Kapitol iiber Strahlenoptik 
eingefiigt und die ganze Darstcllung der theorctisoliou Dynamik so 
geandort, daB die mechanisch-optische Analogic iiberall deutlioh horvor- 
tritt. Dabei orgibt aioh die Gelegenhoit, die Beriihrungstransformationen 
melir anschaulich und weniger abatrakt darzustellen, ala dies in der 
erHten Auflage der Fall war. Es war aucli die Mdglichkeit vorhanden, 
in loiohter Woiso die mathematischon Hilfsmittol fiir ein lieutc schr 
aktuolles technischoH Problem, das Eloktronenmikroskop, zu bringen 
(I. Kap., § II, 5 und § 4, 3). 

Dio Problome dor Wollenmedianik, die auf oinn Differentialgleicliung 
vom Typus dor Diffiisionsgleichiing hinauslaufen, wurdon in <lem neu 
oingefiigton § 4 dos XIV. Kap. behandelt. 

Da in don Bospreohungen der ersten Auflage vielfaoh eine groBcre 
BcriiokBiolitigung der statistischen Meohanik gewiinscht wurde, ist in 
(las FT. Kap. der § 8 eingefiigt worden, der dioRe Probleme behandelt, 
soweit sie zwanglos in die Disposition des Kapitels passen. 

Yai einer weiteron Reihe von Anderungen gaben die Wiinsche 
Anlatt, die auf eine cinheitlichcro Darstollung gerichtet waren. In der 
ersten Auflage war die Hydromechanik der idealen Fliissigkeiten von 
Th. v. K&rmtin, die der ziihen Fliissigkeiten von C. W. Oseon und 
H. Faxtfn bcarbeitet worden. Es sollto nun in der vorliegenden Auf- 
lago das ganze Gebiet der Hydromechanik von einem Autor dar- 
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geetellt werden. Leider konnten die Genannten nicht die Zeit finden, 
dieae Mehrarbeit auf sioh zu n ehm en. Wir muflten daher in dieser 
Aiiflage auf die Mitarbeit der drei Autoren, deren Namen dem Buohe 
zu bo groBer Zierde gereicbten, verzichten und danken ihnen nochmals 
fttr ihre Hilfe bei der ersten Auf]age. 

An ihrer Stelle batten Heir v. Mises and Herr GUnther Schulz 
die Frcundliohkeit, die einheitliche Darstellung der hydromeohanischen 
Probleme zu tibernehmen. 

Bei den Korrekturon haben den Herausgeber Walter Glaser und 
Marianne Lederer, bei der Abfaasung dea Registers Richard 
WallauBchek unterstiitzt. 


Prag, Oktober 1934. 


Philipp Frank. 
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Klassische Mechanik und Strahlenoptik 

ErBtes Kapitel 

Strahlenoptik 

§1. Lichtstrahlen und Wellenflftchon in beliebigen Kttrpern 

1. Homogene isotrope Ktfrper. In der Strahlenoptik werden die Licht- 
erscheiniingen nur nacli folgcndcn Merkmalen bctrachtet: Wenn die 
Lichterregung zu einer Zeit t 0 den Kaum bis zu eincr gewissen Grenzflftchc F 0 , 
der Wellenfliiche znrZeit f 0 , erfaBt hat, so wird gefragt, in wolohe 
Flftche F x die Wellenflftche infolge dea Wandcrns der Lichterregung zux 
Zeit t x iibcrgegangen ist. Vcrfolgen wir die Kurven, die von den einzelnen 
Punkten der Wellenflache bei ihrer Wanderung bcschrieben werden, 
so crhalten wir die Lichtstrahlen. Wir bezeichnen mit v die Fort- 
pflanzungsgeschwindigkcit der Lichterregung langs dieser Strahlon, also 
die Strahlgeschwindigkeit; liingegen soli die Fortpflanzungsgcschwin- 
digkeit der Wellenflftchon normal zu ihrer augenbliekliehen Lage, die 
Wellengcschwindigkeit, w heiflen. Die Aufgabe der Strahlenoptik 
besteht nun darin, den Gang der Lichtstrahlen und die Versohiebung der 
Wellonfliiehen zu berechnen, wenn uns die optischen Kigonsohaftcn dos 
Mediums gegeben Hind. Kiir die Strahlenoptik kommt nur ein Merkmal in 
Betraeht, nainhoh die Kenntnis dos BetragOH der StrahlgCHchwindigkeit 
an jeder Stidle und nach jeder Kichtung dea Mediums. 

Es sei ein Punkt des Mediums durch seinen Lagevektor r mit den drei 
Komponenton x , y, z, den rechtwinkeligen Koordinaten in einem ruhondon 
System, bestimuit und jedc Kichtung in dieHcm Punkt durch einen Ein- 
heitsvektor s mit den Komponenton i m9 if v , s M . Dann ist das Medium im 
Sinne der Strahlenoptik optisch gckennzoichnet, wenn uns v als Funktion 
von r und 5 gegeben ist, ako durch eine Bcziehung dor Gestalt 

(1) v = v (r, s) = v(x t y, z; 5., 5 V , 8 f ). 

Wenn v von der Kichtung s nicht abhftngt, sondem nur von r, be- 
zeichnet man die Korper als isotrop 1 ). Wenn auBerdem r fiir alle Punkte 


*) Siehe A. Sommorfold und J. Rung©, Ann. d. Phys. 35 (1911), S. 277ff. 

Minos-Frank, Diffenntialglolohungon. II • j 



Homogene iso trope Kflrper 


I. SI 

des Korpers denselben Wert hat, also anch t in v nicht vorkommt, 
nennt man den Korper homo gen. Ftii das Vakuum bezeiohnen wir 
diese Konstante mit c. Die Fortpflanzung der Liohterregung im Vakuum 
oder einem beliebigen homogenen isotropen Korper kann man aus der 
ftinfftnban Annahme herleiten, dafi die Lichtstrahlen gerade Linien 
Bind. Wenn uns eine Schar von Liohtstrahlen gegeben ist, bei der durch 
jeden Raumpunkt ein Strahl hindnrchgeht, so ist dadurch jedem Werte 
von x ein Wert des Riohtungsvektors s des Strahles zugeordnot. Wir 
kbnnen also eine derartige Schar durch eine Funktion 5 = s (r) darstcllen. 
Wir wollen zunilchat untezsuchen, warm durch I (r) eine Schar von Geradcn 
dargestellt ist. Bezeiohnen wir mit da das Bogenelement einer Kurvc, 
bo darf sidh s (t) langader ganzen Kurve nicht findem, wenn Bie ein Licht- 
strahl aein soil, d.h. es mufl 

(2) = 0, da = |dr| = Vd + d y* + i s* 

aein. Die Ableitung von s (t) naoh dem Bogenelement laBt sich in der 
Bezeichnung von 1. Bd., II, § 3 Gl. (25) auch so ausdriicken: 

(3) |^ = (»V)s(r)- 

Diese Fonnel konnen wir in eine handlichere Gestalt bringen, wenn wir die 
folgende Yektorformel aus 1. Bd., II, § 2, (26) anwenden, in der a (r) 
und b (r) beliebige Yektorfelder sind 

(3a) grad (ab) = V(a-b) = (a V)b + (b V)o+ (axrotb) + (bxroto). 

Setzen wir in dieser Fonnel a = b = s (t) und bedenken, daB ss - 1 ist. 
aein Gradient also verechwindet, so folgt aus (3 a) 

(4) (s V)s + sxrots = 0, 
also aus (3) 

(5) (rotsxs) = 0. 

Da s (t) Binheitsvektor ist, bedeutet ds nichte anderes als den Winkei 
zwischen den Tangenten in zwei benachbarten Kurvenpunkten. Der 
Quotient dieses „Kontingenzwihkelfl“ durch das Bogenelement da der 
Kurve ist bekanntlich der Kifhnmungsvektor l (r), dessen Richtung die 
der Hauptnormalen und dessen absoluter Betrag der reziproke Wert des 
Kxtimmungsradius ist. Wenn durch s (t) eine beliebige Kurvenschar dar¬ 
gestellt ist, so gilt naoh Gl. (4) 

(6) l(t) = = (s V)s(t) = (rotsxs). 

Die lichtstrahlen sind also anoh durch 1 = 0 charakterisiert. 
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Bine speziclle Art, die Gl. (5) zu befriedigen, besteht darin, daB man 

(7) rots = 0 

setzt. In diesem Falle exiatiert nach 1. Bd., II, § 3, 2 eine ekalare 
Funktion S (r), bo daB 

(8) s = grad S (r) 

ist. Bezeichnen wir die Anderung der Funktion S, wenn r sich um dr 
findort, mit <5 S, bo iBt 

(9) dS = 81. gradS —- dr. VS 

Betraohten wir die Schar der Flachen S (r) = S (x, y, z) = konst und 
ist dr irgendein Linienolement in der Tangcntialcbcne einer dieser Flachen, 
so iflt dS = 0 und infolgedeHson ateht nach Gl. (8) und (9) s auf der Flache 
S (r) = konBt Hcnkreoht, d. h. die betrachtcte Schar der Lichtstrahlen 
durclmetzt die Flache S = c senkrecht, sie bilden also eine sogenannte 
Normalenkongruenz von Geraden. Schreitcn wir in der Richtung des 
Lichtstrahles, also senkrecht zur Flache bis zu einer benachbarten Flache 
weiter, fiir die sich 8 um SS von der urspriinglichon unterscheidet, so folgt 
aus (9) 

(10) d S = | d 1 1. | grad51. 

Da s (“in Kinhoitsvektor ist, folgt aus (8) 


(11) | grad /S' |* 

und dalicr aus (10) 




( 12 ) dS - |Ar| v 

d. h. dor Normalahfltand zwittchen zwoi benachbarten Flachen hat kings 
jodes StrahloH doiiRolben Abflolutwort. Wenn daher die Lichterregung 
von einer Fliicdic S (r) - N 0 bis zu einer Fliiche S (r) — S t fortschreitot, 
so erhalten wir aus (12) (lurch integration, dali S x — *S 0 der Normal- 
alwtund zwiflchen den beiden Flachen int. Die Flachen S = const sind 
dann die Wellenfliichon. Wir erhalten sie durcli Loaung der partiellen 
Differentialgloiehung (11), die man die Eikonalgleichung nennt. 


2. Das Fermatsche Prinzip und die Lichtstrahlen. Wenn wir zu all- 
gemoinen Medien iibergehen, so tritt an Stcllc der konstanten Licht- 
geachwindigkeit die allgomcinerc Abhangigkeit der Gl. (1). Die Funktion 
v (r, s) ist nur fiir solchc Werte von tt w , §, definiert, die der Bedingung 
8 x “I" -I- - I geniigen. Wir wollon annehmen, daB v als ein ana- 

lytischer Aufldruck gegebon ist, so daB die partiellen Ableitungen nach 
seinen Argumenten einen flinn haben. Wir werden sehen, daB in diesem 
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Falle aUgememer Abh&ngigkeit der Funktion v von r und s die Licht- 
strahlen nioht mehi senkrecht auf den Wdlenflachen stehen, und wir 
such nioht mehr annehmen kSnnen, dafi sie gerade Linien sind. 

Bin Flachenelement der Wellenflache, das den Punkt r enthalt, 
kennzeiohnen wir durch den Einheitsvektor n, der auf diesem Flachen¬ 
element normal steht. Dann ist die WeUengeschwindigkeit w die Projektion 
der Strahlgeachwindigkeit in die Richtung von it. Wenn also s die Strahl- 
riohtung ist, haben wir filr w die Bezidmng 

*(13) w sas *>(r, s)Sfi. 

An Stelle der Voraussetzung der Qeradlinigkeit der Lichtstrahlen tritt 
das Fermatsohe Prinzip, nach welchem die Strahlen so verlaufen, dafl 
die Liohterregung in moglichst kurzer Zeit von irgendeinem Punkte Pq 
zu einem anderen Punkte P x des Strahles gelangt. Wenn wir mit da ein 
Bogendement des Strahles bezeichnen, so braucht das Licht die Zeit dajv 
zu desseh Durchlaufung. Man fiihrt gewohnlioh anstatt dieser Licht zeit 
denLiohtweg ein, d. h. die mit der Konstanten c, der Lichtgeschwindigkeit 
im Vakunm, multiplizierte Zeit, welche die Liohterregung braucht, tint 
von P 0 nach P x zu kommen. Man erhSlt ftir diesen Lichtweg S den Aub- 
druck 

(14) S = c 

-Po J>0 

wobei jU den Brechungequotienten dea Mediums bedeutet, also 


OB) 


fi me 


c 

V 


Wir konnen una jede Kurve dadurch gegeben denken, dab r, also aueh 
x, y,z eis IWktionem einea Parametera u dargeatellt werden. Bezeichnen 
wir die Ableitungen dieser GroBen mit 


(16) 

ao wird: 


— — r! — — - 

du’ ~ du' 


•(17) do = V®'»+ tf* + z’*du, 


und 


dy . _ dt 
du' J^' 




s' 

V®'*+»'*+«'” 


uaw. 


( 18 ) B = | F (®, y, z, s', y', z')du, 

wobei 


(19) 


F{x, y,z, x\ yf, 4) 


oVgTgTg 


pV®'*+ y'* + *' s . 
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Da v wegen (17) in den x', y\ z\ homogen von nulltem Grade ist, haben 
wir in F nach (19) eine homogene Funktion ersten Grades der x', if, z' 
vor uns. Es besteht daher die Beziehung 

Wenn wir diese Gleiohung in Vektorform darstellen wollen, konnen wir 
das mit Hilfe des symboliarhen Vektors V (s. 1. Bd., IT, § 3, S. 76). 
Da F von zwei Vektoren, r und t' abhiingt, konnen wir dieson Operator 
sowohl inbezug aui die Komponenten von r wio von t' bilden. Im folgenden 
soli mit V tt immer der Operator verstanden werden, bei dessen Anwendung 
nach den Komponenten von a differenziert wird. Es bedeutet z.B. V r F 

dF dF dF 

den Vektor mit den Komponenten ^ ^ ^ , hingegen \/ v F den 

dF 

Yektor mit den Komponenten ^y uhw. Wir konnen dann die Beziehung (20) 
in der Form 

(21) F x'(S? t .F) 

schreiben. Du 7 r r F offenbur homogen vom nulltcn Grade in a/, y\ z' 
iBt, Itillt es sich dureh den Einheitaveklor s ausdrticken, eino Beziehung, 
die wir in der Form 

(22) V X 'F - p (r, s) 

schreibcn wollen. Wenn man mit Hilfe von (19) F dureh /* ausdrtiokt, 
kann man die Funktion p (r.s) explizit angeben. Bildet man etwa die 
Ableit.ung von F nach x\ so ergibt sieh 

n x -1 V x'* 1 i/M z’*QjL 

t' | ,/a . .V*/' Vr '8 I ,/M d/ld8 ' 

’’ ^ 0j' ‘ ' “ \0» t ,dz > ‘ dsydx' d 9 t dx')’ 

da wogen (17) 


V / 2 l if* 


_, 3 <>* x 
' <)/ 


l «?, V>' 2 H y' 2 


«'*'i- *!*—'! = _ 


V- ,! I ✓* i - - 


ist, erhiilt man dun'll Kiiwetzen 
dF , d/t 


dF , d // / 5/4 . 5/4 3/x\ 

djr f d.v, \ Oh, a s y a sj 

oder schlielllieli, wenn man die (Jleiohungen vektoriell zusammenfafit, 

(23) p (r, s) - - //« d V 8 /<-s(5V # /<). 
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Falle allgemeiner Abhangigkeit der Funktion v von r und s die Licht- 
strahlen nicht mehr senkrecht auf den Wellenflachen stehen, und wir 
auch nicht mehx annehmen konnen, daB sie gerade Linien Bind. 

Ein Flachenelement der Wellenflache, das den Punkt r cnthSlt, 
kennzeichnen wir durch den Einheitsvektor n, der auf diesem Flachen- 
element normal steht. Dann ist die Wellengeschwindigkeit w die Projektion 
der Strahlgeschwindigkeit in die Richtung von ft. Wenn also 5 die Strahl- 
richtung ist, haben wir fiir w die Beziehung 

•(13) w — v(x, s)3tt. 

An Stelle der Voraussetzung der Qeradlinigkeit der Lichtstrahlon tritt 
das Fermatsche Prinzip, naoh welchem die Strahlen so verlaufen, daB 
die Iichterregung in moglichst kurzer Zeit von irgendeinem Punkto P 0 
zu einem anderen Punkte P 1 des Strahles gelangt. W enn wir mit der ein 
Bogenelement des Strahles bezeichnen, bo braucht das Licht die Zeit do/v 
zu dessen Durehlaufung. Man fiihrt gewohnlich anstatt dieser Licht zeit 
denLiohtweg ein, d. h. die mit der Konstanten c, der Iichtgeschwiiuligkeit 
im Vakuxnn, multiplizierte Zeit, welehe die Iichterregung braucht, um 
von P 0 nach P ± zu kommen. Man erhalt ftir diesen Lichtweg S den Aus- 
druck 

P\ Pi 

(14) S = c j* -jp = j fida, 

Pq 

wobei fj, den Brechungsquotienten des Mediums bedeutet, also 



Wir kBnnen uns jede Kuxve daduroh gegeben denken, daB r, also auch 
x, y, z alfi Funktionen eines Parameters u dargestellt werden. Bczeichnen 
wir die Ableitungen dieser GroBen mit 


(16) 

so wird: 

(17) da = 


x 1 


dr , __ d x 


Vx'*+y'* + z'*du, 


und 






* 


U8W. 


( 18 ) S = J F (x, y, z, X 1 , y\ z')du, 

wobei 


(19) F{x t y,z,x',^,^) 


cVgTTjTg! 

« (*. V> *.» «.) 


fiix''+y'» + z'\ 
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Da « wegen (17) in den r\ y', z', horaogen von nulltem Grade ist, haben 
wir in f nach (19) eine homogene Funktion ereton Grades der x', y', z' 
vor uns. Es besteht daher die Beziehung 

„ ,0F , ,i)F , , (IF 

M ) 

Wenn wir diese Gleichung in Vektorform darotellen wollen, kbnnen wir 
das mit Hilfe des aymbolinehen Vektora V (h. 1. Bd., II, §3, 8.76). 
Da F von zwei Vektoren, r und r' abhiingt, kfinnen wir dioaon Operator 
sowohl inbezug auf die Komponenten von r wie von r' bilden. Im folgenden 
soli mit V # unm et der Operator verstanden werdon, hei dessen Anwondung 
nach den Komponenten von a differenziert. wird. Eh bedeutet z.B. V t F 

•)F OF OF 

den Vektor nut. den Komponenten rfji , () , , hingegen V t . F den 

OF 

Vektor mit den Komponenten , uhw. Wir konnen (burn die Beziehung (20) 
in der Form 

(21) F r'(V t - F) 

Hchreiben. On V t . F offenbnr boinogen voni nullt<>n Grade in x', y', z' 
ist., liilit. ea Hieh dureli den Kinheit.Hvek1.or % nuHdrUcken, eine Beziehung, 
die wir in der Form 

(22) V r ' F p (r, s) 

schroiben wollen. Wenn man mit Hilfe von (19) F (lurch /i auHilrliokt, 
kann man die Funktion p (r, *) explizit angeben. Bildet man elwa die 
Ahleit.img von F nneli x\ ho ergibt Hieh 

n S -I X 1 x!* I i/* I -tL 

Ox' f \ r'" i «'» i ' J Ox! ' 


OF 

/ 

S 

u 

, -1 V*' 4 

0 x' 

1 ?/'* 

1 - 4 

,, 2 0/i 

V'/a i i/a l 

0«, 

*> i / 

(i J 

) * t // t 

‘ \ds,cta' 


1 r 'S i ,/S \ -’ S-l | ./* i vs ' - » . ' 

' 0 j‘ ' 1 0 s v 0 x 0 t t dx 

da wegen (17) 

W* I >r ! ''/J I *!. Vx'HY* I 2'“ 2 - -Mv. 

Vx' 2 l 

ist, rrhiilt man dureli EinHotzon 


■» 


/' „ ( s 
« r 'HSo, 


* dfi \ 
•dnj 


« 9fl 4 * dfi ' 
1 " 0 s„ 1 * 0 


oder Hehlielilieli, w(*nn man die Gleiohungen vcktoriell zusaminonfaBt, 
(23) p(r,s)- /<s | V,// -s(sV,/i). 
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Dutch, dieae Formel ist jedem Yektor s in bezug auf unser Medium ein 
Yektor p (r, I) „zugeordnet“. Fiir zugeordnete Yektoren besteht nach (23) 
die Beziehung 

(24) (s. p (r,s)) = (ss) /i(r,s) + (e V?/t) (1 - (Is)). 

Wenn insbesondere s ein Einheitsvektor iBt, folgt 
(28) ^(r.s) =sp(r,I), 

was auob aus (21) diiekt ableitbar ist. 

Wenn dureh die Licbtstrablen das Integral (18) zu einem M inimum 
gemaoht warden soil, wie es das Fermatsche Prinzip fordert, miissen 
diese naoh 1. Bd., V, §3, Gl. (26), S. 249 den drei Eulerschen Dif- 
ferentialgl eichung en gentLgen. Man hat hier nur entspreohend unseren 
Bezeichnungen an Stelle von L, x 1 ,..., Xn\ x lt x it ..., i„, * in unserem 
Valle F, x, y, z; of, y', s', u zu setzen. Die Gleichungen der Lichtstrahlen 
nehmen daduroh folgende Gestalt an 

—— =, — 

dudx 1 dx’ dudy' dy’ du dz'~ dz 

Wenn wir dieae Gleichungen in Yektorform schreiben wollen, machen 
wit am besten yon dem Begriff des einem Einheitsvektor s „zugeordneten 
Vektora" p (r, s) Gebrauch, wobei wir diesen durch Gl. (23) definieren. 
Drttcken wir F nach Gl. (19) durch /t aus, so erhalten wir aus (26) und (22) 
wegen (17) die Gleichungen des Lichtstrahles in der Gestalt 

(27) dp £ 3) - V t /i(r, s) = 0. 

Die Differentiation im ersten GHied bedeutet bier die Ableitung nach dem 
Bogenelement der zu beatimmenden Kurve. Wir denken uns wieder 
wie in 1 durch eine Beziebung der Form s = $ (r) jedem Raumpunkt 
einen Einheitsvektor s zugeordnet. Dadurch ist eine den Raum einfach 
iiberdeckende Kurvensobar, eine Kurvenkongruenz, gegeben. Vormoge 
der Beziebung s = s (r) verwandelt sich jede Funktion tp (r, s) in eine 
Funktion von r allein, die wir tp (r) nennen wollen. So ist z. B. 

(28) n (t, s (r)) = ft (x), p (t, s (i)) = p (r). 

Durch jedes Veld von Einheitsvektoren s (r) ist also auch ein Feld von 
zugeordneten Yektoren p (r) bestimmt. Mit dessen Hilfo kdnnen wir 
die Gl. (27) des Lichtstrahles auch in der Form 

(29) (sV,)jl(r)-V t/i (t 1 s)=0 

sohreiben; sie stellt nun eine gauze Strahlenkongruenz dar und tritt an 
Stelle der fiir homogen isotrope Korper giiltigen Gl. (2), (3). Bezeichnen 
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wir die linke Seite der Ql. (29) durch den Yektor I, so ist der Kurvenschar 
s (r) dadurch ein Vektorfeld I (r) zugeordnet, das in jedem Raumpunkt 
analog zu (6) den ,,Kriimmtingsvektor u der hindurchgehenden Kurve 
„in bezug auf die Lichtstrahlen in dem durch den Brecliiingsezponenten 
fi (r, s) charakterisierten Medium" darstellt, so daB die Lichtstrahlen 
selbst als Kuxven mit verachwindender Kriimmung (l (r) = 0) erscheinen. 
Man kann flir I (r) wie in 1 auob bier einen durohsiolitigeren Ausdruck 
erhalten, wenn man fill fx (r, s) seinen Wert aus (25) einsetzt. Aus dieser 
Gleichung wird, wenn wir flir s unsere willkiirlich gewahlte Kurven- 
schar s (r) einsetzen, 

(30) /i(r) = s (r) i> (r). 

Wir wenden nun auf jede Seite dieser Gleichung die Operation V t an. 
Wir rniissen dabei gem&fi Gl. (28) beachten, daB in p und p die Variable r 
sowolil explizit als auch mittelbar (vermoge der Abhangigkeit des Einheits- 
vektors s von r) vorkommt. Wir bilden etwa die rc-Komponente von V r (x: 

( 3 D 0/* = d/i dji dja d fx dsg dp da M 

dx dx ds x dx ' ds M dx ds M dx 

In Vcktorform ist daher 

(32) V,/i(r) = V t /i(r,5) + V t (» Vj p). 

Dabei ist zu beachten, daB bei Anwcndung von V t nur s, nicht aber V 9 fx 
als von r abhiingig anzusehen ist. Durch einfache Vektorumformung der 
reehten Seite von (32) crhalt man 

(33) V t /J (r) = V r /i (r, s) | (V*//V r ) 5 | (V^xrots (r)). 

Man verwendet dabei die Kormel ctx(b>c) b(ar) c (ab) aus 1. Bd., 
Hi §3, (12), in der an Htelle der Vektoren a, C und b die GroBon V*/i, 
s (r) und der sytnholisehe Vektor V r gesotzt werden. Zur Berechnung von 
V r (s (r) p (r)) dirat die Vektorfonnel (3 a), in der an Stclle von a und b 
nun e (r) und p (r) treten. Wir erhalten so 

(M) I V t (s(r)p(t)) 

I (s V t ) p (t) -l- (p V t ) s (t) + (s (t) xrot p (r)) + (tf (r) xrot s (r)). 

Wegen (30) rniissen die rechten Heiten von (33) und (34) einander glcich 
sein. Wenn wir noch flir p den Ausdnick einsetzen, der sich aus (23) und (28) 
ergibt und (4) beachten, erhalten wir 

W (s V t ) p (r) - V r ft (r, s) = rot p (r) xs (r). 

Diese Bezio.hung gilt fur jede durch das Feld s (r) von Einheitsvektoren 
gegobene Kurvenkongruenz und das ihr in bezug auf das Medium vom 
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Brechungsexponenten /* (r, s) vermoge (28) „zugeordnete“ Vektorfeld p (t). 
Man kann daher den. Kriimmungsvektor ! (t) der Kurven des Feldes s (r) 
in bezug auf die Lichtatrahlen unseres Mediums durch 

(36) l(t) = rot^(r)xs(r) 

darstellen. Wenn dieser Ausdruck verschwindet, besteht unsere Kurven- 

A 

kongruenz aus Lichtatrahlen. Wir haben also in Gl. (36), wenn ! = 0 
gesetzt wird, die Differentialgleicbung einer zweiparametrigen Schar von 
Liohtstrahlen vor uns. 


3. Llchtstiahlen und Wellenfl&chen 1 ). Man kann die Gleichungen fitr 
den Yerlauf der Lichtatrahlen aucb herleiten, wenn man anstatt des 
Fermatschen Prinzips ein anderes verwendet, das keine Variation von 
Integralen verwendet, sondenx nur von dem Verhalten der Licbterregung 
in ftinwm bes tammt en Raumpunkt bandelt. Wir warden dabei den Vorte.il 
haben, den Verlauf der Lichtstrablen und die Fortpflanzung der Wellen- 
fl&chen zugleich zu bestimmen und liberdies uns ganz enge an die Theorie 
anzuscblieflen, mit Hilfe deren Carath6odory im 1. Bd., V, S. 227 —279 
die Probleme der Variatumsrechnung behandelt. 

Dieses Ptinzip sagt aus: „Wenn wir ein Fl&chenelemeint einer Wellen- 
flhche haben, dessen Stellung durch den Einheitsvektor n in der Normal- 
riohtung gegeben ist, so verschiebt sich dieses Element l&ngs des Lioht- 
strahles in einer solchen Richtung s, daB die Wellengeschwindigkeit. wie 
sie durch Gl. (IS) gegeben ist, moglichst grofi ausfallt“. Narh (IS) und (19) 
ist nun 

on -L = £m- 


Wir haben also denjenigen Einheitsvektor s zu suchen, welcher der nvhton 
Seite von (37) den kleinsten Wert erteilt. Es miissen dann die Abloitungen 
dieses Ausdruckes naoh den Komponenten von s verschwindcn, w<»nn die 
Nebenbedingung $5 = 1 erfiillt ist. Oder in Vektorform 




wobei X ein aus der Nebenbedingung zu bestimmender Multiplikator ist, 
Durch Ausfiihrung der Operation V* erhalten wir: 

« _ 

1 ) Ph. Frank, LichtstrahJen nnd Wellenfl&ohen in allgemein anisotropen 
Medien. Zeitaohr, f. Phye. 80 (1033). 
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Durch skalare Multiplikation dieser Gleichung mit s laBt sioh X bestimmen. 
Es ist n&mlioh wegen s 0 = 1 

(39) 2 X = ~ |> - s Vy (i\. 

Aua (38), (39), (37) folgt dann als Endergebnis die folgeude Beziehung: 

(40) -^-1 = ^(r,s).a+ Vj/i-s(s V^). 

Man sieht. dafi - n der dem Einheitsvektor s des Lichtstrahles im Sinne 

von (23) „zugeordnete“ Vektor ist. Wir konnen also nach der durch (21) 
und (23) eingefiihrten Bezeichnung auch schreiben 

(41) p(r,s)= i C p n. 

Durch Gl. (40) ist es mdglich, zu jedcm Element einer Wellenflache, das 
durch Lage und Normals, also r und n gegeben ist, die dazugehorige 
Riclitung des Lichtstrahles s und WellengeHchwindigkeit w zu bercchnen. 
Gl. (40) bildet ja zusammen mit s s = 1 ein System von vicr skalaren 
Gleichungen -fur die vier Unbekanuten s v , »„,«>. Man kann doren 
Berechnung in iibcrsichtlicher Weise folgendermafien durchgefiihrt denken: 
Man lost zunachst Gl. (40) nach s auf und erhalt so eine Beziehung der 
Form 

(42) s = $(r, ^ n)- 

Wenn ft in den Komponenton von s homogen von crater Ordnung, 
p also in diesen CJrbBon homogen von nullter Ordnung ist, laHsen sich 
dirndl Aufloaung von (31 (40) nur die zwei VcrhtUtniHHc der s v , a s be- 
reehnen; fiir das g ergibt nidi dann kein hoHtimmtcr Ausdruck und die 
folgenden Oberlcgungcn sind nicht anwendbar. Wie man in dicaem Fall 
vorgeht, i«t an emem Beispiel m § 3, 3 gozeigt. 

Die Ve.ktorfunktion § (r, h) muB wegen s s — 1 der Beziehung 

i«) »(*. ;*)*(>. :*)=> 

geniigen. Auh (43) liiBt aioli offenbar w ala Funktion von r und it be- 
reo.hncn, also wrrklieh jedem Element der Wellenflache seine Wellen- 
geHchwindigkeit zuordnen. Mit Hilfe dicscH Wertes von w l&fit sich dann 
auH (42) die Itichtung a de» LichtatrahlcH abloHcn. 

Wir bezeiolmen nun den Vektor 

c 

n = n 


(44) 


w 
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HamiltonBohe Funktion 


I, 51 


als den dem Strahl zugeordneten Normalvektor. Fiir ihn gilt naoh (43) 
die Gleiohung # (n) § (n) = 1, die wir auch in einer anderen Forth Hchreiben 
konnen. Unter der Voraussetzung, daS s ein Einheitsvektor iflt, folgt 
namlich aus Gl. (40) durcli beiderseitige skalare Multiplikation rait s 

(4B) n (r, s) — its == n (r, £ (r, n)) — n$ (r, n) = 0, 

eine Gleiohung, die man an Stelle von (43) zur Bestimmung von it und w 
verwenden kann. Die linke Seite von (46) als Funktion von r und n 
wollen wir die Hamiltonsohe Funktion des Problems nennen und 
mit H (r, n) bezeichnen. Es iflt also 

(46) p(t,s) — ns — H (r,n), 

und die Bestimmungsgleichung fiir den Normalvektor oder bei gegebenera 
Element der Wellenflache fiir die Geschwindigkeit w lautet 


(47) fl(t,n) = fl(tln) = 0. 

Mit Hilfe der Hamiltonschen Funktion H laBt sich nun leicht der Strahl- 
vektor I ala Funktion des Normalvektors n darsteUen, also die explizite 
Gestalt der Funktion $ (r, rt) in Gl. (42) gewinnen. Wir bilden zu dieRPiD 
Zwecke die partiellen Ableitungen von H (r, n) in bezug auf die Kom- 
ponenten von it. also den Vektor V„ H. Dann iflt naoh (46) und (42) 


(48) V n H — V„(r, $ (r, it)) — V,[n§(r,n)] = V n ;/(r,s) - VJtts). 


Nun finden wir die zu Gl. (21) analoge Beziehung 

(49) V n ^(i,s) = (V»/t V„)s-f (Vi/txrotns), 

wo unter rot* s die Rotorbildung in bezug auf die Kompononten von it 
zu verstehen ist. Ferner ist analog zu (34) 

(60) Vn(tts) = s + (nV„)s + (nxrot„s). 

Man erhalt diese Beziehung aus der Vektorfonnel (26) aus 1. Bd„ II, § 3, 
wenn man beachtet, dad alle Differentiationen nach den Kompononten 
von Tt auflzufiihren sind, also z. B. rol* n == 0 wird. Setzen wir fiir u neinon 
aus (44) und (40) folgenden Ausdruck als Funktion von s ein und hoaohton, 
dad aus s s = 1 auch analog zu (23) 

(61) (I V„)g + sxrotns = 0 
folgt, ao ergibt sich aus (48), (49), (50), (51) einfach: 


(52) I = - V„JI(r,it); s x 


dH _ 

~W« r ' 


8 , = 


dH 

dn„ 


dH 

d»,’ 
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I. 81 


Die Beziehung zwischen t und it muB nicht immer clinch die Gl. (52) 
gegeben sem, wo H die durch (46) definierte Funktion ist; ea kdnnte auch 
eine zu (47) hquivalente Gleiohung vorliegen, die dann die Gestalt 

(47 a) H* (t, n) = 0, H* (t, n) = / (t, n) H (t, n) 

haben miitite, wobei / (t, n) =j= 0 vorausgesetzt ware. Dann ist aber 
V n H* = f . V„ H + H . V„ f, also wegen H = 0 und Gl. (52) 

(53) s = / . V n H*. 

Hier l&fit sioh / (r, n) aus der Bedingung a s = 1 berechnen; aus ihr 
folgt n&mlioh 

(84) ^ = 

4. Die Differentialgleichung der Wellenflfichen und Lichtstrahlen. Wir 

betrachten nun die Wellenflachc zur Zeit 0 und die gaaamtc Rebar der 
Wellcnflachon, die aus ihr durch die Fortpflanzung der Lichtorregung 
hervorgehen. Diese Flachenaohar wollen wir einen Wellenzug ncnnon. 
Die Wellonflaehe zur Zeit t moge durch die Gleiohung 

(55) r(r) = T (x,y t s) = t 

gegeben se,in. Anstatt r fiihrt man auch oft die Funktion S = ct oin, 
so daB flich der Wellenzug auch in der Gestalt 

(56) 8 (r) = 8 ( x , y, z) = ct 

darstellen liiBt. Wenn uns /S’(r) gegeben ist, hiBt sioh offenbar der durch 
(SI (44) definierte Normalvektor u leicht. berechnen. Wir betrachten 
etwa zwei nahe benuchbarte Wollenflaehon imseres Zuges: 8 (r) - ct 
und /S'(r) c (/ [ dt). Dor Noriimlahstand der bidden im Punkt mit 
dein La^evektor r wm (In. Dann ist gemiiB der Bedcutung der Wellen- 
gesehwindigkeit ?/’ offenbar dn - ferf/, also 


(57) 


c 

IV 


cdt 

tin 


grad 8 



Da aber der Vektor grad /S r auf der Wellenfliiche *Sf -- const sonkrecht 
steht, hat er auch dieselbe Richtung wie der Normal vektor und oh ist 

(58) u =- js grad 8 ~ V r /S(r). 


Da aber u der Beziehung (47) ge.nligen muB, erhalten wir flir gradS die 
Gleiohung 


m 


II (r, grad 8) 


dS 




OS 

<fy‘ 


dSs 

dz) 


0. 
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* P^lrmnt1glA^ft>inng 


I, §1 


Dies ifit eine partielle Differenti algleichung erster Qrdnung ftir die 
Funktion 8. Man nennt jede Losung dieser Gleichung eine Eikonal- 
funktion und die Gl. (59) selbst die Eikonalgleiohung. Sie iflt nichts 
anderea als die Hamilton-Jakobisdhe partielle Differentialgleichung 
unserea Variationsproblema [s. l.Bd., Y, §2, (17)]. 

Dniob jede LSsung S( r) der Eikonalgleiohung (59) ist naoh (56) ein 
Wellenzug gegeben. Die Gesamtheit der Lichtstrahlen, langs deren sioh die 
Lichterregong bei dieaem Wellenzug fortpflonzt, nennt man die zn diesem 
Zng gehorende Strahlensohar. Sie l&Bt sich durch ein BiohtungBfeld s (r) 
darstellen, das sich ans S (r) naoh Gl. (42), (52) und (59) in folgender Weise 
bereohnen laflt: 

(60) s = $(r,V t £!(r)), «(r,n) = - V„ff(r,n). 

Hieraufl kann man nun wieder die Differentialgleichungen der Licht¬ 
strahlen erhalten. Es sei n (r) ein Yektorfeld, das der Gl. (47) geniigt. 
Eh ist also 

(61) H (r, n (r)) = A (x) = 0. 

Nun ist abex analog zu Gl. (33) 

(62) V t rf(r)= V t H(r,n) f(V n H. V r )n + (V„ffxrotn(r)) 
und wegen (52) 

(63) V,2#(r) — H(v, n) — (s V,)rt — (sxrotn) 

A 

Da aber wegen (61) auoh V ( H (t) gleich Null ist, folgt aus (63) 

(64) V,H(t,n) = (s V,)n+(sxrotit). 

Ist nun it (r) das Feld der Normalvektoren zu einem Wellenzug, ho iHt 
wegen (58) rot n == 0 und es ergibt sioh aus (64) 

(65) (sVt)n = V T jff(r, it). 

Diese Vektorgleichung bildet zusammen mit (52) ein System von zwei 
Vektorgleiohungen fiir die beiden Vektorfelder s (r) und n (r). Die weitore 
Bedingung s % = 1 ist, wie man leioht sieht, mit diesen Gleiohungen ver- 
trSglioh, weil flix n (r) die Beziehung H (r, it) = 0 besteht. Die Gl. (65) 
gilt zun&ohst nur ftir eine Schar von lichtstrahlen, die zu einem Wellenzug 
gehSren. Man sieht aber leioht, dab die linke Seite von (65) nur vom 
Yerlauf eines einzigen Strahles abhangt. Wenn wieder wie in Gl. (16) 
und (17) a = x («) usw. die Gleiohungen des Lichtstrahls in Paramoterform 
sind, wo aber jetzt der Parameter u die Bogenl&nge l&ngs des Strahls 
bedeuten, also mit a bezeichnet warden soli, so sind jetzt tf, y', z' naoh 



Kanonisohe Gleiohung der Liohtetrahlen 


13 


Gl. (16) und (17) die Komponenten von §; nnd die linke Seite von (66) 
lautet, wenn wir nnr die z-Komponente hinschreiben, 

dn m dx dn u dy dn e dz _ dn „ 
dx da dy &o'~ dz da ~ da 

Fassen wir dies mit den anderen Komponenten zu einem Vektor zusammen, 
so erbalten wir fiir die Gl. (65) die Gestalt 

(66) = V,ff(t,n). 

Diese bildet mit Gl. (62), die wir jetzt in der Gestalt 

(67) ^ = -V„ff( t,n) 

schreiben wollen, ein System von zwei Yektorgleicbungen fiir die beiden 
Vektoren n und r, als Funktionen des Parameters a. Hier ist klar, daB 
wir es mit Differentialgleichungen fiir die einzelnen Lichtstrablen zu tun 
haben. Schreiben wir die Gleichungen in Eomponentenform, so lauten sie 


dn. ^ 8H 
do dx’ 


d_H dy 
dn x ' do 
r dn v 
!’ do 


8H dz 
dn v ’ da 
dH dn, 
dy’ da 


Dies sind die bekannten Differontialgleichungen der Extremalen eines 
Variationsproblems in kanonischcr Form [s. 1. Bd., V, § 3, (24)]. 

Man kann die Diffcrcntialgleichung der Lichtstrahlen anstatt durch H 
aucli (lurch //* ausdrlicken, vorausgcsetzt, daB das Verschwinden von H* 
mit dem Verschwinden von H Equivalent ist. Nach Gl. (53) ist donn 
wegen (47 a) auch 

(69) = / 

Fiihrt man langs der Lichtstrahlen statt der Bogenlange a den Parameter u 
durch die Bezichung ein 

(70) fda — du, u = j fda, 

so kann man die obigen Gleichungen fiir die Lichtstrahlen auch in der 
Gestalt 


= V t H*. 


£--*■** 


schreiben. Die Gleichungen der Lichtstrahlen erhalten bo die kanoniache 
Gestalt, wie sie in den Gl. (68) gegeben ist. 
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Sate von Mains 


I. §1 


Dies Bind wieder die bekannten Differentialgleichungen der Extremalen 
eines Variationsproblems in kanonisoher Form [1. Bd., V, § 3, S. 249, 
Gl. (24)]. 

Da die Beziebtmg (65) liber die einzelnen Lichtstrahlen etwas aussagt, 
mufi sie auoh gelten, wenn durcb das Riehtungsfeld s (r) eine Sohor von 
Lichtstrahlen gegeben ist, die nicht zu einem bestimmten Wolleuzug 
gehoren. Dann folgt aber aus (64), daB jede Schar von Lichtstrahlen, die 
durch ein Richtungsfeld gegeben ist, der Gleichung 

(72) s (r) xrot ft (r) = 0 

genligen muB, wenn it (r) der dem Einheitsvektor s (r) nach Gl. (40) zu- 
geordnete Vektor ist. 

Die Bedingung fitr ein Richtungsfeld s (r) von Lichtstrahlen kann 
man nach (72) anch in der Form 

(72 a) rot ft (r) = As (i) 

schreiben, wo A eine skalare Ortsfunktion ist. Wenn A verschwindct, so 
gehoren die Lichtstrahlen zu einem bestimmten Wellenzug. Fiir cin bc- 
Uebiges Richtungsfeld von Lichtstrahlen folgt nun aus (72a) 

div A s (t) = 0, 

also 

A div s -|- i— = 0. 


Wenn daher A lings einer Flache, die von alien Lichtstralilen gesdmittcn 
wird, verschwindct, so muB auch dX/da verschwinden, d. h. A versdiwindet 
lings aller Lichtstrahlen des Feldes. Wenn also die Liohtstrahlen auch 
nur eine einzige Flache so durchsetzen, daB ihre Normalvektoron auf 
ihr senkrecht stehen, gehoren sie sohon zu einem bestimmten Wellenzug 
(Satz von Malus) (s. 1. Bd., V, § 3, 9). 

Man kann nun auoh leicht zeigen, daB die Liohtstrahlen, die der 
Gl. (72) genligen, auch aus dem Fermatschen Prinzip erhalten werden 
konnen, d. h. das Integral in Gl. (14) zu einem Minimum machen. Es folgt 
nimlich aus Gl. (35), (72) und (41) sofort 


(sV«)it-V^(r,s) = 0, 


was wir wieder nach Ein fllh rung der Bogenlange a als Parameter uiul 
denselben tJberlegungen, die von (58) zu (59) ffihrten, in der Form 


(73) 


<2rt 

da 




dn a _ d/t 
da ~~ dx* 


dn , 
da 


dji dn t dji 

dy ’ do dz 


sohxdben konnen. Das ist aber naoh (27) und (41) die Bedingung dafiir, 
daB der Liohtstrahl dem Integral in (14) einen extremen Wert erteilt. 
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I. 51 


Wir betrachten nun zwei Punkte: P„ mit dem Lagevektor r 0 und P x 
mit dem Lagevektor t v Man kaun dann loicbt zeigen, dafi der Lichtweg 
zwischen dieaen beiden Punkten, d. h. das ■ langs des sie verbindenden 
Liobtstrahls erstreckte Integral in Gl. (14) sick durch eine Losung der 
Eikonalgleichung (59) ausdriicken ltLflt. Wir betrachten zu diesem Zweck 
einen Wellenzug, zu dem der betrachtete Lichtstrahl gebort. Die Licht- 
erregung moge zur Zeit ^ durch zur Zeit t T durch P 1 hindurchgehen. 
Dann liegt P 0 aui der Flache 8 (r) = ct 0 und P x auf der Flache S (r) = ct x , 
wobei 8 (r) eine geeignet gewahlte Losung der Eikonalgleichung ist. Wir 
betrachten nun samtliche Lichtstrahlen, die zu dem Wehonzug S (r)=konst 
gehoren. Dann ist dadurch cin Richtungsfeld s (r) und ein zugeordnetes 
Normalenfeld n (r, s (r)) = n (r) gegeben. Wir wissen schon, daiJ rot n (r) 
gleich Null ist. InfolgocleHsen ist das Integral 

(74) Jft(*W* 

vom Wege unublmngig und schon durch die Intogrationsgronzen bestimmt. 
Erstrecken wir (74) liingH irgondoincH Weges von P 0 nach P la so ist wegen 
(58) offenbar 

(76) fft (r) d x - frf r. V, 8 (t) = 8 (*,) - 8 (r 0 ). 

Erstrcrkcn wir das Integral (74) insbesondere liings des Lichtstrahls, 
der P 0 und P, verbiiulet, so wird dort dr = sda, und da nach (45) 
ns -- // (r,s) wt, erlmltcn wir uuh (75) 

(7(>) f'/((r, s (r)) da -- S (r t ) — N (r 0 ), 

d. Ii. der Lichtweg zwischen zwei Punkten wt die llifferenz der Werte der 
Eikonulfunklion in diesen beiden Punkten, wenn diene Funktion einen 
Wellenzug duratellt, zu dem dor betrachtete Lichtstrahl gehdrt. Wenn wir 
den DurelilaufungHsinn des Liehtstrahhw umkehren und /t (r, s) dabei 
semen Wert nicht iuidert, also 

(77) /> (r, s) =- /t (r, - s) 

ist, so spree.hen wir von „symmetrwcher“ Anisotropie. Diese ist bei alien 
ruhenden KriHtallen vorhanden und fchlt nur dort, wo die Anisotropie 
durch Bcwcgungdes Korpcrs cntstcht (s. § 3, 4). lmFalle von (77) folgt aus 
01. (40) oder aus n (r, s)-ns, daB n mit s sein Vorzeichen andert. Dann 
ist die links Neito von Gl. (76) unabliiingig von der Umkehrung der Inte- 
grationsgrenzen immer positiv. 
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Puakteikon&l 


1. I 2 


$2. Optteche AbbUdung in allgemein anisotropen Medieu 

1. PunkteJkonal, Wlnkelelkonal, Abbfldungsgldchungen. Jede Losung 
dei Eikonalgleichung in § 1, Gl. (59) stellt uns einen bestimmten Wcllen- 
zug dar, der etwa dadurch festgelegt werden kann, dafi die Gestalt der 
Wellenflkche zur Zeit t = 0 vorgegeben wird. Wir wollen jetzt ins- 
besondere einen Wellenzug betrachten, der znr Zeit t = 0 auf einen 
Punkt zuaammenschrnmpft, also die von einer punktformigen Liobtquello 
aus sioh fortpflanzende Lichterregung. Wir bezeicbnen den Lagevektor 
dieses Pnnktes P 0 mit r 0 . Die entsprechende Losung der Eikonalgleichung 
muB dann r 0 ala Parameter enthalten, wir konnen Bie'in der Form 8 (r 0 , t) 
anBetzen. Sie gentigt ala Funktdon von r der Gleicbung (59), § 1; deshalb 
lafit sick aus ibr nacb §1, Gl. (58) der Normalvektor it im Punkte t in 
der Form 

(1) n = V t S (r 0 ,t) 

ausdriicken. Es sei nun P x ein bestinunter Punkt mit dem Lagevektor t x . 
Dann ist 8 (r„, t x ) nacb § 1, Gl. (76) der Iicbtweg lings des die Punkte P 0 
und P x verbindenden Licbtstrabls. Denn alle durcb den Punkt P 0 gehenden 
Licbtstrablen geboren zu dem durcb unser Eikonal S (r 0 , t) dargestellten 
Wellenzug und es ist, wenn wir die Bezeicbungsweise von § 1, Gl. (76) 
mit unserer jetzigen vergleichen, S (r x ) = S (r 0 , r x ); S (r 0 ) = 8 (r„, r 0 ). 
Da aber nacb der Definition von S (r 0 , r) offenbar 8 (r 0 , r 0 ) = 0 ist, 
so gilt 

ft 

(2) jSftj.T,) = J/i(t,s)icr 

1 ‘0 

und daber die ausgeaprocbene Tlebauptung liber die Bedeutung von 

8 (t 0 , tj). 

Wir betracbten nun den von P 0 nacb P x sicb fortpflanzenden Licht- 
strahl. Die dem Strablvektor s in P 0 und P x nach Gl. (40) zugeordneten 
Normalenricbtungen seien rto bzw. n 1( dann ist naob (1) 

( 3 ) = V tl S(r 0 , t x ). 

Wenn wir das zu der punktformigen Licbtquelle in P x gebdrende Punkt- 
eikonal mit 8 (r x , r 0 ) bezeicbnen, so ist der von P x nach P 0 gebende Licht- 
strahl ein diesem Wellenzug angebdrender Strahl. Wenn wir annehmen, 
daB der betracbtete Korper Bymmetriscb anisotrop ist, so ist der zum 
Punkte P 0 geborige Normalvektor jetzt - und es gilt daber analog 
zu (3) 

(3 a) 


n 0 0*1> ^o)* 
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I. §2 

Nun ist aber in dieBem Falle wcgen § 1, (77) und Gl. (2) 

W 5 (r 0 , Xi) = S (ti, t 0 ) 

und daher wegen (3 a) 

(B) n 0 = - V^SO^t,). 

Die Gl. (3) und (6) sind wohl bier fur den fall ,,symmetrischer Anisotropie“ 
abgeleitet; sie gel ten aber auoh fur allgem ein anisotrope Kfirper. 

Wir bezeichnen die Funktion der beiden Funkte P 0 und P 1 , die uns den 
Licbtweg von P 0 nach P t darstellt, also S (r 0> tj), ale das Punkteikonal 
uneeres optiscben Problems. Es l&Bt sicb nach § 1 auB dem Breohungs- 
exponenten p (r, s) des betreffendenKorpers berechnen. Die Gleiohungen(4) 
und (B) gestatten, wenn S (r 0 , r,) bekannt ist, zu jo zwoi Punkten P 0 
und l\ die liichtung des die beiden vcrbindendcn Lichtstrahles in den 
beiden End punk toil zu bereehnen, da sich ja auB tt odor S nach § 1, Gl. (53) 
der Uiohtungsvektor s des Lichtfitrahls borcchnen lallt. Wnnn wir P 0 
und P 1 alH Objckt- und Bildpunkt ciner optischen Abbildung auffassen, 
nennen wir die Gl. (3) und (B) „Abbildungsglcichungen“. 

Ks empfiehlt sieh oft, nieht, von einer Funktion der Koordinaten r 0 
und r, von Objekt- und Bildpunkt uuszugehen, sondem liebor von cinor 
Funktion der Nomialcnriehtungen in diosen Punkten. Man ftihrt dann 
anstatt der Funktion 8 (r 0 , r,) die Funktion 

(6) S (r 0 , r,) - (r,*, - r 0 ito) = W (t^, it x ) 

ein. Sie ist deshalb einc Funktion von ii 0 und n, allein, weil man Rich aus 
dun (}1. (3) unci (5) r 0 unci x { ala Funktionen von und n x ausgcrcchnot 
denken und diene in (11. (f>) fCir r 0 und r, einHetzon kann. Man nennt 
IK (lip, it|) dan Winkeleikonal unneren optinchon Problemn. Man nieht 
leichl, dali man mil him nr r Ililfe ebenfnllH die AbbildungBgloichungcn (3) 
und (f>) nehr ein far h fonmdieren kann. Kh int namlich 

(7) V ni W V„,*S— V n , (r, ii,) 1 V(r 0 n 0 ). 

Wenn man beach tet, dali r 0 und r, Funktionen von Uq und it, Rind, ist 

(8) V„, N (r 0 , r.) - Vi, (r 0 V l(J 8) -| Vi, (t t V. t 8), 

wobei die Operation V„, so aiiRZufUliren ist, dail der zweito Faktor in den 
riinden Klainrnern als koiiHtunt anzuselien ist. Femer ist 

Vn.^.ti,) -- r, | Vi, (r, it,), V„,(r # ii 0 ) = 

wobei aue.h hier bc*i der Differentiation nae.h den Komponenten von n x 
nur der ernte Faktor in den Klamnieraundriicken zu differentiieron ist. 
Dann ergibt, nie.h aber, wegen 01. (3) nun 01. (6), 

(9) V„, W — — r,. 

Ml bob Frank, DlfriTniitialgliMrliiiugnii. II 
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Abbildung Ton FlAohenelementen 


Ftthren wir auf beiden Seiten der Gl. (6) die Operation V,^ aus, so erbalten 
to durcb ganz analog© tJberlegungen die Beziebung 

(10) V„ 0 F = v 

Die Gl. (8) nnd (9) sind die Abbildungsgleichungen mit Hilfe des Winkel- 
eikonals. Sie gestatfcen, aus der Strahlriohtuiig im Objekt- und Bild- 
punkt die Koordinaten dieser Punkte zu bereobnen. 

Die Berecbtigung, die Funktion W (it^, rt a ) „Winkeleikonal“ zu 
nennen, besteht in folgendem. Liegen die Punkte P 0 und P 1 in Ge- 
bieten konstanter Brecbungsexponenten fa und fa , so ist und n x 
nacb § 1 (40) durcb 

(11) «o — A>*o, = faS x 

gegeben. Wenn man dieae Grofien in (6) einftihrt, wird W eine Funktion 
allein der Anfangs- und Endricbtung s 0 und des Liohtstrahles. Eli- 
mini art man acblieBlich aus den Bedin g un g en s* = 1 und s’ = 1 bier- 
aus noch die beiden Variablen s° und s’, so erbalt man eine Funktdon 
der Tier Variablen s®, s.°, s’, s’, und diese Funktion ist es, die in tier 
Optik gewohnlicb „Winkeleikonal“ genannt wird. 

2. Abbildung von LInien- und Flachenelementen. Wir bctrachtcn jetzt 
zweiparametrige Punktmannigfaltigkeiten, die dadurcli gegeben sein 
mogen, daB r 0 bzw. ale Funktionen zweier skalarer Parameter, w und v, 
dargeatellt werden. 

(12) r 0 = r 0 (u, v) r x = r x («, v). 

Diese Gleicbungen stellen im allgemeinen zwei Flacben dar, auf denen 
die Punkte P 0 und P x liegen, wobei durcb jedes Wertesystem «, v eine 
bestimmte Lage der beiden Punkte festgelegt<ist. Dann ist aber auch ein 
bestimmter Iichtstrabl festgelegt, namlicb der P 0 mit verbindende 
Strahl. Durcb die oeiden Gl. (12) ist also aucb eine zweiparametrige 
Scbar von Licbtstrablen gegeben, wobei wieder durcb jedes Werte¬ 
system u, v ein bestimmter Licbtstrabl festgelegt ist. Setzen wir die 
Gl. (11) in das Punkteikonal 8 (r 0 , rj ein, 

(13) 8 (r 0 (u, v), r x («, v)) = 8 («, v), 

so wird dieses Eikonal eine Funktion von u und v, hat also f iir jeden Licht- 
strahl einen bestmrmten Wert, der den Lichtweg zwischen den Durch- 
stoBungspunkten des Strahles mit den beiden Flachen (12) gibt. 
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Wexrn wir die partiellen Ableitungon dor Funktion S (u, v) nach u 
bzw. v bilden, erhalten wir nach Gl. (13) 

... dS yj n ^ii i n a 3r i _ \7 ,0. ^ r « _l V7 q ^ *i 

(14) b~u “ r« + Vt ' 5 d~u' d^~ V,oS flv + Vt ' S 'Tv 


nnd daraus nach Gl. (3), (5) 

dS _ St, , „ ^ r i 
(1B) ^ ~ °d« + 1 du 


— _u Ho i n Hi . 

~ °dV + 1 dv 


Wenn wir nun die ersto der Gleichungan nach v , die zwoito nacb w dif- 
ferentiieren und die licsultato gleiohsetzen, da sich boido Male d*S/du dv 
ergibt, erhalten wir 


d Jj djh _ 9 r,i 3ttj _ 9 r 0 9 n u 9 r (l 9^ 
du d v dv du du dv dv du 


Man sieht aua Gl. (10), dafl flir jode zweiparamotrige Sohar von Licht- 
flirahlen ein invariantcr Diffcrentialausdruck existiert, d. h. «in Auadruck, 
der langfl jedea Strahlos seinen Wert beibe.hiilt, 

Wenn in den Funktionen r 0 und r t in Gl (12) v nioht cnthalton ist, 
gtellon dieso Gleiohungcn zwei Kurven dar; durch jodon Wert von u ist 
dann ein Punkt jeder der boidon Kurven fostgelegt, also auch der sio vor- 
bindende Lichtstrahl. Wir wollen nun annehmen, dafl di(. Lichtstrahlen 
in unscrem Medium so beachaffen sind, dafl alio Strahlen oiner cinpara- 
metrigon Schar, die von eincm Punkt der Kurvo r 0 =- r 0 (u) ausgehen, 
sich wieder in einem und demaolbcn Punkt der Kurve r x ~ r x (u) achneideu. 
Dann aind die beiden Kurven punktweiso aufeinander abgohildot. Wenn 
wir die Strahlen, die von einem und domselbon Punkt init dem Parameter- 
wert u auBirchen, durch einen Parameter v unterHchciden, ho habon wir 
wieder cine zwei parametrise Schar von LiehtHtrahlen vor uns, woboi 
aber jetzt der Wert des PunkteikonalH Hchon durch u allein beatimmt ist, 
da alio Strahlen nut demselben u auch dieHelbnn Punkte vorbindon, also 
nach der Definition von S (r 0 , x } ) diewem denHelben Wert verleihen. Wir 
wollen auch ftir diese Scliar von Strahlen die Gl. (1(5) anwendon; ch sind 
nur darin die Ablcitungen von r 0 und rj nach v glcich Null zu sotzen. Ea 
ergibt sich dann: 

»yt\ H 1 H] 1 — ^ Hi?. 

' du dv du dv 


Die Ableifcung von (17) kann allnnlingH nieht dirnkt an (16) angosohlofwe.n 
werden, da hier r 0 und x x als Funktionon zweier Yerandorliohcr voraus- 
gesetzt waren. Man kann aber, wenn S und dS/du nur von u abhftngen, 
durch Differentiation der ersten der Gl. (15) nach v und Nullsetzen des 
ErgebniaseB direkt Gl. (17) erhalten. 


2* 
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Diese Gleiohung hat eine grofie Bedeutong fill dieTheorie dor optischen 
Abbildung. In ihr Bind n&inlioh, doxoh d t 0 /9« nnd d tjdu die Rioktungen 
nnd L&ngen zweier punktweise aufeinander abgebildeter Linienelemente 
gegeben, wakrend dn^jdv nnd dnjdv nor von den Rioktungen dei Lickt- 
straklen abhangen, welche den einen Endpnnkt des einen Linienelementes 
auf einen bestimmten Endpnnkt des anderen abbilden; es mlissen nun diese 
Beziehungen (17) fill samtliche Strahlen erflillt sein, die diese Pnnkte auf- 
einandei abbilden, wahrend das abgebildete Linienelement fest bleibt. 
Bezeiehnen wir die Einkeitsvektoren in det Richtung der beiden auf- 
einander abgebildeten Linienelemente mit d„ bzw. a 1( ihre L&ngen mit 
do Q nnd do 1} so ist 


(18) 


dr # _ dcr 0 dx, _ do. 



Die ansohanliche Bedeutong der Grofien dnjdv und dnjdv ist fiir das 
allgemein anisotrope Medium etwas verwickelt, wir wollen sie daher erst 
im § 3 bei der Behandhmg der isotropen Median naker erlautem. Fiir den 
allgemeinen Fall wollen wir nur eine Folgerung, die man durch Inte¬ 
gration ans Gl. (20) erhalten kann, waiter diskutieren. Wir wollen die 
beiden Seiten der Gl. (20) nach v integrieren. Es ist dann 

(21) J^dn = n 0 -n?, 

wenn nj nnd ttf den Bicktungen eines bestimmten, die auf einan der ab¬ 
gebildeten Pnnkte verbindenden Strahles entspreoken. Es folgt dann aus 
GL (20) 

(22) 0 (ttj — rtf) = 5jj (n 0 — TtJ), 
die man auck in der Form 


(23) /Jfijn, — Oott,, = konst 

sckreiben kann, da ja < und nf einem fest gew&hlten Lioktstrahl ent¬ 
spreoken. DieBe Gleiokung, die fiir alle die beiden aufeinander abgebildeten 
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Punkte verbindenden Lichtstralilen gilt, wobei fi, 5 0 , Oj fest bleiben, 
nennt man gowohnlich den allgemeinen Kosinussatz der optischen Ab- 
bildung, da er eine Beziehung ftir die Kosinus der Winkel enthalt, welche 
die zu den abbildenden Lichtstrahlen gehorenden Normalvektoren rnit dem 
abgebildeten Linienelement einschlieflen. Der Kosinussatz nimmt eine 
besonders einfache Form an, wenn es einen Lichtstrahl gibt, dessen 
Normalvektor sowohl im Bildpunkt wie im Objektpuntt senkreoht auf 
dem Linienelement steht, welches das Objekt bzw. Bild darstellt. Wenn 
wir diesen Lichtstrahl als den wahlen, dessen Normalvektoren wir mit 
ltj and n * bezeichnet haben, ist a^n* = ajtt* = 0 und aus GL (22) wird 

(24) = a 0 rt 0 . 


Es ist vielleicht hior noch darauf hinzuweisen, daB zu den GL (15) 
auch analoge Beziehungen bestehen, wenn man anstatt dos Punkt- 
eikonals S das Winkelo.ikonal cinfiihrt. Durch Einsetzen der Gl. (12) 
in GL (6) bzw. (10) crhiilt man die Funktionen W (w, a) und S (w, v), fiir 
die sich aus den GL (15) boi Beachtung der Dofinitionsgleichungen (6) 
und (10) von W und V die folgenden Beziohungen ergoben: 


(25) 


ti W __ dj\ n _ djijL 

du ~~ Xl) du Xl d u 9 


9W = r _ r . 

dv 0 dv 1 dv 9 


3. Berechnung der Lichtstrahlen aus dem Eikonal, Bertihnmgstrans- 
formationen. Durch r 0 , n 0 ist cin bestimmter Lichtstrahl festgelogt, 
wenn sie der Gleichung § 1, (47) H (r 0 , n 0 ) ~ 0 genligen. Wenn n x 
die zu einoni beliebigen Punkte. dieses Strahles gehorigcn Lage- und 
Normalvektoren wind, bo geniigen sie den Bcziehungen (3), (5). Wir 
konnen duller bei gegebenem r 0 , it 0 

(26) it = V,flf(r 01 r), n 0 = — V to £(r 0 ,r) 

als die Gleie.lmngeii fiir den Lage- und Normalvektor (r, Tt) langs eines 
Lirhtstraliles auffassen. Da S der Eikonalgleichung H( r, V r $) = 0 
geniigt, also r, tt der Gleichung §1, (47), sind die Gleichungen (27) nur 
fimf Beziehungen zwisehen den seeks Vektorkomponentcn von r und rt, 
so daB man auH Umen r und tt ala Funktionen von r 0 , Tt(, und oines 
Parameters darstellen kann. Die Gleichungen (27) konnen wir so auf- 
fassen, dull sie eine kunoniacho Transformation im Sinne von l.Bd., XV, 
§6, (15) bilden, welehe die Variablen r 0 , Uq in r, it oder umgekehrt 
transformiert. Durch eine soloho Transformation wird nach der dort 
entwiekelten Theorie das System dor kanonischcn Gleichungen der Licht- 
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strahlen § 1, (06), (67) in ein GleiohungssyBtem derselben Gestalt flir 
t 0 , no tibergefUhxt, also 

(27) ^ - - V,,, H* (r 0 , n 0 ), ^ . V, 0 H* (t 0 , tt 0 ), 

wobei 

(28) H* (r 0 , n 0 ) = H (t, n) 

ist. Wenn aber r, n und r 0 , «o durch die Transformation (27) verbunden 
sind, wobei S der Eikonalgleicbung H (r, V t $) = 0 geniigt, ist 

(29) - H* (to, Tto) = 0 

nnd daher die Gleicbungen (28) obne weiteres zu integrieren. Es ergibt 
sicb aus ibnen einfacb, dafi t 0 nnd ito l&ngs jedes Lichtstrahles konstant 
sind, so dafi in der Tat die Gleicbungen (27) unter Konstanthaltung von 
t 0 nnd tto die Gleiobnngen der Lichtstrahlen darstellen. Wenn wir eine 
Losung der Eikonalgleicbung vor uns baben, die nieht gerade das Punkt- 
eikonal ist, aber ebenso wie dieses von drei Konstanten £ lt f B , abhangt, 
also die Form 8 (f 1( £ a , t) bat, so erhalten wir nacb 1 . Bd., XV, § 6 , (16) 
dutch 

( n = V t S(S v £ a ,S t ,x), 

(30) { _ 5S _ dS _ d_S 

1 Vl ~ 9 Sr* * ” 9S\* = dS, 


eine kanonische Transformation und die Gleicbungen (30) stellen aus 
denselben Grfrnden wie oben bei konstant gehaltenen £ v £ t , £ a , j r) 2 , r) a 
die Gleiobungen eines Liobtstrables dar. 

Man Vann die Gl. (27) ancb ale eine spezielle Bertihrungstransfor- 
mation im Sinne des 1. Bd., XY, § 8,2 anffassen. Das zu transformierende 


Element ist hier einFl&chenelement des vierdimenaionalen x, y, z,5-Kaumes. 

Die Xoordinaten eines Elementes sind dann x, y, z, S, 4~-, , -f ^, 

ox o y oz 

oder in der verwendeten Yektorbezeichnung t, S, n. Eine BeriihrungH- 
transformation ist dadurcb definiert, dafi Elemente in „vereinigter 
d. b. solche, die einen Elementverein bilden, wieder in derartige Elemente 
bbergehen. Zwei Elemente t, S, n und t + dx, S + dS, tt + tin nennt 
man dann in „vereinigter Lage“, wenn 


(31) dS - ndr - 0 

ist. Da nun n = — it, dS = cir ist [s. § 1, (66) und (44)], so bedeutet das 

(32) wdx = ndx. 


Wenn dx = 0 ist, so ist ndr = 0, und die Elemente sind benachbarte 
Flachenelemente derselben Wellenflacbe i = konst. Wenn aber dr 3=0 
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ist, so bedeutet Gl. (32), daB dio beiden Elements bei derLichtfortpflanzung 
im betraohteten Medium in der Zeit dr auseinander hervorgehen. Sie eind 
benachbarte Elemente eines Lichtstrahles. Ein Elementverein von oo» JEIe- 
menten, also eine Hyperflaohe des vierdimensionalen Raumes, wild von 
den s&mtlichcn Elementen eines Wellenzuges gebildet, 

Man sieht leicht ein, daB die Gl. (27) eine Beiiilmmgstransformation 
definieren. Es ist ja identiscli 

dS( r 0l r) = dx.S7 z S f dx 0 V lQ S } 

also wegen (27) 

(33) = itdr — n 0 dr 0 , 

das ist aber nach 1. JBd., XV, §8, (7) die Bedingung fiir eino Beriihrungs- 
trausformation im Fallc, dafl die abhangigo Variable S in den Trans- 
foimationsgleicliungen nicht vorkommt, was ftir die Transfonnations- 
gleichungen (27) zutrifft. 

Wir haben gesehen, daB GL (27) die Transformation des Anfangs- 
elemcntes r 0 ,n 0 eines Lichtstrahles in irgendein anderes Element r, Tt 
desselben Lichtstrahles auBdriicken. Wir konnen nun wieder, wie wir es 
im 1. Bd., II, § 5 flir (lit* linearen Transforniationcn getan haben, auoh bei 
unseren Beridirungstransformationen den Begriff der infinitesimalen 
Transformation einfiihren, die ein Element in ein benachbartos iiber- 
flihrt; also ein Element r, u eines Lichtstrahles in das benachbarte 
r-f-rfr, u d- dn. Wenn die beiden entsprechenden Punkte des Licht- 
strahles sich uni den Parameterwert du unterscheiden, ist der Gbergang 
zwiseheu den beiden benachbartcn Elementen durch die kanonischen 
Gleicliungen § 1, (71) gegeben. iHt der Parameter die Bogenliinge a, so 
gelten die (11. (28). Diese stellen also eine infillitcsimalo Bertihrungs- 
transfonnation dar. Wir konnen claim ebenso wie irn 1. Bd. an der zitierten 
Stelle dure.li luoderholte Anwendung der infinitesimalen Transformation 
eine eingliedrige Gruppo von BertthningsLraiisforniationen „erzeugen“. 
l)iese besteht in uiiHererii Fall auH alien Beruhrungstransformationcn, welohe 
jedes Element eines Lichtstrahles in ein Element desselben Lichtstrahles 
liberflihren. 


$ 3. Stralilengang in speziellon Median 

1, Brechungsgesetz. Wir betrachlen jetzt einen Kbrper von der Be- 
schuffcnheit, dull in einem Teile dt*r Brechungsindex (lurch die Funktion 
//, (r,s) im nnderen (lurch // 2 (r, $) gegeben ist. Dio beiden Teile mdgen 
langs einer Ebene ziiHammerMtoUcn, welclie wir die Trennungsllachc 
nennen. Wir verfolgen nun einen Wellenzug, der aus einem Teile des 
Korpers (lurch die Tnuinuiigsflaehe in den nnderen uborgeht. Wir konnen 
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die biaher entwickelten Gesetze, in denen fi (r,«) ale atetig vorauagesetzt 
war, in unserem Falle ao anwenden, dafl wir die unatetige Anderung von 
(i (r, s) durbh eine atetige, aber aehr xasche Anderung ersetzen und erst im 
Resultat den tJbergang zu unstetiger Anderung macben. Fiir einen be- 
a tunmten Wellenzug iat it iiberall eine beatizmnte Funktion rt (t) dea Ortes, 
nr>^ ynx konnen die Gl. (74) und (75) dea § 1 anwenden, nacb denen lings 
einer geaobloaaenen Kurve 
(1) Jft(r)dr = 0 

iat. Ala diese Kurve (s. Fig. 1) w&hlen wir den Umfang einea Rechte< kes 
mit den Seitenlingen a und 6, wobei a kleiner ala b ist und von der 
Tr AnTinTigafl&Ah ft Bonkrecht geabhnitten wild, wihrend 6 der Trennungs- 

flaobe parallel iat. Wenn wir das 
Recbteck allmibliob bo abindem, dafi 
a immer kleiner wild, b bingegen aeinen 
Wert beibebilt, so riicken die Seiten 
AB und CD immer mebr gegen die 
Trennungsflicbe, wobei aie aber immer 
in Teilen dea Korpera mit verachie- 
denen Brecbungsexponenten bleibcn. 
Bezeicbnen wir mit tj, t 8 Einheitsvektoren parallel zur Trennungafliclie 
und nennen wir den Normal vektor auf beiden Seiten der Trennungs- 
flacbe Ttj bzw. n 2 , ao iat lings A B: dx = t x da und der Wert dea Integrals 
lings unseres Recbteckes gleicb der Summe der vier folgenden Integrale 
s v D A 

a + J "ft <Z r — | (ttj tj) d a + J hd t = 0. 

Da aicib daa zweite und vierte Integral wegen dea versohwindenden a 
immer mebr der Null nibert, so erbalten wir, wenn wir zur Grenze 
fttr a 0 und unstetig sicb andemdes fi tibergehen 

f (Ui?) da = j (n,t) £<r, 

wo t ein Einbeitavektor in der Tiennungsflache iat. Dieae Gleiebung muB 
lings jedes geradlinigen Weges auf der Trennungaflache gelten, was nur 
moglich ist, wenn die Integranden einander gleich sind. Es gilt also 

(2) Ujt = n„t. 

Diese Beziebung muB also beim tJbergang von einer Seite der Trennungs¬ 
flacbe zur anderen fiir jeden Einbeitavektor t in der Trennungsfliche be- 
steben. Da sie sicb nur auf eine Stelle der Trennungsflicbe beziebt, muB 
ae ebenso wie ftix eine ebene auch fdr eine kruinme Trennungsflicbe gelten. 
Die Gl. (2) nennen wir das Brechungsgesetz fiir beliebige aniso- 
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trope Korper. Sie driickt die Stetigkeit der Tangentialkomponente des 
Normalvektors beim Durchgang durch die Trennungsflache zweier ver- 
schiedenor Medien aus; sie 1st also nichts anderes als die Gleichung 
rot n = 0 fiir unstetige Anderung des Vektorfeldes n. 

Die Gl. (2) laflt sich auoh so aussprechen, daB der Vektor n x — n 9 
senkrecht aul alien Tangentialvektoren der Trennungsflache steht, also 
die Richtung der Normalen zur Trennungsflache des „Einfallslotes“, 
hat, Es gibt also eine Bcziehung der Form 

(3) n t - Tt, = A1, 

wo l der Einhcitsvektor in der Richtung des Einfallslotes ist. Dann liegen 
abcr die Vektoren n l9 rt a und I in einer Ebene. 


2. Isotrope Medien. Die isotropen Medien sind dadurch gekennzeichnet, 
daB der BreehungHquotiont nur vom Ortc und nicht von der Richtung 
abhiingt. Der dem Strahlvektor zugeordnete Normalvektor ist also nach 
§1, (23), (41), well die Ablcitung von n nach dom RichtungBvektor s 
verschwindct, einfach durch 


(4) n « = [i (r) s 

gegeben. Der Strahl steht also hier selbst senkrecht auf der Wellenfl&ohe. 
Dor Brecliungsquotient ist cinfach durch eine Funktion p (r) von r allein 
gegeben. Die Wellongeschwindigkeit w ist wegen (4) und § ], (16) gleich 
der Strahlgeschwindigkcit v. 

Die Hamiltonschc Funktion H (r, n) lnutet nach § 1, (Hi), wcil die 
Gleiohung § 1, (42) jetzt die cinfaehe Form 


(5) 5 = £>( r »n) — 

hat, in unserem Fall 

(6) H (r, n) = i (/i s (t) - n. n). 

Daraus folgt wieder naeli § 1, (59) fiir die Eikonalgleichung die Gestalt 



Wenn wir annehincn, daB die Jnhomogenitiit des Mediums nur darin 
besteht, daB es aus zwei homogenen Medien mit den konstanten Brccliungs- 
exponenten //j und // 2 zusamniengcsetzt ist, erhalten wir durch Anwendung 
des allgeniomen BreelmngHgesctzefl (2) und GL (4) auf unseren Fall 


(8) 


/'iM =--- /*■«»*» 
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wo und s, die Strahlvektoren des einfallenden und des gebroohenen 
Strables aind. Aua Gl. (8) iolgt, dafl einfallender Strabl, gebrochener 
Strahl und EinfaMot in einer Ebene liegen. Bezeichnen wir die Winkel 
dee emfaJlenden und des gebroohenen Strahles mit dem Einfallslot bzw. mit 
ipx und <p % , so lautet Gl. (8) 


( 9 ) ^ U(Pl = =^ 

v ' sin q> a jttj 

ergibt also das bekannte Snelliussohe Brechun gages etz. 

Fiir den Fall der isotropen Medien lessen sioh auoh die Abbildungs- 
gesetze (20), (24) von § 2 beaonders einfach aussprebhen. Wenn wir in 
Gl. (24) fiir n x und tt g die Weirte aus (4) einsetzen, erhalten wir 

(10) — Mo ®o 8 o» 

bezeichnen wir die Winkel zwisohen abbildendem Strahl undLinienelement 
mit und ip 0 , bo lautet die Gleichung 

(11) /3/ij cob vi = Mo 008 Vo- 

Die bei der Ableitung der Gl. (24) von § 2 gemachte Vorausaetzung lautet 
in unserem Falle bo: Es muB ein Strahl ezistieren, auf dem die beiden 
Kichtungen der abgebildeten Linienelemente a x und a 0 senkrecht stelien. 
Wenn dieser ausgezeichnete Strahl eine Gerade iat, und das Medium und 
folglich der ganze Strahlengang urn diesen ausgezeichneten Strahl rotations- 
BymmetriBoh ist, bo konnen wir an Stelle der Winkel y> 0 und rp t die Winkel Xo 
und Xi einftihren, welche irgendein Strahl mit dem Zentralstrahl einschlieBt. 
Dann lautet die GL (11) 

(12) 0MiSmzi = Mo8in* o . 

Diese Gleiohung wird gewShnlich als „Ab be sober Sinussatz“ bezeichnet. 
Seine Bedeutung beruht darauf, dad er eine notwendige Bedingung dafiir 
darstdlt, daB zwei Linienelemente scharf aufeinander abgebildet 
werden, obwohl in ihm nur die Winkel vorkommen, die die Strahlen eines 
Bilndela mit einem Zentralstrahl einschliefien, durch welches ein ein- 
zelner Punkt auf einen anderen einzelneh Punkt aoharf abgebildet wird. 

Auch die Gl. (20) von § 2 lafit sich fiir den Fall des isotropen Mediums 
anschaulich deuten. Zunachst folgt aus ihr nach Gl. (4) 


Setzen wir 

ds v — \dy>„ ds 0 — 6 0 d%, 

wo diji 0 und df! die Winkel zwischen zwei benachbarten abbildenden 
Strahlen und bj und b 8 die Einheitsvektoren senkrecht zu diesen Strahlen 
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in den durch s 1; ds x 
zeichnen mi‘ 

(U) 


bzw. s 0 , ds Q bestimmten Ebenen Bind, und be- 

y = iiL = 

7 d*o d 


die ,,Winkelvergrdflenmg", eo erhalten wir aus (12), wenn wir durob 
dsjdv dividieren, 


(15) 


= jUoOobo. 


Wenn wir wieder den Fall betrachten, dafi es einen Strahl gibt, auf dem die* 
beiden Linienelemente scnkrecht stehen und insbesondcre, daB dieacr 
Strahl Zentralstralil einea rota tionssyinme brischen Systems ist, so da& 
die beiden Linienelemente mit den beiden abbildenden Strahlen und dem 
Zentralstrahl in einer Ebene liegen, so konnen wir mit der oben ver- 
wendeten Bezeichnung und a 0 b 0 ~ cos^ 0 schreiben und 

es wird aus (15) 


(10) f<iPY™*X i = /' o™*Xo- 

Diesc Gleichung konnen wir offenbar auch durch Differentiation dea Sinus- 
satzes erhalten. Sic wird gewohnlinh das Straubelsohe Abbildungsgesotz 
genanni und gehtftir uchsennahe Strahlen, fur die co^Xi und cos^ 0 gleich 1 
gesetzt werden kann, in die Lagrangosche Bedingung 

(16a) (<iPY » Ho 

liber. 


3, Elnachslge Krisialle. Kin ehmchsiger Kristall ist dadurch gekenn- 
zeichnefc, daB der BrechungH(|uotient /1 nur von der Btrahlrichtung 5 
abhiingt, wobei nur der Winkel auftritt, den dieae Richtung mit einer im 
Kristall feHtliegendon auHgezeicluieten Richtung einschlieBt. Den Ein- 
heitsvektor m dieser Richtung, der ^hnstallachse* 1 , wollen wir mit a 
bezeiehnen, den Kinheitsvektor in irgendeincr dazu senkrechtcn Richtung 
mit q. Dunn ist fur den >J auIierurdcntlic5hon‘ I Strahl die Abhangigkeit 
des Brechungsquotienten von der Strahlrichtung durch 

(i7) /*(*) v/^tasr+T^qs) 3 

gegeben. Ilier wind // fl und // 0 zwei fiir den betreffenden Kristall charak- 
teristisehe Konstaut-en; wenn man & gleich a bzw. q setzt, Bieht man sofort, 
daB h , 4 der Brechungsquotient fiir St rahlen in der Achsenrichtung, ^achsen- 
parallele 11 Strahlen, ist und ft a dor Idr ,,a<diHennormalc“ Strahlen. Man 
sieht aueli sofort, dull // (s>) von den Koinpoiienten von s homogen von 
crater Ordnung abhangt, so dull der Normalvektor n in ihnon homogon 
von nullt-er Ordnung ist.. Wegen der Hoiiiugemtat geniigt /* der Euler- 
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aohen Gleichung /i = i V*/*> und dear Normalvektor bereobnet aioh nach 

§1, (40) einfach nach der Formel 

(18) it = Vy/t(s). 

Duxch Ausftihrung dieser Differentiation ergibt siob ana Gl. (17) nun 
aofort 

(19\ n = /4(os)a + A*g(Q«)^ 

Dieaer Ausdxuck iat in der Tat bomogen nullter Ordnung in den Kom- 
ponenten von s, man kann also durcb Elimination der beiden Verh&ltnisse 
dieaer drei Komponenten eine Bedingnng fiix die drei Komponenten von it 
erhalten. Wegen der Einacbaigkeit des Kristalls apielen afle Komponenten 
senkrecbt zur Aobse dieselbe Eolle, man kann die gauze Betracbtung in 
einer einzigen durcb die Acbse hindurcbgebenden Ebene duxcbfiibren, 
etwa der durcb a und q beatimmten, und aicb daher auf die Betracbtung 
der Komponenten von n in den Richtungen a und q beschranken. 

Wir berecbnen also ana Gl. (Id) 


/45s 


n!j=iSSi. 


Aus diesen beiden Bezietbungen iat das Yerbaltnis von a s zu q s zu 
eliminieren. Dies geacbiebt durcb Quadrieren der Gl. (20) und Division 
durcb [A* bzw. /i*. Daraus folgt dann unter Berlicksichtigung der Gl. (17) 

(21) &{£ + = 0. 

/*S /*« 

Die linke Seite iat ala Funktion von it betracbtet, bia auf einen Faktor, 
den wir etwa/ nennenwollen, die durcb §1, Gl. (47) eingeftibrte Hamilton- 
Bdhe Funktion H (it). Daber folgt nach § 1, Gl. (69) oder (52) ftir den 
Eihheitsvektor dee Iddbtetrahla 


= /V„fi(n) = 2/[^5 + l?ij], 


wobei f aus der Bedingnng s s = 1 zu berecbnen ist. Wir erhalten also 
schlieBlich 

(2S) i = ^(n a) o + /t«(nq)q 

V/tJ (u 5)* + Ma (n q)* 

Man kann nun aucb leicbt die WeUengesobwindigkeit to flir jede Fort- 
p fl a n zung ar ichtung n einer Welle berecbnen. Ea folgt ja aus Gl. (21) in 
Verbindung mit § 1, Gl. (44) ftir die Geachwindigkeit w, mit der aich eine 
"Welle der Normalrichtung n fortpflanzt, 

(24) w* _ (n5)» (nfl* 

/4 /<} 
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Aus Gl. (21) und § 1, (58) erhalten wir sofort die partielle Differential- 
gleichung itir die Eikonaifunktion S (t) unseres Problems. Sie lautet 

(2B) A + A - 

Um diese Gleichung in der iiblichen Komponentendarstellung zu schxeiben, 
wollen wir ein Koordinatensystem einflihxen, dessen z-Achse der Rriatall- 
achse parallel ist, so daJB a die z-Richtung hat und q der z, y - Ebene 
parallel ist. Dann ist 

(26) (n a) 4 = n), (nq) s = nJ + »*. 

FUr die Eikonalgleiohung ergibt siob dann die Gestalt 

(dS\* { dS \* f dS \* 

m =i. 

n hI 

Wenn man die Gestalt. dor Liehtstrahlon im Kristall untersuchen 
will, bo hat man zu bcachton, da(J sowohl fi ids H von r nnabhiingig sind< 
Es ergibt sich daher aus §1, (00) oder (09), daQ n langs eincs Lioht- 
strables konstant ist. Da aber nach g 

(23) s nur von it abhangt, ist auoh 
dieses konstant, also der Liclitstrahl \ j 

eino gerade Linie. Wir wollen nun \ j / 

unterBUchen, wie. cin Lichtstrahl go- \ ! / 

brochcn wird, wenn er huh der Luft s \ ^ / 

in oinen einachsigen Kristall eintritt. \ M ® / 

Wir nehmen dab(‘i an, dnB dio Be- 
grenzungsebene so gegen die Kristall- 
achse liegt, daB diese Aclise mit dem 

Einfallfllot den Winkel a emsohlioBt. ^ 

In "Fig. 2 ist ein Schnitt (lurch den / j 

Kristall gezeielmet, der (lurch das Ein- / \ 

fallslot und die KristallaeliHe gefiihrt / j 

ist, wenn wir uns diese von dem Punkt / I ** \ N 

aus gezogen denken, in deni der ' ! \ 

Lichtstrahl die Begrenzungsebene trif ft. j 

In dicser Ebene soil auoh der ein- 

fa llende Stralil liogen; dann liogt auch dor gcbrochene aus Symmetrie- 
griinden in derHolben. Bezeiehncn wir die Normalvektoron in der Lnft 
und im Kristall mit bzw. it a , die Ntrahlvektoren mit s 1 bzw. s a , einen 
Einheitsvekt-or in der Trennungsebene der bciden Medien mit t, so konnen 
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wir das in Gl. (2) formulierte Breohungsgeaetz anwenden. Nun ist in 
unserem Fall nach Gl. (4) 

ni = s t — s v n, = [>2 (s, a) S 4 ■ (s 1 q) q]. 

r» 

Daher lautet das Brechungsgesetz nach Gl. (2) 


,<ya s t _ ^a(g t tt) (a t) + /« ,;(s g q )(qt) 

V^(s 8 a)“ + /* 9 S M’ 

Diese Formel gilt fiir beliebige Richtungen der Yektoren s 1 , s 2 , a. 
Nehmen wir, wie oben bemerkt, jetzt an, dafl sie alle in einer Ebene licgen, 
so konnen wir die Ebene der Pig. 2 als diese Ebene wahlen. Bezeichnen 
wir Einfalls- und Brechungswinkel unseres Strahles mit <p x bzw. <p 2 > 
bo bestehen, wie man aus Fig. 2 leicbt abliest, die Beziehungen 

(*i a) = cob (<p fl — a), (s a q) = sin (p a — a), (s x t) = sin* <p v 

(at) = sin a, (q t) = cos a. 


In diesem Fall nimmt unser Breohungsgeaetz Gl. (28) die folgendo Go 
stalt an: 


(29) 


sin <p 1 = 


ixl cos (fa — a) si n a + p j sin a) cos a 
Y/u2 cos* (<Pt — *) + Ml siQ * (<Pi — <*) 


Eine besonders einfache Gestalt nimmt dieses Breohungsgeaetz an, wenn 
die Trennungsflache senkxecht auf der Kristallachse steht. Dann ist 
a = 0 und aus Gl. (29) folgt 

( 30) ^ --- 

sin (jj, YMa cos* <p t + n\ Bin <p a 

Wenn wir diese Gleichung quadrieren, konnen wir leicht auch sin <p a 
durch. sin <p x ausdrttcken und erhalten 


(31) 


sin (pi V/4* -f {ni — fi\) sin" 


Wir ftLhren nun die Bezeichnungen ein: 


(82) J5 = i£, e = 

M» Mo 

Dann wird Gl. (31) 

(33) _ 1 

®* n Pi V/Z* + e sin 11 <p t 
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Nun ist e nach GL (32) offenbar ein MaB der Anisotropie des Kristalls. 
Man sielit, daB GI. (33) bei sehr kleinom Einfallawinkel <p x naherungs- 
weise in 

sin w« 1 

( 34 ) • BUI 

iibergokt, also in das gowohnlicho Brcchungsgesotz isotroper, homogener 
Median [Gl. (9)1, wobei nur an Stellc des gewohnlichen Brechunga- 
exponenten/iderdurch Gl. (32) bereehnetc ,,mittlere £< Brcohungsexponent/i 
auftritt. 

4. Bewegte KBrper. Wir betraehtcn nun einon isotropen Korper, 
innerhalb dessen die LiohtgeHrhwindigkeit dureh ?> 0 (r), dor Breehungs- 
erponent dureh // 0 (r) gegeben ist. Wenn sieh der Korper bewegt, wird das 
Bezugssystem, in bezug auf das detn Lioht die Gcschwindigkeit v 0 (r) 
zukommt, robitiv zuni Korper in Bewegung gcrate.n; zu der Lichtgcschwin- 
digkeit v 0 (r) in bezug auf den Kdr]>er im Ruhezustand addiert sieh der 
Gesehwindigkeitsvektnr, der die. Bewegung des genannten Bezugasystems 
angibt und den wir mit SB (r) bezeiehnen wollen. Wenn wir die Riohtung 
des Lichtstrahles in diesem BezugHsystem (lurch den Einheitsvektor q 
bezeiehnen, so daB der Vektor dieser „relativen“ Geschwindigkeit t> 0 q 
ist, gilt fur die GesamtgeHchwindigkeit des Lichtes, wenn wir deren Betrag 
wieder mit v, deren llielitungHvektor wieder mit s bezeiehnen, 

(35) v.s -= v 0 . q-| • SB (r). 

Man driiekt flieli in Anlelmung an die Vorst(‘]lung eines elastischen Mediums, 
in dom sieh das Lirht mit der Gescliwindigkeit v Q fortpflanzt, des soge- 
nannten „Athers“, haufig ho huh: Zu dem GeHchwindigkeitsvektor v 0 q 
in bezug auf den Ather tritt noch der Geschwindigkoitsvcktor SB des 
„Atherwin<les“ in bezug auf unHeren Korper; ihre Vektorsumme ergibt 
den Geschwindigkoihsvektor der wirkhehen Lichtbewegung in bezug auf 
den betrachtei.cn bewegten Korper. Man kann nun loioht zeigen, daB die 
Bercchnung des Stralilenganges in einem bewegten iHotropen Korper sioh 
auf die Bctraehtung eines ruhendeu anwotropen Korpers zuriickfiihren 
laBt, so daB die Thoorie des § 1 nie.h darauf anwonden laBt. Aus Gl. (35) 
folgt v 0 q = v s — SB und (lurch Quadrieren 

(36) v 2 -2us*SB-b V. 

Das ist cine quadratischc Ulcichung fiir v. Wenn wir beachten, daB der 
absolute Betrag W ~ |3B| der GoHchwindigkeit des Bezugsaystems der 
Licbtfortpflanzung immer klcincr als die Ijichtgeschwindigkeit v 0 ist, 
erhalten wir dureh Auflbsung der Gl. (36) nach v nur oine reelle L6sung 

(37) i> « s SB -| V(fayj»T«o* - 
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und deshalb - 


(38) fi (t, I) = ^ 


c 

i^r+vs® wy"+«Tw — w * w 


Der Brechungsexponent p ist also in der Tat als Funktion von c and s 
gegeben, weshalb wir die in § 1 entwickelte Tbeoiie fiir den Stcablengang 
in allgemeinen anisotropen Medien anwenden konnen. Wir berechnen 
zunftchst naoh § 1, Gl. (40) and (44) den Normalvektor n, der zur Strahl- 
ricbtung I gehort. Man erhalt so zunachst 


(39) 




(ISB)SB 1 


daraos und aus Gl. (40) l&Bt sich dann leicbt der ganze nach § 1, (40) und 
(44) angegebene Ausdruck fiir it bilden. Man erh&lt schlieBlicb: 


(40) 


n 


c 

iTV(s 9J})* +vj — W* 


(os - SB). 


Ersetzen wir die Quadratwurzel im Nenner nach Gl. (37) durch « — s2B, 
und beriicksichtigen die aus Gl. (36) folgendeBeziahung v = v 0 (ql)-f- I2B, 
so wird aus Gl. (40) 

c 

(41) n = —q, v t = «-Iq. 

v » 

Die Wellenflache steht also senkrecht auf der „relativen“ Strahlrichtung q. 
Es ist also q = n. Wir erhalten dann fiir die Wellengeschwindigkeit to 
nach § 1, Gl. (44) 

(42) w = 

Die FortpflanzungBgeschwindigkeit der Wellenfl&chen ist also gleich der 
Komponente der gesamten Lichtgeschwindigkeit in die ..relative" Strahl- 
richtung. 

Durch Gl. (40) ist it als Funktion von r und s gegeben. Wenn wir sie 
naoh I auflosen, erhalten wir die Funktion $ von § 1, (42), und durch 
Einsetzen in Is = 1 oder p = In die Hamiltonsche Funktion H (r, n) 
und die Eikonalgleichung. Wir wollen diese Rechnung aber im allgemeinen 
Fall hier nicht wirklich durchfiihren, sondem nur fiir den Grenzfall, 
daB |2B| gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit o 0 so klein ist, dafi men 
nur die in o 0 /TP linearen Glieder beizubehalten brauoht. Man spricht 
das gewohnlich so aus, dafi man nur die Bffekte erster Ordnung der Be- 
wegung betrachtet. 

Mit dieser Annaherung folgt aus Gl. (37) 

t 43 ) • (r. s) = t> 0 (r) +1SB (r) 
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und aus Gl. (40) wegen Gl. (43) 


n = 


K-l-si 


-[« 0 s + s(s SB) —SIB], 


also sohliefilioh in der gewlinschten Naherung 


(44) 


n = M*)*~/*?(r) 


®W. 


diese Gleiohung laBt sioh aber leicht nacb s auflosen. Man erh&lt 

n SIB 

(46) 5 = 7o + ^T 

und durch Elimination von s vermoge der Beziehung s s = 1 


(46) 




= 0. 


Die linke Seite ist bis auE einen Faktor die Hamilton ache Funktion. 
Die Wellengeschwindigkeit to ist also nach § 1, GL (44) aus 


(47) 


nn , o 

~r + 2«> 

/ 4 0 


nSB 

c 


w* = 0 


zu bestimraen, wobei nach GL (41), (42) auch it = q, to = gesetzt 
werden kann. Fiii die Eikonalgleichung ergibt sich aus GL (46) und 
u = V t £, wenn wir die Komponenten von 2B mit W m , W v , W t bezeichnen, 



Wir wollen nun untorsuchen, wie durch den EinfluB der Bewegung die 
Lichtstrahlen ihre Gestalt, die sie im ruhenden Korper haben, verandem, 
wobei wir uns wieder auf die „EfEekte erster Ordnung" beschrtoken wollen, 
Es sei s (r) cine Schar von Lichtstrahlen im bewegten KSrper, die zu einer 
Wellenflache gehort. Dann geniigt sie der Gleiohung rot Tt = 0, wobei n 
die aus GL (40) borochnete Funktion von s ist. Es gilt daher 

(49) rot^s) - irot^JSB). 

Die Abweichung vom Gang der Lichtstrahlen im ruhenden Korper be- 
urteilen wir sehr bequem durch den in § 1, (36) definierten Krummungs- 
vektor f einer beliobigon Kurve in bezug auf die Lichtstrahlen in einem 

Ml aa a-Frank, DifferontlalglHiohungflQ. H 3 
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bestimmten Medium. Ale dieses Veigleichsmedium wahien wir hier 
unseren ruhenden Korper. In den Ausdruck fiir die ^rfimmimg in § 1, (36) 
ist also ftir s unsere betrachtete Schar yon Liohtstrahlen, fiir p (t) aber 
der Amen durch die Lichtbewegung im ruhenden Korper zugeordnete 
Normalvektor n zu setzen. Da dieser Korper isotrop ist, folgt aus § 3, 
61. (4) it = /ig s und daher nach § 1, (36) fiir die Kriinmmng 

I = rot (/i 0 s) x s. 

Daraus folgt aber nach Gl. (49) 

(BO) l = rot (/4 2B) X 9. 

Dieser Ausdruck miBt die Krlinmiung der Liohtstrahlen im bewegten 
Korper in bezug auf die im ruhenden. Er muB also verschwinden, wenn die 
Bewegung, soweit es Bich urn Effekte erster Ordnung handelt, ohne Einflufl 
auf den Yerlauf der InchtstraJhlen im Korper sein soli. Da sioh an den 
Beobaohtungen des Ganges der Liohtstrahlen durch versohiedene Korper 
auf der Erde kein EinfhaB erster Ordnung der Erdbewegung bemerkbar 
macht, hat man schon zur Zeit der Athertheorien verschiedene Hypothesen 
darliber aufgestellt, wieso trotz des entstehenden Atherwindes diese Beob¬ 
aohtungen zu erklaren sind. Nach Gl. (BO) mull fiber den durch die Korper- 
bewegung entstehenden Atherwind eine solche Annahme gemaoht werden, 
daB vermogederselbenrot (/xjSB)verschwindet. Die beiden wichtigsren sind: 

1. Die Hypothese yon Stokes: Innexhalb der irdischen Korper wird 
das Bezugssystem,, in dem die Lichtgeschwindigkeit den Wert wie im 
ruhenden Korper hat (der Ather), von den Korpera bei ihrer Bewegung 
yollkommen mitgefhhrt, so daB tLberhau.pt kein Atherwind entsteht, also 
SB = 0 ist. Da aber nach den Aberrationsbeobachtungen am Fixsternlicht 
die Lichtstrahlen auch auBerhalb der Erde, im leeren Raum, keine Ab- 
weichung, die durch die Erdbewegung verursacht werden konnte, zeigen 
und dort /x 0 = 1 ist, muB durch die. Bewegung der Erde durch den Ather 
in diesem eine Stromung entstehen, fiir die rot SB = 0 ist, also eine 
wirbdfreie Stromung. 

2. Die Hypothese von Fr es nel: Wenn die Erde sich mit der konstauten 
Geschwindig keit g bewegt, erh&lt der Ather' innerhalb eines irdischen 
Korpera eine Geschwindigkeit, die nicht die voile Geschwindigkeit g ist, 
Bondem *g, wo x yom Brechungsexponenten /x 0 des betreffenden Korpers 
abhangt. Dann ist der Atherwind offenbar 2B = «g — g. Anderer- 
seits ist rot (p* 5EB) = 0, wenn SB = c ist, wo c ein konstanter 

Vektor ist. Es muB also (x - 1) g = ^ sein, Wenn man noch aa- 

nimmt, daB durcih Luft, (ram sie geniigend verdtont iflt, der Ither gar 
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nicht mitgefuhrt wird, muB fiir /z 0 = 1 auch * = 0 werden und daher 
muB c = — Q soin. Dann folgt aber « — 1 --- xmd 

(6i) * = i-4- 

/*0 

Und dieaen Wert fiir die Mitfiihrung des Athers durch einen Korper vom 
Brechungsexponenten /z 0 hat Fresnel tatsachlich angegeben, den Fresnel - 
schen ,,Mitf iihrungskoeff izienten' c . 

5. Elektronenmikroskop 1 ). Wenn man die Elektronenbahnen im 
elektromagnetischon Feld als Liehtstrahlen auffafit, so wird man gleich- 
falk zu einem anisotropeu Medium, fi^nlich dem in der vorhergehenden 
Nummer bekandelten gcfiihrt. Wenn $ die elektrische, § die magnetisohe 
Feldstarke, c unci m Ladung und Masse des Elektrons bedeuten, so sind 
die Bewcgungsgleiohungen im Felde (E und § duroh 

(52) =e ((g + _L DxS ) 

gegeben. Da sicli die Fcldst&rken (£ und £> ana skaiarem Potential V und 
Vektorpotcntial 91 (lurch die Gleicliungen 

(53) (£ =^= —grad V, § = rot21 
bestimmen, kann man (52) auch in der Form 

(54) m< dt “ — ^(g 1 ^ V — in Xrot91^ 

schreiben. Multiplizicrt man dieso Gleichung mit t> dt und integriert, 
so orgibt sicli die Encrgiegleichimg 

(66) ” l v a + e V = E. 

Der Ausdruek (54) lallt sich auch in Form oinos Variationsprinzipsschreibem 
Sctzt man nainlich 

(66) L « -«V+ £(»«), 

so stimincn die xu 

>< 

(57) f Lit-- Extremum 

*0 

gehorigen Eulersehen Gleicliungen 

/KQX d dL dL dOL dL__ 

m TtTi~dx “ 1 did]j~~'dy- v ' dtdz 

i| W. ({laser, Tiber guometrisoh-optisohe Abbildung duroh Elektronen- 
atrahlen. Zeiteohr. f. Phys. 80 (1038), 8.451 ff. 


8* 
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gerade mit (64) tiberein. Um von (67) zum entspreohenden Fermatsohen 
Prinzip 

(69) f /xd 8-* Extremum 

Po 


Qberzugehen, eliminieren wir aus ( 66 ) mittela (65) die kinetisohe Energie 
J m«*, so daB wir sohreiben konnen 


Lit = 2(E—eV)dt + j(vdt > W.)—Edt. 


Wenn wir fttr » dt hier s da und fttr dt nacb 


(“•VaTI-" 


eV) 


setzen, er- 


halten wir 

(60) Lit = [V 2 m (S — e V) + j(S9l)]d* — Edt. 


Da in (67) die unabh&ngige Variable t nicht variiert wird, andert sick der 
Bahnverlauf nicht, wenn man zu L eine Konstante E addiert, und wir 
konnen dahex (57) mit 

(61) fi = V 2 m(E-eF) + 7 (91s) 

auch in der Form des Fermatschen Prinzips (69) sohreiben. Wir wollen 
den isotropen vom elektrischen Feld allein herrlihrenden Bestandteil 
von ft, mit bezeichnen, also p in der Form 

(62) /< = **»+ 7 (?l«) 

sohreiben. Die Anisotropic unseres Mediums ist allein duroh das magneti- 
sohe Feld bediugt. Wir werden spater sehen, daB sich im asdaisymmetrischen 
elektronaagnetiachen Feld diese Anisotropie in gewissem Sinne eliminieren 
l&Bt, der Strahlenverlauf also auch hier duroh ein isotropes Medium 
gegeben ist. 

Fttr den zugeordneten Normalvektor n erhalten wir aus (62) naoh 
§ 1 , Gl. (23) den Ausdruck 

(63) n = fi 0 1 7 91 

c 

und die WeBengesohwindigkeit v> ist ale Funktion der Wellennormalen n 
duroh 

i»ipHE,+ 


(64) 
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gegeben. An der Trennungsflache zweier Gebiete mit den Feldgroflen 
und Brechungsexponenten pi = und 3I 9 , = v* erleidet der 

Elektronenstrahl cine Brechung, die nach (63) und § 3, Gl. (2) durcb 

( 66 ) MM) + 7 PM) = »,(*,*) + |(9I,t) 

gegeben ist. 


§4. Die Abbildung durch symmctrische optische Instrument 

1. Die Differentialglelchung Mr acbsennahe Strahlen. Im folgenden soil 
der Strahlengang und die durch ihn vcrmittelte Abbildung in Medien mit 
axialor Symmetric dcs Brecliungsexponcnten etwas genauer untersucht 
werden. Dio Symnietrieaohsc fallc mit der z-Richtung eincs rechtwinkeligen 
Koordinatensystcms zusammen. Ist r = V s 2 + y* die Entfemung eines 
Punktes von der Symmotrieachso, so rauB der Brechungsexponent p (x, y, z) 
wegen der Rotationssyminetrie um z cine Funktion p (r 9 z) von r und z 
allein sem. Da fomer p boi ciner Vorzeichenumkohr von r semen Wert 
nicht iindcrn darf, ist os cine gorado Funktion vonr. Dies kommt analytisoh 
darin zum Ausdruck, daB die ungcraden Ableitungen von p nach r an der 
Achse (r — 0) verschwinden und die Reihenentwicklung von p (r, z) 
nach Potcnzen von r nur gerade Potenzon in r ergibt. Wir sohreiben daher 

(1) ft(r,z) y(z) + H- 

mit 

(2) v(z) - ,, (0,s), X(z) - fur r = 0. 


Alle Kbenen durch die z-Achse Bind glcichberechtigt. Es geniigt, 
eino beliebige zu betrachten; man kann in ihr r und z als rechtwinklige 
Koordinaten ansehen. 

Wir boHchriinkcn uns im folgenden auf den Fall der achsennahen 
Strahlen. Dichc sind mathematisch dadurch definiert, dafl in alien 
Rechnungen die hdhoren Potcnzen dcs Achsenabstandes r und der Bahn- 

neigung r' --- gegenuber der ersten Potenz vernachl&ssigt werden 
(l z 


konnen. 

_ 

Bozeichnet da — Vl -|* r' 2 dz mit r* = ^ - das Bogenelement, 
bo lautet die Differentialglcichung der Strahlen naoh § 1, (26) 



(3) 



Biooatisohe Diffcr entialgleiohp flg 


If* 


fta aohaennahe Strahlen erh&lt man hierana weeen ( 1 ) die Differential- 
gleichung 

W 


'I*) '. 


m. dear die beiden Funlriaonen v ( 2 ) und A ( 2 ) ala Breohungsexponent 
bzw. zweite Ableitung des Brechungaexponenton langs der Symmetrie- 
aohse gegeben sind. Wir wollen annehmen, daB das Gebiet dea variablen 
Brechungsexponenten zwisohen zwei Ebenen E 0 und B x liege, die die 
_? m den Punkfcen z = a und 2 = 6 senkrecht durchsetzen mogen. 
Biese beidrai Ebenen wollen wir ala „Scheitelebenen“ bezeichnen. Vor 

ec ene E 0 (ffir z < a) sei der Brechungsexponent konstant und gleioh 

t j *??? der Ebene <* > b ) tabe er den konstanten Wert v (b). 

a ^ ^ eble ^ anBerhalb der beiden Scheitelebenen verlaufen also die 
otraiilen geraalimg. 

n , . P 01 ■AbbildungHgleichungen fiir aohaennahe unendlich kleine 
Objekfce herzuleiten, gehen wir durch die Substitution 

( 6 ) 


„ , . 1 dr 


^ W f" enteprecbenden Biccatiachen Differentialgleichung fiber. 
Wegen (5) und (4) erbfilt man 8 * 

_ d / dr\ 

~dz~ - TzVTz) = -Hz)-r 

mid duroh nochmaliges Einsetzen fiir ~ d ~ auB ( 6 ) schlieBlich die 
ruccatische Differential gleichun g 


( 8 ) 


ds 

Hz 


= -s»-A(z). 


der ^ ®^ketitution (8) 'wird nun aua dem allgemeinen Integral 

d n p^ m ?h ^| aohmle (4) iUg8lMiM msJS- 

gT™* («), mb* am konrt^to F»kta, nit d«m die LSrag da lunm. 

’ re ' d “‘ *“»• W d “ ( 6 ) 

(7) } r i(«) = 1, r;(a) = 0, 

lr,(o) = 0, fj(o) = 1, 

»Igfcgnd ™ (i) dnr *r = c l r l +c t r, gogeb™ 

(8) e = - v(2)^?I±ViM 

c i r i (*) + c » r »(z) 
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Objekt- und Bildraum 


das allgemeine Integral der Riccatischen Differentialgleiohung. Ins- 
beeondere ist 

«, s = - v(z) zl a ±:i( ±z A W '<*l 

{) U v(a)r l (z)-r a (z)8(a) 

daajenige Integral, das an der Stelle z — a den Wert 8 (a) amiimmt. In 
dieaer einfaohon Weiae, niimlich durch eine projektive Transformation, 
h&ngen also die Endwerto der Losung der Biccatischen Differential- 
gleichung mit ihren Anfangswcrten zusammen. Zwischen 8 (a) und 8 (6) 
besteht Homit. die Beziehung 

(101 . (6) - - V m -(-)■•! w. 

(10 > s(6) - vm ,(a) r.m-f, (»).(.) 

Ibibei Birnl s {a) und a (6) nacli (5) durch 

«(«) _ r' (a) _ «j6) _ /_(&) 

v(b) 


v (a) r (a) ’ 


r(b) 


( 11 ) 

definiert. 

Die Objektpunk1,e wollen wir nun auf ein Kooidinatensystem r, x 

(wobei r — z - a) bezicben, das E 0 zum Ursprung hat, wahrond der 

Ursprung dea analogen KoordinatonHystoms im Bildraum der Punkt E x 

sein mbge. Die positive Richtung Hei in beiden Systemen diejonige von 

linkn nach rechts. Der ini Objektraum geradlinige Strahl r(z) dureh 

den Punkt mit den Koordinaten r (a) und 0 in dor Ebcne E 0 hat hier 

die (Jleichung ’ 

r r(a) r'(a)(x - 0), 

seine Hrhnittknnrdinute x 0 mit der Arhse (r — 0) ist also durch 

r(a) 


( 12 ) 


fn = ~ 


/ (a) 


gegehen. Analog ergibt. sidi im Bildraum fiir die Koordinato des fltrahl- 
init der Aehne 

*■(*) 


schniUpunkt.i’H r, 
(13) 


r'(b) 


In Verbindung mit (11) und (10) erhlilt man hieraus fiir die Beziehung 
zwischen UegenabindHentfernung x 0 und Bildentfernung von den ent- 
sprerhenden Beheitelebenen den Ausdruck 

(i4) 

Um nun die Relation, die zwischen BildgroBc y x und ObjektgrbBe y 0 
besteht, berzuleiten, hetrnrhten wir den Htrahl, der im Objektraum parallel 
zur Aohse in der Kntfernung y 0 verlauft. Wegen (7) ist seine Gleiohung 

(1°) r -- y 0 r^ (z). 
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GauBsohe Dioptrik 


I. I* 


Da dieser Str&hl im. Bildiaum durch den. Punkt t 1 (b) in der Ebene E\ 
gebt, ist seine Gleichung im Bildraum gegeben durch 


(16) 


y - v (fi) — y 1 W ■ *. 


hieraus folgt fttr y l 

Vi = [«i (&) + r i ( 6 )] Vo- 


Setzt man. iierin ffir x^ ana (14) ein, so ergibt sich die Beziehung zwischen 
Objekt- und Bildgrofle in der Gestalt 


(17) 


Vi = 


r[ * 0 - r'i 


»«• 


Die Eormeln (14) und (17) besagen, dab zwischen Objekt und Bildraum 
eine zentrierte projektive Abbildung besteht, sofem aohsennahe Strahlen 
zur Abbildung verwendet warden. Dies ist lediglieb eine Edge davon, 
dab die Diiferentialgleiobtmg (4) fiir den Strahlengang eine homogene 
lineare Diffeientialgleichung zweiter Ordnung ist. 


2. GauBsche Dioptrik. Die in denEormeln (14) und (17) vorkommenden 
Gr&Ben wollen wir nun durcb die ilblicben optisoben Konstanten der Ab¬ 
bildung ausdriicken. Zunachst erbBlt man dutch Auflosung nach x 0 und y 0 
die Gleichungen 


(18) 


*0 =5 


ft x x + r t 

r'x*t + ri 


_ Vl _ 

*4 *i + r i 


Aus (14) folgt, dab die Funkte, die anf der Ebene F 0 


(19) ri* 0 -ri = 0 

dee Objektraumes Iiegen, anf die unendlic h femen Punkt© des Bildraum es 
abgebildet werden. TJmgekehrt ergibt sich aus (18), dab den Bildpunkten 
auf der Ebene F 5 


(20) ri + r x — 0 

des Bildraumes die unendlicb femen Objektpunkte enteprechen. Man 
nennt die beiden Ebenen F 0 nnd F t die , ) Brennebenen“ des Bild- und 
Objektraumes. Parallels Strahlen des Objektraumes schneiden sich in 
einem Punkte der Brennebene des Bildraumes und umgekehrt. Die beiden 
Brennebenen atehen senkrecht auf der Achse und haben von den beiden 
Sobeitelebenen 2? 0 und E 1 bzw. die Entferoungen 


( 21 ) 





hM. 

<(&) 


Die DurdhstoBpunkte der beiden Brennebenen mit der Achse, deren Ko- 
ordinaten x fa und x fx durch (21) gegeben sind, heiben „Brennpnnkte". 
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Wir wollen nun die beiden Koordinatenaysteme statt in die Scheitel- 
punkte E 0 und E x in die Brennpunkte F Q und F x der Abbildung verlegen. 
Wir setzen deshalb 


X — x 0 — Xf 0 , X' — x x — Xfo , 

( 22 ) ■ 8,180 

r[X = r[x 0 — r’t, r\X' = r\ x, + r v I-y, T = y' 
und erhalten fiir. die Abbildungsgleichungen (14) und (17) 

,oox x - r ' r *- r ' r '* Y - _ F 

(46) a. r' x % X' 9 1 r\ X' 1 9 

setzt man waiter 

(«) ,= Mt-r;*., f __i 

r i r i 

so erhalten die Abbildungsgleichungen die Gestalt 

V' / Tf' 

( 26 ) t = r = T’ xx ' = ff- 


f und /' nennt man die Brennweiten des Systems. Zwischen ihnen 
besteht eino bemerkenswerte Beziehung, die man auf folgende Weise 
erhalten kann. Aus der Differentialgleiohung (4) folgert man, dafi fiir je 
zwei boliebige Strahlen r x und r 2 die Relation 


(26) 


r t r'i— fir, = 


G 

v(z) 


besteht. Man crliiilt sic, indem man die Differentialgleiohung fiir r % ( z) 
mit r, multiplizicrt, die mit r 2 multiplizicrtc Differentialgleiohung fiir 
r, (z) davon subtrahiert und integriert. Nimmt man 1 m besonderen 
fiir r, und r 2 die in (7) angegobonon Losungen und sohroibt Gl. (26) fiir 
den Objektraum an, so ergibt sich mit Riicksicht auf (7) ftlr die Kon- 
stante der Wert 


(27) C — v(a) 

und Gl. (26) crhiilt fiir de.n Punkt z — b die Gestalt 

m r l (b)r' t (b)-r[(b)r i (b)=^- 

Nach (28) und (24) orgibt rich somit zwischen beidon Brennweiten die 
gcRunhto Beziehung 

^ - -&• 

DasVerhiiltnis Y'/Y wird „Lateralvergr6Berung“ oderauch„VergroJJerung“ 
schlechthin genannt. Dieses ist gleich 1 fiir X — f, d. h. fiir X' — f. 
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ELektroneiutmhlen 


I. M 


Hierdurch sind zwed zur Aohse des Systems senkreoht liegende Bbenen H 
und J5P gegeben, die man die „Hauptebenen“ des Systems nennt. Die 
Dur dhstodungBpunkt e dieser beiden Bbenen. mit der Aohse heiflen die 
Hauptpunkte dec optisoben Abbildnng. 

3. Dioptrfk der Elektronenstrahlen 1 ). Die bergeleiteten Beziebungen 
■wollen wir nim anf die optiscbe Abbildtmg dmcb Elektronenstrahlen bn 
ariatsymmet riacben Bold anwenden. Wir flibren Zylinderkoordinaten 
r, <p, z ein und definieren das axialsymmetrisohe Feld cLeidurob, dad wir £ 
•und $ als von <p unabhangige Funktionen betn*acbten, deren Zirkular* 
komponenten (£? und auderdem versobwinden sollen. Nacb 1. Bd., 
II, | 3, (43) folgt hieraus fflr V und 

(30) V=V(r,z), A = A, = 0, A v = A(r,z). 


Da s dutch 

(31) 

und da durob 


__dr d(p dz 

S== da’ r J»' dl 


(32) da* = dr* + »*dp* + dz* 

gegeben ist, erhSlt man naob § 2, (62) und (30) far 


(33) /ids = (folfi*~+~r*j>*~+]? + Tj)-^ALjdt = Fdt. 

Aus der zar Yariablen. q> gehorigen Eulersohen Gleiohung 

d_aF_dF = 
dt d q> dtp 


folgt, da F von q> unabbangig ist, 

( 8 *, II - 

oder 
(36) 


dt + + 






Pti* <p = — r — A Vf* + 1* + z* + konst. 


Fordem -wir, dad im vom Magnetfeld freien Baume die Zirkulations- 
komponente r ip der Geschwindigkeit verschwinde, so ist die konst = 0 
zu setzen. Man bat also 

(36) rq>dt=-—ds. 

_ 

1 ) W. Glaser, Zur geometriflohen EJektronenoptik des ajdalaymmetrisohon 
elfikteomagnetiBohen Feldes. Zeiteohr. f. Phys. 81 (1933), S. 647 ff.; 88 (1933), 
S. 104ff. 
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Duroh Einsetzen in (33) ergibt sidh 

(37) /ids = 1-^ — ^A^ds. 

Setzen wir 

(38) da = iF+Pdt = iT+7*dz. 

So folgt ans (32) und (36) mit Buckmcht auf (38) 

(39) ds = N da. 

fa-?* 

Fiihrt man diesen Ausdruck fiir ds in (37) ein, so erha.lt man schliefilich 

(40) ftd8=y/il — -^^4 4 dor 

und das Fermatsche Prinzip §2, (59) fiir ein' Medium mit dem aniso- 
tropen Breehungscxponentcn (62) reduziert sich auf ein solches ffir den 
isotropcn Breehungscxponentcn 

(41) m (r,z) = j//*,*- *A a = |/2 m (E-eV) — ^A*. 

Dam it ist der AnschluB an die vorhergehonden Betraohtungen gewonnen, 
Der Bahnverlauf im ajdalsymmetrischon Feld kann also als Strahlengang 
in einem isotropen Medium (41) aufgefaflt werden, dem nach (36) eine 
Strahlcndrchung 


(42) 



1 A (z r) 



da 


iiborlagort ist. Bcachrunkt man sich auf achsennahe Strahlen, so zeigt sich, 
daB die Strahlendreliung vom Vcrlauf dor abbildenden Strahlen unabh&ngig 
ist 1 ) und os gelten daher auch im axialsymmetrischen Feld die in der 
vorigen Nuninier cntwickcltcn Abbildungsgesetze, wenn man sich nur das 
Bild immer gegontiber dem Objokt um einen bestimmten Winkel gedreht 
denkt. 


Lehrbiicher 


M. Born, OpLik. Berlin 1933. 

M. Ilorzborgor, Strahlonoptik. Berlin 1931. 


l ) Hioho W. Glaser, 1. o. 
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Newtoneohe Bewegungsgleiohungen 


n, u 


Zveites K&pitel 

Die Differentialgleichungen allgemeiner mechanischer 

Systeme 


§ 1. Die Newtonschen Bewegangsgleitiumgen 

1. Der freie Musenpuokt. Ea aeien x, y, z die rechtwinkligen Koordi- 
naten ernes Masaenpunktes von der Masse m in bezug anf ein Inertial* 
system, X, Y,Z die entepreohenden Komponenten der aui ihn wirkenden 
Kraft, die von der Lage trnd Geschwmdigkeit dee Massenpunktes relativ 
zum Inertialsystem abh&ogen soil. Dana sind X, Y, Z gegebeneFunktionen 
von x, y, z, x, y, e, wobei, wie tiblicb, die Punkte Ableitungen naob der 
Zeit t bedenten. Nacb den Newtonschen Bewegungsgesetzen lauten 
dann die Differentialgleicbnngen der Bewegong 

(!) = = Y{x...z), m~^ = Z{x... z). 

Das sind drei Differentialgleidiungen zweiter Ordnung fiir die drei un- 
bekannten GroBen x, y, z als IWktionen der Zeit t. Nach den im 1 . Bd., 
VI, § 1, 2 bewiesenen Existenzs&tzen lgft.ru> man fiir irgendeinen Wert 
von t , den „A nfapg apiinkt u der Zeitskala, die Werte von x , y, z, i, y, z, 
den ,,Anfangszu 8 t&nd“, willktirlich vorschreiben, und es gibt immer eine 
regnl&re Losung der Differentialgleichungen ( 1 ), die fiir t = i 0 die vor- 
geschnebenen Werte annimmt, wenn mix fiir diesen Anfangszustand die 
reohten Seiten von ( 1 ), d. h. die JC, Z regular sind. Die allgemeine 
Losung ist also von sechs willkfirlichen Konstanten abhangig. Wenn ich 
alle sechs Zustandsgr5Ben x % y, z 9 x y y, z als unbekannte Bunktionen auf- 
fasse, so k airn ioh die GL ( 1 ) auoh dnrch ein System von sechs Differential- 
gleichungen erster Ordnung ersetzen, n&mlich 


dx — 

Tt-*<»■..* 

3 

cuf 

II 

*4 

dz 

m Tt 

dx 

d y 

dz 

dt X ’ 

a = y > 

dt 


Wir betrachten als einfachstes Beispiel die Bewegung im Schwerefeld. 
Wir ziehen dabei die s-Achse horizontal, die y-Achse vertical nach auf- 
w&rts und bezeichnen mit g die Sohwerbesohleunigung, die wir als konstant 
ansehen konnen, wenn wir uns anf ein genligend kleines Raumcebiet be- 
BohrankeiL Dann ist * = Z - 0, 7 I und die GL (f) lauten: 


(3) 


d& 9 it * 
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woraus durch. Integration 

(4) x = c,f + c„ y = o a t + o t — |-t*, z = o^t + c e 

folgt, wobei die c l9 c a ,..., c, wiUklirliohe Eonstante sihd. Wir wahlen 
den Anfangszustand so, dad zur Zeit t = 0 der Massenpunkt sioh im 
Koordinatenuisprung befindet, die Anfangsgescbwindigkeit vom Betrag « 0 
in der x, y-Ebene liegt und den , : ElevationflwinkeI“ a mit der positiyen 
Seite der ®-Achse naoh oben gereohnet einscbliefit. Dann mud fiir t = 0 
gelten: x = y = z = 0, x = v 0 cos a, y = v 0 sin a, z = 0. Dann folgt 
aber aus (4): c a = c 4 = c a = 0, c x = v 0 cos a, c 3 = v 0 sin a, c 5 — 0 und 
dnher als endgultige Losong die bekannto Pormel fur dun „scliicfen Wurf 
im luftloeren Raum“: 

( 6 ) x -- »>„ c,oh a . t, y — v 0 sin a. t — [, /*, z — 0 . 


2. Beispiel: EinfluB der Luftreibung auf die Wutibewegung. Worm wir 
iiber die von dor Luit auf don bowegten Massenpunkt ausgelibte Reibungs- 
kraft dio Annahmo nuichon, duB »io dem Quadrat der G^esohwindigkeit v 
proportional und ihr gerude entgegengeriehtet ist, bo lassen sicli die Kom- 
ponenten dor auf m wirkeiulon Kriiftc jetzt folgendermaBen schroiben: 
X - mVt& oos i) y Y - -- mg — wOv 2 sin 0 , Z = 0 . Dabei ist 0 der 
Reibungskoeffizient (eine Konstante) und # der Winkel zwisohen Plug- 
bahntangente und positiver z-Richtung, so daB x = v cos y = v sin 
An Stolle d(T im luftloeren Raum geltenden Bewegungsgleichungen (3) 
treton dahor naoh ( 1 ): 


( 6 ) 


d*x 
dt 8 


— (> V* liOH //, 


d l y 

dt 2 


<J 


f'V sin 


d?z 


= 0 . 


Den AnfangHzuRtand nohnion wir in 1 an. 

Piihron wir in ( 0 ) •}y und i — v oin, wo 8 die vom Anfangspunkt 
aus gemoHsone Bogonliingo der Bahnkurve ist, so wird daraus: 


(7) 


dx 
dt ' 


U 8 X, 



- 9-Cby. 


Dividioron wir dio orate dioHer Gloichungen durch x und integrieren, so 
erlialton wir: 


d lg x 
dt 


- C 8, lg x — C x - - C s, x = e (J i e 0t . 


Da fur / - 0 aueh 8 - - 0 wird, folgt au» don Anfangsbedingungen 
e Cl — eoH a und dahor 

( 8 ) 


x — v 0 cos a . e 


-Ca 
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BaUutiflohe Kurve 


n. fi 


Nach L. Euler l&Bt sich die Integration von (6) auf Quadraturen auriick- 
wenn man als HilfBgrdBe die Tangents p des Neigungswihkels der 
Elug bahn einfiihrt. D ann ist 

(9) p = Jj, it = pi- 


Aub (7), (8), (9) folgt: 

( 10 ) pi + 0 = O, 


_ _ £. e*°*. 

Ax v* cob* a 


Da abet As = V T+jPAx, folgt auB (10): 


(11) ApfT+tf — - i -y <P c, At. 

v n f u*cofir a 

Hier l&fit sich. auf beiden Serten die Integration durch elementare Funk- 
tion ausffihien. Wenn to die Bezeiohnungen 

(12) <P(p) = Vl + p* + lgnat(p + Vl + p*), 0,= ^(tg^+o^oos** 
einfflhren, folgt aus (11) durch. Quadratur [nach l.Bd., I, §2, (29)]: 


(IS) 


<J>(p) - 0, 


g e® Ot 
Cv% cos* a 


Das ist eine endliche Beziebtmg zwisohen p und s, die zwei willkiirliclie 
Konstante 0 1 und 0 a oder % und a enthalt. Aub (13) und (10) bzw. (13) 
und (9) folgt: 


o««- -.y a, - *** „ ■ 


Dieae beiden Gleichungen lessen sick auch durch Quadratur integrieren; 
hingegen sind die dadurch entstehenden Eunktaonen von p nicht durch 
elementare Eunktionen darstellbar. Die Quadratur mud graphieoh aua- 


gefhhrt werden. 

Wir erhalten so x und y ale Funktionen von p und vier mUkOrliohen 
Konstanten, also eine Parameterdaratellung der Elugbahn, der „baUiflti- 
Bchen Kurve". Den zeithchen Yerlauf der Bewegung erhalten wir, wenn 
wir in der ersten Gl. (10) fiir x semen Wert aus (14) einsetzen, n&mlioh 


dann wild 
(IB) 



worauB sich durch Quadratur p als Eunktion von t ergibt, die in die Inte- 
grale von (14) emgesetzt wird und so die endgiiltige LSsung der Bewegungs- 
gleiohungen (6) herxusteQen gestattet. 
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ImpulaiategraJe 


3. Die Bewegungsgleichungen von Systemen treier Massenpunkte und deren 
Integrate. Wir betracbten jetzt ein System, das ana N freien materiellen 
Punkten besteht. Der Punkt mit dem Index t moge die Masse m t , die 
reohtwinkligen Koordinaten x if y t , z t in bezog aui ein Inertialsystem 
besitzen und aui ibn mogen Kr&fte wirken, deren Eomponenten langs 
der Koordinatenacbsen X t , Y { , Z { beiBen. Die Newtonsoben Bewegungs- 
gleicbungen lauten dann analog zu (1) 

(16) m t i ^ = X i , = Y t , = Z { (i - 1,2, .. .,N). 


Fassen wir x i} y {> zu einem Vektor r t , dem „Lagevektor“, X t , Y it Z { 
zu einem ,, Kraft vektor “ f t zusammen, so lauten die Gl. (16) einfach. 

(17) = !, (t = 1,2,.. .,N). 

Addieren wir allc N Gleichungen (17) und verwenden die Abkiirzungen 
N N dr, 

US) 2I.-I, = a, 

l ~ 1 *=1 

so folgt aus (17): 

US) t = '■ 


Man nennt g die Bewegungsgrofle oder den translatorisohen Im- 
puls des Systems, I die Resultierende der „&uBeren“ Kr&fte, da bei der 
Summierung iiber die I* die inneren Krafte wegen der Gleichkeit von 
Wirkung und Gegenwirkung einandor auflioben. Wirken auf das SyBtem 
keine iiulieren Kriiftc, ist also I = 0, so folgt aus (19) die Konstanz von g, 
oder bei Zerlegung in Kompononton 


( 20 ) 


N 

g — konst, = konst, 

1 

N iV 

2 y% = konst, S z i — konst. 

i—i » =i 


Diese drei Integrate der GL (16) heiflen die Impulsintegrale. Ftihren wir 
noch die Bczoic.hnungcn 

N N 

(21) m = 2m«, mx = 2m,r, 

i = 1 i—\ 

ein, wol>ei x der Lagevektor des Schwerpunktes genannt wird, folgt 
aus (18), (19), (21) 
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Fl&chenintegrale 


II, §1 


d. h. der Sctwerpunkt bewegt sich so, ala ware die gesamte Masse in ihm 
vereiaigt und als wtirden alle Kr&ffce an ihm angreifen. 

Mnltiplineren wir die Gl. (17) vektoriell mit x* und addieren wieder 
alle N bo entetandenen Gleichungen, sp erhalten wir 

N K 

(23) 2 «»< (r, x r,) = 2 (t, xl,). 

t=*l 1 = I 

Non ist naoh der Differentiationsregel [1. Bd., II, §3, (17)]: ^(r<xr.) 
— (r<xi<) + (r<xr<) und- deabalb wegen ^xr, = 0 


(24) 

wobei 

(25) 


di _ 
dt ~ 


b, 


i = 2«t<(t<xi,), b = S(t<xl,). 

foal i sal 


Man nennt i denDrehimpnls des Systems und b das resultierendeDreh- 
moment der aufleren Krafte, wenn wir wieder annehmen, daB die inneren 
Kr&fte kein resnltierendes Drehmoment ausiiben. Sind nur innere Krafte 
vorhanden, also b = 0, folgt aus (24) die Konstanz von f oder in Kom- 
ponentenzerlegnng 


(26) 


2 “"H {yi k — 2< if,) — konst, 

2 tH ( z * it — x, z*) = konst, 2 (a, y, — y, i f ) = konst 

* I 


die j,Flftoheninfcegrale‘‘, 

Multiplizieren wir endlioh die Gl. (17) sJtalar mi t x* und addieren 
wieder alle, so erhalten wir 


(27) 2 m t (r ( r,) = 2 it l» 

d *" 1 *“ l 

Oder wegen ^ (r,)* = 21< i t 


(28) 

wobei 


dE 

~di = A ' 


(29) 


E = = t2»i(i( + y.'+y), 

* t 

^ = S(it^i) = 2 + y t Yi -4- fc»Z»). 


c. heiQt die lebendige Kraft des Systems, A die in der Zeiteinheit ge- 
leistete Arbeit der Kr&fte Wenn wir annftlmiftn ^ daQ eine potentielle 
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Energie existiert, d. h. eine Funktion V der Koordinaten x l9 y x , zi, x %9 
y a , .. zjr, aus der sich die Kr&fte nach der Regel 


(30) 



Yi 


dV 

dy< 9 


Zi 


dV 

dzi 


(i = 1,2 ,..A) 


ableiten lassen, bo folgt aus (28), (29), (30) 


(31) 



K+V 


konst, 


das Energieintegral. 


4. We GIdchgewichtslagen als slngulare Punkte. Wenn die Kraftkom- 
ponenten X, Y, Z in (1) nur von den Koordinaten x, y , z abh&ngen, so 
spreohen wir von eincm Kraftfeld. Die Punkte dos Kraftfeldes, in denen 
der Masnenpunkt dauernd in Ruhc verbarren kann, nennt man Gleich- 
gewichtslagen. Aus (1) oder (2) folgt wegcn x = y = z = 0, daB in 
den Gloiohgcwiohtslagen 

(32) X (x, y, z) = Y (x, y, z) - Z (*, y, z) = 0 

sein muB. Die Bewegung in der Umgebung dor Gleichgewichtslagen 
untersuchen wir nur fiir Systcme mit einom Freiheitsgrad. Fiir diese 
reichen die im 1. Bd. gebotonen mathematischen Hilfsmittol aus. Der 
materiellc Punkt moge sich nur l&ngs einer Geraden bewegon konnen, 
die wir zur x-Achso wahlon. Die Bowcgungsgleiohungen (2) reduzieren 
sick dann auf die. ersten beiden, aus denen durch Division 


(33) 


dx __ X 
dx x 


folgt. Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, die in dor Um¬ 
gebung jeder regularen Htelle nach 1. Bd., YI, §1,2 i als Funktion von 
x zu boHtiinmen gestattet, wobe.i an dor bctrachteten Stelle solbst noch 
die Anfangsrie.btung der Kurve in der i-x-Ebenc, der „Zustandsebene“, 
willkiirlieh vorgesehrieben werden kann. Da nun der Gleiohgewiohts- 
zustand als Iluhczustand und nach (32) durch den Punkt dargostellt wird, 
in dem X - 0, x — 0 gilt, nimmt die rechte Scitc von (33) fiir dieses Werte- 
system von x, x den unhestimmten Wort 0/0 an und der betreffende 
Punkt ist ein singularcr Punkt dor Differentialgleichung (33), in dem der 
zitierte KxiHtenzsutz versagt. Man muB hier vielmehr die Siitze iiber das 
Verhalten der LoHungen in der Umgebung singularer Punkte anwenden, 
wie sie. im 1. Bd., VI, § 3,1 ausoinandergesetzt sind. Nach diosen Satzen 
kommt es auf die linearen Glieder in der Reihcnentwicklung von Zahler 
und Nonner der rcchten Seitc von (33) an. Wegen X = 0 lautet die Ent- 

Miaea-Krank, Dlfforontlalgloinhungon. II 4 
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n. §1 


wioklimg von X 9 wenn x — 0 die Gleichgewichtslage ist: X = ax + • 
o e GI. (S3) nach Unterdriickung der Glieder hoherer Ordnung 


Diese entspridit der Gl. (5) im 1 . Bd., VI, § 3 , in der also fiir unseren 
m • v ~~ X - 9 C . = = ^ ~ 1 ^ setzen ist. Die charakteristiache 

§ 3* ( 6 ) lautet also jetzfc fc 2 = a. Bei positivem a 
hat diese zwei reelle Wmzeln, der ..Gleichgewichtazustand" x = 0,x ='0 

Z J"J S w t6l ? Un J kt der ^tegralWen der Gl. (34); fb negatives a 
i. t der charakteristischen Gleichung koniugiert imaginflr, 

wn- haben es mit einm Wirbelpunkt zu tun. Nach dem Satze von 
Poinoar4 un 1. Bd., S.306 folgt daraus fiir die unverkfirzte Gl. ( 33 ) im 
Fdle o > 0 auch, dafi * = 0 , x = 0 ein Sattelpunkt ist, w&hxend im Falle 
^ n™* 0n VStrndelpunkt sein konnte. Dooh Iafit sich direkt 
zeigen, dafl a = 0 , x = 0 auch hier ein Wirbelpunkt von ( 33 ) ist. 

Das Energieintegral (31) lautet in unseremFalle einfaoh ^a 2 + V= konst. 

dV * 

Wegen ^ — X i&t V — jj- ** “l" •••, also haben fiir kleine Werte 

von x, i die Integralkurven die Gestalt der Kurven ~ a 2 - ° a 2 = konst, 

aho fiir o < 0 die yon Ellipsen, die den Punkt x^0,x = 0 einschlieBen, 

Kehen duSb 7" om"?* ^ L6aua « ea ist. Im Falle dea Sattelpunktes 

t zwei reelle ,,Zustandskurven“, sie 

aavrrm^ 416 verech -™dender Geschwindigkeit sich 

rr 0 etT in r . nStem ’ ^ ** 0 “ dksem Falle 

kurve Tn u Eman Wirbelpunkt erreieht keine Integral- 

gewichtszustanT 1 !! i*v kai f 1 . der Massenpunkt niemals dem Gleich- 

kurven stallm n - n +! ^ nfl hdkommen, die eUipsenahnlichen Zustands- 

diesem Fallal ™ t dei1 Gleichgewichtazustand dar, der in 

cuesem Jfalie a < 0 ein „stabiler“ ist. 

sSisssi1‘siKzsas 

si* .aspEfjar-ft iijfi- 
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wegungsgleiohungen (16) auoh in folgender Weise zusammenfassen: Ee 
soil die Gleichung 

if 

(35) — %<) <5 x t + (pitt/t — Y t )dy t + {m t z t — Z,)dzJ = 0 

1 

gelten, wenn die <3 x x ... <3zy virtuelle Yerechiebungen freier Maasenpunkte 
sind. Wegen ihrer Unabh&ngigkeit voneinander folgt auB (35) damn (16). 
Wenn aber Bewegungsbeschrankungen vorhanden sind, wenn z. B. die 
Massenpunkte alle oder teilweise stair miteinander verbnnden sind, so 
sind die 3 N GroBen 6x^ ... dz# nicht mehr alle voneinander unabhangig, 
sondem durcb n von ihnen sind die anderenbestimmt. DasD ’Alembert- 
ache Prinzip sagt dann ans, daB auch in diesem Falle die Bewegungs- 
gleichungen des Systems aus (35) folgen. Nur sind hier von den virtnellen 
Yerschiebungen dx^ .. . dz N alle durch n unter ihnen ausdriiokbar, die 
sclbst willkiirliche Werte haben konnen. Aus (35) folgt dann nur das 
Vorschwinden dor Koeffizienten dieser n Verschiebungen, also n Be- 
wegungsgleiohungen. Unter den Kraften in (35) sind nur die „einge- 
pr&gten" Krafte zu verstehen, nicht diejenigen, welche die starren Ver- 
bindungon oder sonstigen Bewegungsbeschrankungen aufreohterhalten. 

Wenn man anstatt der rochtwinkligen Koordinaten andere einfiihrt, 
die keinen Beschrankungen mehr unterliegen, sondem die gerade aus- 
reichen, um eino Lage des Systems festzulegen (es mtissen daa offenbar 
n an der Zahl sein), so mtissen sioh aus (35) die Bewegungsgleiohungen 
fiir ein Rolohcs System von „n Freiheitsgraden” in diesen neuen Koordi¬ 
naten ableiten lasson. Das flihrt zu den Lagrangesohen Bewegungs- 
gleichungen. 


§2. Die Lagrangoschen und Hamiltonschen 
Bewegungsgleiohungen 

1. Gestalt der Lagrangesohen Gleichungen. Wenn wir ein mecha- 
nischcs System betrachten, das aus N materiellen Punkten besteht, deren 
rcchtwinkligo Koordinaten in bczug auf ein Inertialsystem wir jetzt mit 
> *^a * x a > *4 ^ • • • > n bezeiohnen, so werden die Bewegungen dee Systems 
durch das D’Alembortscho Prinzip (§1,6) beherrsoht. Nennen wir die 
Masson m x (= m 2 — m 3 ), m 4 (= mg = w 6 ), .. m und die Kompo- 
nonten der eingepriigton Krafto X l9 X 2 , X Bi X € , . . X 3N , so sagt dieses 
Prinzip in seiner Lagrangesohen Form [§ 1, (35)] aus, daB die Gleichung 

siv ntf dxi .. &x t 

(1) = S X t dx t> ^ , x t = ^ 

bostohon muB, wenn die <5 x 1 , 6 x 2 , ..., d x 3N beliebige mfimtesimale JLnde- 
rungen der Koordinaten sind, die mit den Bedingungsgleiohungen, den 

4 * 
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bS2^S^^ BeW6gUD i! £reilleit des S y Btem8 > vertrfiglioh 
*, . iTlWW^ 6 V ° n " ^^graden, bei denen wk die 

anaehen kSnnJ.VdLj'j^Sfy K ° ordiimtei1 ?i» 
?, mit denBedin«r.,T,*,„u-l ^ 6de “mmtesunale Anderune <3 ct> der 

Me Bezdehu^hS die’cStelT^^ 011 (Holonome Systeme.) 

2,. „ . * <== •■•»?»» 0» »= 1,2.8iV. 

<*• ft keiBen dann skleronome 
Gl. (2) folgt hen Blah ie ft «"“* a * ein Inertialsystem. Aus 

(3) i i== ±^iu,dx, . " 0* 

dt ’ ° x ' ~ 2 t = 1 , 2 ,.. SN; 

(*) 


8 J\T „ ’ 

8 JV 

_ArfOifcr = >! C) /-k 

-=»1 


= 2G,0 ? „ q, = 2x,|^. 




( 6 ) 


x t y±^ *Ud*\_.dz dx. 

dq > dt[ d ij Xi H d7,-d q ,’ 


__ dx. 


von denen die zweife aus Gl. (3) folgt, ergibt sich 
8 N n SN 

( fi ) ^nitXtdx, = y\ y} \& („ dx { . \ .dxl 

£ <=i Idi r« F ? ; *) - «* * d q]hh 

Wom^rdfeUb 

O 77 . _ 


so folgt wegen (6) 

(7) 


2* = 


5X 


— - V™ i 9z * 

dq i ~ : f' m ‘ x dt = P’' 


9 ?, 


An, (1) , (6) , 

(8) ^prd/9X\ dKl » 

i-i UtVaj,J ~ a^J 9 a = SQ,a?„ 

woraus wegen der Willkiirlichkeit der a* L* T 
wegungsgleiohungen ft ™ I* a g*®agesclien Be- 


0 ) 


en 

ji 9X 0.£ 

/Zi /) A 
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hervorgehen. Setzt man in K die Ausdrticke fiir die x t aus (3) ein, bo 
erh&lt 66 die Form 

(10) K = 2 <*/*?*?*> 

wo die a , a f9 a ik bekannte Funktionen der q i9 t Bind. Man sieht aus (3), 

daB im Fall© skleronomer Koordinaten = 0^ die a, a i versohwinden, 

also naoh (10) K homogen quadratisch in den q t ist. Wix beschianken 
nns im folgendeu auf den Fall, daB die Zeit t in diesen Koeffizienten nioht 
explizite enthalten ist, wenn sie auch in Gl. (2) vorkommen mag. Dann ist 

3JE . • dK da ^ 9^*. . 1 ^ Sfli*. . 

t\ - “■+ »», ~ <>?, + ?»», ,t+ 2 ^ H, M " 


(l 9 A d (l j . 

dtdq, ~ a dq k ‘ Ik 


-I 2 g 

*,/ * 


Durcli Vertuuachung der Summationsimlizes erhalten wir 

du jK • • d(i 3l . . 1 / d a* jt . d a * a . . 

Durcli Einsetzen allor dieser Ausdriicke in (9) erhalten die Lagrange- 
sohen Uleichungon die entwiokelto Gestalt 

(H) + ~ = Qy, ♦ = l, 2 ,..«, 

/1>>\ pi _ 1 /do,* , 9a Jfc \ _ _ da, 3a* 

(l *° Li I - aVd Sl 1 ** " d>> 

Man nennt die ^J 0li ristoffelncke Dreiindizessymbole. 

Wonn die Kraftkonipoiienton Q f gegebene Funktionen der q j9 q j9 t 
Hind, haben wir in den Bewegungsgleichungen (9) bzw. (il) n Differential- 
gleiohungcn zweiter Ordnung iiir die n Funktionen q i der Zeit t vor uns, 
Wenn die Zeit in (2) nicht vorkommt, ist a = a 3 = 0, daher naoh (12) 
auch w kj — 0, und die Bewegungsgleichungen (11) nehmen die einfaohere 
Gestalt 

(13) 2 fl b*i/* _ l" 2 [ “ Qj9 j = 1,2,..ti, 

k l t k l J I 

an. Wenn aber t in den Gl. (2) auftritt, so konnen wir die Gl. (11) doch in 
die Gestalt (13) bringcn, indom wir sie 

(14) ^a ik q k + 'E\ l f]q l q k = Q ) + R„ j = 1,2.n; 

* l.JL J 

d a 

(15) R - + 
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sohreiben. D. b. wir konnen so rechnen, als w&ren die q f auf ein Inertial- 
system bezogen; nur mlissen wir die Kraft mit den Komponenten Rj , 
die ,,Re dn]daantkr aft der Relativbewegung“, hinznfligen. Wenn die R t 
verscbwinden, so ist das benntzte Koordinatensystem ein Inertialsystem, 
auob wenn t in den Gl. (2) vorkommt. 


2. Betepiek. Wir betraobten einen materiellen Pnnkt mit der Masse m, 
dessen recbtwinklige Koordinaten im Inertialsystem x, y, z sein mogen. 
Als wfihlen wir die r&umlicben Polarkoordioaten r, d, <p im selben 
Inertialsystem. Die GH. (2) lauten dann 

(16) x = r sin # oob <p, y = r sin 0 sin <p, z = r cos d. 

Derails folgt nacb leicbter Reebnung 

(17) K - |(i* + jr 1 + **) - | (*• +r*0* + i* sin*#f 1 ). 

Wenn wir die Kraftkomponenten mit Q r , Q a , Q f bezeicbnen, so folgt ana 
Gl. (17) dnrob Binsetzen in Gl. (9) 

I tnr — mrti* — mr sm*#y* = Q r , 
mr*0 + imrirfi — mr*sin0oos0gj 4 = Qs, 
mr* sin 4 -|- 2 mrsin 4 09 >r + 2mr 4 sin#cos0qp$ = Q v , 

also Bewegnngsgleicbungen von der Gestalt der Gl. (13). 

Als Beispiel von Koordinaten, die sicb auf kein Inertialsystem be- 
zieben, betraobten wir die recbtwinkligen Koordinaten f, rj, £ eines Massen- 
punktes in bezog auf ein Koordinatensystem, dessen Acbse danernd mit 
der z-Acbse des Inertialsystems zusammenffillt, das aber als Ganzes mit 
der gleicbffirmigen Winkelgescbwindigkeit co rotiert. Die Transformations- 
gleichnngen (2) lauten dann 


(19) x = £ ooatot — rj amcot, y = £sin<ut+ rj cob cot, z = £. 
Sie entbalten t explizite und fiir die lebendige Kraft ergibt sicb 

^ . ■« i *t i m 


( 20 ) 


* = 5 (4 ’ + ®* +i * )== l^+^’+i 4 ) 

+ ^p(£ 4 + rf)+m co (Sri — rjt), 
also in der Bezeiobnung von Gl. (10) und (12) 


m 


(21) 


2 o)*(t* + V*)> = —moiij, a n = mco£, 

oj = 0, ttf n = 2mo>, »,{ = Wft = 0. 
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Die Bewegungsgleichungcn lauten dann so, ala ware £, rj, f ein reoht- 
winkliges Inertialsystem; nur ist die Reduktionskraft mit den reckt- 
winkligen Komponenten R., R, t , R* hinzuzufligen, die nack Gl. (15) 

(22) R t — — 2 mw>) -j- »»eo a £, R, t = 2 mwf + mc^rj, R i = 0 

lauten. Die Resultierende bestekt aus zwei Teilkraften, die beide senk- 
reckt zur Drekungsachsu wirken, und zwar kat die eine den Betrag 2 mcov 
(wo « die Komponente der Gesckwindigkeit in der £, jj-Ebene ist) und wirkt 
senkreokt zur Ricktung von v. Sie wird gewoknliok Coriolis-Kraft 
genannt. Die zweite Teilkraft kat den Betrag mat 1 Vf® -|- rj* und wirkt 
radial. Sie heiCt Zentrifugalkraft. Man siekt, dafi in dem Ausdruok 
Gl. (15) das orate Glied rcckts die Verallgemeinerung der Coriolis-Kraft, 
das zweite die dor Zentrifugalkraft ist. 

3. Energle- und Impulssatz. Wcnn wir zunacbst unter K eine beliebige 
Funktion der q t und j, verHtohen und die zu ihr reziproke Funktion K* durch 

" dK 

( 23 ) **« 2 

y =-=i • U{ ii 

definieren, so konncn wir aua den Gl. (9), indem wir jede mit dem ent- 
Bprechenden q f multiplizicron und alle addieren, die Beziehung 

dK* n 

m 

gewinnon. Sic crgibt aioli lcicht bei Verwendung der Identitaten 

. ddK d /. dK\ .. OK , dK JL/3K. . dK..\ 
^Atdih ~~ dtv* dqj UU dt ^Sdq 9 ^ 3 dqfi) 

Wenn K die durch (10) gegebene lebendige Kraft eines mechanisohen 
Systems ist, wo die n, <tj , a jk wiedcr die Zeit t nioht entbaltenmdgen, so wird 

(25) K* =) 

Wenn in den Gl. (2) die Zcit niclit explizite vorkommt, ist nach dem 
Eulerschen Satz iibcr liomogene Funktionon nach (10), (23) 

(26) 2 X-SSf*„ K* = K - 

i °ii 

Nach (24), (26) ist die zeitlicho Zunahme der lebendigen Kraft gleich 
der in deraelbon Zcit von den eingopriigten Kraften geleisteten Arbeit. 
(Energiesatz.) Exiatiert ein Potential V, so ist nach (4) und §1, (30) 

(27) Q, --- - ( j - 1,2.«), also ^ - 2 Q,k, 





Lagrangesohe Funktion 
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und es fdgt aus (24), (26), (27) das Energieintegral 
(28) K+7 = E o, 

wo E 0 die Energiekonstante bedeutet. Definiert man die „Lagrangesohe 
Funktion" L dutch 


(29) L — K — V, 

so lauten die Bewegungsgleichungen (9) wegen (27) einiach: 


(BO) 


d_dL _dJ L _ ft 
dq,~ * 


= 1 , 2 ,. 


n. 


Wenn eine bestinamte Koordinate, z. B. q ls in K nioht vorkommt 
and auBerdem die entspiechende Kraftkomponente Q 1 versohwindet, so 
heifit q t eine „verborgene“ Koordinate, und es ergibt sich aus (9) die 
Konstanz der Impulskomponente p l . Wir haben in diesem Falle ein 
Integral 


(31) 


Pi 


dK 


dil. 


= konst 


nnseres Gleichungssystems (9), das Impulsintegral. Wenn q x eine 
rechtwinklige Koordinate (z. B. q x = Xj) ist, nimmt (31) analog zu § 1, 
(20) die Gestalt tn x x x = konst an. 


4. Beziehungen zur Variationsrechnung. Wenn wir das Integral 



einflihren, so sind die Bewegungsgleichungen in der Gestalt (30) nach 
der Variationsrechnung (1. Bd., V., § 1, 3) die Bedingungen dafiir, dafl 
ffir jede von einer ihrer Losungen aus vorgenommene Variation 8q { der 
Koordinaten 8J versohwindet. Dabei sind die dq t Variationen der q f bei 
konstantem t. Man kann aber noch eine allgemeinere Abanderung der 
Bewegung definieren, wenn man ihre Darstellung in die der geometrischen 
Gestalt der Bahnkurve und die ihres Zeitverlaufes zerlegt. Die erstere 
ist dadurch gegeben, dafi die n Koordinaten q t als Funktionen eines will- 
kiixlichen Parameters u dargestellt warden; den Zeitverlauf kennen wir, 
wenn t als-Funktion desselben u bekaxmt ist. Wir fiihren damn in J dieses w 
als unabhangige Veranderliche ein. Wenn wir die Ableitungen nach u 
mit einem Strich bezeichnen, also 



f = 


it_ 

du‘ 


?/ = 


if 


(33) 
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Betzeu und n.nnAtimftTi ) fln.fi L aufler von den q^ und q^ auch nooh explizit 
von t abhangt, wild 

* 1 i 

(34) J = j L(q„&t)t'du, 

«0 

wo u 0 , u t feste Werte von u sind. Wir betrachten wieder eine Funktionen- 
Bohar q, = q, (u, a), t = t («, a) und setzen 


<“> '•-(SSL/* 




Dann konnen wir wieder die Gl. (9) vom 1. Bd., V, § i lieranzicken, mn 
d J zu bcreohnen, mitssen aber dabei beachten, daB wir es jetzt mit don 
n+ 1 Funktionen /, q l9 . . q n der unabhiingigen Voriinderlielien u zu 
tun haben, und daB an Htelle von L jetzt JA 9 tritt. Daa ao orhalteno bJ 
entapricht einer Abanderung der Bewegung, boi der niclit nur dio q i boi 
konstantem t, sondern fiir jeden beatimmten Wert des Parameters u alio 
abgeiindert werden. Die &q t untaprochnn der Anderung der 
geometrisohen Gestalt der Balinkurve, bt der Anderung des Zcitvorlaufes 
der Bcwegung. Nuch der gcnannton Forniol der Variationsrochnung or- 
gibt sich, wenn L eine beliebige Funktion der q h ( 7 ^ und t ist: 


( 88 ) 


(30 a) 


" - LI +1 A Cf -r,w) 


«0 




«(» 


r* r , 4. ■ OL 

L --= - L -| 2 <b jy 

0< Ij 


Dabei bedeutet ^ die Ablcitung naeh t, insofern ch explizit in L vor- 

kommt. Wenn fiir pin FunktionenHystem q s (w), l (w) 6J = 0 wird, sobald 
die bq Jy bt nur dad urcli beHehriinkt sind, daB sie an don Integrations- 
grenzen w 0 > w l verseliwinden, so folgt nun (30) wegen de.s Verachwindens 
der von den Grenzen herriihrenden Glieder, daB die Koeffizionten der 
b</ r bt verse.hwinden inUsnen. Daraus folgendie* Bewegungsgleichungen (30) 
und auBerdeni 
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W ftnn -wir amehmen , d&B L difi Lagraiigesche Punktion eines mecha- 
nischen Systems ist, wobei wir aber zolassen, dab die potentielle Bnergie 7 
die Zeat f explicit enth&lt, folgt aus (26), (28), (29) 

dL dV dEo 
(37 a) L*=K* + Y = K+Y = B V - --37 -f 

ond Gl. (87) Bchrabt sich: 

<38) dt - dt 

W ftnn insbesondere Y von t niobt explicit abhangt, folgt a us (38) das 
Energieintegral 

<38 a) 

Die Aossage „dJ = 0“ im besproohenen Sinne heiflt das Haxniltonscbe 
Prinzip. Aus ibm folgen die » Bewegungsgleiohnngen (30) und als n -J- l-i® 
Beriehting die Bnergiegleicbting (38) bzw. (38a). 

1st die Kurve a — 0 des n -j- 1-dimensionalen Raumes, von der die 
Variation ausgeht, eine LSsung der BewegongBgleiohungen (30), so folgt 
aoB (36) wegen (37), (37a) ond (7) 

(39) dJ = | 2 M?,“(*+F)a*r 

Lj=i Jti 


— 0, E = konst. 

w t 


JUfl 


Da in den angestellten Betr&obtxmgen t keine gegeniiber den q t aus- 
gezeicbnete Rolls mehr spielt, kdnnen wir mit ibrer Hilfe die Bewegungs- 
gleiohungen (9) in Differentudgleiehungen fiir die Pnnktionen q, («), t ( u ) 
nmformen. Wenn wir die Bezeichmingen 


(40) 




einfiihren, so ist fttr homogen quadratisohea K, also skleronome Ko- 
ordinaten q { : _ j. gjj 


K — hi? — 


n > 


tmd dah er 


Pi ~dY ( = kii 


Hi 


«i 


(41) J iEHiu =r j fkdu, b\iEt!iu=zb\ikiu. 

Dabei ist die Variation bo anszuftihren, dafl jedes dq, an den Grenzen 
ond dt liberbaopt verschwindet. Da Gl. (36) auch gilt, wenn wir L — 1 K 
setzen, so schreibt sich GL (41) aneh 


(42) 

(43) 


\'StA i {^K)dq t lfdu= f S>l<(V*)d?id«; 
j <=i J <=>1 


A tvs d 8F dF 
At ^ F) ~di 8q t dq % ’ 


Ufi-lML-iL. 

AiXJ) ~d ttdji dq { 
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Wegen der Willklirlichkeit der dq { folgt aus (42) 
(44) = Xtlfk). 

Eb iflt also nach Gl. (43) und (44) 


(46) 


A,(V*) = = 4(K) - 7= T“'’ 

2 u\K y ’ 4V£» d?i 


Daraus folgt mit Hilfe von (24), (9), (43): 

K (V*) 

n 


(46) 


2 £ 2 ^?!®*^)’ 


Wenn wir Krafte annelunen, die nach Gl. (26) von einem Potential V 
abhangen, so wird aus Gl. (46), wenn wir nach Gl. (38) K = E 0 — V 
setzen, nach leichter Rcchnung: 

Daraus folgt aber, wenn wir die Bedeutung von X { (/) nach Gl. (43) beachten, 

(47) A I (V(^Fjl) = 0, i •= 1, 2,..., n. 

Das sind aber die Bedingungon dafiir, dafi die erste Variation des Integrals 


«1 «1 

148) 1 = j VOE~rv)kdu = | 

«0 Mfl 

versohwindet. Die Aussage dl = 0 nennt man gewohnlich das „Prinzip 
der kleinsten Wirkung^ in der Euler-Jacobischon Gestalt. Es ent- 
halt nur cine Aussage iiber die goometrische Gestalt der Bahnkurven, 
nicht iiber den Zeitvorlauf der Bcwegung. 


5. Die Hanilltonsche und die Routhsche Form der Bewegungs* 
glelchungen. Wir sagen, daB durch die q % und q { der Zustand eines 
mechanisclien Systems gegobcn ist. Aus den Gleichungcn 

(491 i = l, 2, ...,«, 

0 (j[ t 

wo L durch Gl. (29) dcfiniert iat, lasscn sicli die q t als Funktionen der 
q { und p x beroohnon. Wir konnen also don Zustand auch durch die q t 
und fi dcfinieren, durch die sogenannton „kanonischen ZustandsgroBen". 
Die p t sind claboi wegen ' 1. (7) die Impulskompononten. Man kann dann 
die Lagrangesohon Bewegungsglcichungen in Differentialgleichungen fiir 
die qi und umformcn. Zu dicsem Zwccke driickon wir die durch Gl. (37) 
definiortc, zur Lagrungeschcn Funktion „roziproke se Funktion vermoge 
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Kanoniaofae Bewegungsgleiahangen 


der GH. (49) als Funktion der q { und p t aus. So entsteht die Hamilton- 
scbe Funktion 

n 

(60) H(q v ...,q n ,J> lt ...,?„) = —X +2ft?,. 

Wenn wir immer H als Funktion der ?< tmd ft, L aber als Funktion dex 
q t tmd i \i betraohten, exgibt sicb aus GH. (60) 


dH 


.■£ ax dq> 

*=i a?» dp { 




d 3 9 X ^ 9 X d q% . 9 ?t 

^ ~~a^~1^a$;a?; + 1r' ? *a^' 


Darans folgt wegen (49) and (SO) 


(61) 


dH _ . 9i?_9i 

dpi~ qu dq t ~ dq t ] 


(i = 1 , 2 , ..., »)• 


/B 2 > dq * - dH 95 

' ' dt dj>,’ it “ 9?, 

Das ist die „kanonisobe“ oder Hamiltonsche Gestalt der Bewegungs- 
gleicbungen. 

Wenn K in den q { qnadiatisch bomogen ist, sind die ft wegen (49) 
in den ?, linear bomogen and H wird wegen Gl. (38) 


(63) a-I+F-iS^ftft+F, 

* hi 

wo die A t)) V Funktionen der q t sind. Die Ableitung der Gl. (62) axis 
den Gl. (30) gilt aber, wenn L eine beliebige Funktion der ?< und ?, ist 
[1. Bd., V, § 3, (24)]. Sind die q t z. B. die durcb Gl. (16) definierlen Kugel- 
koordinaten, bo folgt aus Gl. (17), (29), (49), wenn wir die Impulskompo- 
nenten mit ft, p g , p r bezeicbnen: 


Wenn wir die n Koordinaten q t in zwei Gruppen zerlegen, w x w % ... u>p 
und q x q t ... und mir die den ersten fi entsprecbenden Gescbwindig- 

d L 

keiten io s mit Hilfe der Qleichxmgen u, = (j = 1, 2 ,..., p) elimi- 

nieren, so lassen sick alle ZustandsgroBen als Funktionen von w 1 ... , 

.. . t**, q t ... q n -m ?i ■ • • ?«-m ansdriicken. Wenn wir dann als eine 
Art Mittelding zwiscken der Lagrangeschen und der Hamiltonschen 
Funktion die Routhscke Funktion R einftihren: 

v- 

(66) B(ift...w„, q 1 ...q„^ fl , = + 

*=■» 
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nnd sie durch die als Argumente eingetragenen Zustands variablen aus- 
drticken, ergeben sich ganz analog den 01. (61) 


( 66 ) 


dR _ . dR 
du, ~ W " dw, 
dR = _9L 
dqt ~~ dq t ‘ 


dL 

dw, 


dR 

dq t 


(j i> 2,.. fi), 


dL 


dq 4 


(• = !. 2, .... n — fi). 


Dabei iflt L immer als Funktion der q l q i w j w, betrachtet. In R spielon 
dann die dieselbc Rolle wic in H die q t . 

Aus den Lagrangeschen Bewegungsgleichungen (30), die in der 
jetzigen Bozciohnung in zwei Gruppen, einc in den qt, die andere in den 
w,, zerfallon, folgt mit Hilfe von Gl. (66): 


(67) 


dw, _ dR 
dt ~~ <)u/ 
d dll ,)/{ 

dt dq, dq, 


du 

dt 


dR 

dw. 


U ~ 1. 2, n), 

— 0 (» — 1, 2, .... n — fi). 


Man kann also din Bewegungsgleichungen eines mcchaniscnen Systems 
mit Hilfe dor Itouthsohen Funktion immer so umformen, dafl sie aus 
2 fi Difforentialgleichungcn orator Ordnung fiir die w t , u, von der Ge¬ 
stalt der Hamiltonsohen Gleiohungcn (62) und aus n — fjt Differential- 
gleicliungon zwei ter Ordnung fur die q { von der Gestalt der Lagrange- 
sclien Glcieliungen (30) hcstclicu. 


6 . Integrate der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Die Gl. (62) 
bilden 2 a Differentialgleiehungen orator Ordnung fur die 2 n Zustands- 
grbOon q x ... q„, ■p i . . 'p n . Naoh den allgcmoincn Slitzen liber dio Inte¬ 
gration emoH Hololien Systems (1. Bd., VI, § 1, 6) gibt es immer 2 n Funk- 
tiouen q„ p, von t und 2 m willkiirliehen Konstanten, die diesen Diffe- 
rentialglciehungen geniigen. Wir nennen diem Funktionon die Losungen 
dos Systems (62). Wenn II die Zeit t nioht cxplizite enthalt, kommt t 
in den Gleichungen nur als Differential dt vor. Dann ist eino der Kon- 
st&nten additiv mit / verbunden. Dio Losungen haben dann die Gestalt 

I Vi - V* (f fo> — l) 

Ip, --- y>, (< — «,„ fl,c a ... e sl „_ 1 ) (t = 1, 2.n), 

wo dio t 0 , r,, ..., o 2 „_ , die 2 m willklirlichen Integrationskonstanten be- 
deuton. 

Unter einem I ntogral des Systems (62) vorstoht man eine Funktion 
der Zeit t und dor 2n ZustandsgroBcn q,,pt, aus der beim Einsetzen 
der Losungen die Zeit t und daher auch die Konstanto t Q herausfaJlt, die 
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also in eine Funktion der CjC, ... o a „_ 1 iibergeht. Bin 8oloh.es Integra) 
f (*> ii • • • ?*> Pi • • • P») mull daher die Identdt&t 

(59) H . + ^ (1L *2* 4. *Sl\ « 0 

^ dt /^Vag, it • 3p< dt) 

erffillen, wenn fflr die q u p< die Losungen (68) eingesetzt werden. Ans 
(59) folgt aber mit Hilfe von (52) 


(60) 


H+wft 


o, 


wo (27, /) den Poissoneohen Klammerauadrnok 


(61) 



ds a/ 
dq t dpi 


?JLH\ 

dfi dqj 


bedeutet. Die Integrals / aind darm gleichzeitig die Integrale der linear 
homogenen paxtiellen Differentialgleiohung erster Ordnung (60) in den 
2« + 1 unabh&ngigen Ver&nderlichen p n . Naoh 1. Bd., 

XV, § 1, 3 beaitzt (60) 2 » voneinander verschiedene Integrale, durch die 
sioh alle ttbrigen ausdrilcken lessen. Da sie mit den Integralen dee Sy¬ 
stems (52) gmH ftTn-mflnfn.llfl'n , erh&lt man sie durch Auflosttng (58) nach den 
Konstanten in der Gestalt: 


(62) f ^ 7*1 ■ * * $*) — c * — 1, 2, ..2 « 1), 

I /o« (?i • • ■ 7», Pi • • • P«) = t to - 

TIntet den 2 n Integralen sind also 2 n — 1, in denen t nicht vorkommt. 
Jedes Integral von (60) laflt sioh ala Funktion der 2 n Integrale 
/n /*>•••» izn-it ftn — t darstellen. 1st das Integral von der Zeit un- 

a 2 

abh&ngig, so geniigt es wegen = 0 nnd Gl. (60) der Gleichnng 

(«3) (ff,/) = 0. 

Diese Gleichnng hat 2 n — 1 verschiedene Integrale, die alle die Zeit 
nicht enthalten nnd ale die wir die f x ... /*„_! in Gl. (62) ansehen konnen. 
Jedea die Zeit nicht enthaltende Integral lABt sich als o als Funktion dieser 
2 n — 1 Integrale darstellen. 

1st insbesondere H selbst von t unabbangig, so ist es offenbar em 
Integral von (68), lUJBt Bioh also als Funktion von / x ... / an _ 1 darstellen. 
Da 27 nach Gl. (53) in gewdhnlichen mechanischen Problemen die Energie 
ist, lfiflt sich die Bnergie eines Systems als Funktion der 2 « — 1 Inte- 
grationskonstanten c x ... ausdrilcken. Wenn / trnri g Integrale 

von (63) sind, so ist der Poissonsche Klammerausdruok (/, g) ebenfalls 
ein Integral von (68) (s. 1. Bd., XV, § 6, S. 662). Da man ohnehin weifi. 
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daQ jede Funktion von / und g ein Integral von (63) ist, liefert das PoisBon- 
sche Theorem nnr dann ein „neues“ Integral, wenn (/, g) sioh nioht als 
Funktion von / and g ansdrlioken laBt. 

Wenn wir r versohiedene Integrale von (63), f lt f a ./ r , haben, 

aus denen naoh dem Poissonschen Theorem kein neues abgeleitet werden 
kann, d. h. wenn flir je zwei f it f, 


(64) 


(/(/*) — Vu (fift •••/«) 


gilt, bo sagen wir naoh Lie, dad die r Funktionen eine ..Funktionen- 
gruppe" hilden. Zu dieser Gruppe rechnet man dann noch alio Funk¬ 
tionen der /i/ a ... / r . Wenn wir r unabhfingige Funktionen dieser / t / a ...f T 
betraohten, etwa • • • <7r, 80 bilden dieso offcnbar obenfalla eino r-glio- 
drige Funktionengruppe; denn aus der Definition der Klamraerausdrlicke 
folgert man leicht 


(65) (g t9l ) « -fijfjj C/i/■> 4 + 


Dubci bedcut<*t die Funktionaldotcrminanto affl'-friT 

//(/l/jj) ^ OfiOfi uf\ 0/1 

(r. 1. Bd., I, § 3, 3). Wogon dor Gruppeneigonsohaft der /« Bind naoh (65) 
die Klammerausdriioke Funktionen der /<, also auoh dor g k \ dasselbe folgt 
fttr die Funktionaldoterminanten schon daraus, dad die g k Funktion der 
f 4 sind. Es sind also dio (g k g t ) duroh die g x ... g T ausdrtickbar. Man sagt, 
sie dcfinioren diesolbo Gruppo wio dio f t , nur in oinor anderen Form. 

Wenn insbesondere die Funktionen g> tJ in Gl. (65) idontisoh ver- 
schwinden, also fiir je zwoi Funktionen dor Gruppe (/</,) identisch ver- 
schwindet, bilden die ein ..Involutionssystem** 1 ) (s. l.Bd., 

XV, §6). 

Naoh (11. (66) int dann jede andere Form der Gruppo auoh ein In- 
volutionmyHtom.da aundorn VerHohwindondor (/,/y) auoh das der (&</,) folgt. 

Das Energieintegral II bildet naoh Gl. (63) mit jodem von der Zeit 
unabhiingigon Integral oin TnvolutionssyHtem. 

Wir botruchten nun oin aus r Integralun bostehondes Involutions- 

system f, (?,... q n , p t ... p n ) = o t (j = 1, 2.r) und aetzon voraus, 

daQ die r angeanliriobenon Glcichungen naoh pjp a ... p r auflosbar sein 
sollen. Dio Auflosungen ruogen 

(66) Tj ~ y’j (jii <7a • ■ • Jn, Pr+i • ■ • Pn> c i» ®a • • • °r)» 3 ~ 1) 2,..., r, 

lautcn. Dunn lilBtsicli zeigen, daQ dio Funktionen p } — (j = 1,2,.. ,,r) 
der 2n Veriindorlichon q it p { auoh ein Involutionssystem bilden. Der 


l ) Man sagt nftmlioh naoh oinem Spraohgebranch von B. Lie von zwei Fonk- 
tionen f t und l jt daB sio in ..Involution** liegon, wonn (f t , = 0. 
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Beweis lSBt sich duroh direktes Ausrechnen fiihren: aus den Gleichungen 
f r —Or folgfc dnrch Differenzieren 

*-»•*.“>• 

.“>■ _ 

Ana diesen 2 n — r Gleichungen lassen sich die 2 n — r Grofien 
(A = 1,2, .... n), |A (A = r-h 1, n) 

ala lineare Punktionen der r Grofien (h = 1, 2,..r) berechnen. 

Daher lassen sich nach der Definition (61) die Klammeraosdxiicke (/<, /j) 
als quadratische Pormen derselben r Grofien ausdriicken, also: 


(67) 


(/<,/,) ?= i: 

A, K= 1 


Hi. d ± A 
9p* 9 Pa 


Bei Durchfiihxung der Rechnung erhalt man fttr die Koeffizienten die W erte 


A - 9 V* 
An* - 


9 Vk 


1*4. -s’ ( 9 y* 9 y* 9 y>» a y>tv 
* «=?r+A9g B dp„ dg„ dp./ 


(68) “je a — *. fin 

o g fc o g* 

Berechnet man anderarseits die Klamraerausdrucke (p* — y>\, p* — V»») 


direkt nach (61), so erhalt man, da die y> h nur von ■ ■ ■ g«, p r +i • • • ?« 
abhangen, ebenfalls 


(69) (p* — Vt> n~ Va) = A**. 

Wenn die (/<, /,) verschwinden, folgt aus (68), (70) ein System von r linear 
bomogenen Gleichungen fiix die r Unbekannten 


S (Pa — V* Pa - V*) (& = 1, 2,..., r), 

wobei i festgehalten wird. Da die Determinante der Koeffizienten die 
IWriaonaldetermiTmnte der / x ... f r naob den p x ... p r ist, die gemafl 
der Vorauasetzung der Aufldsbarkeit der Gleichungen f r = c r nicht ver- 
Bohwinden kann, so miissen alle r Unbekannten verachwinden. 

Duxoh Wiederholung dieser BchluBweiae folgt das Verachwinden der 
Klammerausdriicke - v*, ft - ifr) selbat, was zu beweisen war. 

Beateht inabeaondere das Involutionasystem f r = c r aus n Gliedem, 
bo enthalten die dnrch Auflosung entstehenden Funktionen yj s in (67) gar 
keme p t mehr, nnd man erhSlt fiir die Klammerausdriicke (69) nach (68) 

po) <?*- *• n - n) - 
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Wenn also f, = c s (j = 1 , 2,. .., ») eua n-gliedriges Involutions- 
system bildet, so bilden die duich Auflosung entstehenden Grleichungen 
Pi — Vi (?i • • • ?»> °i • • • c ») O' = 1» 2, ..., ») die Koeffizienten eines voll- 
standigen Differentials 

(71) 2 y>,dq j = d'F i 

i 

wo IP eine Funktion von q ± ... q n9 c x .. . c„ ist. 

§3. Die DitterentialgleiGlmngeii dor Bahnkurren 

1. Die Bahnkurven eines materiellen Punktes in der Ebene. Wenn wir 
die Bewegung eines materiellen Punktes von der Masse m in rochtwinkligen 
Koordinatcn x, y in der Ebene darstellen, so lauten seine Nowtonsohen 
Bowegungsglcichungen 

(1) mx = X , my = Y, 

woboi X, Y gegebenc Funktionon von x , y sind und die rechtwinkligen 
Komponenten der auf m wirkenden Kraft bfcdeuten 1 ). Fiihren wir wie in 
§ 2 , (33) cin Parameter u liings der Bahnkurve ein, so wird x = xfu 
x = x"u 2 -| xfu und analog fiir y . Ftir die lebendige Kraft if erhalten 
wir dann 2 K m (i a + y 2 ) = m ( x r2 + y /a ) w*. Multiplizieren wir die 
61. ( 1 ) init y f bzw. mit x’ und subtrahieren wir, wobei wir x" und y" 
duroh ilire Werte orsotzen, so erhalten wir, wenn zugleioh u 2 durcli K aus- 
gedrtiekt wird: 

_ l_Xy’-Yx\ 

V(x' s + «/'*)* 2 *V*' S + y' s 

Multiplizieron wir abor die erste der <11. (L) mit x', die zweite mit y\ and 
addioren, so erhalten wir 

(S) i * z =Z*+Y,J. 

Setzen wir 


x"y'-y"x' 

V(x'* fy'T ’ 


Xy'-Yx’ = p 


so bedoutet G nach einer bekannten Formel der Differentialgeometrie 
don roziproken Wert des Krlimmungsradiua r der Bahnkuxvo, und P ist 
die Kraftkomponente sonkreoht zur Bahntangente. Gl. ( 2 ) schreibt sioh 
dann einfach 

(6) 0 - ± P. 


*) Daboi sind Koibungskr&fte und fthnliohe, die von cb, y abh&ngen, nioht be- 
rfloksiohtigt. 

Kliea-Vrank, Diftowntialglelohungen. U 5 
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Weon wir die Gtesdvwindigkeit v clinch, «* = z* + y % , die Tangeatial- 
komponente P der Kraft duxoh Pv = Xx + Yy und r durch r(? = 1 
in (8) und (8) einffihren, bo erhalten vrir die ilbliohe Geatalt der Bewegungs- 
gleicimngen in der „nattirliohen‘ c Zerlegung in Tangential- und Normal- 
komponente: mv — P, m«*/r = P. 

FQgen wir to (2) [bzw. (5)] und (3) nooh eine Bifferentialgleichung 
bin to, die den Parameter « definiert, z. B. tf'* + y' t — wo dann « 
die Bogenlange der Bahnkurve w&re, so hahen wir drei aimultane Diffe- 
rentialgleichungen fill die drei Funktionen. x, y, E dee Parameters u. 
Dabei definieren z, y wieder die geometriache Gestalt der Bahnkurve, 
K den Zeitverlauf der Bewegnng. 

Die hoohsten vorkommenden Ableitungen Bind z", y", K'; I58en wit 
naoh diesen auf, bo sehen wir, daB fftr einen Wert von « die Werte von 
af, y', E willklirlioh vgrgeschrieben. warden konnen, d. h. die Bichtung 
der Bahnkurve und die lebendige Kraft. 

Wir ernalten Differentialgleichungen, in denen nur x, y und ihre 
Ableitungen naoh u vorkommen, wenn wii E aus (3) und (5) elimimeren; 
dann ergibt sioh 

(,) 

Mit der Parametergleichnng zusammen haben wir nun zwei simultane 
Differentialgleichungen ffli x und y ala Funktdon von u vor nns. Aus (4) 
folgt, daB in (6) die Ableitungen von x und y bis zur dritten vorkommen. 
Aus (B) folgt, daB die Bahnkurven bei waohsendem K siob immer mehr 
den Geraden (Q = 0) und bei abnehmendem K sioh. immer mehr den 
RraftKnien (P = 0) nfihem. 

& Die Bahnkurvea allgemelner mechanischer Systeme 1 ). Betraohten 
wir wie in § 2, 4 die Koordinaten q 2 . .. q n und die Zeit t als Funkfcion 
eines Parameters u, so konnen wir fiir ein aUgemeines meohanisob.es 
System ganz analog© Betrachtungen duxohfflhren wie in 1 fill einen 
materiellem Punkt. Wir bedienen uns der Bezeiohnungen des § 2 und 
gehen von (46) aus. Wir setzen: 


x ) L. Berwald und Pb. Prank, Math. Zetaohr. 21 (1924), S. 164ff. 
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Wenn wir A, (V&j nach seiner Definitionsgleichung § 2, (43) ausreohnen, 
so erhalten wir ahnlich wie bei der Bereohnung der explizdten Gestalt 
der llnken Seite der LagrangeBchen Gleichnngen in §2, 1 (13) 

< 8 > ^ 

(9) g, — A., (k) = 2 a ij q'i + 2 |* 1 ?i?i* 

Aus §2, (46) folgt dann 

(10) Q i = ±P i (t= 1, 2.»). 

Dazu kommt die aus § 2, (24) wcgen K* = K folgende Energiegleiohung 

(11) If - 2 9»ji- 

au hsml 

Die 61. (8) und (10) sind die Verallgemoinenmg der 61. (5) und (3), also 
der Zerlegung in eine Tangential- und eine Normalkomponente. Sie bilden 
zusammen mit der den Parameter u definierendon Differentialgleicliung 
ein System von n + 2 Diffcrentialgleichungen fiir die n + l-Punlctionen 
?i> • - •> ?», K von u. Da aber wegen 61. (7) und (8) die Identit&ten 

(12) 2^1 = 0, 2 «,?; = <> 

» = 1 *= l 

bestehen, ist von dicsen Gleichungen mindestons eino uberzahlig, so doB 
im allgemeincn n-f 1 unabhangige darunter sind. Iin Falle » = 2, q x = x, 
ii = y kommcn wir auf den Fall von 1 zuriick. Aus den zwei Glei¬ 
chungen (10), von denen wegen der aus (12) folgenden Beziehungen 
P x x' -|- P^rf = 0 und 0 1 x' -|- Q^y 1 = 0 die zwoite eine Folge der ersten 
ist, liiBt sioh cine nouo bilden, die Gl. (5); ob mull nur G — 
und P = P x yf — P t x' gesetzt werdon. 

Es konnen wieder genau wie in 1 duroh Elimination von K aus Gl. (10) 
und (11) Differentialgleichungen zur Bereohnung der geometrischen Ge¬ 
stalt der Bahnkurvc unabhangig vom Zeitverlauf gebildet warden. Es 
entstehen so die simultancn Differentialgleichungen fiir q x («),..., q n (u) 

O®) 7u(w)~ 2 i i e * !i (i " 1 - S .*>• 

Wirken keine auBeren Krafte, so geniigen (wegen P t = 0) die Bahn- 
kurven wegen 61. (10) den Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
Oi = 0 (i = 1, 2, ..., n), denen sich bei wachsendem E die Bahnkurven 
auoh bei beliebigen Kraften nahem. Von den 2 n willkilrliohen Kon- 

B* 
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staiiteiL in der allgemeinen Losung der Gleichungen (7* = 0 kouunt eine 
max additiv mit u verbunden vor (weil u in den DiHerentudgleicbtingen 
nioh.t explicate vorkommt), bestimmt also nur den Pnnkt der Bahnkurve, 
in dean u = 0 geaetzt wild. Wenn wir als Parametergleichung eine Diffe- 
rentialgleiclmng annehmen, in der nur die q t nnH q % vorkommen, bo be- 
stebt zwischen den Anfangswerten dieser GroBen, also den Integrate ons- 
konstanten, eine Relation. Wahlen wir z. B. q x selbst als Parameter, 
also u = q l9 so lautet die Parametergleiclinng q[ = 1 , es ist also q[ nioht 
mdir vriUkiirlich wahlbar. Die Losung der Differentialgleiobung der kr&fte- 
freien, der sogenannten geod&tisoben Babnen hangt also (auBer von 
der Wahl des Anfang spnnktea der ParameterzShlxing) von 2 n — 2 will- 
ktirlioben Konstanten ab. Bei der Integration der Differentialgleichnng (IS) 
der allgemeinen Bahnkurven, in denen auoh die dritten Ableitungen der 
q t vorkommen, k a nn noch eines unter den q[ willldirlich vorgeschrieben 
werden. Die Losung hangt also von 2 n - 1 Konstanten ab. 

Beim Verschwinden der auBeren Krafte verschmelzen als o 001 Babn- 
kurven miteinander. 80 gehen im Palle des schiefen Wurfes in einer 
Vertikalebene die 00 ® Parabeln mit vertikaler Aohse in die 00 * Geraden liber. 


8 * Die verschledenen Artan von Bahnkttrven 1 ). W enn wir eine Lflsung 
der Gl. (18), also die geometrische Gestalt einer Bahnkurve vor nna haben, 
so laesen sich nacb ( 8 ) und (7) die <?, und P, und nach § 2, (40) auch Jfe 

langB derselben berechnen, alio nach ( 10 ) auch K = , der Wert der 

lebendigen Kraft, also dear Zeitverlaui wahrend der Bewegung. Denn 
veirn E als Punktdon von u gegeben iat, l&flt sich nach 8 2, (33) wegen 
v , /d«\® . 

* \~dt) Quadratur t berechnen. Im all g em einen ist also 

lkngs einer Bahnkurve nur eine Bewegung, mit eindeutig bestimmter 
iebendiger Kraft moglich, d. h. die Bahnkurve 1 ™.nn nur a uf zwei Arten 
durohlaufen werden, die durch Umkehrung des Sinnes der Gescbwindigkeit 
auseinander hervorgehen. Denn duroh Auaziehen der Quadratwurzel er- 

geben sich fflr dasselbe E zwei Werte von da — 4 - 1 1 — - 

dt dt — f h 

_ er Wert von wild nur unbestimmt, wenn l&ngs einer Bahnkurve 

* ^ ^ — 0 (< = 1 , 2 .n) gilt. Eine solche Bahnkurve kann 

auf unradlich viele Arten durohlaufen werden. Sie ist eine „geodatiBohe" 
Bahn, die aufierde m den n Differentialgleichungen erster Ordnung P t = 0 


„ « ^ leB “ouvenumte et lea trajeotoirea r6elfl dea aysttma. BulL 

™ T P1U Ft&nk * ““ 8-metriSxe Deutung 

naSo^ Bahnkurven. Proceedings of the first inter- 

national congress for applied mechanics, Delft 1024. 
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geniigt. Im Falle von 1 ist das eine gerade Lurie, die zugleioh Kxaftlinie 
ist. Beim schiefen Wurf ist z. B. langs jeder Wurfparabel die Geschwin- 
digkeit (bis auf den Sinn) cindeutig bestimmt; langs dor vertikalen Geraden 
aber kann ein Wurf mit beliebiger Goschwindigkeit stattfinden. Bei der 
Planctenbowcgung ist langs jeder Bahnellipse die Geschwindigkeit be- 
stimmt, liings der zum anzichenden Zentrum fuhrenden Geraden sind 
aber Bewegungon mit alien Gcschwindigkeiten moglich. Da die lebendige 
Kraft positiv ist, kann nur liings soloher Bahnkurven oder Teilen von 

p 

Bahnkurven eine Bowcgung stattfinden. langs deren der Quotient gp 

positiv auBfallt. Wenn das mm liings oines Stiickes einer Bahnkurve statt- 
findet, so win! dieses von Punkten begrenzt, in denen P t = 0 
(i — 1, 2, ..., w) ist. Das kann nach Gl. (7) auf zwei Axten geschehen: 
entweder verschwinden dort auch allc Q t , dann ist der Punkt eine Gleich- 

p 

gewichtslago des Systems. Da in diosom Punkto wegen K = eine 

* dK 

Nullstello von K (w) ist, liaben wir es wegen Gl. (11), nach der auch 
verschwindet, mit einer melirfachen Nullstelle zu tun. Wenn hingegen 

n 

alle P t verschwinden, niclit aber alle Q { , so kann nach (7) auch 

1 

nicht verschwinden, die Nullstello ist nach 01. (11) eine einfache. 

Das Verlmltcn des Systems in der Nahe eines solchen „Halte- 
p u n k t c s‘ 1 , wie P a i n 1 e v 6 i h n wegen d es Y ersch windens der 1 ebendigen Kraft 
nennt, kann man untorsuchen, wenn man von der Differentialgleichung 

/du\ 


(14) 


\dt 


)' = A» 


ausgeht, welehe die zeitliche Veriinderung des Parameters regelt, wenn 
wir u so gewiihlt liaben, daB A — L gilt, wo A duxch § 2, (40) definiert 
ist und daher im einfaehsten Falle u die Bogcnlange bedeutet. Es sei 
u 0 der dem Haltepunkt entsprechende Wert des Parameters und wir 
nehmen an, daB K (u) uni diene Stelle in eine Potenzreihe entwickelbar ist. 
Wenn u - u 0 eine a-faohe Nullstelle von E ist, lautet diese Entwicklung: 

(16) K («) -- (u — «„)“ [a 0 -|- a x (« — « 0 ) + a, (u — w 0 ) a H-],<*o # °- 

Aiifl Gl. (14) und (15) folgfc: 


(16) 


du 


d* — i- “ ' _ _ 

(u—tt 0 ) * Va 0 + a, (u — u 0 ) + a s (« — «„)* + ■ 
= J_a 0 (u — ««) # |^l-^-(« — «o) + ••*]«!«• 
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Pfir eine einfache Nullstelle (a — 1) folgt durch Integration 
t-*o = ±2a 0 V^T^[l-^-(«-« 0 )+---] 
nod dutch Quadrieren 

(* — h)* ~ ia * (“ “ “o) [l —«o) 4-]■ 

Dutch Auflosung ergibt rich u — «q als eine Reihe, die naoh Potenzen 
von (t —$ 0 )* fortschreitet und nut der ersten Potenz dieses Ausdxuokes 
wrrklioh beginnt. Der Haltepunkt« = « 0 wild also zur Zeit t = t g wirklich 
erreicht. In der Umgebung dieses Zeitpunktes entsprioht Werten von 
t — to, die eieh nux dnrch das Yorzeichen unterscheiden, deraelbe Wert 
von «. Das System bewegt rich also dem Haltepnnkt zu, kehxb dort nm 
und durchl&uft diesdben Lag en mit nmgekehrtem Sinne der Geschwin- 
digkeit nochmalg. Der Haltep nnk t iflt ein Umkehrpnnkt. Wenn K (w) 
zwei einfache Nullstellen hat, so ist GL (14) von der Art der ixn 1. Bd., 
HI, § 5, (1) behandelten. Das System fuhrt eine periodische Bewegung aus. 

Wenn die Nullstelle u = u 0 eine zweifache ist,. also der Haltepunkt 
eine Gleichgewichtslage des Systems, so ist in Gl. (16) a = 2 zu setzen, 
und es folgt dnrch Integration von GL (16) 

« —1« = ±o 0 ld g “a* (* - («-««) H- 

Der Haltepunkt kann also nie zu einer endlichen Zeit erreioht warden, 
da u = u 0 ednen Wert t= oo naoh sich zieht. Dasselbe gilt auoh fttr 
a > 2. Einem Haltepunkt, der eine Gleichgewichtslage ist, nfihert sioh 
das System also asymptotisoh immer mehr, ohne ihn je zu erreichen. 

4. BelspMe. Wir w&hlen ale speziellen Pall von 1 zum Parameter u 
die avKoordinate. Dann lautet die zu (3) und (6) hinzutretende Para- 

dy 

metergleichung vf = 1, daher ist *" = 0 und es bedeuten y 1 = ^ > 
y" = • Nach Gl. (4) ist dann: 

V(i + »'*)* VT+T 7 

Die Diffarentialgleichtuig der Bahnkurven erhalten wir dann duroh Ein* 
setzen dieser Werte in Gl. (6). Es wird aus ihr: 

^T->'| r a+y . ,) ] - 2(X+y . : r) , 
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Durcli Ausftihrung der Differentiation erhalt man: 
Ay"* + By" 

Y-y'X ’ 


(17) 


A or n 97 , ,/97 d X\ , t dX 
A=-ZX, B = -^+y(—-—)-y> — . 


dy 


Wir haben eine Differentialgleichung dritter Ordnung fiir y als Funktion 
von x vor uns. Es gibt also oo* Bahnkurven in der Ebene. Haben wir 
inabesondere ein homogenes Schwerefeld vor nos xmd wfihlen wir die 
x j/-Ebene als eine Vertikalebene, so ist Z = 0, F = — mg, wo g die 
konstante Schwerebeflchleunigung ist. Dann ist in (17) A = B — 0 nnd 
die Gleichimg der Bahnkurven lautet einfach y ut = 0; ibre allgememe 
a 

Losung ist y = -g + bx + c, wo a, b, o willkiirliche Konstante sind. 

Es sind die Gleichungcn aller Parabeln, deren Achse vertikal ist. Nach 
3 konnen nnr diejenigen wirklich dnrcUanfen werden, fiir die 0 > 0 ist, 
daraus folgt aber a > 0, d. b. diese Parabeln miissen nach oben konvez sein. 

Betrachten wir rechtwinklige Raumkoordinaten x, y, z nnd wahlen 
als Parameter u die Bogenlange, so d«.B Je = of 1 + y'® + s' 2 = 1 wild, 
so ergeben sich nach (8), (9) fiir die 0 lt G a , G 3 die Werte a", y", a". Das 
sind aber die Komponentcn eines Yektors, der zur Lange den reziproken 
Kriimmung aradins und zur Richtung die der Hauptnormale der Bahn- 
knrvo hat. 

Als weiteres Bcispiel betrachten wir die Zentralbewegung in der Ebene, 
und zwar in Polarkoordinaten r, <p (x = r cos q>, y — r sin <p). Wir be- 

nutzen die Gl. (10), (11). Es sei q x = — = q, = <p. Die Kraft wirke 

nur radial, d. h. es sei Q 1 — Q v 0, Q a = Q<p = 0. Als Parameter wahlen 

wir u = <p, also <p' = 1, <p" = 0. Dann wird k = (l + ua d 


daher nach Gl. (7), (8) und (9) 




m 




£ p gB ((? H- (?)> — ®<p 

m -Q P - 

9 - 


m* q' „ 

4 o* ® +e) ’ 


mg 


Qf. 


2ke ave ’ 2 he** 9 ’ 

Aus der Gl. (10) bereohnen wir dann K = p-M • Da nach (11) 

dK 2( e +g) 

aber ^ = Q e q' , so folgt durch Elimination von K aus den beiden letzten 

Gleichungen nach kurzer Rechnung 

/I Q\ 9 ( Qo \ n 
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Das ist eine Djffe rentialglainh.un g dritter Ordnung jfiir g = — als ISinJctdon. 
von q>. Wenn 0 eine wfflkHrliohe Konstante ist, folgt anfl (18) 

( 19 ) e"+ Q = CQ V . 

B'tthren wir anstatt Q 9 die gewShnlich. verwendete, ani t bezogene Kraft- 
komponente R ein, die nacih. § 2, Gl. (4) mit Q e dtuoh. die Beziehung 

6'Qq — ¥ R zuflamm enhfingt, so wird aus (19) wegen ¥ — — p 

(20) s"+<!=--™ 

Daunt eine Losnng wirMich dnrchlanfen warden kann, nanfi wegen K. > 0, 
wenn wir Q f > 0 voranssetzen, g" -f- g > 0 sein, also in Gl. (19) 0 > 0. 


84. Transtonnationstheorie der HamiltonBchen 
DiHerentialgleichruigen 

1. Die Hamiltonsche Analogie rwischen Optik and Mechanik. Das 
Hamiltonsohe Prinzip (§ 2, 4) besagt, daB die Bewegon g eines meoha- 
nischen Systems dadnxch. gegeben ist, daB dna im Ramne der n 1 Variabeln 
?i» ?»••■?«>< Ifingp des durohlaufenen Weges q r («)... q t («), t ( u ) er_ 
streokte Integral 

(1) J=jidi 

‘zu einem Extremum wird. Dies© Aussage ist vollkommen analog der in 
I, § 1, 2 besprockenen, anf dem Fennatscken Prinzip berukenden Eigen- 
flokaft der Licktstrahlen, dem Integral 

( 2 ) * = J F{x, y, %, ¥, yf, ¥) du 

Uq 

einen Extremwert zu erteilen. Um beiden Aussagen die gleioke Gestalt 
zu geben, brauohen wir nur das Integral (1; in die Form (2) zu bringen 
und zu setzen 

(8) F (*, y, t, x', y', ¥) = i( ?1 ... q n , |? .. • 

= ® (?i * • • Jim ?l • • • 0“ 

Den in der geometriscken Optik verwendeten Koordinaten x, y, z, x\ y\ z' 
entspreoken kier die Variabeln q x ... q %9 t, q[ ... q n , oder, wenn wir 
aus fo rmal on Griinden t mit J n +i bezeioknen, die Variabeln q± • • • Jn+i. 
Ji • ■ ■ Jn+i* Wir kon nen so alle Betraoktungen des ersten Kapitels, die 
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rich an das Fermatsche Prinzip gekntipft haben, bier fast wortlioh wieder- 
holen. So k5nnen wir z. B. nmnittelbar das Antdogon zum sogenannten 

„zugeordneten“ Vektor p = ~ n von I, § 1, (41) einftlhien. Wir bezeichnen 

ihn bier ebenfalls mit p, seine Komponenten mit p lf p a ... p n , p n+1 nnd 
definieren ihn naoh I, § 1, 61. (22) anf Grund der folgenden Beziehungen: 

Wird hierin nacb (3) L und naoh II, § 2 an Stelle von q t (j = 1, 2,.. 
n + 1) wieder q s (j = 1, 2, ..., n) eingefiihrt, heiBt dies 

dL n dL 

(6) pi= jr- (t = 1,2, .... n), p n + l =L(q, q) — 2 j # . 

Aub diescn Gleichungen erkennon wir, daB die eraten n Komponenten des 
„zugeordneten Vektors" identisch sind mit den zu den q x ... q n kanonisch 
konjugierten Impulskomponentcn [§ 2, Gl. (49)], wahrend p n+1 der 
negative Wert der „reziprokcn“ Lagrangoschen Funktion L* ist [§2, 
Gl. (36a)]. Lost man die eraten n Gleichungen (5) nock don n Grofien 
?i> ?2 • • • 7» au f setzt die erhaltenen Funktionen von q 1 ... q nt t , 
Pi . .. p n in die letzto Glcichung ein, so ergibt sick 

(6) SFC = p n+1 + H (ji ... q n , t, p 1 ... p n ) = 0 


als Analogon zur Hamiltonscken Gleiokung der Straklenoptik. 

Audi das Hamiltonsche kanoniscke System von Differential- 
gleichungen fiir die Liohtstralilen aus I, § 1, (62) iibertragt sich unmittelbar 
in die Mechanik in folgendcr Gestalt: 


(7) 


dq t __ d3K dp t 
du dp t 9 du 


dJK 

~dq t 


i = 1, 2 ,..ti -[“ !• 


Aus (6) folgt abcr 


( 8 ) 


99C dll SSFC dH r - 0 . 

~dq { ~ dq]’ dp t " dj t (t " 


und bei Wnlil der Zcit t als Parameter u: 


ddi _ 
dp» + i ~ ’ 

Pn + 1 = — H 


(9) 


dq, __ dJI 

dt dp,’ 


dp t _ dll 
dt dq. 


.. _ . . dH _8H 

l 1 — 1 **- . n — dt * 


also die Hamiltonschen Gleichungen §2, (52) und der Energiesatz §2, 
(38). Win in der Rtrahlonoptik auf S. 11 auseinandergesetzt wurde, ist 
die Funktion SK ill Gl. (G) nur bis auf einen willkuxliohen Normierungs- 
faktor / bestimmt und seine Wahl ist gleichbedeutend mit der Wahl eines 
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bea trmmt en Parameters in den Hamiltonscben Gleichungen. Wie die 
vorletzte der Gl. (8) erkennen laBt, ist duroh die besondere Gestalt (6) 
von H unset Parameter gleiobfabs festgelegt. Man sieht das aucb un- 
mit telbar ein, wenn man bedenkt, d&B nnr, wenn t der Parameter ist, 
die Ableitnng der n + 1-ten Koordinate q n+1 in L [s. Gl. (8)] nicht vor- 
kommt nnd daker H nnr in diesem Falle die naob p n+1 aufgeloste Form (o) 
bat. Es ist zu beaohten, dafl SK das Analogon zur Hamiltonsohen Funk- 
tion ist, die to in der Strahlenoptik eingeftihrt baben, H hmgegen die 
in § 2 eingeftibrte Hamiltonsbbe Funktion der Mecbanik. 

Das Analogon zu den Wellenflaoben 8 (r) = konst, ftir die grad S ' = n 
ist. Bind bier die Fl&ohen 8 (q lt q s ... J n , t) = konst des » + 1-dimen- 
sionalen Raumes ftir die 


(4a) V,= 'dq i ==1,2 . W) ’ ?n+1 * ~dt‘ 

Dann wild aus (6) 



das Analogon zur Eikonalgleicbung der Strahlenoptik. 


2. BerUhnmgstransformation, kanonische Verilnderllche. Wir sagen, 
daS der Zustand eines mecbanisoben Systems bestimmt ist, wenn die 
Werte der 2 n Koordinaten und Impulse q x ... q n , fi • • • p»> der Zeit- 
punkt t = q n+L und die Energie H = — p B+ , vorgegeben sind. Hierbei 
ist zu beacbten, dafl eigentliob schon die Angabe der ersten 2 » +1 GroBen 
?i... Sn> Pi • • • P* und t geniigt, urn den Systemzustand zu charakten- 
sieren und die Energie durcb Angabe dieser GroBen schon mitbestimmt 
ist. Trotzdem ist die Festlegung durcb die s&mtlichen 2 n + 2 GroBen 
in manclier Hinsicht bequemer. Wenn man nun 2 n -j- 2 Funktionen 
Q ]t P f (j — 1,2,..., n ■+•1) der q t und p, einftihrt, so ist der „Zustand“ 
durcb diese neuen GroBen ebenso bestimmt, wie durcb die Koordinaten q t , 
Impulse p y und die Zeit t. Zu beacbten ist wieder, daB eine von den 
2»+ 2 Tranafarmationsgleichungen bberscbfissig ist, da die Trans¬ 
formation der Energie durcb die Transformationsgleicbungen der q ,, Pj 
und der Zeit t scbon gegeben ist. Es warden also im 2 » + 2- dim en si onalen 
Raume der q 1 ... j B+1> p x ... p B+1 durcb Gleichungen der Form 


( 10 ) 


Qj — Qj (?i 


?•+i» Pi 
S*+l* Pi 


P.+l) 

P»+l) 


U = 1 , 2 , 


.,»+!) 


neue krummlinige Koordinaten eingeftibrt. Da p B+1 nacb (6) bine Funktion 
der ... q n+1 , p x ... p„ ist, folgt aus (10) eine Beziehung zwischen den 
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Q i9 P } . Wahrond von den ursprungliohen ZustandsgroBen die q } die Lage 
des Systems, die f, (in Verbindung mit den q,) den Geschwindigkeits- 
znstand, t = q n+1 den Zeitpunkt festlegen und H = — p n+1 die Energio 
bedeutet, If arm man von den nenen 2 n + 2 ZustandflgroBen nur sagen, 
daB sie alle zusammen Lage und Gesdiwindigkeit, Zeitpunkt und Energie 
bestimmen. 

Unter den Transformationen (10) spielen diejenigen eino wiohtige 
Rolle for die Mechanik, welcbe die Gestalt des Systems der 2 n + 2 
Hamiltonschen kanonischen Bewegungsgleichungon (7) unvcrandert 
lassen. Darunter ist folgendes zu vcrstehcn: drucken wir mit Hilfe der 
aus (10) und (6) folgenden Beziehung zwischen den Q ti P 3 die GroBo P n +i 
als Funktion der iibrigen aus, so crhalten *wir nine Gleichung der OeBtalt: 


(H) 


3f£ = P n+1 d - H (Qi $ •• • Qn»Qm i > • P«) - - 0. 


Man nennt dann SK die mit Hilfe von (10) trnnsformierto Hamiltonselie 
Funktion SfC. . Die Unveninderlichkeit der Gl. (7) gegeniiber dej Trans¬ 
formation (10) lieiBt dann so viol als: sie gelion in Gleiohungon der Gestalt 


( 12 ) 


AQ, ddl (IP, 

A u d P y 1 (l u 


dZK 

dQ, 


U = 1, 2, 


n + 1) 


liber. 

(12a) 


Ebenso 'gohen die Gl. (9), die ja aus (7) folgcn, liber in 


dQj = dH dP i 
At d¥]' At 


dH 

dQ, 


{j — 1, 2, ... w). 


Man nennt dann die Q j9 P ; „kanonische ZiistandsgroBcn c< und insbosondere 
Pj die zu Q } „kanonifleh konjugierte c ‘. Nach dem 1. Bd. t XV, §8, (7) 
lassen sieh derart.ige ^kanoniwlie Traiinformationen** riadureh kenn- 
zeichnen, da Li 


(111) pi^'/i 'I * * ‘I Vn t i dq n i i ” H x dQi — “"' PtH \dQtn j — dQ, 
d. Ii. ein vollHtandiges Differential einer beliebigcn Funktion Q der 
q } . .. y n , j und . . .Q „i ist. Wonn insbesondorc Q n+l = ? n+1 = t 
gesei-zt, (1. h. / iiberlmupt nielit trarodomiiert wird, ho folgt aus (11) 

(14) P,. M -| ri(Q n ...Q n ,l , I\ ... P w ) = 0. 

Fliliren wir fiir j> n , { und P n , x ihre Worte huh (0) bzw. (14) ein, so wird 
die Bedingung (111) fiir unnere kanoniHohe Trarmformation 


(IB) 

da 

dQ = 


^Tidq % — II At — ^P t dQ t + ii At = AQ\ 


i i 


dQ . . . dQ 7 . dQ dQ , a dQ 

d qi dq ' + --- + dq n dq ' 4 i)Q t dQt 4 • •'■ 4 dQn Qn 4 a* ’ 
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folgt ana (16) durch Koeffizifintenvergleickung 


(16) 

„ dQ( q> Q) 
T> »i, ’ 

y 

11 

Tmfl 



(17) 


B - a + Hv 


Die Unvex&nderlichkeit dec kanonischen 61. (7) bzw. (9) gegeniiber der 
Transformation (16), (17) ffihrfc zu einer Integrationsmethode ftir das tu> 
spr flngliohe Ql ainTiTmg Hayw twm . T) «nn wir konnen fiir die „Brzengon.cl© 
der kanonisoken Transformation Q (q, (J) eine derartige Funktion w&hlen, 
dafi die rueue Hamiltonsche Funktion H moglichst einfach wird, z. B. 
identasoh versoliwindet. Dann l&Ot sick neae System in den Variabeln Qf 
Tind P i einfa ch integrieren. Fflr Q ergibt sick dann aos (17) die Bedingung 


(18) 



dii dQ\ dQ 

dh’ dqj + dt 


= 0 . 


Dies ist die Hamilton-Jacobisobe Differentialgleiokung der ana- 
lytisoken Meekanik. Sie ist das Analogon zur Eikonalgleiohung (6a) der 
Strahlenoptik. DaB mit der Anffindung eines integrals der partieUen 
Differentialgleiokung (18) das n wiUkiirliche Konstanten enthalt, auch die 
Integration des Systems (9) erledigt ist, erkennt man darans, dafi dieses 
in den nenen ZnstandsgroBen Q } nnd P, wegen E = 0 einfach 


(19) 



(j = 1, 2, ...,*) 


lautet. Die Q, nnd P } in (16) sind somit Konstante, wenn fiir die q, die 
Loenngen der 61. (9) gesetzt warden nnd Q der 61. (18) geniigt. Ein voll- 
st&ndiges Integral D von (18), d. k. eine LSsung mit n willkiirlicken Kon- 
stanten^i ... Q n kann man daher zur Losung der BewegungBgleiohungen (9) 
verwerten. Dutch Andos en des GleichungBsystems (16) naok den Vari- 
abeln q } nnd p s ergeben sick diese ala Funktionen von t nnd 2 n Kon¬ 
stanten Qj, P f . Man erhalt so die nack § 2,6 allgemeinste Losung der 
Bewegongsgleiohungen (9). 

Man kann als diese Konstanten Q jt P s , etwa die Werte der q jt P) 
in einem bestimmten Zeitpunkt t 0 wiklen. Dana lalit sick der Zusammen- 
kang zwisoken den 61. (16), (17) nnd der Integration der Bewegungs- 
gleioknngen anoh so ansdriloken: der Znstand q,, p h t eines mechanischen 
Systems gekt ana Beinem Znstand Q j; P f , der einem bestimmten Zeit¬ 
pnnkt t 0 entsprickt, dnrok die BerOhrungstransformation (16) hervox. 
Dakar geniigt die „erzeugende“ Funktion Q(q l ... q n) Q„) dieser 

Transformation der Hamilton- Jaookiscken Differentialgleiokung (18) 
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dieses Problems. Sie ist, da sie n willkurliohe Konstante Q x ... Q n enth&lt, 
ein „voUstandiges Integral" von (18) im Sinne von 1. Bd., XV, § 6. 

Die Bedeutung von Q ftir diese Wahl der Konstanten erkennt man 
ans § 1, (39). Wenn wir die oben angegebene Bedeutnng der Q t , P it fest- 
balten, t («„) = t 0 , t (u) — t) setzen, so ist firr diese beiden Zeitpnnkte 
K + V — H bzw. H, so dab wir diese Gleichnng in die Form 


(20) dJ =^ J > j dq i -H6t-[^ l P j dQ i -Sdt 0 ] 

i=i / 

bringen konnen. Dnrcb Vergleiohung mit (15) folgt dann 


(21) J (Q t ... Q n , t 0 , q 1 ...q n ,t) = Q(q l ... q n , Q n ). 

Da ein Zustand q t j»i... zur Zeit t durcb die Hamilton- 

schcn Bewegungsgleicliungen § 1, (52) in den benachbarten q 1 + dq 1 ... 
7n M dq n , p x -\ - dj > l ... j> n -|- dp n im Zcitpunkt t -1- dt ubergefflbrt warden, 
stellen diese Glcicliungen eine ,,infinitesimale“ Berilhrimgstransfonnation 
dar wie die analogcn Gleichungen in der Strablenoptik I, § 1, (68). 

Nacli 01. (21) ist U (g x ... q„, t,Q x ... Q n ) das Analogon znmPunkt- 
eikonal der Strablenoptik I, § 2, (2). 

Geniigt L> in den Gl. (16) nicht der Gl. (18), sondem ist es eine be- 
liebige Funktion, so stellt die Beruhrimgstransformation (16) einfaob den 
Dbergung zu neuen „kanonischen ZustandsgroBen" Q } , P t dar, wahrend 
im Spezialfall (21) jedc Babnkurvc „in sioh" iibergeflihri wird. 

Aus der Bcdingung (15) daftir, daB die Transformationsgleicbungen 


( 22 ) 


\ Q) —Q) (9i • ■ q„,j>i .. 

I J\ = (?, ... q„, pj ... p„,t) 


(j = 1, 2 . .. ») 


cine kanoninehe Transformation daratellen, kann man auch die vrillkiir- 
liche Funktion IJ (r/, Q) eliminieren und eomit die Gl. (22) duroh Difle- 
rentialbeziohungrn al» Jioruhrun^HtranBformationen clmratterisieren. Dies 
ist im 1. Bd., XV, § K, (12) ausgefiihrt. Bcdoutet wieder (/, j) denPoisson- 
schen KlanimorauHdrue.k zweior Funktioncn / xmd g der q s und p, [§ 1, 
Gl. (01)], so lauton dio notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, 
daB turn* Transformation dor Gestalt (22) eine BoriihrangstmnsIonnationL ist, 


(23) (Q, t Q,) ■ 0, (/>,, P,) ■- 0, (Q t , P,) - 0, (j =£ i), (Q t , P t ) = 1. 

Wir nonnen dio ]\ die zu den Q j ,,konjugiert kanonischen“ Variabdn. 
Im 2 n -1 2-dimonmoimlen Kanin der Variaboln q x .. . q n , t 9 p x .. . p n9 H 
spielcn ako naeh § 1, ((52), (IB) t und II die Rollo von zwei zueinander 
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—mu. umgb cransrormataon H, §4 

VftTHMoisdi konjugierten VeranderHchen, wenn m^n sidh t nach § 1, (82) 
torch die q x ... 3n , Pl .. mfn ausgedrtiokt denkfc. Die HamiltonBohe 
Fonktion 5 in den beliebigen kanoniaohen Veranderliohen Q, und P, hat 
mcht mehi die beaondere Gestalt von § 1, (68), sondem kann aueh fax 

ocnamsone Systeme eine beliebige Bunktion der Veranderlichen Q t , P, 
und t Bern. 

Fine spezzelle Art von Beriihrnngstransfonnationen haben wir vor 
uns, wenn wir statt der q t einfacb neue Lagekoordinaten Q, durch Glei- 
ungen der FormQ, _ Q ) (g 1} g g) ... q n ) (j = l, 2 ... «) einfiiiren, dann 
uach § 1, (lOyjC doich die Q t , Q, anaditioken nnd dann die P, nach § 1, (7) 

duroh Pj = defnderen. FGr homogen quadratures K ist dann naoh 
§1, (26) 

{24) 

j—i 

Deehalb lessen sich die P 3 aucb aus der IdentdtSt 
(25) = 

bestimmen. Da die dq t in die dQ x duroh linear homogene Transformationen 
“““ “* 1- Bd., n, § 8,2 die t, bA, Cbeig«ng ® P, 
tv , ontragredienten Transfonnationen, also anoh linear homogene. 
^e so defcnerten TraMfoimationen heiflen „erweiterte Pankttransfonna- 
i; *? 5 11 6111 Spezialfall der „homogenen Berfihrungstransforma- 

w* dec ( ^ 8talt (22) 8111(1 ^ duMh -Jieldentitat (26) 

V^y^ fonMta>nm .M. 01(25) irt j. am 

3. AngepaBte kanonische VertnderUche. Hir manohe Betrachtungen 
^ vortedhaft, m (18), (1 6)> (1 7 ) VO n der Funktdon D( ? ,g) der 
alten und neuen Koordinaten zu einer Funktaon W (a P) der alten 

wT^°cS^ n * r “r ^^^oordinaten P Irzugeh^ 

Wnr sohreiben zu drnsern Zweck Gl. (15) mit Benutzung der IdLdt&t 


in der J'onn 


- 2 r, i Q, = 2 e, i f , - i± g, Fl 


(26) | rt , an + ’SQ l ap 1 +Wit = i[o( ? ,o) + 5j 
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Da man rich an! der rechten Seite von (26) fiir die Q } ihre sioh aus (22) 
ergebenden Werte eingeflihrt denken kann, laflt rich die Bedingung (16) 
fiir erne BeriihrungBtraiiflfonnation mit der Bezeichmmg 

(27) W(q, P)=£)(q,Q)]+'kQ J P J 

auch in der Gestalt sohteiben 


(28) 2 Pj dq j -~Hdt+'i£Q i dP t + Edt = dW(q,P). 

i=l f = l 


W (. q n , t, P x ... P n ) ist dabei ebenso wie friiher Q (q x ... q n > i 
Qi ... Q n ) eine beliebige Funktion Berner Arguments. Durch Koeffi- 
zientenvergleich der Differentials auf beiden Seitcn von (28) ergeben aich 
die zu (1(>), (17) uimlogen TransformatioiiHgleiehungen 


(29) v.-™. 


Q „ ?- W - ■ 

Vt d P, ' 


M = H + 


dW 

df 


(i = 1,2,.. .,n). 


Alio weiteren SeliluHse bleibcn nun fiir dan gemiscbte Eikonal dieselben 
wie fur dan l’unkteikonal. Auh der Fordorung H ~ 0 folgt auoh fiir das 
geminehte Eikonal daa Bestehen der Hamilton-Jaoobischen Difffe- 
rentialgleicliung 



und auH der Invarianz der kanonisc.hcn Form dor Bcwegungsgleiohungen 
ergibt sioh die Konstanz der UruBen Q s und Pj wahrend der Bewegung. 
Die q, und ergeben aioh wiederum dureli AuflbHen der Gl. (29) als Funk- 
tionen <ler I n teg ration ukonstanteii und der Zeit L 

Man kann nun versuehen, das W in (29) ho zu beatimmen, dafl H 
eine Funktion der P, t . . P n ullein wird, also t , Q l3 . . Q n in ihm nieht 
vorkummen. Dm so entstehende. Funktion wollen wir E nennen. 


(81) //- * (r, , . Pn)- 

Diese Q }i P i heillen dann der Hamilton«ehen Funktion H „an- 
gepaBte 14 kanoniHelie. Verunderliohe. Bei cinem mechanisohen 
System luBt. sieh dann wegen II K- 1- V die Energio E als Funktion 
der P|, .. P n ullein uusdruoken. Die Gl. (12) werdcn dann (mitu = 4): 


(32) 


dl\ 

dt 


-n *Hl. 0E u-- 1 2 

dt ~ dPi {3 “ 1,2 . 


Dim'H GlciohmigHHyHtcm liitit rich uiimittxillinr integriercn. Es wird: 


(33) 


P i - (l V 


dE 

Qj —■ Q~p t *1" (j ~ 1j 2, ..w), 
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wo die a f , b } wiflkfixlicbe Konstanten, 2 n an dear Zahl, Bind. Durch Auf- 
lSsung der GL (83) nach den q t , p t ergeben eiob diese als Funktion yon 
t und den 2 n willkitrlicben Konstanten a it b t , also als ein vollstandiges 
Losungs system von der Gestalt § 2, (58). 

Es bandelt sich als o nnr danun, eine Berflhrnngstransfonnation zn 
finden, aus der (81) folgb. Naob nnserer Bezeinhnnngsweise baben wir 

eiufach eine solche Funktion W (q 1 . q„, P it ..., P„* 0 m suohen, 

dafl die darans nach (29) gebildete Transformation GL (31) zur Folge bat. 
Dnrob Einsetzen in die letzte der GL (29) ergibt siob 


(34) 


aw 

dt 


+ B(t,q lt ..., ||.- E [P„ P„.P„). 


d_W\ 

dqj 


"Wenn insbeeondere t in E nioht explizite vorkommt, so konnen wir 
FT in der Gestalt 


(88) W =F (q 1 ...q n ,P 1 ... P n ) 

ansetzen (also obne t). Dann folgt ans (34), (35) fttr F die Differential- 
gleiobnng 

(36) fl( 2l) .. q n , .= E (P„ ..P„). 

Und es ist wegen (29), (35): 

(36a) H = H. 

Die GL (86) wild die „zeitfreie“ Gestalt der Hamilton-Jaoobisohen 
partiellen Differentialgleiobnng genannt. Man siebt sofort, dafl 

(37) W = — E (Pj, ... P*) t F {q t ... q n , P t ... P n ) 
wo F der Gl. (36) gen&gt, eine Losnng von (30) ist. 


4. Zur Integration der Hatnllton-Jacoblschen partiellen DlBerenttal- 
glelchung. Man kann die Aufgabe, ein voUst&ndiges Integral von (36) 
im Sinne von 1. Bd., XV, § 5 zn fiudwn, anob so formulieren: es sollen 
n solcbe Furiktionen <pi der q t , q> { und der n Parameter P lf ..., P,. 
gefunden warden, dafl die dnrcb Nullsetzen entstebenden Gleiohungen 

(®®) 9* (ill • • •* !*■ ?H • ■ •» Pnt Pl» • • •> P#) = 6 

naob den anflosbar sind, und die so entstebenden Tunktionen der q t 
% 

den Ansdmok 2 zu vollstandigen Differential manTian, d. b. 
dafl eine Funktion F der q { und P< existdert, die der Identit&t 

(39) dF (q l . q n . Pi .P«) = 2 ft = jrr 

t=i oqt 
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geniigt. Femer sollen die Fnnktionen p t dear q t emeu Identit&t der Form 
(^®) ® (ill ■ • •» Jm Pl> • • •> P«) = ® (^li ■ ■ •> Pn) 


genttgen. 

Ein solches System von n Fnnktionen lafit rich folgendermafien 
finden: Wir gehen von » beliebigen Integralen der Bewegongsgleiohungen 
aus, die in Involution zneinander steben: 


(41) 


ft (?i* • • •» {m Pi» • • •» ?») — Ot> (/<» ft) — o, (i| h — 1, 2,.. .)'#). 


Dam genttgen die dnxoh Auflosung nach den p t entetehenden Fnnktionen 
der q { , wenn wir c* = P k setzen, nach § 2, (67), (72) einer Identitat der 
Qestalt (39). Dali auch (40) erfifflt tet, also ans (39) sich ein vollstandiges 
Integral von (36) ergibt, lafit sich leicbt zeigen, wenn man eine Beruhrungs- 
transformatdon der Qestalt (23) einliihrt, in der die P t = f t (q lt ..p„) 

Bind, die Q t (q t .p„) aber so bestimmt werden, dafl sie den Gl. (23) 

geniigen. Wegen (41) haben wir dann wirklich eine Berlihrnngstransfor- 

dt dP 

mation vor uns. Da die /* Integral© sein sollen, mnfl -jj = = 0 sein. 


OH — 

Dann folgt aus (12a): rx * = 0 (j = 1, 2,..., »). Dann ist aber E eine 

0\6i 

Funktion der P, allein, also sind die gefundenen P s , dem Problem 
„angepafit“. 


Hicr mufi insbosondero hervorgehoben werden, dafi im allgemeinen 
erst, wie in § 2, 6 bemerkt ist, wenn 2 n — 1 Integrals der Form (41) 
gegobcn sind, Bich jedes weitere Integral der Bowegungsgleichungen als 
eine Funktion von ihnen ergibt. Sind aber n solche Integrals in Involution, 
so lafit sich H schon duroh dieso n Integrals allein ausdriicken, sie konnen 
also als „angepafito“ kanonischc Verfinderliche P t gewablt werden. 


5. Elnffihrung einer Wellenfortpflanzung. Wir betraohten jetzt die 
Bewcgung einos Masscnpunktes mit der Masse m; seine reohtwinkligen 
Koordinaton Boien x, y, z. Wir haben dann den Fall » = 3 vor uns, nnd 
es bcstcht nach 1 eino Analogic zwischen den darstellenden Knrven der 
Bewcgung dos Massenpunktes im n-f 1 = 4-dimensionalen Baum der 
x, y, z,t und den Lichtstrahlen. Wegen H = K + V und §1, (29) ist 

(42) H = 2 ^(?i + P* + ?>«*)+ V(x,y,z) 

xnit 

(42a) p, = wi, J>v — m y> f, = mz. 

Mlaea-Frank, IMHownUalBlolohungon IX 
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Dann lautet die Haxniltonsohe partielle Differentialgleichung (SO), die 
wir aubh als Eikonalgleiohung von Lichtstrahlen auifassen konnen: 

w ? ?r+sr[(^)‘+Q’ + (^)’] +F = a 

Naoh (37) erhalten wir else Losung, wenn wir 
(44) W (®, y,z,t)= — Et + F (x, y, z) 

sefczen, wobei F der Gl. (36), d. h. in nnaerem Falle 

< 46 > (H)‘ + (l7) , + (i7)‘=^ = i! ’»( Jf - ir> 

gentlgt. Den WeUenfl&ehen der Optik entsprecihen dann naoh 1 die Fl&ohen 
W (x, y, z, t) = konst des vierdimensionalen Raumes. Jede einzelne dieser 
TTachen (mit beatimmter Konstante) konnen wir dann als Darstellung 
einer Bewegnng einer Flache im dreidimensionalen *, y, z-Raum 
anffasson, da sioh ja durch W = konst fiir jeden Wert von t die 
Gleiohnng einer derartdgen Flaohe ergibt. v Wir wollen nun diese Flachen 
mit den Wellenfl&oheu der Strahlenoptik in Analogie setzen und fragen, 
wie groB die Wellengeschwindigkeit ist. 

Die Richtung von grad F gibt nns die Riohtung der Wellennoimalen. 
AIbo ist der Einheitsvektor in dieser Riohtung durch 


(46) 


_ _ grad 
n_ | grad F \ 


gegeben. Bezeichnen wir die Wellengesohwindigkeit wie friiher mit v>, 
so ist die Versohiebnng dr der Wefl enfl& ohe im Zeitelement it durch 
dr = tttodi gegeben. Also 


(47) 


dr = 


grad A* 
(grad Y\ 


wit. 


Ana W = konst folgt dann naoh (44), wenn t sich um it und r in F (r) 
= F (*; y, z) um dr eLndert.. 


oder naoh (47) 

also aus (46) 
(48) 


— Edt + grad/.dr = 0 

— E + [ grad F | u> = 0, 


E 

)/2m(E — 7) 


Man kann also die Bahnkarven als Ldchtstrahlen in ftinam isotropen, aber 
inhomogenen Medium anffasaen. Die Strahlgesohwindigkeit v ist gleioh. 
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der WeUengesohwindigkeit w nnd in iigendeinem Punkte t des Kraffcfeldes 
durch (48) gege ben. Dieae Q xofle w ist verkehrt proportional der Ge- 
schwindigkeit Vi a + + i* des bewegten Massenpnnktes, wie sioh 

aus (42), (42 a) und H = E ergibt. 


§5. Method© der Separation der Yerfinderliehen 


1. Grundgedanken der Methods Die Anwendung der in § 4, 4 be- 
sprochenen Method© zur Integration der Hamilton-Jaoobisohen par- 
tidlen Differentialgleiohnng vereinfacht sich wesentlioh, wenn H bo 
beschaffen ist, daB die n Funktionen 9 ^ in § 4, (38) die q i und p t nur 
bo enthalten, daB in nur die einzigc Koordinate q k und die einzige 
lmpulskomponente p k vorkommt. Es sollen nich also, wenn wir nach 
den p, auflosen, n Funktionen 

(1) Tt === P» (?i 9 P i* • ■ ■ > Pn) (i = 1, 2, •., w) 

finden lawsen, die der Identitat § 4, (40) genugen. Das iat z. B. immer 

der Fall, wenn II nieli in die Form 


H^E f g 1 ( q 1 , pj, «/ a (? s , p a ). g n (q n , p„)] 

bringen liidt. Denn daim brauchcn wir nur g t (gv, p,) = P t zu setzen, 
diose Gleiohungen nach den p, aufzuloaen, am Gleichungen der Gestalt ( 1 ) 
zu erhaltcn, die der Identitat §4, (40) genugen. Die wesentliche Yer- 
einfachung liegt darin, daB dann die Identitat § 4, (39) immer schon von 
aclbst erfiillt ist. Denn die g k sind immer in Involution, da sie nach der 
Definition der Klammerausdriicke § 2 , (61) den Identitaten (g t , g k ) =0 
genugen niiissen. Wenn wir die unbestimmten Integrate 

(2) ]p,(q l ,P ) ,P a) ...,P n )dq i --=F t (q t ,P J ,...,P n ) 

einfuhrcn, so crhaltrcn wir aofort ein F, das dor Identitat § 4, (39) goniigt, 
wenn wir 

(3) F ( 3l . q n , P, . P n ) = S F t (q it P v .. P„) 

<=» 1 


setzen. Damit habcn wir ein voilstandigcs Integral der Hamilton- J acobi- 
schon particllen Diffcrcntialgleichungen gewonnen. Die allgemeino LosUng 
der Bewogungsgleichungen lautet dann nach (2), (3) und § 4, (29), (36), (33) 


(4) 


"dP, - ^-dP^ 

Py = Uji (j — 1> 2, ..w). 


Diese Method© hat den Namcn Method© der Separation der Variablen 
erhalten. 


6 * 
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2. Krlterium Hirer Anwendbarkdt Es kommt darauf an, ob sioh 
Fuhktdonen deot Gestalt (1) finden lessen, die in § 4, (40), fttr die p % ein- 
gesetzt zur Folge haben, daB alle q { berausiallen. Die Ableitungen der 
FunktLonen p { nach den q { enthalten aucb je eine einzige Koordinate q { . 
Naoh Einsetzen der p ( aus (1) folgt dann ans §4, (40): 

dff . dH dfj __ . 
dqtdp t dq t 

Wenn wir eine Funktdon q { der q t . q n , p lt ..., p n dnrob 


(5) 


dH dH . 
dq t d Pi e< -° 


einf ahien, so mufi g t dutch Einaetzen der p, ana Gl. (1) sioh in eine Funktion 
von q t allein verwandetn, da 


(Ba) e< 

iat. Wenn j=fci iat, mufl also 


dpt 

dq t 


dot . djj djfr _ . 
dq, dp, dq,, 

H aiti W enn wir in dieae Bedingung ana (Ba) q, einfiihren und dann 
gem&fi (6) g< und q, dnrob H ausdrilcken, erbalten wir die Bedingung, 
der H ala Funktdon der pt und q ( geniigen muB, damit die Methods 
der Separation der Ver&nderliohen anwendbar ist: 


ph dH dH yg d_H dH 
dqtfq, dp t dp, dq t dp, dq, dp t 

d'H dH dH /*, j = 1, 2,..., «' 

dq,dp { dq t dp, \ i=bj 

| PH dH dH Q 
+ dp { dpt dq t dq, 


Wenn H die Hamiltonaohe Funktion eines mecbaniachen Problems ist 
und die q { gewohnliohe Lagekoordinaten, so iat nach § 2, (68) H = K + V, 
wobei K in den p { quadratisoh homogen ist und V von ibnen nicht ab- 
hangt. Setzen wir diesen Wert fiir H ein, so wird die linke Seite von (6) 
ein Polynom vierten Grades in den p t . Die Identitat (6) kann also nur 
bestehen, wenn die Glieder jeden Grades fttr sioh verschwinden. Betraobten 
wir insbesondere die Glieder nnllten Grades, so lanten sie: 

8*K 8VdV 
dp,dp,dq { dq,’ 
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(7) 


a ^ZiZ-n /».i = 1 » 2 , 

{i ddt dq, \ i^=j 


f )' 


und die Bedingnng ihres Verschwindens lautet naoh § 2 , (63): 

dVdV 
dq t dq,, 

Diese Gleichungen Bind z. B. erftillt, wenn in K mu die rein quadratischen 
Glieder vorkonunen. Dann erhalten wir die von Staeokel naoh der' 
Methode der Separation der Variablen behandelten SyBteme. In diesem 
Falle iflt, wenn wir A u = setzen, 


( 8 ) B = 1 2 A+V{q, . q n ). 

Die von Staeckel aufgestellten Bedingungen, denen die A i und V 
noch gentigen mtissen, damit Integration durch Separation moglichist, 
ergeben sicli durch Einsetzen der Werte von H aus ( 8 ) in ( 6 ) und Null- 
setzen dor Koeffizicnten der cinzelncn Potenzen der pj 1 ). 

Eb laJit sich leicht zeigen, daB die Qiiltigkeit dor Gl. ( 6 ) auch hin- 
reichend ftir die Moglichkeit der Integration durch Separation ist, worauf 
hier niclit nailer eingegangen worden soil. In alien konkreten Fallen karui 
man die Behauptung durch EinBetzcn der Losungen (1) in H sofort be- 
stiitigen. 


3. Durchftihrung der Redlining 2 ). Wir beschranken uns auf den Fall, 
wo H durch ( 8 ) gogeben ist, fiihren aber die Beohnung so duroh, daB sie 
sich ganz analog auch im allgemeinen Falle anwenden laBt. Wenn einmal 
fcstgcHtcllt ist, daB H der Gl. ( 6 ) geniigt, ist die Aufgabe nur die, n Funk- 
tionon von der Gestalt ( 1 ) so zu bestimmen, daB die Identitat §4, (40) 
erftillt ist, also in unserem Falle 

(3) i 2 Tj + V (g,.g n ) = E (P u ..P»). 

a J=1 

Wir fiihren zuiuichst anstatt der Konstanten P, in den Gl. (1) die 
Werte der p, ftir q t --= 0 cin, also c< = p< ( 0 , P l7 ..., P n ). Wir bezeiehnen 
fenier mit A { p (q f ) den Wort, den A i annimmt, wenn alle q { auBer q r Null 
gesetzt werden, analog mit F (r) (qy) den Wert V ( 0 , ..0, q r , 0 ,.. 0 ). 
Mit A\°\ F <0) bezeiehnen wir die Werte von A i9 V , wenn alle Null ge- 

l ) Htaorkol, Habilitationssohrift, Halle 1801, und Math. Ann. 42, 646ff. Die 
Gl. (7) ktlnncn aber auch bo erftillt worden, dafl die A ii nioht alle versohwinden. 
Bio konnen z. B. Holcho Werte habon, daB Gl. (7) und die anderen nioht an- 
gcachnebonen Bodmgungon, die aufl Gl. (6) folgen, nuT erftillt werden kOnnen, wenn 
dVIdq t fur alle i vorflohwindot. Wir haben dann die von Levi-Civit4 [Math. Ann . 
69 (1904), H. 3H3ffbehandelten „weRontlich goodfttiflohen 14 Systems vor una, die 
nur bcim Kehlen von Krafton durch Separation integriert werden ktinnen. 

*) Doll’Acqua, Rond, del Circ. math, di Palermo 33 (1912), S. 141ff. 
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sefczt warden. Wenn wir zunachst dieae letzte Substitution in (9) auB- 
ftLhren, konnen wir E als Funktion der < 4 , o 2 ,..c» besti mm en. Es 
wild n&nlioh 

(10) J-iSiN + f*. 

* *■= 1 

Setzen wir hingegen in (9) alle q, == 0 mit Ausnabme von q T , so erhalten wir: 

(11) A? (q r ) ?\ + ir AT (q r ) c) = 2 E - 2 F (r> (? r ). 

Zur Yereinfaehung der folgenden Formeln wollen wir annebmen, dafl 
AT (q r ) = 1 fQr r = 1 , 2 .n 1 ). Aus ( 10 ) und ( 11 ) folgt dann: 

(12) f r = V 2 F'»> - 2 F (r) (?,) 4- 2' (A; o) - AT (q T )) c? + A? c*. 

' *=1 

Dabei soli 2* immer eine Summe bedeuten, in der das Glied mit j — f 
feblt. 

Wenn wir neue Konstanten P, durcb 

(13) io* = P, 
einftibren, so nimmt (12) die Gestalt an: 

fr - V 2 F<” - 2 7« (g r ) 4- 2 2 B r , (q r ) P„ 

' _ i=i 

B f) = (i^r), B rr - A?\ 

Dieae Gleidrangen sind die gesuchten, den allgemeinen Gl. (1) ont- 
apreohenden ,> 8 eparationagleiclmngen fc ‘. Nach Gl. ( 2 ) und (3) folgt dann 
aus (14) die Losung der Hamilton-Jacobischen partiellen Differential- 
gleichung: 

P (?U ?*»> -Pi» • • •> P») 

«r _ 

“2 J y 2 F«'- 2 F«(g r ) + 2 S B f ,(g r )P,i?, 

r«l» r /«i 




*) Wenn das nioht der Poll iat, l&JBt ea fdoh duroh ‘RHnfflTrning neuer Ver- 
anderlioher immer erreiohen; wir mhssen nur arista tt der q r in (8) die neuen Ver- 
Anderliohen q* duroh die Beziehung 


g*) 


(r = 1,! 


defimeren und aie naoh durohgedhihrter Beohnung wieder mit q r bezeiohnen. 
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und naoh (4) die allgemeine Losung dec Beiregungsgleichungen: 

«r 

(16) P t = 2 f = Aft + b, (j - 1, 2 .«), 

r-lj yv r(ir) 


wobei 


Tr (?f) = 2 F» - 2 V» (?r) + 2 S B r , (q r ) P„ 

i=i 

dE 

wir beachten, dafi in 61. (4) ^p- naoh 61. (10) und (IS) aus 

E= 2 Af Pj + FW 
/= 1 


zu bereclmen ist. Durch die Ql. ( 10 ) ist die allgomeine Losung der Be- 
wegungsgleioliungen ftir den Fall, daB H der GL ( 6 ) geniigt, auf Qua- 
draturen zuriickgetuhrt. 

Wenn irgendeine Koordinate, z. B. q r9 in H jjar nioht vorkommt, 
also cine „verborgene Koordinatc“ ist, so kann sie in den G1. ( 1 ), also 
auch (14), niclit vorkommen; wir konnen das betreffende p r als Kon- 
staiite, d. h. als Funktion der Pj ansehen und etwa im Einklang mit der 
Bezeichnung in dieser Mummer von vomherein p r = o ri also J pj = P r 
setzen, wodurch nur nooh ein System mit w — 1 Variablen durob Separation 
zu integricren ist. 


4. Belsplele. Wir betraehten die Bewegung eines materiellen Punktes 
von der Masse m in der Ebene unter dem EinfluB elastischer Krafte. Es 
seien q lt q % die reohtwinkligen Koordinaten, also j) t = die Impuls- 
komponenten. In dor q t -Hicbtung wirko die Kraft — ifc^, wo k t eine 
Konstunte, die Diroktionskraft, ist. Dann lautet die Hamiltonsche 
Funktion 

(19) H = (p? + pi) + 4M* + I Kql- 

Dieses B ist von dor am Anfang von 1 betracbteten speziellen Form. 
Man kann daher die Separationsgleichungen (1), die der Identit&t 
H = E (P Ll P 2 ) geniigon, finden, indom man aetzt: 

(19ft) 2 InPt + ihq? = Pi (* — 1> 2), E = P 1 + P r 

Durch Auiloaung naoh den folgt dann: 

(20) p t = )2mP { — mic f q ,* (i = 1, 2), E = + P„ 
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also Gleichungen der Gestalt (1) bzw. (14). Nach Gl. (S) folgt dann: 

P (?i» 9 V P v P%) — J V2»»i? 1 —wi^gi dq 1 
+ JV2 ^ — mk t ql dq % . 


( 21 ) 


( 22 ) 


m 


(i+1. 


2 ). 


FHhxen me das Integral ana, so wird aus der linken Seite: 



LSeen wir nadh den q t anf, so erh&lt man 

(23) q t wm J/®6in (M + ft) (» — 1, 2), v t = j/~. 

P< nnd ft = 6,v ( sind mDktirliche Konstanten. GL (23) stellt die 'Cber- 
einanderlagemng zweier haxmonisoher Schwingungen dar, eine in der 
gj-Eiohtnng mit der Scbwingnngsfrequenz v lf die andere darn senkrecht 
mit der Ereqnena v a . Ana (19), (21) und §4, (13) folgt: 


(24) 


jp,t» yamPf 




mhqi> 

iqi 


y 2m P { — mktqi 


(i= 1, 2). 


Das Integral ist dasselbe wie in GL (22), es ist also 

8 ,=. 

L5at man naoh den anf nnd serfczt das Ergebnis in die ersten der Gl. (24), 
so e rhBlt 


(2B) 


‘Pi = V2 m P { oos 


Das ist die gesnohte Berflhrnngstransformation, dnroh deren Ein- 
setznng in (19) H = P x + P a wird. Die dnroh (25) eingefilhrten Q t , Pi 
sind also der Haxniltonschen Tonktion H ana (19) angep&Bte kanonische 
Variable. 
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Als zweites Beiapiel betx&chten wir die Bewegrmg einea Maasen- 
punktes dec Masse m, der von einem featen Massenpunkt der Masse M, 
dec im Koordinatenursprung liegt, nach dem Newtonscben Gravitations- 
gesetz angezogen wild. Wir stellen die Bewegrmg in raumliohen Polar- 
koordinaten dar, bo daB die Hamiltonsche Funktion dnrch § 2 , (54) 

M tn 

gegeben ist. Fttr 7 ist dabei das Newtonsohe Potential V — — x — 

einzuaetzen, wo x die Gravitationskonstante bedentet. Es liegt also die 
Anlgabe vor, p T ala Funktion von r, p 3 ala Funktion von d, p v ala Funk¬ 
tion von 99 , und dabei alle drei als Funktion von irei wiMriiilichen Kon- 
stanten P x , P g , P B so zu bestimmen, daB eine Identitat der Form 

L [*> + 7 (*>»+fiis «*)] *' p ‘> 

bestcht. Da <p eme yerborgene Koordinate ist, werden wir zunachst nach 
der Bemerkung am Scblusso von 3 setzen: { p* = P 3 . Man kann nun 
das allgemeine Vcrfahren von 3 anwenden oder aucb ein abgekiirztea, 
zu dem die folgcnde Bemerkung fiihrt: Wenn H wohl nioht (wie am An- 
fang von 1 bemerkt wurde) sich als Funktion von g ± (jj, p 1 ), g % (y 2 , p 2 )... 
darstellen lafit, aber doch in der Form H = H (q l9 p x , <p (q 2 , p 2 )), so kann 
man q> (g 2 , p 2 ) = P %9 H (q Xi p l9 P 2 ) = P A setzen, und erhftlt durch Auf- 
losung nach p l9 p 2 Separationsgleiohungen mit den Eigenschaften, die 
fiir die GL (1) vorausgesetzt warden, wobei E (P l9 P 2 ) einfach gleich P x 
wird. Wenden wir diesen Gedanken auf Gl. (26) an, ho haben wir neben 
Jp* = P 3 noch zu setzen: 

j . 2P, jy 1 / . . P a \ Mm D 

?£ + -30= o (P?+-7J — «-= P L . 

r sin 8 # 8 2 m V r* / r 1 

Wenn wir nach p T ,p#,P(p auflosen, erhalten wir die den Gl. (1) ent- 
sprcchenden Gleich ungen: 

l/ rt „ , 2Im a x P a i/ D 2 P 3 

(27) r 

I 

Ihr Einsctzen in Gl. (26) ergibt E = P,. Aus Gl. (2) folgt dauu: 

F (r, 0, r , P„ P„ P 3 ) = [ ]/2mP l + ^^--^df 

/ftOV J ' 




d&+\'2P l 


J dtp. 
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Die Anwendung der GL (4) ergibt dann die Ldsung deer Bewegungs- 
gleixdrangen, dabei ist 

d JB $2? 

IHPl " FP^W^ 

Bs ist zu beaohten, dafi wohl die Hamiltonsohe Bunktion in GL (26) 
die Bedingung (6) fflr die Separierbarkeit erftiflt, daft aber diese Eigen- 
sohait am gew&hlten Koordinatensystem haffcet. Wenn man statt* der 
Polarkoordinaten rechtwinklige Itaumkoordinaten einftihx t, x l9 ®a> 
nnd die enteprachenden Impulskomponenten mit y h = mi* bezeichnet, 
nimmt JET die Gestalt 


(29) 


E = 2m ( y * + y * + y*)~ x 


Mm 


V*1 + rf + 

an mid geniigt nioht mehr der Gl. (6). M an nennt Variable, in denen die 
Separation moglidh. ist, ,, Separationsvariable* e . Die rechtwinkligen Ko- 
ordinaten Bind also ffir das Newtonsohe Einkorperproblem keine Sepa- 
rationsvariable. 


5. PeriodtettStseigenschaften der Separationsvarlablen. Bine wichtige 
K la aae von mechaniflchen Systemen kann man ala eine Art Verallgemeine- 
rung des in 4 behandelten sohwingenden Massenpunktes (Oszfllators) auf- 
fassen. Wie bei diesem nach (2B) jede Koordinate q^ unabh&ngig von der 

V 2 p 

hin tinrl her pendelt, so gibt 

es nnter den dttroh Separation integrierbaren Systemen von n Preilieits- 
graden eolohe, bei denen jede der n GroBen q t zwisohen zwei featen Werten 
auf- und abschwankt. Wir gehen etwa von dem in 2 b ehand elten S t a e o k e 1 - 
Bdxen Me ana. Abb §4, (29, (3B) und §B, (IB), (16) folgt 


(30) 


«r 

Af t + hi = Q,= ± f - 

r»l J 


B n(<lr)dq r 

r) 


ij — 1, 2, , w). 


Hat das System nur e i n e n Freiheitsgrad, so rednzieren sioh, wenn 
wir fttr die einzige Koordinate den Index weglassen, die Gl. (SO) aul die 
einrige Gleidnmg 



die^ von der Gestalt der in § 3, (14) behandelten iat. Wenn q anfangs 
zwisohen zwei ei nfa ohen Nullstellen von W (q) liegt, wird das System, 
wenn q erne der Nullstellen erreicht hat, mnlrftHTeu und zwisohen den beiden 
Grenzlagen eine periodisohe Bewegrmg ausflihren (s. 1. Bd., m, § 5, 1). 
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Duich analogs Betrachtungen wie in § 3, auf die aber bier nioht ein- 
gegangen warden Boll. l&St sioh auch ans (30) ableiten 1 ), dafl jedes q T , 
das sioh einer einfachen NuUstelle von W T (q T ) nfibert, diese zu einer end- 
lichen Zeit erreicht und dort umkehrt. Wenn jedes q r anfangs zwischen 
zwei einfachen Nnllstellen g® und von W T liegt, pendelt es also peri- 
odisoh zwischen den Werten und g£ l) hin und her. Eb ist aber wohl 
zubeachten, dafl dieLage, diedurohdas Wertesystem jJ. 0) (r = 1, 2, ..., w) 
d efini ert ist, kein Umkehrpunkt des Systems im Sinne des § 3 sein mufl. 

dq r 

Denn dort kehrten im Umkehrpunkt alle ^ zugleich ihren Sinn nm, 


und das System ging durch dieselben Lagen zuriick, w&hrend hier jedes q r 
zu einer anderen Zeit die Grenzlage odor g} l) erreicht und fiir sioh 
umkehrt. 

"Wenn eiu bestnnmtes q r zwischen Heinon Grcnzen hin und her geht, 
wahrend die anderen unveriindert blciben, iindert sich in der Summe in 

(30) reckls nur das Glied mil q r \ da nach (14), (17) p T = V x F r (j f ) und p r 

dq t 

lmear homogen in den ist, iindert bcim Umkehren an der Grenze die 

Quadratwurzel ihr Yorzeichen. Es ist also etwa, wahrend q r yon bis 
q [ r u wacliHt, die Quadratwurzol mit positivom, beim Rlickweg nach g* 0) 
nut negativom Vorzeichen zu nohmen. Da nun dq r beim Wachsen von q r 
positiv, beim Abnclimcn negativ ist, so ergibt das Integral beim Hin- 
und Kuckweg densolben Wert, den wir u) r , nennen wollen. Das „Umlaufs- 
integrar 1 , das wir iiber alle beim Hin- und Rlickweg durohlaufenen Werte 

der q r erstrecken und nut if) bezciehnen, ist also: 


(31) 




a T 

_ 2 f B rj (q r )dq r = 2oj 

HKWr) J \'K(<lr) ** 


AIh wcaentliche Eigcnschaft dor betrachtoten Systems wollen wir nun 
niclit festhaltcn, dafl sio zu den Staockelsohen gehoren [also gerade in 
der Komi (39) integrierbnr sind], sondern nur, dafl jedes q r zwischen festen 
Werten hin und her pendelt, also nur einen bestimmten „Umiauf“ maoht. 
Dann treten an Stelle der Ql. (30) nach (4) die allgemeinen: 


(32) (J, 


•lr 

-=.f ! 


d?r(q r , p . > P n) 


OP, 


- dqr (j = 1, 2.»). 


l ) Sioho li. ('karlinr, Dio Mochanik des Himmelfl, 1. Bd., IT, §3. 
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Bei efnam l Tmlim f von q r findert sioh dann, wenn die anderen aJle nn- 
verfindert bleiben, Q f tun 

(83) 2a, r j = gf . (j = 1,2 ,...,«). 

Wenn q r mehiere Uml&ufe, etwa hr an der Zahl maoht, also am Schlufi 
seinen Aniangswert wieder annimmt, andert sieh Q f offenbar urn 2 K^ru 
nnd wenn jetzt q lt . .., q n bzw. hy, .... h n Umlftufe madhen, nm 

2 S K°>rj- Das heiflfc aber, dab die q { bed Inderungen von Q t um diese 

Groflen unver&ndert bleiben. Wenn wir also die Berfihrungstransfor- 
mationen §4, (29, (SB) nach den q t auflosen und diese als Funktdonen 
der Q t betraohten, baben die Funktionen die Eigenschaft 

M\ f ft fo + 2 2 K ®„, ft + 2 21, 0) M> ..., Qn + 2 S K COm) 

l = ft [Qv • •' •» Q -») (* = lj 2,. • .* ft)» 

nnd zwar ftir aUeWerte Q lt ..., Q n nnd beliebige ganze Zahlen ky . .., h n . 
Die o> rj sind dabei dumb (31) bzw. (35) gegeben. Man nennt ein System, 
in welchem die Lagekoordinaten q t nur „TJmlaufe“ zwischen bestiminten 
featen Werten maoben konnen, also nach dem Gesagten als Funktionen 
der angepafiten kanoniscben Koordinaten Qf die Eigenschaft (34) baben, 
ein n-faob periodischeB System. 

6. Winkelvariable und WMtungsvariable. Man kann an Stelle der 
Q,, P, andere kanonisobe Yeranderliche einfObren, in welohen die Lage¬ 
koordinaten einfaohere Parir vlim' hit-hgoi gflniinbAf tfln baben als die der 
Gl. (34). Wir ffibren nene kanonisobe Yeranderliohe w x , v> 2 ... w n tind 
die dazu konjugierten J lt J t) ein, nnd zwar: 

n 

(36) icQr ~ coi T v>i (f ~ 1, 2,..., ft), 

i=i 

(86) J T ~ 2 ^ ^ fr (?ri P\ •. •» Pn) & it (*" “ 1* 2, • • •» ft)» 

wo das Integral wieder liber den ganzen Hin- und Hergang von q T zwischen 
beiden Grenzen zu. erstreoken ist. Wenn wir namlioh (36) nach den P < 
auflosen nnd in die Funktdon F in (3) einsetzen, so bleibt diese ein voll- 
standiges Integral der Hamilton-Jaoobiscben partiellen Differential- 
gleiahung § 4, (38); nur sind statt der » Konstanten P t neue Konstante J f 
eingefflhrt. Wenn wir also setzen 

P (2l> • • ■» ?»» Pl» • > •» Pn) ~ P* (jl* • ■ 

E(P X ,..., P n ) = jB*(Jj,..., 


(37) 


•> ?»> •••» *^n)» 

Jn), 
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so haben wir nach § 4, (36) 

/ dF* dF*\ 

(38) .?»» dWq ) ~ **'* 

Die den 61. (29) des § 4 analogen Gleichungen 

dF* dF* 

(39) V) = - a - , = - QJ (J = 1, 2,..n) 

definieren dann einon tlbergang von den q { , p f zu den kanonisahen an- 
gop&Bten Yaiiablen w s , J,. Man kann leicht zeigen, daB die duroh (37), 
(39) definierte Transformation mit der duroh (35), (36) in Verbindung 
mit § 4, (36a) bcstimmten idcntisch ist. Dozu iat nur notwendig, zu zeigen, 
rla.fi aus (.‘• r t), (36) die zweite Reihe der 61. (39) folgt, da die erste Reihe 
sicli aus 01. (37) uud § 4, (36u) obne weitcrcs ergibt. Aus (37) folgt n&mlieh 


dF* 
f )J, 


A dF dPr 

~ r.ldPrdJ,' 


Nach § 4, (29), (35) folgt (lurch Einsntzen dcs Wertes von Q r aus (35) und 

QJ i 

der aus (33) und (30) folgcnden Beziehung o) lr = % ^wenn noch be- 


i . , , 0 dJ | dP r = 0 (l j)\ u jj - 

achtet wird, dali a D . n HulorL yy- = u? j9 waa zu 

r lTi dP r 0J, = 1(1 = j)J 0J f J9 


dF* 


beweiscn war. 

Die Bowogungsglele.hungen der Meehanik bchalton also erh in den 
J, ihre kanoniwclie Form, und naeh (37) iat die Bcwogung analog zu 
§4, (33) aueh duroh 


(40) J j = oc„ w, -■ dJ t -| Pj ( j = 1, 2,..n) 

gegeben, wo die <x J% P 3 wilIkCirlic.be Konstante sind. Um daraus etwas 
fiir die wirkliehe Bewegtmg zu entnehmen, miisson wir wieder unter- 
suchcn, wie die Ijugckoordinuten q 3 von den Wg abhangen. Aus (3B) folgt: 


/ » \ " 

(41) 71 . \ Q r 2 2j ki<Dirj “ 2! (t Hr fai ”1” 2 71 k{j = 1, 2,w) f 


d. h. wenn ttieh jeden uni ein ganzzaliligea Vielfaches von 2 ti finderfc, 
so andern »ich die Q r geradc um Holohc GroBen, die nach (34) keine 
Andcrung der q x zur Folgo haben. Bcrcchnen wir also mit Hilfe von (35) 
die q x ala Funktionen der w lt .. w H , bo ist, wenn wir q t (Q 19 .. Q n ) 
= ?:K, .• ™«) »ctzon: 

(42) q* (w L + 2 nk 1% 2 nk 2 , .. w n + 2 nk n ) = q * (v> Xt ..w«), 


wenn die k t beliebigo ganzo Zahlen sind. 
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Die Lagekoordinaten sind also periodisobe Funktionen der w y mit 
der Periode 2ar. Man nennt die w } daher Winkelvariable, weil Bie 
mit emer gewohnlioten Winkelkoordinate, wie z. B. dem Polarwinkel d 
bei gewobniicben Polaxkoordinaten das gememsam baben, dafi eme Aade- 
rung um 2 n wieder dieselbe Lage des Systems ergibt. Doch aind die 
Winkelvariablen im ftll gamaiTiftn koine Lagekoordinaten, da sie niobt 
Funktionen der allein sind. Die zu den Winkelvariablen kanomscb 
konjngierten Yariablen J t nennt man Wirknngsvariable. Den Aus- 
druok der Energie des Systems als Funktion der Wirkungsvariablen wollen 
wir kurz den „EnergieauBdruok“- nennen. 


16. Mehrfach periodischo System® 

1 . Eiidiihrtmg belleblger Koordlnaten. Wenn man an Stelle deT in 
§5 verwendeten Separationsvariablen q t neue Variable Xj_, x t ,.. •» *» 
einfiibrt, indem man jedes q t als Funktion der x lt ... . ansetzt, und 
die entsprechenden Impulskomponenten y { nacb § 4, (24) diucb 
2 yi& x i = 2 Vt&'li definiert, warden ana den » Integralen § 5, (1) 

< i 

wieder n Integrals der allgemeinen Form 

Vh (®i.®n, Vi, • • ■, tf»> Pi . P») = 0, (k = 1, 2, .. 

die den 0-1. (38) in § 4 entspreoben. Dnrob Umformung ans dem Involutions- 
system § B, (1) bervorgegangen, bilden sie naob § 2, 6 ebenfalls ein In- 
volntionssystem. Losen wir naob den anf, so erhalten wir Gleiobungen 
der Form: 


(l) (®i» ■ • •> ®ni Pii ■■■ i Pn) (i —1» 2,.. n)y 

die nacb § 4, (39) emer IdentitSt der Gestalt 


tt 

(2) S Vidxt = dF+fa, .... x*, P lt .... P„) 


genUgen. F+ ist dabei nui eme andere Gestalt von F in § B, (3). 
kann daber die angepaJBten kanonischen Ver&nderlicben Q i9 P< von 
auob dnrob 


y * ~ d x t ’ ^ l ~ d P t (* “ l > • ■ •» n ) 


Man 
§5, 1 


einftibren. Wenn die q % in den Q t die durob § 5, (34) definierten Periodi- 
zitatfleigenaobfliften baben, so baben die x { (als eindentige Funktionen der j*) 
dieselben Bigensobaften. Wenn ein bestainmtes q X9 z. B. q T9 semen in § 5 , B 
besprochenen Umlaut vollziebt, wfihxend aUe anderen q t konstant bleiben, 
sind dadnrbh die x 1) x %9 .. x n als Funktionen ernes Parameters q r 
definiert; dadnxcb ist ein gescblossener Weg, genaner: ein bin und zuriick 
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durohlaufenes Kurvenfffciiok im n-dimenflionalen Raume der x { gegeben. 
W flnn wir das Integral langs dieser gesohlossenen Kurve duich (j) be- 

r 

zei chnen , gelten filr die in § 5, (33) und (36) auftretenden Umlanfsintegrale 
wegen 2 Vi^ x * = S P<d<lt die Beziehungen: 



r 


Dahei sind fiir y x die Funktioncn aus (1) einzusetzen. 

Die Wirkungsvar iablen J 3 konnen daher von den x it y { aus unmittelbar 
durch (3) eingpfiihrt werden. Wenn wir z. B. beim NewtonBchen Ein- 
korperproblcm in dor Ebenc von dcr Gestalt der Hamiltonschen Funktion 
in rechtwinkligen Koordinaten § 5, (29) ausgbhcn, wo keine Separation 
moglich ist, so konnen wir doch die angepaflten kanonisoben Ver&nder- 
liohen Q i3 P t und insbesondero auch die w )9 J j einfiihron. Wir gehen 
von den zwei Tntogralen p lV = und H = P x aus, wo die Konstanten 
wie in §C, (20), (27) bezeichnct sind. In rochtwinkligen Koordinaten 
lauten sie: 


w 


ivr I 


Mm 






Diesa beiden Integral© sind offenbar in Involution. Losen wir naoh y x , y 2 
auf, so erhalten wir die (1) cntsprcchendcn Glcichungen: 


( 5 ) 


v bVP. 

Vl *? + x| 


fomP](xf+x}) -h 


wobei y a aus y x duroh Vertauschung der Indizes und Umkchrung des 
Vorzci chons von V 1\ hervorgeht. Mon liberzeugt Bicb leicht, dafl 


( 6 ) 


y l dx l + y i dx % = 


Vp s 

®? -I- 


(y, dx t — x a d x x ) 


± x ' dx ' _l ' x ' dx ' 1/2 mP x (x x + x!) + 2xm*M V®? + aj — P, 
x t + x t 


das vollBtiindige Differential einer Funktion F+ (® x , x a , P x , P 2 ) irt, deren 
Ableitungen nacb den die y, und nacb den P t die Q t orgeben. Den 
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derf bonstantem r und konstantem & entsprechen in 

®i, *, smn Umlfiufe, bei deren ersten wegen t» = zf + a£ die Be- 

saelinng M®i+ * t dx t = 0 gilt; hingegen fet wegen 0 = arctg^ bei 

ausMhnnd it \'® 1 ^®* ~ ** d *i = 0, bo dafi bei Beredmung von J X) J t 

liefert T S® 4 der 160111:611 8«te von (6) einen Beitrag 

befert. Man arttlt genan die Wecte von J s nnd /, in ip. 71, § 1, (7) 

nun difSfl “dirtadi pertodischer Systeme 1 ). Wir wollen 

1 ** § 5 ’ 6 > 6 bduidelten Systeme su- 
der Verandi^Ti & ! ) .® e8ellen von d® Moglichkeit einer Separation 

bo f ^ DnI ^ eren kfiSen: Wenn wir die 01. (1) betrachten, 

a, x “ f 01 , 6111 ^dliohea w-dimensionales Wertgebiet der 
Beweirmi^VflTift ^ tfn- Eineindiesem Gebiet beginnende 

«ndK/.k B A nM y ,i w J 18 ® 11611 ' Jedem Punkte dieses Gtebietes ist eine 
nnT, nyi avstemm & k ^^J 6111611 y* zugeordnet [den Staeokel- 

SsSTT ^ SA/ 12 ).^ ■"* WeTwir als einen ge- 
der mob. nicht iu^ dk * ^ ““ ge8 J loasen \ Kurve bezeiclmen, langs 
Keordneten « Jf’J * ’’ 8011(1601 auc h die ihnen duroh (1) zu- 

versehiedene &nd®n, so gibt es n und nur n voneinander 

T n 181180 *■ das voll* 

o«» Tjjyj -o) jA^TTV ^ oimfin - So kann z. B. ein swischen 

dnen fik» t«w 6 T° n ^ lon ’ ^d berffthrender Weg nie stetig in 

seur ein '*«,,» d ^5? f n ^ e<ler nur positiv oder nor negativ 

mfi gbo lx weil ® imr^^ ^ Und 8tefcl 8 er tJbergang ist nicht 

dar Em#lriiii» vtuto^Liia,Z.Tlf 7 ’^ ”“° ht ’ ° In “ d “ M 6 * 1101111 * 14 
^ Heparationsvanablen voiauszusetzen, und ein Integral 

fiber da. rtm te » .mgeoWiMte,, W<ge | 

saASir *• - 

dftJ 0, di, ^ *. ■!. JmMonan 

d. D. PhyB. Gee. W^IWU TOn s °mmerfeld und Epetein. Verb. 
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in § 5, 6, dafi die x t in den w, periodiach mit der Periods 2 ji sind, und 
die Jj zu den w, kanonisch konjugiert. Dadurch sind die Winkel- und 
WirkungBvariable fiir aUgemeine n-fach periodische Systeme deiiniert. 

Die einfachatc Gestalt der Funktionen x t wiirde die ftinfmdift tri- 
gonometriflche sein, etwa x, = A cos + k a w a + • • • + k n w n + d) 

(t = 1.n), wo die k lt ..k n beliebige gauze Zahlen und die A und 

<3 beliebige Funktionen der J^,..., J n sind. Und wie man eine einfach 
periodische Funktion einer Ver&nderlichen w (nacb 1. Bd., IV, § 4) immer 
als eine Summe von trigonometrisclien Ausdriioken 2 A *cos ftw + <5») 

fc 

darstellen kann, wo die k ganze Zahlen und die A k , <5* von to unabhangig 
sind, bo gilt cin analogor Satz 1 ) fiir periodische Funktionen der n Ver- 
Underlichen w l , ..., w n , Es laflt sich daher wegen § 5, (42) 

( a ( = i4«(J t . J n ) 

^ | "I - 2 • •, *» 008 l w i + - ' + kn w n + 

1 * 1 . • •>*» 


setzen, wo die k la k 2 , ..., k n alio ganzen nicht negativen Zahlen durch- 
laufen und die A und <3 Funktionen der J u .. J n sind. Das Glied mit 
k\ = k % =- • • • k n = 0 ist unter dem Summenzeiohen nicht enthalten; 
es ist vorangestellt und soil immer das „unperiodische“ Glied heiflen. 
Mit der Bezeichnungswcise 

d E* 

( 8 ) -QJ- = v, (J v J % ,..., J n ) (j = 1,2,..., n) 

folgt dann aus § 6 , (40) 


( 9 ) { + S Ail .*„ 003 K*i v i H- +K v n )t + A? x .tj 

1 (t = 1 , 2 .n). 

Dabei sind die A wie die A Funktionen der J l9 ..,, J n . 


3. Entartung. Wenn die Summe (9) nur aus einem einzigen perio- 
dischon Gliede bestando, wtirdo sio eine harmonische Sohwingung von 
sc* mit der Frequonz k x v x ^ - k x v 2 -\- • * daratellen [s. § 5 , (23)]. 

Nun baucn sich in jedem Gliede die Frequenzen aus ganzzahligen Viel- 
fachen der v j auf. Man nennt daher die n durch ( 8 ) gegehenen Grofien 
v i, v 2 , .. v n die n Grundfrequenzen der mehrfach periodischen Be- 
wegung. Wenn zwischen ihnen koine linear homogene Relation mit ganz¬ 
zahligen Koeffizienten bcsteht, so nennt man sie n unabhangige Fre- 

1 ) Ein BowoiH fiir dies© Eniwickolbarkeit findet sioh bei K. WeierBtrafi, 
Math. Work© 2, 183 ff. 

Mliei-Frank, DlflertmUalgleiobungaa. 11 
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quenzen, nnd das System heiflt ein nicht entartetes, n-fach periodic 
sches System. Wenn wir namlich a-nTiflliTnAn dafl zwisohen den etwa 
to solche Relationen bestehen: 

» 

( 10 ) 23 v i — 0 , * = 1 , 2 ,..m (m <C n), 

so konnen wir sie ala m linear homogene Gleiohungen zwisohen den 
ft GroBen v i auffassen. Naoh der Theorie der linearen Gleichungeu 
( 1 . Bd., H, § 1 , 6) laaaen sich alle Losungen linear homogen a us n — to 
GroBen aufbauen, wobei die Koeffizienten wegen der Ganzzahligkeit der 
tf auch gamaahlig Bind, d. L es gibt n - m GroBen v[, v' t , ..*«-«,, 
bo daB 

( 11 ) v, (j = 1 , 2 ,..., n), 

*•■1 

wobei die aueh ganze Zahlen Bind. Setzen wir (11) in (9) ein, so er- 
halten wir die x % als Snmme von periodisohen Funktionen der Zeit mit 
Frequenzen, die sioh linear homogen mit ganzzahligen Koeffizienten aus 
^ tof Grundfrequenzen v n ~ m zusammensetzen. In diesem Falle 

nennt man das System m-lach entartet oder n — w-faoh peiiodisch. 
Der iluBerste Fall ist m = n — 1 . Dann iat das System einfach perio- 
disch. Die v t sind dann ganzzahlige Vielfaohe einer einzigen Grund- 
frequenz v\ 

An Stelle der laaaen sioh leioht dnreh eine Bertihrungstransf ormation 

nene Winkelvariable einfiihren. Wir setzen: 

(12 > = S k?v>, (» = 1 , 2 .n), 

wo die Jc® ganze Za hlen sind nnd die Determinante aus den Jfc® den Wert i 1 
hat. Dann ergeben sich namlich durch Auflosung die w 9 wieder als linear 
homogene Funktionen der mit gansKulilig ATi Koeffizienten, nnd durch 
Einsetzen in (7) sieht man, dafi die Abhangigkeit der a?< von den w[ die- 
selbe Gestalt hat wie von den w 3 . Damit wir eine BerfthrungBtransformation 
vor nns haben, miissen die J* solche linear homogene F unk tionen der J j 
sein, daB naoh § 4 , (26) 

( 1S ) SW - 2 

Aus (IS) nnd (12) folgt: 

(13a) J, = 2 A® Ji (j = 1, 2, .. ft). 

Setzen wir 


& (/„ J V ■ • J n ) = S' (J' u J' t , .. J' n ), 
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BO ist 

(14) 


, _ ^dE* dJj_ 
Vt ~ dj, dJ't 


oder 


2 V V 

4 = 1 


Man kann also ala Grundfrequenzen auch beliebige linear bomogene 
Funktionon der alten v, mit ganzzahligen Koeffizienten von der Deter- 
minante ± 1 nelnnen. Wenn nun das System ontartet ist, d. h. wenn 
zwischen den Vj die m Relationen ( 10 ) bestehen, so konnen wir die kf* 
in der Transformation (14) so wahlon, daB sie in den ersten m Gleiohungen 
mit den in (10) ubereinstimmen. Dann folgt aber aus (14) und (10), 
daB v[ = Vg — • • v' m — 0 und nur die n — m Grundfrequenzen 

• •» v n von Null verscliieden sind. Daraus folgt aber, daB die 
Jji • Jm ln ■® / niclit vorkommen. 

Wenn also ein System ro-fach entartet ist, kann man immer solche 
Winkel- und Wirkungs variable einfiihren, daB sie in zwei Gruppen zer- 
fallen: l. in „uneigentliche“ Winkelvariablo v l9 . . v n , deren zugeb&rige 
Wirkungs variable u 9 in E r nioht vorkommen; diese v } bleiben wahrend 
der Bcwegung konstant. 2. n — in = /u „eigentlioho“ Winkelvariable 
w l9 ..«> M , deren zugehorigc J } alloin in E r vorkommen; diese w i Bind 
lineare Vunktionen der Zeit. Dio Losungen §5, (40) lauten daxm: 


n « I Mj ” *»’ ”> “ Pi (i = 1, 2,..tn); 

' \Jk-^ **, v>k — vlt* + P* (A = 1, 2 ,.. /*). 

Fiihren wir ftir die , to, ihre Werte aus (15) in (7) ein, so echalten 
wir, wenn wir anstatt v\ oinfaeh wieder v 9 sohreiben: 

| (^u • • •» • ■ •» Jfi) 

(16) M- 2 ^ii,. ,*„ cob L(Ai , 'H -b K v *) 1 + K+iPt + 

( ■+ KPm + ,*„]• 

Es kommen dann nur noch fi ,,Grundfrequenzen" vor; eine Punktaon 
der uneigontliclioii Winkolvariablen tritt oinfach als Phasenkonstante dazu. 


4 . Beisplele. Sehr einfach gcstaltet siob die Einfuhrung der Winkel- 
vaiiablen in dom ersten Beispicl von § 5, 4. Wir haben nach § 5, (36) 
und ( 20 ) zu setzen: 

(17) J T - ^ (j> >' 2 f nP r — mk T q‘}dq T (r = 1, 2 ). 

Das Umlaufsintegral ist zwisclion den Nullstellen und < 7 ^ des 
Radikanden zu (irstrcckon, und zwar bin und zuriick. Man ftihrt es am 
besten durch Einfilhrung einer Hilfsvariablen # durob die Glefohung 

7* 
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= am. 2 # auB. Fiir die Nidlfltellen des Radikanden ist sin 0 — 1» 
* r r n n n 

also am0 =±l, 0 = ± -jr ’ D* 8 Integral wt also von — nac “ + 2 

and znriick oder wegen der Periodizitat in 0 von 0 bis 2 n zu otstreoken. 
Dana nimxnt Jy den Wert 



P r cos*0<£0 


an oder nach §5, (23) 

(18) J r = £ (r = 1,2). 

Darans folgb aber wegen § 5, (20) und (21) 

(19) E*=v l J 1 +v % J i , 


( 20 ) 


J T* (Ji. ?». Jv J t) = f \2mJi v x - mk x q\dq x 
\ + | ]/2mJ t v s — mk % qldq t . 


Wegen § 5, (39) 1st 


( 21 ) 


Wj = m Vj 


I 


dqj 

y 2m Jj Vj — rnkjctf 


U = 1 . 2 ), 


und wenn wir das Integral analog dem in § 5, (24) ausflihren: to, = VjQj 
Die Losungen der Bewegungsgleichungen in den Winkel- und Wirkungs- 
variablen sind nach § B, (40) to, = v,t + /},. 

Die Beriihrungstransformationen, durch welche die to,, Jj eingeflihrt 
werden, erbalten wir durch Einsetzen in § 6, (26) als 


(22) | q, = y7^®n w i> Pi — \’ 2J > v i m cos w i U = 1. 2). 

Das sind die schon im 1. Bd., V, § 4, (38) behandelten Transformationen. 

Das System entartet nach (10), wenn zwischen v 1 und v 2 e * ne ® e " 
ziehung der Gestalt ^ v 1 + k t v , — 0 besteht, wo k,, k a gauze Zahlen 

V 

Bind, d. h. wenn — ein rationales VerhSltnis ist. In diesem Falle iflt das 
v % 

System ein einfach periodischea. 


5. Beriehimgen zur Quantentheorie. Nach den Grandhypothesen der 
Qnantentheorie 1 ) kann ein w-faoh periodisches System nur solche Bahnen 


*) Siehe as. B. A. Sommerfeld, Atomban und Spektrallinien. 
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wirklich durchlaufen, bei denen die durcb Gl. (3) definierten Wirkungs- 
variablen J T , die ja wahrend jedcr Bewegung konstant bleiben, ganz- 
zahlige Yielfache einer universellen Konstanten, des Planokschen 
WirktmgBquantums h, sind, also die Beziehungcn 

(23) J r = k r h (r = l,2,...,n) 

erfullen, wo die k r ganze Zahlen sind. Bei entarteten SyBtomen gelten die 
Gleichungen nur fur die den eigentlichen Winkelvariablen entsprechenden 
J r . Da nur diese im Energieausdiuck §5, (37) vorkommen, wird die 
Energie einc Funktion von m ganzen Zahlen, wenn das System genau 
wv-fadi periodiach ist. Wir setzen etwa: 

(24) E* (Ji> ...,J m ) = W (*!, .. Jc m ). 

Betracliten wir daw System auf zwei moglichen Bahnen, die den Werten 
J x , .. J m bzw. J x + AJ lt + AJ m entsprechen, wo etwa AJ r 

= n r h, (r = 1 , 2 , .. m) mit ganzzahligen n r gesetzt ist, so lautet die 
Energiedifferenz AE zwischen beiden Bahnen, die nach der Bohrschen 
Grundhypotlieae mit der beim Obergang des Systems von der einen Balm 
auf die anderc ausgestrahlten Strahlungsfrcquonz v durch AE = hv 
zusammenhiingt: 


[ AE -- E* (J x -I AJ x , .. , J m + AJ m ) — E* {J l9 ..J*) 

I — W (k l + ,..,, k m + w M ) W (ki ,.. 1^). 

Wenn die Bahnen Hclir nahe l)enachbart Bind, so daB die AJ r klein gegen 
J r> d. h. die w, klein gegen k r sind, so wird aus (25) 


AE 



AJ„ 


woraus, wegen ( 8 ), AJ } — Aw, und AE —- h r, 

(26) v --- VjWj -|- r 2 n 2 -\- • ■ ■ + v m n m 

folgt. D. h. im Fallc groBer Quantcnzahlen k r der Bahnen werden beim 
Uborgang auf eine nahe l>onachbarte Balm dieselben Frequenzen aus- 
gostrahlt wie nach der klassischen Strahlungstlieorie, wo sich die Strah- 
lungsfrequonzen durch die Fourierentwicklung dor Bahnkoordinaten (16) 
ergeben. Dieser Katz iHt die mathematisehe Wurzel des Bohrschen Korre- 
spondenzprinzips. 


§7. Eindeulige Inlegrale und raumerfiillende Bahnkurven 

1 . Der ebene Oszillator. Wir wollen wieder von der elastischen Schwin- 
gung eines Massenpunktes in der q x , j 2 -Ebeno ausgehen, wie sie in § 5, 4 
und § 6 ,4 dargestcllt ist. Man sioht bald, daJJ die Xntegrale der Bewegungs- 
gleichungen in zwei Klassen von ganz verschiedenem physikalisohen 
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Chaiakter eingeteilt werden konnen. Ala Beispiel der einen Klasse diene 
etwa das „Enargiein.tegral ftir je einen Ereibeitsgrad“ > § 4, (19a). Lo 86 ^ 
wir dieses nacb p t auf, wie dies in § 4, (20) geschehen ist, bo werden dnrcn 
diese Gleiobung jedem q t zwei bestimmte Werte von p, (je nach dem Yor- 
zeiohen der Quadxatwurzel) zugeordnet, bo dafi in der n&ohflten TJm- 
gebnng dieeer p r Werte keine anderen liegen, welohe die GL (19 a) be- 
friedigen. Derartige Integrale nennt man: „nach p x eindeutig odor 
endliob viel deutig auflosbar“, je n&ohdem, ob durch Auflosung naeh 
Pi siob fill jedes bestimmte ein einziges oder eine endliobe Anzahl von 
Werten fttr p 1 (in onserem Falle: zwei) ergeben. 

Als zweites Beispiel betracbten wir das Integral, das siob dnrcn 
Eliminat ion von t aus den beiden Gl. (23) des § 5 ergibt. Die so entsteheude 
Beziehnng zwisohen q t nnd q t lautet: 

(!) ^[“o smj/ig, = arc sin 


Losen wir (1) met q z auf, so erhalten wir 



Ftir einen bestnnmten Wert von q 1 kann der arc sin unendlicli viele Werfce 
annehmen, die sioh nm 2 nit voneinander unterscheiden, wo n lrgendeme 
gauze Zahl ist. Das Argument des sin in (2) enthalt also fur bestimmtes 

q x ein Glied 2 Trn —, das unbestimmt ist, weil n eine beliebige ganze 

v i 

Zahl ist. Wenn ~ eine irrationale Zahl ist, laBt sioh aber in der Ge- 

stalt 2 it n ~ jede Zahl zwischon 0 und 2 it mit beliebiger Genauigkeit 

darBtellen, wenn wir zwei Zahlen als gleich ansehen, die sich um ein 
ganzzahliges Vielfaches von 2 it unterscheiden. Daher kann fur jedes be¬ 
stimmte q 1 naoh Gl. (2) die Koordinate q t jeden beliebigen Wert zwisoben 


, i /2 P i /2 P 

‘ y mm j ~ ^ nnd — Y annehmen . Man sagt dann: das Integral (1) ist 

nach ^2 ^nicht eindentig oder endlich vieldeutig auflosbar 66 . Da q x 
und j a in (1) dieselbe RoUe spielen, ist (1) auch nach q x nicht ein- 
deutig oder endlich vieldeutig auflosbar. Ein Integral, das nach keiner 
Variablen eindeutig (oder endlich vieldeutig aufldsbar ist, nennt man ein 
„nicht eindeutiges (oder endlich vieldeutiges) Integral 6 *. 

Man sieht nun leicht ein, d&B zwischen den eindeutigen Integralen 
(unter welcher Bezeichnung wir im folgenden auch die „endlich viel- 
deutdgen 66 emschliefien wollen) und den nicht eindeutigen bei der 
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physikalischen Deutung ein wesentlicher Untersohied besteht. Wir denken 
11 na den jeweiligen ,,Zustand“ des Oazillators durch einen Punkt im vier- 
dimensionalen ?i> ?a> Pi> p a -Raum, dem „Phaflenraum“ des Oazillators, 
dargestellt. Tm Laufe der Bewegung beschreibt dieser Punkt, „der Pbasen- 
punkt“, eine Kurve im Phasenranm, die „Phasenkunre“. Durch die 
beiden eindeutigen Integrals §4, (20) wird boi bestimmter Wahl der 
Integrationakonstanten und P B die Phasenkuxve auf zwei bestimmte 
xweidimenaionale Untorraume des Pbasenraumes bescbr&nkt, da durch die 
Wahl der g r und q 2 auch und p t sohon festgelegt sind. Wenn wir nun 
noch das Integral (1) hinzunehmnn und die Integrationskonstante [S t 
und fl B feat wahlen, niilBte der bloBen Abzahlung naoh die Phasenkurve 
auf einen eindimensionalen Unterraum besohrankt werden. Aus den 01. (2a) 
des §4 folgt, daB die Projektion des Pbasenraumes auf die q t , g 8 -Ebene, 


Fig. 3 



Fig. 4 



die jetzt mit dor ,,Bahnkurvo“ identisoh ist, innerbalb eines RechtookB 

i 12 P a 12 P 

mit don jSoitonliingon 2 1 / ^ 1 und 2 y ^ * vorlauft. Ftir den Fall, 

daB mid r 2 in einem rationalon Vorhaltnis stehon, d. h. sich wie ganze 
Zahlon verhalton, ist die Bahnkurvo in den Fig. 3 und 4 gczeiohnct, undzwar 
in Fig. 3 fur doH Vcrhaltnis 2: 3, in Fig. 4 fiix 8: 9. Je groBcr die ganzen 

v 

Zahlon Bind, als deron Verhiiltnis sich - - ausdrtiokt, desto mehr Punkte 
defl gonannton Rochtocks liegon in unmittelbarcr N&he der Bahnknrve. 


V m • 

Wenn HohlioBlioh 1 oino irrationale Zahl ist, kommt die Bahnkurve jedem 
v 0 

Punkt des Kechtccks holiohig naho, es ist ja, weil in diesem Falle (2) naoh. 
keincr Koordinato cindcutig auflfabar ist, jedem Wert von q 1 ein beliebiger 
Wert von q 2 innerlialb des Rcchtecks zugeordnet. Man sagt: die Bahn¬ 
kurve „orfiillt“ das ganze Reclitcck, die Phasenkurve „erfiillt M einen zwei- 
dimciuuonalon Raimi. Also zusammenfassond: durch die beiden eindeutigen 
Integrate § 4, (20) wird die Phasenkurve des n = 4-dimensionalen Raumes 
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traf einen « - 2 = 2-dimensionaIen Raum beechr&nkt. Be ist nun kein 
jeiterea eindeutagea_ Integral vorhanden. Dakar ..erfiillt" die Phaaenkurve 
+• ^ e ^ en “^deutigen Integral© gestatteten Raum. Das 
£* (1) bringt keine weitere Harabdriickung der 

Duneruoonfizald dee von der Bahnkurve durchstrichenen Raumea mit aioh. 

von Unterachied ist ffir die phytrikalische Deutung der Integrate 
die TOW 7*°* • ® Dro ^ phyaikalische Betraobtungen konnen ja 
HWiW* i “* e S ra ^ onB ^ onB i ;an i :en Pi, P t nur mit einem gewiasen 
t Vttden- Infolgedeasen hat auch die 2-dimensionale 

otaU. ’r ? /om 631 Pha ? eDlnirve die den eindeutigen Inte- 

Dioke" *wni ^ ne gewisse „Dioke“. Diese „Flachen mit 

TOW«ti e ?*_ ^ Integrate „eindeutig“ sind, also bea timm ten 
ft ^ ftT1 •oJJ.vlx**. *7*?? Werte von p 1} p a entaprechen, nttr 

ist i« (rori ea 4-dimenaionaIen Phaaenraumea, der urn so kleiner 

der TnfaLrm.+f* h 1 ’ ^ est “ aDa ^ “nd* Man aagt: durch jede „Meesung“ 
der^t^atwnakoMtanten „eindeutiger“ Integrals werden die Phaacn- 
kurvm auf men Bruohteil dea Phaaenmumrbesehr&nkt. 

haffcet^td ifv? **“ Konatanten in (2) mit einem „Pebler“ be- 

durob ..Bahnkurven" (2) eine gewisse Dicke. Da- 

der a a tti, 810 a f 83 ® anze dmea 2111 Verfugung stehonde Rechteck 
at Itlckenloa. Durch die Meaaung der Integrations- 

SS "■*» «• 

sohlofl aln uri . e80 ^ n itj dieae Meaaung gjbt keinen genaueron Aul- 
d«.W Integrat'd^ S ““‘ Di8 d ” Kmrt “ teI1 ** “i 11 - 

™ '° vh T^T K 'aJ iI - W T 

j^szrt« B6iaamiK Mb ” -» *.%. 

(s > ti(y y = i,2,. 

Sy ““?‘™“““d™”*IntegratorderHamilton- 
Md, TOn S 2. <«»• man die 01. (3) 

•"■Snrmten W«SSW t!f' W «a8 jedem 

Oder eine endliche Aumhlj^liww'W^T? Werte ™ *1 • • • ®m 
aprechen, ao aagt nmTdie GI«?!■ Wert ?y steme von *1 ■ • • «*- 

endlich vieldS'^SlSabar * WirTn^ \ " ® w » emdeuti « oder 
wie in 1 Sl Tjrt •“ w ° flen der Ktirze halber auch hier 

SnderAa^V^t x’T“ d “ L W ““ - « Var- 

anflilebar aind, bo nan5 'min'rai^fc * ?V 3) . e “ <Jeuti 8 

v / ein »>SyBtean von m eindeutigen Inte- 
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gralen“. Wenn eine solche Auflosbarkeit ftir kedne tn Giro Ben enter den 
2 n Ver&nderlichen vorhanden ist, nennt man (3) ein „SyBtem von m 
nicbt eindeutigen Integralen". 

Durch ein System von m eindeutigen Integralen wird bei Wahl be- 
stimmter Werte der Integrationskonstanten c t ... o m gemoB der Bo- 
traohtun gen in 1 wn 2 n — wt-dimensionaler Unterraum dos 2 n-dimen- 
sionalen Phasenraumes festgelegt, in dem die Phasenkurve verlauft. Wird 
zu den Integralen (3) ein weitcres / m4 , (x 1 . . . *„„) = e„,+i hi izugefiigt, 
das mit (3) zusammen ein System von #H- 1 eindeutigen Integralen 
bildet, wird bei bestimmter Wahl von c BI+1 der Verlauf der Phasenkurve 
ngher bestimmt; ea wird ein 2 n — m - 1 dimensionaler Unterraum an- 
gegcben, in dem sie verlauft. Gibt es aher kein Integral mehr, das mit (3) 
zu samm en ein System von m + 1 eindeutigen Integraleu bildet, oder, 
anders ausgcdriiokt, gibt es kein System von mehr als »n eindeutigen 
Integralen, so wird durch Hinzufiigung eines ncuon Integrals zu (3) auch 
bei bestimmter Wahl der Integrationskonstanten c m)1 ..., ahnlich wio 
durch (2) in 1, der Verlauf der Phasenkurve nicht weiter bcschrankt. Ist 
der duTch (3) bei fester Wahl von c t . . . c„, festgelogte 2 » — tn-dimensionale 
Unterraum oin endlicher, wio dies bei dem in ] beliandolten Bcispiel des 
O szilla toTH der Fall ist., so wird <ler durch (3) und bestinunto o, ... o m 
festgelegto 'In — w-dimonsionalo Unterraum durch jode Phasenkurve voll- 
kommcn erfiillt, wenn sio nur in den ersten Konstanton c x ... o„ mit den 
zur Definition des Unterraumes vorwendeten ubereinstimmt, mogon die 
andcren c n ,, ... c a „_ 1 , dio zu ihrer Festlegung im Sinne von §2, (62) 
notwendig Hind, wie immor gowiihlt sein. 

Wenn wir d<»rt gesagt habe.n, dull <lure.li 2« — 1-lnte.grale mit ihren 
Integrationskonstanten eine hestinimto Phasenkurve fostgolegt ist, so 
mtissen wir im Sinne. von I jetzt Hagen: nur die. eindeutigen Integrale 
haben fiir die Fentlegung der Phasenkurve cine physikalmche Bedcutung; 
gibt es m solche, so sind daduroh °° an ‘ 1 ~ m Phase-nkurven festgelegt, 
die alle. denselbon nt-rlimensionalen PliaH<*nraum „erflillon“. Nur wenn es 
2»— ] cinde.utigc Integrale gibt, ist wirklich im physikalischen Sinn 
eine eindimonsionalo Phasenkurve durch sie. festgelegt. 

Nach Levi-Oivith nennt man ein meclmnisches System, das nicht 
mehr als m oindeutige Integrale hat, ein „w-fach imprimitives Sy¬ 
stem. In cinom solchen sind durch ni Integrationskonstanten ... o m 
die von der „Phasenkurve“ (‘.rflilltcn m-dimensionalcn Untcrraume fest¬ 
gelegt. Bin System in dem dio Phasenkurve wirklich „physikalise,b“ 
festlegbar ist., lieiBt also oin „2n - 1-faeh imprimitives". Das andere 
Extre.m sind die „einfach imprimitiven" SyBteme, in denen cs nur ein ein- 
deutiges Integral gibt. 
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Nun 1st die Eneigie H ... q n ®, ... ® ) ein Integral iedea meoha- 
niflohen Systems; also uaoh §2, (63) 

< 4 ) j 2 A tiVi p } + 7 = c, = N 0 . 

Das iflt aber aioher ein eindeutiges Integral, da es nacH jedem p } eindentig 
(d. b, in diesem Palle zweideutig) anflosbar ist. In einem einfach im- 
primitiven System ist also das Enargieintegral (4) das einzige eindeutige 
Integral. Jede Phasenkurve mit einem bestimmten Wert der Konstanten E 0 
„erfiillt < * die 2 n — 1-dim eradonale ,,Energiefl&che“ (4) vollkommen. Man 
pflegt ein derartiges meobanisohes System ein quasiergodiscbeB zu 
nennen. 

Betrachten wir die in § 5 behandelten meobanieoben System©, die 
dmrob Separation der Variablen integriert werden konnen, so existieren 
[wenn wir etwa nacb § 5, (8) ein Staeokelsohes System annebmen] 
jedenfaHs die n eindentigen Integrale § 5, (11) oder (12) mit den n Inte- 
grationakonfltanten o 1 ... c n . EinBeispiel dafttr ist der in § 5,4 bebandelte 
OszdUator. Sind diese n Integrale die einzigen eindeutigon, so baben wir 
ein n-faoh imprimitives System vor nns. 

Wenn ttberdies durob ein Wertesystem der Konstanten o 2 ... o fl 
[bzw. naoh § B, (IS) nnd (86) P t ... P n oder J x ... JTJ ein endlicher 
2n n = n-dimensionaler Unterramn des 2 n-dimensionalen Pbasen- 
ranmes bestimmt ist, wie dies bei den in § 5 und § 6 behandelten n-facb 
penodisoben Systemen der Jail ist, so „erfiillt <£ jede Phasenkurve, bei 
der n Konstante mit den genannten o 1 ... o n bberemstirnmen, das durob 
diese bestunmte n-d imensxo nale Volumen des Unterraums vollkommen. 

3. Angenfiherte Perioden bei n-fach periodisehen Systemem Wir geben 
wieder von dem in 1 behandelten 2-fach periodisehen System, dem Os- 
zillator, aus. Wir baben dort geseben: wenn v x nnd in einem irrationalen 
VOThatnis Bteben, also keine Beziebnng k 1 v 1 + k 2 v 2 = 0 mit ganz- 
aabligen k l9 h 2 bestebt, sind die beiden ,,Separationsmtegrale“ § 4, (19a) 
die einzigen eindeutigen, das System ist „zweifach imprimitiv". Qibt es 
bingegen eine Beziehung i a v 2 = 0 mit ganzzahligen Jb lf A a * ist 

das System also „entartet" im Sinne von § 6, (10), bo ist das Integral (1) 
anob eindeutig, das System wird zn einem dreifaoh imprimitiven mit einer 
im , jphysikalischen*‘ Sinne eindimensionalen Phasenkurve. 

Ans § 4, (28) ergibt sich, daB r eine Periode der Bewegnng ist, wenn 
W Vi* = 2 nn l9 v 2 t = 2 nn 2 , 

wo nj nnd n 2 gauze Zahlen sind. Setzen wir = n 2 , JL = - n l9 so 
o gt aus (6). &i 4“ A a Die Periode x ist nm so langer, je crofler 

die groflere der ganzen Zahlen A 2 nnd i t in der Beziehung zwisoben v t 



n, §7 


Angen&herte Perioden 


107 


nod v a ist. Das ist aus Fig. 3 und 4 unmittelbar ersichtlioh. Bei dec zweiten, 
wo das YerhMtnis 8: 9 ist, mud der Massenpunkt sich ofter herumwinden, 
ehe er in seine alte Lage zurllckkehrt, als in der Fig. 3, wo das Verh&ltnis 
2:3 ist. 

Wenn das Yerhiltnis r,: v z irrational wild, w&ohst r ins TJnendliche. 
Der Massenpunkt kehrt nie mehr genau in seine Lage zurttck. Da er aber 
mit der Zeit alien Lagen innerhaTb dee schon ecw&hnten Reohtecks be- 
liebig nabe kommt, kehrt er in jede urspriingliohe Lage mit jeder beliebigen 
AnnBherung wieder zurliok. Es gibt „angen&herte Perioden". Diese sind 
um so linger, je groBer der „Oenauigkeit8anspraoh << ist. Aus Gl. (5) er- 
sieht man: wenn v x und v a in keinem rationalen Yerhaltnis stehen, lassen 
sich (6) mit beliebiger Genauigkeit erfiillen, wenn man nur n x und n t 
groB genug wahlt, da sioh ja jede Irrationalzahl mit beliebiger AnnSherong 
als Quotient zweier ganzer Zahlen darstellen lallt, wenn diese nur groB 
genug sind. 

Man kann die Gl. (5) auoh schieiben: 

2n 2 n 

(6) t = n, Tj = »,r s ; r x = —, r, = —, 

v i v i 

wenn t x und t 8 die Perioden der Bohwingungen in den emzelnen Koordi- 
natenrichtungen sind. Wenn das Yerh&Itnis v t : v a irrational ist, lassen 
sich immer solche ganzen Zahlen n x und » 8 finden, daS 


(6a) 


n i*i = »«** + *?> 


wobei rj bdicbig klein gemacht warden kann, wenn n x , n 8 genttgend groB 
gewahlt wcrdon. Dann folgt aber aus (5) und (6), daB die „angenSherte 
Periodo" r schr groB gcgcn die Perioden t x und t 8 der einzelnen Koordi- 
naten wird; jo gonauer man die Darstellung verlangt, desto groBer werden 
n x und n t und duhor um so groBer auch x. 

Nun bat din Bvhauptung, daB v x : v t rational oder irrational ist, 
cignntlich keinen phyBikalischcn Sinn; denn duroh keine Messung lftBt 
sich cntsclioidcu, ob cine Zahl rational oder irrational ist. Man kann nur 


folgondos foststcllon: laBt sich das Verhfiltnis —, wenn ein bestimmter 

Genauigkcitsgrad vorgeschricben ist, mit dieaer Gtenatdgkeit als das Ver- 
haltnis kloincr ganzer Zahlen darstellen oder nicht? Im ersten Falle 
hciBt das System physikalisch entartet", im zweiten physikalisch nicht 
entartet“. fils liiBt sich daher physikalisch auch nicht zwischen „an- 
genahertor Periode" und „mathematiflch genauer Periode" unterscheiden, 
sondem man kann nur sagen: wenn das System physikalisch entartet ist, 
so ist wegen der Klcinheit von und n g die angenftherte Periode r von 
der GroBenordnung der Perioden r x und t 2 . ^ a ^ >er System 
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„physikalisch nicht entartet", so sind und » 8 sehr groBe Zahlen; 
r ist groB gegen t x und r t . 

Ganz ahnliohe Betraohtungen lassen sicB. auch bei beliebigen mehrfach 
periodisoben Systemen anstellen. Wenn das System ,,nicht entartet" iflt, 
so gibt es aufier den » eindeutigen „SeparationBintegralen“, welche dutch 
die Konstanten J x ... J n festgelegb sind, keine weiteren eindeutigen 
Integr&le. Das System ist n-faoh imprimitiv. 1st es aber im Sinne von 
§ 6, 8 m-fach entartet, so gibt es m weitere eindeutige Integrale, nfimlich 
m eindeutig auflosbare Beziehungen zwiaohen den Koordinaten • ?»• 
Der von der Phasenkurve erfflllte Unterraum ist nur mehr n wi- 
dimensional, das System ist daher nach § 6, 8 » — m-fach periodiflch und 
2 « — {» — m) = » + m-fach imprimitiv. Im auflersten Falle kann es 
n — 1-faoh entartet sein; dann ist es 2ft — 1-fach imprimitiv, hat eine 
emdimensionale Phasenkurve im physikalischen Sinne und ist, wie Bchon 
§ 6, 8 gezeigt hat, einfach periodisch. 

§6. Einiges ans der statistischen Meehanik 

1. Relative Verweilzelt, vhtueOe Gesamtheiten. Wir betrachten nun ein 
m-fach imprimitives System. Durch die Konstanten c 1 ... c m der ein¬ 
deutigen Integrale § 7, (3) ist ein 2 n — m-dimensionales Volumen a> sn -» 
von endlicher Ausdehnung festgelegt, das von alien Phaaenkurven, fiir welche 
die m-Konstanten die Werte c x ... e*, haben, vollkommen „erfiillt“ wird. 
Bin Punkt dieses Volumens ist dann dutch die Werte der Koordinaten 
... * 2n festgelegt, wahrend sich x x ... x^ aus § 7, (3) berechnen 
lassen. Ein elementares Zustandsgebiet des Phasenraumes, das diose 
Punkte enthalt, sei durch 

(1) dto *= dx m+x ... dx 2u 

gegeben. Es ist zu beachten, dafl dto nicht die GroBe eines Volum- 
elementes ist (s. 2.), da das durch /, = c, definierte Gebiet kein „ebencr“ 
Baum ist. Wir nennen das durch (1) gekennzeichnete Zustandsgebiet 
kurz: den „Zustand n ra+1 ... x in “. 

Die Anderung des Zustandes x x ... x sn erfolgt nach den Bewegungs- 
gleiohungen §2, (52), die in unserer jetzigen Schreibweise die Gestalt 

(2) ~di ~ ^ (*i» • • •» ®*») (* = 1, 2, ..., 2») 

haben. Wir konnen sio auch als „Stromung“ im Phasenraum deuten; 
jedem P unk t x x ... x an wild eine Geschwindigkeit mit der Kopiponenten 
X x ... X tn zugeordnet. 

Verfolgen wir den Bewegungsverlauf durch die Zeit T und bilden 
die H iimm e aller Zeitelemente, wahrend der das System in dem Zustands- 
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gebiet ( 1 ) ist, sp nennen wir den Quotienten aus dieser Bumme und der 
Gesamtzeit T die ,.relative Vcrweilzeit dr des Systems im Zu- 
stand , i . . - Retzt man die Existenz oines Qrenzwertea dieses 

Quotienten fiir uiibegrenzt wachsendes T voraus, so spricht man auch 
oft von der „Wahrsdioinlie,hkeit dr, daB System im Zustande Xm +1 . .. sc an 
anzutreffen“. Wir nelimen an, daB die eben definierte Wahrscheinlich- 
keit dr des PhuHonpunkteH dividiort durch dco mit unbegrenzt abnohmen- 
dein do) einem beHurnmten (Jlrenzwert n (& m+1 , $** 43 , • • *> x zn) zustrebt. 
Wir machen also illr dr den Ansatz 

(3) dr =- 7T(l<» u («r m _j i ••• $ 2 n) d&fn +1 • • • dx 2n . 

Wegen diener Eedeutung von dr erhalt man durch Integration von 

(3) fiber das gauze durch §7, (3) bestimmte 2 n--m-dhncnsionale 
Volumen 

(4) J 7t dm -=■= 1. 

*" ait-w 

TUnnere Autgabe besteht nun darin, die Eunktion n (x m ... a? aB ) in (3) 
zu bestinimen. 

Wir teilen die genamte lh‘ohaohtungHzcit T in N gleiche Teilintervalle 
und botrachten <lu* Ueaumtheit der Zustando (Phasen) dcs mechaiiisohen 
Systems, die den Tedpunkten dieBer Toiluug von T entapreohen. Jede 
dieser Phasen denken wir uns nun (lurch cin Exemplar des Systems vcr- 
wirklieht., d. h. (lurch em clem Originalsysleni vollkonimun gleichcs Sy¬ 
stem, das wie.h gcrade in dicHcr Phase befmdet, (largestellt. Wir erHefczcn 
ako die mi Lauie der Zeit durc.hlaufcnen Pluisen des urHpriinglichen Sy¬ 
stems, die Nogenaimte ^Zeitgesamtheit", durch eine Gesamtheit von 
zugleich vorhandenen Kxeniplaren des SyHtema in diesen verHchiedenon 
Pliusen. Man sprieht. dann von editor „virtuellen Gesamtheit**. Der 
Bewegungsvcrlnuf jedcs KxemplareH winl (lurch die Gl. (2) beschricben. 
Die lMmsen dieser virtuellen Ucsainthcit in cinem bestimmten Augen- 
bhek sind die Phasco, die dim OriginalHyHtcm in den aquidistanten, inn 
TIN voiiciiuuidcr almtchcndcn Zcitpunkten besitzt. Eh ihL nun loieht ein- 
zusehen, dull die Zuhl der Hystemo diener virtuellen Gesamtheit in einem 
bestnmm.cn ZuHtandHgebict (1) Hieh mit der Zeit nicht iindert. Die imli- 
viduellen Kysterne m dieHer Phase weclmeln wohl, aber in jedcin Zeit- 
clement t.reten ebcimoviolc Syntonic in dicHCH ZuNtandHgcbiefc ein wie aus. 
Man sagi., die Vertcilung die.ser virtuellen (hmmtheit mi ,,Htationiir u . 

l T m then einziiHchen, toilon wir den von der Phancnkurve „eriullten u 
Kaurn U in Zcllcn ein, die wir lrgendwie numcnereii. Auf einer GeradenG, 
der Zeitgeraden, zeiebnen wir die Lange dor Zeitintorvulle ein, die der 
Pliancnpunkt braueht, inn cine bestimmte Phaaenzolle zu (lurchlaufen, 
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21““ Intervall die Hummer der entsprechenden Zelle 

j„ -p » , ®>MJideriolge der Zellennummern entspzicht natftrlich 
d« ReAenfdge, wie *e durohlaufen werden. Wenn wir das Original- 

&uf ° darsteIlen > ^ dieser die Zeitgerade 
GeBohwmdigkeit Bine durohlaufen, damit sein Auf- 
j •. . J 11 J_. ^tervall der Yerweilzeit in der entspreohenden Zelle 
aam+lmit««, anc ^ l^eni Exemplar unserer virfcuellen Ge- 

falls nri+ zu ‘. ■^ e8e Pu^kte sollen die Zeitgerade gleich- 

den cmrtm ' a durchlaufen; nur sollen sie entsprechend 

wel^T^^J 618011 ? 611611 PhaSm der einzelnen Exemplare die Be- 
ihTS^ ^T Zert P UBkten “it der Zelle 1 beginnen. Da rich 
0 eine oinh 6n8 * 8a *® BetrSge T/N unterscheiden, bilden rie anf 
Punktreihn tt 61 Q«sohwindi^reit Bins bewegende fiqnidistante 
Qeeamth«i+ «T% an der Yerteilung unserer virtuellen 

0 t hen in e,; 61 1111 •^ a ^ e der Zeit nichts andem kann. Anf 

. ^ 61116111 ^®ridmmten Zritelement immer gleiohviel Punkte in 

ZjZSTZ 7 $* nU ™ !»•“• Die Verteilung let nleo 

Alia der TaWlT unflerer Abbildung aber nooh znehr schlieBen. 

Pdie unsere virtuelle Geeamtheit anf O darstellenden 

einem b^nl?t udl ® tant ® ^rtreihe bilden, folgt, dafl ihre Anzahl in 
proportional iat d h 1M . tan< ^ nt ® rva ^ aaf 0 der Lange dieses Inter vails 

Ph^oportio^i^ 1 wIS d« e “ er ,! >esti X tel1 

Wir kfinnen daher unter * (f W&laat ^ 0“«^yriems m dieser Phase. 
Fden wir dnmh di. xr • £E ” ,+1 ' *' ®»«) bw an * einen konstanten Faktor 
H&ufjg keit ^ fcestinim « a l auch die relative 

ZZTT *? 1 g** in <W von un. Wroierte. virtuellen 

***** 0lu ^ rt “ *■ Verteilung 
igi aoer. wenn eon System, das inch zur Zeit t in der Phase *_ * 

befunden hat, zur Zeit t + dt in der Phase ^. = , +^xl '' ** 

Sr" & UnveM^d^^i 

oer aystene unserer virtuellen Geeamtheit durch die Beriehnng 

a-s 

«*«. f *■*”« (2) l^or- 

4 -*-*"* «• “«»™* p) w< 4 S, b "-*■ 


(Ba) 


s 


3rd qj 


— f J sr* dco'. 

■»»-» 
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J ndco iat also eine Integralinvariante, und war mu unter der Voraus- 
setzung des Bestehens der Integrale § 7, (3); sie hangt also von den Kon- 
stanten e x ... o m ab. 


2. Volumenberechnungen im Phasenrautn. Ein endliobes Volumen des 
2 n-dimensionalen Phasenraumes laBt sich in reehtvnnkligen Koordinaten 
in der Form 

(6) OH n — | dx lt d S|) . . d B 

berechnen. Fiihren wir zuerst 2n knimmlinige Koordinate « 1 , u a ,.. 
ti tn ein, so bestehen Gleichungen der Form 

(7) («i • • ■ «a») (j=l, 2, ...,2 »), 
also 

( 8 ) dx,= 2 4 ~du k 


Das elementarc Parallelepiped kann man dann aus 2 n Elementarvektoren 
in den Richtungen der ncuen Koordinatenlinien Uj ... u an aufgebant 
denken (s. 1. B<1., II, § 3,4). Diese haben die z,-Komponenten: 


dx t d Xj 

air/"" 


dxj , 
0 «„ 


so daB nach 1. Bd., II, § 3 (11) oder I, § 3 das Volumen des Elementar- 
parallelepipeds durch die Determinante 


(9) 


1 ^“'. 


: dv l dU ' , "’ , d 1Hn d in 


— I) m d Uji d ttj, • • -> d Uj t 


gegcbcn ist, wo 
( 10 ) 


I) - 


d (x x ... n ) 


- . «ln) 

die FuuktionaldcU'irminttnte der x , nach den u K bedeutct (a. 1. Bd., I, 
Dahor iat 


(11) Wan t - J dx x .. .dx n = J D .du { .. .dw ani 

oder wenn wir das Volumcloment dw da^ . . . dx in einfiihren: 


(11a) dv --- ZJ . du 2n . 

Wir wollen nun iimboftondorc aolche u 3 verwenden, daB in dera durch §7, 
(3) beBtimmten 2 - - m-dimenaionalen von den Phaacnkurven erfiillten 
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Katun die Uj ... u im konstant Bind, so daB jeder Punkt durch. ein Werto- 
eyBtem der «m + i... « an gegeben iat. Wir setzen zu diesem Zweck: 

(12) fj (®j.,.x 8 „) = Uj, (j== l, 2 ,...,m), a;, = « J 0' = m+ 1 ... 2 ») 

oder, warm wir nach den x t ... x m auflosen, was ja nach den VoTaus- 
ectzungen „eindeutig“ moglich ist, 

.... ( ®/ *» % («» n» • • •> «e«, • • •«»), U = 1 , 2 ,..m), *, - «<, 

I (» = m -f-1.2 »). 

Daraus folgt nach (10): 

max rx _ ^ (?i> ?»> • • 2 y«) 

( } «(«!, IS,....«») 

Nach den Eigenschaften der Funktionaldeterminante folgt aus (14) 
und ( 12 ) 

(IB) D=I, 

A o (®,, x,, ..* m ) 

also ftir das Volumelement ( 11 a): 

(16) dv =^du l du i ...Au m iu wt +i...Au t ir 

Diese Formeln konnen wir anch in einer Gestalt schreiben, in der auf die 
alten Eoordinaten as, nicht mehr Bezug genommen wird, wenn wir von 
dem Linienelement in den neuen Koordinaten ausgehen. Die Lange da 
eines Linienelements dx 1 ... dx n ist ja definiert durch 

(17) d« , = 2i*/. 

<-> i 

was man wegen ( 8 ), wenn die u, wieder beliebige Eoordinaten sind, such 
in der Gestalt 

< 18 > 

schreiben kann. Bezeiehnet man die Koeffizienten der du k du t mit g k u 
eetzfc also 

( 1 ») -!-?• ( 1.1 = 1,2 . 2 »), 


(19) 

bo ergibt sich 

( 20 ) 


d 8 ® = 


und nach dem Multiplikationssatz ffir Detenninanten fl. Bd., II, § 1, (6')] 
folgt aus (10), (11) und (19) 

(21) ? = I1M = D* 
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■wenn g die Determinant© aua den g k i bedeutet. Formel (11 a) fiir das 
Volumelement konnen wir daher auch schroiben: 

( 22 ) dv = Vjdtt! ...du in . 

Eb sei nun im 2 n-dimensionalen Phasenraum ein 2 n — m-dirnensi- 
onaler, im allgemeinen ^krummer" Untcrraum duTch Gloichungen dor Form 

(23) s, = s, Kn i • • • w 2n ) (i = 1, 2, — ,2 n) 

gegeben, bo wie man im dreidimensionalen Raum dor x 9 y, z eine zwei- 
dimenflioDftle Flache dadurch gibt, dafi man x 9 y> z ala Funktionen zweier 
„GauBflcher Variablen" angibt (der Fall 2 n — 3, tn = 1 ). Dann ist das 
Linienelpment, das in dicsem Unterraum liegt: 


aw an 

(24) da 4 = 2d®,* = 2 g'kidn k dni, 

1 i 

wobei die < 7 *, (w n ,^ t .. . u 2n ) durcli (L9) und Einsetzon von (23) orhalton 
cordon. Man kann zcigen, dali die Volumeninhalto dv 2n _ m doa Qobietes 
du w if... du 2n in dioRorn Unterraum, analog zu (22), durch 

(25) dv 2n - m ~ Sg'du mArX ...du* n = lljfdm j»„~ m 

gogobon aind, wo g' die 2 n -■ m-reihige Detenninante dor g’ kl aus (24) ist. 

\Yir wollon nun g fiir don Fall horochnon, dad dor durch (23) dar- 
gostollte 2 n w-ilimoiiHionalc Unterraum gerado dcT (lurch die m oin- 
deutigen Integrate §7, (3) in it don bestimmlon Konutanton c t ... c m 
dofinierte 2 n w-dimennionalo, von don Bahnkurvon ^eTfiillto" Unter- 
raum ist.. Wir fiihron die Koordinate w, durcli (13) ein und sotzon u # -- c, 
ffir j 1,2. m Darin sind die Gloichungen 

(20) Xj - f/'j (w^, i i, •. . 9 nf Cj ... o m ) (j 1, 2, ». . y ni) 

von dor verlangten Gestalt (23) und st-ellon wogen (12) gerado don ver- 
langton Raum dar. Da wrgen (2d) 


(27) 


dx t 


9 » 

S 

-•mV- 


0u k 


du k (j ■- i,: 


m) 


ist, folf'tr huh (24) 

C-W) yu(Vm I I. • • > M *n) - ^ 

wo (\ i - 0 fiir k 1 und d kk - - 1 ist. 


(k 9 l = m H- 1 , .. 2 w), 


3. Liouvillescher Satz. Um die Funktionen it zu linden, die den 
Gl. (R) bzw. (Ba) geniigon, golien wir zuernt von dem Fall aus, daB 
dw — dx x ... dx Zn% also ein ZuHtandsgebiet (Ioh 2 n-dimcnsionalon Phasen- 
raumes aolbst ist. Wenn wir die Bedeutung von n aiiB 1 fcathalten, habcn 

Miiei-Frank, DlfforanUalRtalahungon. II g 
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wir dann den Fall ernes nullfach imprimitiyen Systems vor uns, in dem 
gat ein eindeutiges Integral existiert und die Phasenkurye ein 2 n-dimen- 
*} 0X1 ? ® o tu l [1 ? n »erfUUt“. Dieeer Fall tritt in der Mechanik niolit ein, 
* .. ^gi^tegral imrner eindentig ist. Wenn wir aber trnter n die 
c ema yutuellen Gesamtheit verstehen, die niohl mat der ans einer 
Aeitgesamtheit konstrnierten znsammenfellt, konnen wir auoh in diesem 
5, 6 “^^^“atisohe Frage aufwerfen, welches n der Bedingung (5) 

Sf' S* ^ Uen Jf* 6 die Koordinaten des Phaaen- 

. seichnan, der den Zustand eines Massenpunktes zur Zeit l 0 dar- 
v1 1111 ff 1 ‘ ’ ■ die witsprechenden Werte fiir denselben Massen- 
Zeit t Dftnn , 81:61161111118 die ®- (7) den tlbergang der Phasen- 
. , 1 ° f 6116 ^ , < ^ ar > der sieh im Zeitraum yon ^ bis t vollzieht. 
j + r?a a tx, r ^ Qe Gesam ^®it 1 von Zustanden zur Zeit t, dercn 
das dm.ni. nn ^ ““ Zusfcandsgebiet co s „ des Phasenraumes erfttllen, 
7m+ t x §®8eben ist. Um die Andcrung dieses Volumens mit der 
ewL™ b6rC ? inen > mila8en tot fttr die x t ihren Ausdruck ans OL (7) 
D m ffl ’/ta\ y ber aul <ler r6c ^* en Seite und infolgedessen auoh in 
Gl. (10) die Zeit t ala Parameter stehen mud. Aus (11) folgt daher 

(29) d°Jim fdD. 

J dt “JlT**" 1 ’ • 

oder nach (11a) 

(30) f JL dl> . f 1 dD , 

dt J D dt dto “ J2) ~dt dx ' . 

Si ItetaSJJta mm & *** «• *> Differentiation 


<”> S 

also wegen 


dD - 2 D k 

=1 


mit 


D k = — fa’ •' *» g *-t» i> ■ • .| ffgn) 

d (U x> . . Ui, «*+ !, .. .,«*„) ’ 


dtt, r ~, 9®, a« f W “ x »2,..2»), 


j? te, a,, x^....*,„) 

r-x ««, dK.. 

d (ft,.. ay, ay +1 .a,.) D r = k 

.. 0 * '*» 


Da nun 


132 ) 


Ti _ 
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oder nach (31) 

, 33 x — 1 d ~— D- 1 -— — S ^ Xk 

(33) it ~ V & l dx k ’ U it ~ & d x t 

und fll. (30) wird 

dull 

it 


(34) 


’*» r /®-^i i dX) n \. , 

I ■ - J (ex, + s'^ + •" + Tir,) ix ' . lx " 


Wenn die Gl. ( 2 ) die kanonischen Bewegungsgleichungen der Mechanik 
12 , (52) sind, gilt die Beziehung 


(35) 


dX x _ 0 

dx x " t a * 4 ^ + _ ’ 


es ist also nach (33), (34) 


(36) 


dD i n 
'it = it = 


<o) 

tt>2n — Wan* 


D. h. wenn wir eine virtucllc Gesamtheit von SyBtemen betrachten, deren 
Phascnpunktc zur Zeit ^ ein bestimmtes Volumen o>£* des Phasenraumes 
erfullon, bo erfullon die vermoge der Bewegimgsgleichungen aus diesen 
Phascnpunkten zu irgendeinor Zeit t hervorgehenden Phasenpunkte ein 
gleich grolies Volumen. Das gilt natiirlich auch ftir ein Volumelement; 
sind wie in 1 x[ t x' z , .. x 2n die vermoge der Bewogungsgleichungen 
aus z ls x Zi .. , x 2n hervorgehenden Wcrte, so ist wegon (11) und (11a) 

(37) dx[dx^ .. . dx^ n = dx i dx 2 . . . dx tn . 

Da wir die rocht.winkligcn Koordinaten x j dos Anfangszustandes 
wegen (7) such alw krummlinige Koonlinaten u i des Endzustandes an- 
sehen kdnnen, laut<‘t der AuBdruck (37) fiir das Volumelement auoh 
dv --- du } .. . du 2n , also in (16), (16) D — 1. Aub ( 6 ) und (37) folgt 
dann wegon m - 0 : tc (t 1 . . . x 2n ) - z konst. Deutet man n im Sinne 
von 1 ala relative Vorweilzeit, ho folgt aus (37): Wenn ea keine ein- 
deutigen Integrals giht, uIho dio Phaacnkurven ein 2 n-dimonsionales Ge- 
biet ,,erfullon", ho ist (lit* Vorwoilzo.it in gloichen Volumteilen dos Phasen- 
raumea gloieh groB. 


4. Boltzmannschcr Satz 1 ), Wir wollon nun die relative Verweilzeit fiir 
ein tn-fai'h impriinitiveH System bercchnen, also mit Hilfe von (37) ein 
n suchcn, dim der (11. (5) bzw. (5a) fiir beliebiges m gentigt. Wir fiihren 
an Stolle der im Phasenraum wioder die Koordinaten u 1> u 2 » • • *i n 
durch 01.(12), (13) ein. Wir nehmon aln Yolumelement des Zustands- 


») W. Glaucr, Zoitaolir. f. Phys. 01 (1030), S. 644ff. 


8* 
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ranines das dem Phasengebiet du 1 du 2 .. . du an entspreohende, dessen 
Ra unaihhalt dutch (16) gegeben ist. Wenn wit das Phasengebiet mit dem 
Rauminhalt dv' betraobten, das durch die Bewegung aus ihm betvoigeu , 
mflssen wir beachten, daB wegeu der Integrate § 7 und 01. (3) die ■ ■ • **"•’ 
also auoh die ittj ... iu* each bei der Bewegung nicbt andem. Nennen 
wir wieder x] die aus a, durch die Bewegung hervorgehendon GroBen, so is 


(88) dv' = -^-dv l ...du n dat! n + l ...dxi n = Jj- d«,. + i ■■•^ a5 » n ' 

wo A' aus A hervorgeht, wenn. u, = ®, (j ~ m + 1 ... 2 n) durch x } er- 
aetzt warden, w&hrend die {j == 1 ,2,..m) in A wie in A' dieWerte o } 
der Integrationskonstanten der m eindeutigen Integrate §7, (3) haben. 
Aus (37) und (88) folgt dann: 

/oa\ ... dXf H dx m+1 ...dx ) „ 

(39) 2 --- j, 


Aus (39) erkennen wir, daB 

K 

(40) it(x n+i ...x in ) = -j 


eine Losnng der 01. (5) ist. K ist dabei eine Konstante, die ans (4) x\\ 
bestimmen ist. DaB (36) bis auf einen konstauten Faktor wirklich die 
einadge Ldsung der 01. (6) ist, ersiebt naan aus folgendem: Wenn n. und n 
swed Losungen von (5) sind, folgt aus ndm — jt! dm' und nAm — ndco 
duxcb Division: 


(41) 


n n' 

n jr' ’ 


d. b. der Quotient bat tangs der ganzen Phaaenkurve deuselben Wert. 
Da aber die Phasenkurve das 2 n — m-dimensionale Volumen, das dutch 
die Konstanten <% ... o m in § 7, (3) gegeben ist, „erfullt ,c , ist diesor 
Quotient in dieeem ganzen Gebiet konstaut. n und n uuterschnidcn sicb 
nur durch einen konstanten Faktor, den wir zu K in (40) hinzuziehen 
konnen. Aus (40), (15) und (3) ergibt sicb dann ftir die relative Verwe.ilzeit 
im Phasengebiet dm = dx^ +1 ... dx tn die Boltzmannsobe Formcl 


(42) 


_ K da^n + x ■ . . dXjn 4 

d(/„/„...,/ w ) ' 
d(x lt x t . xj 


Dabei ist der Nenner eine Funktion von ® M+1 ... x tn , da die x x . . . xs m 
dutch Aufloaong von § 7, (3) als Funktion der x m+1 ... x t „ aus den Kon¬ 
stanten Ox ... Cn sicb berechnen. Die Konstante K, die sicb aus (4) be- 
reobnet, ist aucb eine Funktion der o x ... o m . Filhren wir anstatt des 
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Zusumdagebiecea doj 2n ., n — dx m+L ... dx iH (wie wir jetzt gonauor 
anstatt da> sohreiben) aeinen Raurainhalfc dv a „_ m eiu, so foigt aus (42) 


und (25) 
(43) 


dr 


Kdva 

V? 3(/l 

y9 d(x, 



wo g ' die Detenu mante der g ' k , uuh (28) mit w* = x k (fttr k — m + 1 ... 2 n) 
ist. Dieobigo ^Hoitzina mi ache Former 4 fur diemittlercVerweilzeit wollen 
wir im boaonderen auf zwei wiclitigo Spezialfalle anwenden, die Falle 
tn — n und m -- 2w — 1. Wir wollen zuniichst annehmen, dali os gerade n 
nach den p k eindeuug auilosbare Integrate 


( 44 ) /. Wl • .Vn.'/'l ••■?»») (*=» 1 , 2 , ...,*) 


der BewegungHgieichungeii gibt uml dali kein Uytoom von mohr ala n ein- 
deutigen lntcgralcn exnaiert. Die Wahrachcinhchkeit, die Lagekoordi- 
naten dea iiiouhuniHchen HyHtemn m dem Bereich zwiaohen q l9 </ a , .. q n 
und f/j | rtf/i , q 2 4 - dq% . . */„ | dq n anzutreffen, oder, wie man aich auch 
auadruckt, in der ,,Konligurution q x . .. zu finden, ist dann nach (42) 
gegeben (lurch 


(45) 


dr 


lidq x ... dq n 
<>(/,.../*) ' 
a ('/>i-• -w.) 


5. Vetweiizeit un /< -facn peHuaiscnen Sysiein 1 ), Die bormei (4b) kann 
man tin* (*in /f inch per iodine.I ich Kyawun in cine. achr einiache. Geaualt 
hring«‘n Wir wollen voiauHsetzen, dali die n eindeutigen Lncegrale (44) 
nach Art. von § *1. (-11) cm //-ghedrigeH Involut.ioiu»yatom bilden. Kb liiBt 
aich ubngeiis /eigen, dali dim* KigeiiHchail Mellon darauH iolgt, dali die 
Bahnkuivcn den duirh (44) dciimerten w-dimeiiHionaten UnteiTauin „er- 
fullcn" -) l inter diesci Annuhme Iuhhcii mch die AutioNimgen von (44) nach 
den •pj nuch der Hctuerkung am Knde von §2, ft m der Giwtalt 

<*» - 


(* - 1,2 .») 


schreiben. Wenn wir ch imt. einem //-Inch pcriodiHohen SyHtom zu tun 
huben, kdnnen wir nach §5, ft oder § ft, (8) Hiatt* (h i r n willkurlichen Into- 
grationHkonHUint.cn r x . . . r n (die den V i ail den zitierten Htellcn ent- 
Hprechen) auch die n WirkungHgrdlicn J T cinfiilircn. Wir crhalten dann 
anatatt (44) die n cindeutigcn Integrale in der (icHlalt 


(47) 


/r('/l • '/«> Pi • • Vn) ~ J r 


') I’h. Fritim und W. ZiduKthr. f. I’bys. 01 (1930), N. 040. 

*) I'll. Frank, I’hvH. Ziulw-hr. !«► (I»S!9), S. K27. 
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KrWnr* 01 ^^ 6 FunktioDjen *J« in (44) Bind], Und dutch 

Aufldsung naoh § 5, (39) etrhfilt man 


(48) 


P* = 




hTdLn*J^» aua j 48 ) fhr J»fc ia (47) ein, so werden me zu Identd- 
J t , so erhalti’wii 616113616,1 4180 (47 > bei Benutaung von (48) naoh 


(i — 1,2,...,»). 


(49) 


^a/r d*F* 
<■»idp< dq t dJ t 


= a, 


'r* 


= 1 
w, ‘i= o 


■r = k 
•r k 


Aua dem^Multiplikatioiissatz fttr Detenoinanten erhalt man hieraus, wgrrn 
wit tl - =-^=-19 mit D bez eichnen , 


a J n 


<“> 41) = !. 

IHlhren wir naoh § B, (89) anstatt der q i die Winkelvariablen w i ein, so wird 

<w. . II O_II y. . 


(M) 


D = 


dw h 


dq t 


= - Igl • • 

d (<h---qn) 


Aus (46), (16), (60) und (61) folgt somit 
m 41 - - «**••.«* - . 

(u) istsr 1 “ ““ ,mt<!r Benutzun * 

‘ ra) dr = 

dementi^ 4 ” ^“j- i? d * k ” * Verweil zei fc in einem Volum- 

oder die WahienliynlM.t? 1 ^- 1 ^ 6668 ^ninnielemeCLte direkt proportional 
«» d» ..WdnMhaniou^^., . Bj ^g ^ 

wichtige^lSjfSt S d^a]T^T Ill8< * e , Ge8 ? m ! helt ‘ Der zweite 

Integral das Energieintepal (§2, 6) ~ *’ W ° * h 6,nsagw » eiMeufci « e8 " 
( B 4) ti (?!••• Pi •••?,) = z (?!•■. Pl ... Pn ) = o x = B 

* WeiL!eit defl s y* temB 


setzen 

(56) 


®i ?»> d® a ... d* >B = ijfj.., dp n _ J 


dr « X*\--*** = 


V* 
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Durch die 2 n — 1 -Koordinaten q 1 . .. p n _ x ist ein bestimmter Punkt auf 
der 2 n — 1 -dimensionalen Energie„flache“ festgelegt. Im Nenner ist 
p„ als Funktion von j x , . . l9 E einzusetzen, wie es sich durch Auf- 
losung von (54) als 

(50) p« 8=3 P (?i • • • ?m Pi • • • Ph-i> -B) ®a> * * ■> ®a»i *®) 

berechnen liiflt. Bezeichnen wir den Rauminhalt des Phasengobietes 
dq x ...dp«-i dor Energie„flache“, die ja eigentlich ein 2 n — 1-dimen- 
aional er Raum ist, wie frliher mit dv s „_ 1 , so konnen wir dr auoh ana (43) 
berechnen. In unBerem Falle ist g' die Determinante aus den g' k t (q L ... q n . 
fi, Pn-i. E )> nach ( 28 ) 

(57) glci = S k1 + ** -Q-?- (k, l = 2, 3.2 n) 


lauten, wo die Funktion <p aus (56) zu entnclimen ist, au£ die sich im Falle 
m = 1 die m Gleichungen (26) reduzieren. Berechnen wir die 2 n — 1 - 
reihige Determinante der g' kl aus (57), so crhaltcn wir leicht 


Difforcnzieren wir die Identit&t, die durch Einaetzcn von (56) in (54) cnt- 
steht, nach cinem der r 2 ... x in , bo crhaltcn wir 


(59) 


dy . <±x d <p 

dx t ' dx t dXj 


~ 0 (j- 2,3, 


und daraus durch Quadrioren und Addieren 


... 2 «) 


", ~ VS®,,/ ttAdxJ 

und duller wogon (58) 

(60) lg»a*r = 2 (/*)’ = 

K dv a n _ i 


Die Gl. (43) crgibt dann 
(61) dr = 


|g» d Jtl 

Einc virtuello Qcflamthoit mit der Dichtoverteilung (55) bzw. (61) ini 
Phasenraum nennt Gibbs eine zur Energio E gehorende ..mikrokanoni- 
Bche Gesamtheit". 
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Drittes Eapitel 

Stabilitat und kleine Schwingungen 


§ 1. Quaelstattaehe Bewegongen 1 ) 


1. Gdelcbteruugder Integration beim V orhaudensdn verborgener Koordinaten. 
Wenn in der Lagrangeschen Funktion L eine Anzahl von Koordinaten 
nicht vorkommen, eondom nur dertn Ableitungen nach der Zeit, ho kann 
man die n Koordinaten in zwei Gruppen zerlegen: die eben crwuhnten 
„verborgenen“ nnd die in L varkommenden „wahrnobmbarcn , ‘ 
Koordinaten. Wir nehmen etwa an, es seien p verborgene Koordinaten 

vi y , w a ,..., to M nnd n — p wahmehmbare q lt . .vorhanden. 

Dann ist L Fnnktion von w x , q l9 ..., q n _ M , q lt .. 

Es ist also 


k- # «-*•* 


* 0 - 


Flir die Kontbsobe Fnnktion R gilt dann nacb II, § 2, (56) auoh — 0. 

Es ist also R mit den Bezeichnnngen von 11, § 2, (55), wenn wir es in bezug 
ant die verborgenen Koordinaten w x ,..., u> M bilden, eine Funktion von 

Ji, ..., q n -it, q\ .«i. %• Wenn wir dann die Bewegungs- 

gleiobnngen in der Ronthscben Form II, § 2, (57) benutzen, so ergibt siob 
iu. 

ans iinen wegen ~ 1 = 0 die Konstam: der Es wird dann J2 nur 


Funktion der q l9 .. q n ^ q l9 .. q n und von /* willktirlichen Kon- 
stanten Die zweite Gruppe der genannten Gl. (67) besteht dann ans 
n — p Differentialgleichnngen zweiteT Ordnnng ftir die wahmehmbaren 


l ) Diese Bewegungen werden. in der englisohen Literatnr hAufig als ^steady 
motion 1 * bezeiohnet. Oft wird aber unter diesem Ansdmok auoh eine allgeineinere 
Art von Bewegungen verstanden, die wir in $ 3 unter dem in der deutaohen Literatur 
sioh aJlmdhlioh einbtugemden Namen der „permanenten“ Oder „besthndigen“ Be¬ 
wegungen einftihren werden. 
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Koordinaten. Bie haben gemu die Gestalt derLagrangesohen Gleichungen; 
nur tritt an Btelle von L die Routhsehe iTunktion R. Durdh Integ rat io n 
dieses Systems von n — /i Gleichungen zweiter Ordnung erhfilt man die 
n — f* wahniehmbaren Koordinaten q t als Funktionen dee Zeit t und 
von 2 n — 2 ft willkiirlichen Integra tionskonatan ten, zu denen noch die fi 
urillktirliohen treten. Durch Einsetzen diesee Fonktionen ffir die q { 
und j, wird R cine bekannte Funktion von t und 2 n — p w iUkfirlichen 
Konstanten. Dann lossen sicli aber die beiden era tea Gruppea der Be- 
■wegungHglcicl)ungen II, §2, (57) durob blofle Quadratueen integrieren. 

Ea werden naniiioli otfenlmr auch die ^ bekannte Funktdonen von t 

und 2 n — ft Konstanten, ako 

i 

(1) w f ^ y^dt + ({„ u 3 = cc, (i= 1,2,— fi), 


wo daH Integral als unbcHrmimtes zu nelimen ist und die a*, /S, willkiirliohe 
Konatanten bedouten. Mil den /x UroBen (t } enthalten unsere Losungen 
jetzt gerade (2 n - //) + fi -- 2 n willkiirliche Konstanten, Wenn also /x 
verborgeno Koordinaten vorhanden Bind, konnen wir die Integration der 
tt ‘BowegungHgloiuhungen aul die der n — /t Gleichungen 


( 2 ) 


d 0 It 
At Oh 


OR 

0q x 


-=■ 0 (i = 1 , 2 ,..., fi) 


und auf ft Quadrature!! zuruckiuhren. Aub (2) ergeben sich die „wahr- 
nchmbaren 41 , uuh (l) die vorborgenen Koordinaten als Funktionen der 
Zeit und 2 n willkurlieher KonBtanten. 

Als Boispiol botrachlcn wir die obene Zentralbowegung. Ein materieller 
Punkt von der Muhho m werde von einem featon Zentrum der Maase M 
mit oilier Kralt M?nf {r) ungezogen, wo f(r) eine beliebige Funktion des 
AbatamirH r int. W^m wir 1'olarkoordmalen r, q) tnit M als Ursprung 
verwonden, ho i«t die ljttgrangcBcho Kunklion nack II, §2, (29) 


L ■" (f a | r*g’“) 

M 

wo F (r) - | / (r) dr. flier i»t tp cine verborgeno und r die emzigB wahr- 
nchmbare Koordiuato. Wir kbnnen dahor nach dem Vorhergehendenflir r 
allein pine (Jloiehung von der Lagrangenehon Form aufstellen. Wir haben 
n _ 2 , u -- 1, w x y>, <jj - r zu Hotzon. Es iat die Routhsche Funktion 
i? — - L | m </■, dabei iwt 
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Yermoge dieser rHaiebnng laflt sick ip eliminieren, und R wird Funktion 
von r und r, nfimlich 

B —fi >+MmHr) + -^ ? . 

Nach (2) ist dann r als Funktion der Zeit duioh eine einzige Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 

mr = — Mmf(r)+£p 
bestimmt. Aus (1) ergibt sick dann 

« = « md + ^ = + 

wo a und (i willlriirliche Konstanten sind 1 ). 


2. Quastetattedie Bewegungen nach Routh. Aus dem vollstandigen 
SyBtem von LSsungen der Bewegungsgleiahungen laflt sioh leioht ein Toil- 
system hervorheben, das nur 2 pi willkttrliohe Konstanten entk&lt und 
das man okne jede Integration einer Differentialgleiokung erkalten kann. 
Es lassen sick offenbar die Ql. (2) immer durck konstante Werte der 
n — fi wakmehmbaren Koordinaten befriedigen. Wenn wir diese, die wir 

d R 

mit q t = q t bezeidhnen wollen, einsetzen, warden die q ( zu Null, die ~ . 

o j, 

zu Konstanten, deren Ableitnngen nach der Zeit versohwinden, und die q, 

d R 

mllssen nur mekr den endlicken Gleiokungen = 0 genligen. Durck 

AuflSsung dieser n — pi Gleiokungen nack den q t erkfilt man die gesuokten q s 
als Funktionen der pi willlriixlioken Konstanten u t — otj. Setzen wir in 
dR 

=—■ die Werte q t = q u u } = ein, so lassen sioh die Quadraturen 

i 

sofort ausftthren, und wir erkalten das 2 pi willktirlicke Konstanten ent- 
kaltende Lfisungssystem: 


( 8 ) 1,2 .**)» 2< •-?<(♦= 1.2. n-p). 

v OLj 

Jede Bewegung, die diesem System angekort, nennen wir quasistatiBoh 
in bezug auf das gew&hlte Koordinatensystem. Sie ist nitmlioh 
„gleichgewioktsfiknlich“, wail alia wakmehmbaren Koordinaten unver- 
Sndert bleiben. Nur die verborgenen wacksen linear mit der Zeit, haben 
also konstante Gesckwindigkeiten w t . Wegen II, § 2, (56) lrarm man die 
quasistatiscken Bewegungen auch finden, indem man die io } gleiok will- 


1 ) Ein veiteres Beispiel s. IV, § 3, 3. 
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kitrlichen Konstanten setzt, ctwa u\ = a> i und die q { aus -x — = 0 ala 

OQi 

Funktionen der /t willkiiilichen Konstanten co y bestimmt; die w s ergeben 
sich dann ala w } = co 3 t + ft, wo die ft neue willktirliche Konstanten Bind. 

SchlieBlich lassen sich die quasistatischen Bewegungen auch mit 
Hilie der Hamiltonschen Funktion H kennzeichnen. Wegen II, § 2, (Bl) 
kommen auch in H die verborgenon KoordinateD nicht vor. Wenn 
wir die kanonischen Differentialgleichungen in zwei Gruppen zerlegen, eine 
ftir die verborgenen, die andere fiir die wahmehmbaren Koordinaten, also 

dwj d H du, dH .. 0 

(4) dq< dH d Pi _ dH _ . 0 x 

(it “ Sp,’ it ~ dq { (t “ 1,2 .” 

dH 

bo folgt aus q ^ = 0 die Konstanz dor u, = a*. Aus 

1 dtf = _ dZ = „ 

dq t dq t 

folgt die Konstanz der p t fiir die quasistatischc Bewegung, die also durch 

(5) q t -* q t , p t -- p t (i = 1, 2,.. .,/«), Uj = a, 

gekennzeielmet ist, wo die ocj willktirliche Konstanten sind; die Werte 
it* Vi ergeben sich als Funktion der cl } durch Auflosung der endlichen 
Gleichungen: 

e> If- 0 ’ If * 0 c'- 1 ' 2 . 

Wenn wir als Beispiol die Zentralbewegung betrachten, so ist die 
quasistatischc Bewegung dadurch gekennzeichnet, dafl die einzig wahr- 
nehmbare Koordinate r konstant blcibt. lhr Wert bereohnet sioh aus 
d R 

—- = 0 , wobei r = 0 und u — a zu setzen ist, so daB R als Funktion von r 

Qt 

allein betrachtet wird. Der konstante Wert r muB also nach der in 1 ftir Ji 

a a 

gegebenen Formel der Gleicliung = gontigen, wfthrend <p 

durch (p = *! J + ft gegeben ist. Wir haben eine Schar gleiohfBrmiger 

Kreisbowegungen vor uns, die von zwei willktirlichen Konstanten a, 
abhftngt. Ftihreu wir anstatt a die obenfalls konstante Wnlkelgcschwindig- 

keit o) durch ® = co = - °U cin, so ist Mflr) — rco 2 , woraus ftir das 
T 1 

Newtonsche Gravitationsfeld /(r)=^ sich das dritte Keplorschc 
Gesetz M = r 8 a > 2 ergibt. 
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3. Verallgeoidnerumg des Begrifles der quasistotischen fiewegtnig midi Levl- 
Clvltft. Der in 2 eingeftilxte Begriff war wesentlioh an dan Vorhandeoaem 
verborgener Koordinaten geknlipft. Fllhrt man aber z. B. bei der Zenfcral- 
bewegtmg anstatt der Polarkoordinaten rechbwinklige Koordinaten x, y 
ein, bo lautet die Lagrangeeche Funktdon 

L = + (V^+7), 

tind es gibt keine verborgene Koordinabe mehr. Die ausgezeiciuiete Rolle 
der gleichfonnigen Kreisbewegungen bleibt aber offeabar erhalten. Es 
mnB also eine Method© geben, die quasistatischen Bewegungeii allgemeiner 
za kennzeiohnen. Eine solche rfihrt von T. Levi-CiviW, her 1 ). WYihrend 
in 2 nach Konth Bewegungen betrachtet werden, bei denen die don ver- 
borgenen Koordinaten entspreehenden Imp ulskomponen ten zeitlich 

konstant blieben, befcrachten wir jetzt naoh Levi-Civit4 Bewegungen, 
bei denen irgendwelche p Integrale der Bewegungsgleichungen irn Siune 
von II, §2, (62) besthnmte Werte der Integrationskonstanten o i habe.n. 
Es seien wieder q 19 q 2i .. q n beliebige Koordinaten und 

(^) fi (?i» • • •» ffn» p«) = a, (j = 1, 2, ../*), 

fi die Zeifc nieht enthaltende Integrale der Bewegungsgleichungen II, 
§ 2, (62). tyena auBerdem die /, ein InvolntionssyBtem bilden (s. II, § 2, 6), 
so kann man CLnrcii eine Beriih rungs transformation neue kanoniseho 
Verfijoderhche so einiiihxen, dafl die wieder die konstanten Werle der 
den verborgenen Koordinaten entspreehenden Impulskomponenten werden. 

Wir fiihren neue Verhnderliclie Q lt Q t> ..Q n _„, W lt W .uud 

als deren konjugierte P lt P a , ..P n _ M> V lt U t ,. V. durch folgondo 
Bedingnngen ein: 

(8) U,(q ls . ..,q n)Vl , . .?»)=/,(?!,..J n , J»i, •.( j= 1,2,.. .,,«)• 

DieanderenQ,, P t) W, soiien solche Funktionen der q 1 , ..., q n , , p l ,.. p n 
sein, dad die Ditferentialgleiohungen 

(w„w t ) = o,(w„r7 l ) = j?J^S 

(9) j l 10 = A), 

(Qi,Q*) = o, (P ti p t ) = 0, (Q t , P t ) = { J j* 

*) Rendiconti del Lincei 1901 nnd 1906. Eine vereinfachte und zusammen- 
fasaende Danrtellong mit vielen JBeiapielen: T. Levi-Civiti, Sur la recherche den 
^ulaons partaouherea dea ayBttmea difterenttela et sur lea monamenta atationnairea. 
Praoe mat.-fizye*. XVH. Warsohan 1906. 
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Die Beziehung (U,, J7*.) — 0 wt dann wegcn (7), (8) und der Voraussetzung 
fiber die j, von selbst. orfiillt. Dann liaben wir nack II, § 4, (23) eine Be- 
rtihrungstransformation von der Gestalt IT, §4, (22), die aber t nicbt ent- 
halt, vor iw Die Rewegungsgloichungen behalten ihre Gestalt bei. Sie 
lauten also, wenn wir sio gomafl unserer jetzigon Bezeicbnung in zwei 
Gruppen schreiben, analog wie II, §4, (12a): 


(10) 

dQi _ 

dR 

dP\ _ 

dR 

dt 

= dP t ’ 

d t ~~ 

dQi 

(11) 

dW, 

dR 

dll t 

dR 

dt 

~ dTf; 

dt 

dW, 


(* = 1, 2, — fi), 

(j ~ 1,2,..., /<). 


Dabci ist identiach 


H ( 7 l* • ■ •> 9 ni ('ll • • •< Pn) 
~ H (Qx> ■ • ■> Qn — in P\> • • •. TF|, 


Da narh (8) nnd 17) die l1, zeit.lich konntant Hind, ist 


..w„u v 

dH 


dW f 


• • ■> u,). 

= 0, d. h. in H 


kommen die W, niebt. vor: sio sind im traimformiorton Problem vorborgene 
Koordinnten. Und jetzl. rnelit. man gcnau wie in 2, dafi bci konstantem 
U , — a, Hieh eine I.baling dor Gl. (JO) angcben lafit, boi dcr die Q t und P t 
konstante Worte Q„ I\ besitzen, die sicb a us don 2 n — 2 ft cndliohen 
Gleiebungen 

(IS) Jg" °* --h? ~ z{) (i ■ ‘> 2 .»-/*) 


clurch AufloHiing naoh den I\ ills FunkUonon dor a,, a 2 , . 
ergobon. Sotzon wir dim* Worto in II oin, ho orgibt aioh huh (11) 

(14) W, \ fij, V, *> (.; 1,2,...,/*). 

Zumumnon mil. (,>, Q ,, I\ I\ lnibon wir oin LdHungaHystoin dor 
(Jl. (10), (II) mil, 2// willkiirhchcn Koiwtanton a fJ /? y vor unn, aus dom 
wir Hnfori oin ohonHolclio.s LbrtinigHHyHlom dor umprungliolion Oloioliungen 
exha I ton, wonn wir in don Uloioliimgon dor HornlirungHtranttformation 
lilr dio y,, /\, \V t , dj dif Aimdriieke (M) und - Q* y /*,=-■ I\ oin- 
ftihron und diewe i!w (iloichiingon nneli dun (JroBon q l9 ... t q n , 
pi, . . aufloHon. Wir orlmlton ho dio«o ullgomoinon Koordinaton ala 
Funktioncn dor Zoil, / und dor ‘J// Konatanton aL^fij. Dienea Loaungs- 
ayatem nonnon wir im AnaohluB an Lovi-C-mtu dio quaHiatalianhen 
Bowogungen in bozug uuf dio // oin Involul,ionaayHtem bildou- 
don Intogralo in (11.(7). 
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In 1)62X12 anf ein InvolutionsBy stem yon » Integralen ist offenbar 
nach der Schlxifibemerkung in II, § 4 jede Bewegung des Systems quasi- 
statisch. 

In konkreten Fallen wird es aber meist nioht moglich sein, die q ( , p< 
flic die quasistatisohe Bewegung anf die angegebene Art zu bereohnen, 
weil die wirkliohe Herstellnng der Bertihrungstransformation die Anflosung 
des Systems (9) von partdellen Differentialgleichungen ereter Ordnnng 
erfordert. Doch kommt man mit folgender Bemerkung zum Ziel: Be- 
trachten wit die Anderung, welche die Hamiltonsohe Funktion E oder, 
was dasselbe ist, die Gesamtenergie des Systems erleidet, wenn man von 
der qnasistatischen Bewegung m einer benaohbarten tibergebt, die den- 
selben Werten der Integrationakonstanten <t t in den Gl. (7) entspricht, 
nod entwickeln wir diese Anderung nach den Anderungen AQ,, AP t . . ■ 
der Q { , P t , W jt U s . Wenn wir dann beachten, dad die W, in E nicht vor- 
kommen und die U, moh nicht &ndem, so lauten die in den Zuwachsen 
linearen Glieder, die wir mit dH bezeichnen wollen, nach Gl. ( 12 ) und (13) 

( 15 ) as = aS=’s(||/«.+||/P,) = o. 

Und umgekehrt folgen aus SE — 0 enter den Nebenbedingungen, dafl 
die Uj konstant bleiben sollen, die Gl. (13) ftir die quasistatische Bewegung. 
In dieser Gestalt ist also die Bedingung vom Koordinatensystem unab- 
hangig, und wir kSnnen sie auch direkt in den q lt ..., q n , p lt .. •, P« 
folgendermaden ausspreohen: es Bollen Bewegungen gesuoht warden, von 
denen aus xmter den p Nebenbedingungen (7) &E (g lf Pi> • ■ •> Pn) 

— 0 ist. Aus (7) folgt durch Anflosung 

( 16 ) (fi> •••» f»i Pi) •••» Pn —fi> •••, #^)i (t = s "‘i b)> 


Durch EinBetzen in (12) wird dann 

[ ® (?1» • ■ •> 9nt Pit • • •> 
= E* (jy ..., q nt 


(17) 


Pn—itt )»+1» 

» • • •! Pit-lit #i» 


•• y>n) 
., Ot^). 


Die Bedingung kann dann als 5E* = 0 ohne Nebenbedingungen formuliert 
warden. Aus ihr folgt: 

ft 27+ ft IT* 

(18) -FiT = °(* = 1 . 2 .")• 7^-o(<- i,2, ...,»-/*)• 

Das and sebeinbar 2 « — p Bedingungen. Da sie aber Hquivalent mit 
den 2 » — 2 p Bedingungen (13) sind, die man auoh als Bedingungen fiir 
die q t ,P‘ sohreiben kann, sind xmter den Gl. (18) p Gleichungen Folgen 
der 2 » — 2 p tbrigen. Man kann daher in ihnen nooh p Unbekannte, 
z. B. fj, q 2 , . .., willk&rlich wShlen xmd die hbrigen 2 » — 2 p durch 
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sie ausdrttcken. Setzen wir diese AusdrUcke und die ilbrigen p { — ip t 
aus (16) in die Bewegungsgleichungen II, § 2, (62) ein, und betraohten 
etwa die ersten ft unter ibnen, so baben wir ft Differentialgleichungen 

erster Ordnung, aus denen wir q x ,q t .als Funktionen der Zeit t 

und von /t Tntegrationskonstanten berecbnen konnen. Da aber in E* 
selbst nocb die a, stecken, enth&lt unsere Losung 2 ft Konstanten. Die 
Aufsucbung der quasistatiscben Bewegungen erfordert also die Integration 
eines Systems von ft gewohnlioben Differentialgleichungen erster Ordnung. 
Die anderen Variablen ergeben siob dann durch Auflosung der Gl. (18) 
als Funktion der q x ,..., , daber auob von t und 2 ft Konstanten. Dal) 

diese auob den ursprlinglichen Gleicbungen gentigen, ergibt siob derails, 
dab die Beziehungen (18), wenn sie fiir einen Zeitpunkt gelten, vermoge 
der Bewegungsgleichungen identisch in t erftillt sind. Das aiehfc man am 
leicbtesten so ein: die Gl. (18) sind den Gl. (13) Equivalent. Diese aim) 
aber gegeniiber den Bewegungsgleichungen (10) „invariante Relationen", 
d. h. aus (13) und (10) folgt auch 


d_djl _ d^dH 
dt dQ,~ ’ dtdP t 


0 (i = 1, 2, ..., n — (t). 


Bs ist nflmlich 


±dH d*E dQ k d'H dP k 

dt dQ t k dQ t dQ k dt + dQidP k dt 


Daraus folgt aber nach Gl. (10) und (18) das Verachwinden der linken 
Seite und damit das Bcstchcnblciben der Beziehungen (13) fiir alle Zeiten. 

In melir symmetrischer Weise kann man die Beziehungen, die aus 
dU = 0 unter don Ncbcnbedingungen /, — a, flieflen, aufstellen, wenn 
man ft unbestiiumte Multiplikatoron A, einfuhrt. Dann lauten die ge- 
suchten Beziehungen hekanntlieb 


dq< & J dq< 


w. + k x ‘ a ^r° ■■■•»>• 


Wenn die mit Hilfe der 01. (7) eliminiort werden, bleiben aus denselben 
Griinden wie oben unter den 2 n Glcichungen zwischen den 2 n GioBen 
2i» • • •» 7ti» Pi» • ■ t pit nur 2n-2/i nnabhangige Beziehungen iibrig. 

Um die Anwendung dor Mothodo an cincm ganz durchsichtigen 
Beispiel zu zeigen, betracht.cn wir die Zentralbewegung in roohtwinkligen 
Koordinatcn. Wenn wir die Komponcntcn der BowogiingsgrSBe mit 
Pe — mx, j) v --- m y bczeichnen, lautet die Hamiltonsche Funktion 

H = (pJ "I pi)— MmF(r ), wobei r — ]/x % -f */. Wir suchen die 

quasistatischen Bewegungen in bezug aul das Fliiohonintcgral: yp g — 

= a. In unserem Fulle ist also n -- 2, ft ==- 1; cs mtissen also 2 n — p = 3 
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unabhangLge Besdehungen zwisohen x, y, p a , sioh fiir die quasistatisohen 
Bewegungen ergeben. Man erh&lt nach GL (19), wenn wir/ x = yp e - x<p, 
setzen, zun&chst 2 n + p = 6 Beziehungen, n&mlioh: 


( 20 ) 


Mm/(r)l —Ap, = 0, ^ y — 0, 

^nf(r)^ + Xp a = 0, ^ — Xx = 0, 

T Wl 


ypc — xp* = a. 


( 21 ) 


Mit Hilfe der letzten Gleichnng laBt sioh X eJiminieren; indem t dati namlich 
im zweiten, Gleinhungseystera die erste mit y 3 die zweite mit x multipliziert 

und die Resultate subtrahiert, erhalt man X --* Setzt man diesen 

Wert ein, bo bleiben 2 n — 4 Gleiohungen zwischen x, y, p a , p v : 
lf«i a f/(r)* + p, = 0, Mm*rf(r)y-p a = 0, 

P.~^ = 0, p, + ^ = 0. 

Die vierte von ihnan folgt aber achon aus den 2 » — ^ = 3 ersten. Aus (21) 
,, . 81C d*® folgenden drei unabhangigen symmetrischen Beziehungen 
abkiten: Aus den ersten beiden duioh Multiplication mit * bzw. y, nnd 
Addition miter Verwendung dea FlachenintegraU Mm s r*f(r) = a, aus 
em ewe i ^Paar duroh Mnltiplikation mit p a bzw. p y und Addition: 

Tz + Ty = sohlieBlich aus demselben Paar diu»h Multiplication mit x 
bzw. y r und Addition: xp a + yp v = 0 . Nach dec ersten Gleichung muB r 

to a ^ a ^ en ' d*r nur vott * abhangt; naoh der zweiten 

g^dasselbeftir denabaolntenBetragder Geschwindigkeit. Nach der dritten 

JS*1, immer auf dem Radiusvektor senkrecht. Die 

dereu p j* en w^ungen sind also gleichformige Kreisbewegungen, 
u f ^hwin<hgkeit bestimmte FuSctionen von 7^! 
Man erhalt a, jr als Funktionen der Zeit, indem man aus den drei Relationen 
y ^ von a ansrechnet und in die kanonisohen Be- 

StS ™ 8611 emSetet ' Durch Aufl6smi « der Beziehungen 


y = 


P. 


if 1 


r 1 ’ 


„ <xx 

V y~~. 


Setzen wir dieae Ausdriicke in di e erste Bewegungsgleichung m — = Va 
ein, ao ergibt aich = — j/l —also eine Differentialgleichung 
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fiir x allein. Durch Integration erhalt man x als Fnnktion von t, a und einer 
Integrationakonatanten /?, namlich x = r cos t + Da y, p f 

durcli x auagedriickt sind, erhalt man daraus y = r sin f 4 - ^ ilsw. 

Weitere Beispielo s. IV, § 2, 3 und VI, § 3, 3. 

§ 2. Stability und Energio 

1. Begriff der Stabilltat. Wir botraohten eine bestimmte Grund- 
bewegung, d. h. eine bestimmlc Loaung q t = q t (t), p t p t (i) dear Be- 
wegungHgleiehungen. Es aei ierner q t -= q t (t) + Aq t , p t =-- p i (i t ) 4- Ap i 
eine zweite Lowing der BewcguugHgleichungen; sic atellt, wio man sagt, 
eine „gcstbrte Bewegung“ dar. Die Zcitfunktionen Aq ti Ap { heiBen die 
„Stdrung‘ der Urundbcwegung. Weun nuu Aq u Ap % fiir allc Zeiten 
dadurch ihrem abnoluten Betrag naclt beliebig klein gemacht werden 
konnen, duli mail die. Storung m einem emzelnen Zeitpunkt goniigend 
klein wiihlt, heilit die (Irundbewegung atabil gogoniiber beliebigon Storungen 
in dieaein Zeitpunkt, und wenn dieaer Zeitpunkt auoh beliebig gcw&hlt 
warden kann, Hchleehthin atabil. Wenn ca nur mbglicli ist, fiir Storungen 
Aq*, .Ipn die gewisaen Bedinguugen geniigen, durch Wahl gentigend 
kleiner Werte in einem Zeitpunkt aie fiir innner beliebig hcruntcrzudriicken, 
heilit die (Irundbewegung „partiell atabil" odcr atabil gegeniiber der 
apeziellen Klaaae von Storungen. 

Kin Sj>ezialtall ist die Stubilitat dea (JleichgewiohLa, wo an Htelle der 
Grimdbewegung eine (Heiohgewichtalage dca Syateins tritt, alao q t (t) — q u 
wo die q t Konalanton aiiul und p t (i) — 0. Die iiaheliogendato Verall- 
gemeinerung der Gleichgowiehtslage iat die quasiatatiache Bowegung eines 
Systems nut verborgenen Koonliiiaten, wo nur die wahrnohnibaren Ko- 
ordinaten konatant bleiben, q t (£) — q t (i - 1, 2,.. n — /e). Will man 
im engaten Anaenlub an die Storungen einer (lleiohgewichtslage bleiben, 
so botrauhtet man aolehe Storungen der quaaiatatiachen Bcwegung, bei 
denen nur die wahrnehmlmren Koordirmten und dio entaprochenden 
Impulskomponenten uin Aq t , Ap t (i * 1, 2,..n - /*) aich andem, 
wahrend die den verborgenen Koonlinaten entapreclionden Impols- 
komponenten u 3 koustant bleiben, ho dali (lie Anderung der Hamilton- 
achen Funktion II (r/ M .. ., q n , t , p u ..p w _ /4 , u u . u u ) nur von 
der Storung in den wahrnehmlmren Koordinutert und lmpulaen abhangt. 

Unter Stabilltat einer quusiatatisehen Bew(‘gung veratehen wir dem- 
gemall immer die partielle Stabilltat gegeniiber Storungen der wahr- 
nehmbaren Koordinaten und Impulse, bei denen alao die u i uugeatort 
bleiben, d. h. die Werte der (Irundbewegung u J -- a ; beibehalten. Wonn 
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•yrii flarm zu quasistatiBcbeii Bewegungen nach Levi-CivitA im Hinne 
von8 tibergehen, Bobetr&chtenwii nnr Storungen Aq t , Ap t (t = 1,2,.. u), 
die an den Werten der Integrationakonstanten in den Integralen 61. (7) 
des § 1 nicbts Andem, die also den Beziehungen 

(11 + + 4 P») =/>(?'’ ■■■>?■) “ *i 

I (i = 1,2,..., A*) 

gentigen, wo wieder q 1 = q x (i),... die Qleichungen der Grundbewegung 
Bind. Unter Stabilit&t dieser Qnmdbewegung verstehen wir wieder 
partdeUe Stability gegenliber Storungen, die den p Bedingxmgen (1) 
unterworfen aind. 

2. Das Routhsche Energiekrtterlum der StabiUtfit Wir denkenunskano- 
nische Koordinaten nach § 1, 3 eingefiihrt, in denen sich die gegenliber 
den p Integralen § 1, (7) quasistatische Bewegung durch die den Qleichungen 
§ 1, (13) genilgenden konstanten Werte Q t — Q i9 P t = P { (i =1,2,..., 
n — p) aufldxiickt. Die Hamiltonsche Funktdon oder Gcsamtenergie 
des Systems ist dann eine Funktdon von Q l9 ..., P l9 .. P n -^> 

U l9 ..., Wir betrachten ihre Wertanderung von der quasistatisclien 
Bewjgung ala Grundbewegung ana, wobei die Storungen den Bedingungen 

(1) gentigen aollen. Durch wilMrliche Zuw&chse AQ i9 ... 9 AQ n -p> 
AP l9 ..., AP n ^ ist kroner eine solohe Storung gegeben, und der ent- 
sprechende Zuwachs AH von H ist naoh § 1, (12): 

(2) I ^ ^ = ^ ^1 ^ ^ ft* ‘ *4“ A Pn—fif Oi> fltjj • • •» 

l B&, —fit 0t^, 0C|, ■ • ., 0t^|). 

Wir nehmen nun an, d&3 H fiir das Wertesystem Q t = Q l9 Pi — P t 
(* = 1» 2, ..., n — p) ein wirklichea Minimum gegenliber alien Ande- 
rungen der Q i9 P t iat, wenn nur die a, konstant bleiben, d. h. daB die 
Gcsamtenergie fiir die quasistatische Bewegung ein Minimum ist, gegen- 
fiber alien Storungen der genannten Art. Unter dieser Voraussetzung 
zeigt South, daB die quasistatische Grundbewegung stabil gegenliber 
alien Storungen der genannten Art iat. Der Beweis von Bouth ist einfach 
der folgende: Wenn eine Funktdon von mehreren Yer&nderlichen fiir ein 
bestimmtes Wertesystem derselben ein eigentliches Minimum besitzt, 
z. B. / ( x 9 y) fiir x = x, y -= y den Minimalwert / (z, y) = / 03 so liiBt 
sich durch Wahl eines genligend zu / 0 benachbarten Funktionswertes 
von / {x 9 y) auch lmmer erreichen, daB y und x beliebig nahe an x und y 
heranrficken. D. h., wenn ich erreichen will, daB \ x-x\< e und 
I y V I ^ e verden, so kann das bei beliebig kleinem e dadurch erreicht 
werden, daB in der Ungleichung | f(x 9 y) - / 0 | < n nur rj genligend klein 
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gewahlt wird. Daraus folgt: Wenn E 0 der Energiewert flir die quasi- 
statiflche Grundbewegung ist, so kann ich dadurch, daB ich den Wert 
von H geniigcnd nahe an E 0 wahle, erreichen, dafl die Q ty P, beliebig 
nahe an Q ti P t bleiben, d. li. daB die Koordinaten der gestorten Bewegung 
fiir alle Zeiten beliebig nahe an denen der Grundbewegung bleiben. Durch 
geeignete Wahl der Storungswcrtc AQ it AP % in einem bestimmton Zeit- 
punkt kann ich abcr immer erreichen, daB die Energie E 0 + AH der ge¬ 
storten Bewegung beliebig nahe an E 0 liogt, was dann wegen der Konstanz 
der Energie auch wiihrend der ganzen gestorten Bewegung der Fall ist, 
Daraus folgt aber nach der Definition von 1 did Stabilitat der Grund¬ 
bewegung. Genau ebenso lafit sich beweisen, daB di* Grundbewegung 
stabil ist, wenn H flir sie ein eigentlichos Maximum ist. 

Wir wollen nun dieso Bedingung, etwa fiir ein Minimum, auch in 
Formcln fassen. Es muB das A H der Gl. (2) fiir beliebige Werto der 
AQ t , AP % positiv scin und nur mit ihnen verschwinden. Wir entwickeln 
AH nach dem Taylorschen >Satz nach Poteuzen der AQ t > AP t bis ein- 
schlieBlich der Glieder zweiter Ordnung. Wenn wir durch ttberstreiohen 
einer Funktion der Q t , P f andeuten, daB in ihr Q t -=. Q { , P % — P { zu setzen 
ist, so erhalten wir boi Beachtung von §1,(13): 


(») 


AH ^ 


2 ^ dQ,dP k AQtA Pk 


\dQ t dQ k 
d a H 
dl\dP k 


A P, A P*) + 


Auf der rechten Seite stcht nine quadratische Form der AQ t , AP t mit 
konstanten Kooffizienten. Soil //fiir die Grundbewegung (AQ t = /iP, = 0) 
ein Minimum sein, ho muB dicae quadratisehc Form positiv definit sein 
(bzw. wenn E 0 ein Maximum von II sein soil, negativ definit). 

Wenn also die quudratiHchc Form in Gl. (3) positiv oder negativ 
definit ist, ho ist die quaHiHtatisohe Grundbewegung stabil. Die Anwendung 
dieses Kritcriums ist aber meist, nicht unmittelbar moglich, weil die Ein- 
fiihrung der kanonim'.hen Koordinaten Q ti P t praktisch undurchfiihrbar 
ist. Nun kann aber eine quadratmche Form ihren positiv definiten 
Charakter nicht verlieren, wenn man durch eine linear homogene Trans¬ 
formation voneinander unabhangige none Veriindcrliche einfiihrt. Nun 
sind vermoge der BeruhrungHtraiiHformation die 2 n — 2/« GroBen Q it P t 
Funktionen der 2 n urspriinglichen ZustandsgroBcn q l9 q %9 ., q %9 
Pn Pa 1 -. pn‘ Daber sind die AQ„ AP it wenn man nur GroBen erster 
Ordnung beriickHichtigt, lineare Funktionen der Aq iy Af ti z. B. 


AQ t 



4 qie 


<>Q, d 

d-H 



9* 
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wobei Agjt, A p* wieder die Abweichungen der Koordinaten der geatorten 
Bewegong von donen der Grnndbewegung bedeuten. Die 2 n GroBen 
Aq t , A ^ sind aber nicht voneinander unabbangig; es bestebon zwischen 
ihnen wegen der Gl. (1), wenn man nur die Glieder erster Ordnung bei- 
behalt, die p linear homogenen Relationen 

!£$***•*%.**)“* . * 

Vennoge dieser Beziehungen lassen sioh p unter den A q ,, A p t elimi- 
nieren," nnd das AE dor Gl. (3) geht in aine quadratischo Form von 
2 n — p Variablen, z. B. Aq ti ..., Aq n , Ap L , .. Ap n -^ bbor, dcreu 
Koeffizienten aHerdings nicht mehr Konstante sind, Bondem ini all- 
gemeinen von der Zeit abhangen, weil in den Koeffizienten der A q ,, A p, 
flir die q t , p, ihre Werte bei der quasistatischen Qrundbewegung einzuaeteen 
sind, q { = q, (t), p 4 = p 4 (t), die im allgemeinen von der Zeit abhungon. 
Wenn diese Form positiv oder negativ deficit ist, so ist die Gruudbewegnng 
stabil gegenliber den Stomngen, die den Gl. (1) geniigen. 

Wenn wir als Grnndbewegung insbesondere eine Gleichgewichtslnge 
wahlen, die durch die Werte 

?- = 0 ' ll -«- 1 ' 3 .*> 

gegeben ist, und wir die Stabiiitat gegenliber beliebigen Storungen unter- 
suchen, so miissen wir beachten, dafl E nach I, § 2, (53) flir dies© Werte 
niftTnals ein Maximum sein kann, da der era be Teil, die kinetische Energie, 
flir p t 0 jedenfalls ein Minimum besitzt. Wenn E also im gunzen ein 
Minfmn m besitzen soil, bo mufl V fiix die Gleiohgewiohtslage ein Minimum 
sein, Wir erhalten so das bekannte klassisehe Dirichletsche Kriberium 
fiir die Stabiiitat einer Gleiohgewiohtslage: die potentielle 
Energie mufl dort einen wirklichen Minimalwert haben. 


3. Beisplele. Wir betrachten wieder die Zentralbewegung in Polar- 
koordinaten r, tp und den entsprechenden Impulskomponenten p, u. Die 
Hamiltonsohe Funktion ist nach § 1, 1 

(*) H = ^(pM 


wo — MmF(r) die potentielle Energie, also MmF' (r) — Mmf(r) die 
anziehende Kraft ist. Da nur r wahmehmbare Koordinate ist, ergibt 

d E d E 

sioh die quasistatische Bewegung aus -- 0, = 0 bei festgehaltenem 

ti = a als: p = 0, r = f, wo r sich aus der Beziehung Mm 2 r s f(r) = — a a 
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ergibt. Wenn wir nun H um die Stelle p —- p --- Q } r — r nach den Zu- 
wachsen Ap, A r entwickoln und dabci n = a festhalten, ergibt Rich: 


AH = 



d*H 3 a a 

Nun ist -Q-ji ^ -- -Mmf'(r). Wenn wir hierin r = r satzen und 
auch a 2 dureli r aasdriicken, erhnlten wir achlieJJIioh 


< B) AH ^ ‘L {A 7>)i - M ? [ 3 f (? ) rf <*>i r ) 8 - 

Das ist eine quadrat lflehe Form in J/i, A /\ die niemala negatiy definit 
sein kann, und nur positiv definit ist, wenn 

(6) 8/W-l 0. 

Wenn das Kraftgesetz so heschaffen ist,, dali die 01. (6) identified in r 
erfiillt ist, so ist jede glewhfbnnige Kreisbnwogimg stabil gegeniiber 
Storungen, die u unvenindert. lussen. Ist insbesondcre f(r) — r n , bo 
folgt aus ((>) 

(7) m I 3 0, 

d. h. die Kremindegung ist stabil fiir « -- 3, z. B. fur daa Newton- 

sehe Gesetz n i2. 

Welt ere Beispiele s. IV, § 3 und VI, §3, 3. 


$ 3„ Kleine Keliwingiingen eines Systems uni nine Glaichgawiehtslage 
eder bestiindige Bewegung 

1. Herleifung und Gestalt der Differentlalgleichungen. Wir het.rachten 
ein Kjstein von n Freiheitsgrnden, tlessen La gen dumb n Koordinatcn 
x x , x 2 i . . ti„ relaliv v\\ emem Inert in (system festgelegt «ei. Ks sei ferncr 

•f’, 7/(0 (' 1,2,-w) 

eine spezielle Losung der Bewegungsgleieliunuen. dim* Hotzen wir als 
„Grundbe\\ egung" an. Wir fiilnen dann v neue Koordinaten oin, 
?i, 7a» .. 7„. <lie wir als ,,relative Konrduuiten in buzug auf die genannte 

Grundbewegung" be/eielinen, sie seien flurch 

(1) .r, </, (0 -|- '/, (» 1,2, . 

mit den .r, verLnupft und Mellon die Abweieliung einer beliebigen i^age 
von einer hag(» der Grundhewegung zu irgeudemer Zeit l dar. Da die 
Transformationsgleielmiigen (1) die Zeit / exphzit.e enthalten, sind die 
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Bewegungsgleichungen in den reJatdven Koordinaten q % von der Gestalt II, 
§2, (11). Sie sind noch dadurch spezialisiert, daB nach (1) die Grund- 
bewegung q t = 0 (i s 1,2,..n) eine Losung sein muB. Wenn wir durch 
tTberstreichen einer Punktion der und t immer ibren Wert flix die Grund- 
bewegung q t = 0 andeuten, ist dazu notwendig und hinreichcnd, daB 

Qt = — • Wenn wir Bewegungen in der Nahe der Grundbewegung 

o q$ 

untersuchen, so konnen wir sie annahernd durch Differentialgleiohungen 
darstellen, die wir aus den genannten erhalten, indom wir alle Glieder 
nach Potenzen der q x und q { entwickeln und nur die Glieder erster Ordnung 
beibehalten. Wenn wir 




Qj — 5 , + 2 




?*) + • • • 


setzen, lauten die Gleichungen II, § 2, (11) mit den genannten Vernach- 


(2) _ _ o* = 1, 2, 

- 2 #.* + 2 #fc 

k oq k k oq k 


Die uberatrichenen GroBen sind dabei im allgemeinen Funktionen der Zeit. 
Setzen wir 


(3) 




= a. 


'3 fc) 


fju — Wjt - 


dq k ’ 


d*a _ dQj_ 

dqdq k dq k ’ 


so lauten die Differentialgleichungen (2) einer zur Grundbewegung q t = 0 
benachbarten Bewegung: 


(*) + + = 0 U = 2 , w). 

*=i 

Es sind n homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir 
die n relatdven Koordinaten q l9 q ti .. q ny deren Koeffizienten im all¬ 
gemeinen Funktionen der Zeit sind. Wenn die Zeit t aus ihnen herausfallt, 
sie also Konstanten werden, nennt man die Gl. (4) die „Differential- 
gleichung der kleinen Schwingungen". So werden die Koeffizienten 
in Gl. (4) sicher kdistant, wenn die Grundbewegung eine quasistatischc 
ist und. die q t solche Koordinaten, daB ein Teil „verborgene“ Koordinaten 
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aind, wahrond die iibrigen bei der Grundbewegung konatant sind 1 ). Wenn 
die Krafte Q t keine Hoibungskrafte enthalten, so sind sie von den q t 
ft Q 

unabhangig; es ist ^. ’ — 0, und os iat wegen II, § 2, (12) r, k = — r ki ; 

femer ist jedenfalls /.* = l k) , und wenn die Krafte von einem Potential F 
d V 

abhangen, also Q, =■ - ist, auch p jk = p t} . Wenn die Grundbewegung 

eixie Gleicbgewicbtslage ist, so sind die q, auch Koordinaten im Inertial- 
system, und es ist auch w kj — 0, a = 0, also r,* = 0. 

In jedem konkreton Fallc wird man die Gleichungon (4) am einfachsten 
folgendermaflen herloiten: entwoder geht man von den Bewegungs- 
gleichungen in den Koordinaten x lt . .., aus, also 


= 0 


(i — 1, 2, ..w), 


d dL dL 

dt d x, dx, 

fiihrt in llmen nacli 01.(1) die q t ein, ontwiokclt nach Potenzen der q, 
und q, und bchiilt nur die Glieder crater Ordnung bei. Odor man kann 
auch die Substitution (1) in L selbst vornehmcn, nach Potenzen der q t 
und if, entwiekrln und nur die* Glieder zwoiter Ordnimg boibehalten. Mit 
diesor quadratiHchen Form uln Lagrangesclier Funktion sind dann die 
BeweguiigHgleielumgen zu hilden. Dio Glieder nulltcr und erster Ordnung 
in den q t , <), fallen ja bei der Bildung der in den Bcwogungsgleichungen 
auftretenden Ahleitungen von L toils fort, toils mlissen sio verschwinden, 
wenn (/, - 0 cine 1/isung sein soil. 

AIk Beispiel bctrachten wir wieder die Zentralbewegung in Polar- 

in 

koordinaten. Nar-h § I, I ist liier L „ (r 8 [ r 3 ^ 8 ) - MmF (r). 

a 

Gelien wir von der quiwistatiHehen Grundbewegung r - r, q> — m - a t p 


aus (§ 1,2). setzen r r | (t, </> f |- nr. entwiekeln L nach Potenzen 
von j>, o und hehalt en nur die Glieder zweiter Ordnung bei, so winl wegen 


(5) L 


-■ M t» l r 3 I (r) 
m 


m I 

2 I* 


\ )'rM I (r) L ,(r 


(Hr) _ 


l'(r))M e i ]. 


') Wenn «lie Differeiitinlgleirhiingnii der einor Bowogung „bonoclibarten“ Be- 
wegung die (Imtnlt (-1) nut konstanten Kwffizienten habon, nonnt man die Grund- 
bewegung eine ..jM-rnianeiilo" nder „beHtandigo Bowegung in bozug auf die 
verwendeten Koonlumten. In finer auf Anregung von It. v. Mines 1013 vorMlent- 
liobten Ktralibnrger Iluwertatiun fuhrt (i. Dorner den nooh allgoinoinoron Bogriff 
oiner ..quaHi-boHlIuidigeii" Hewegung ein. Von ilir Bprioht or dann, wonn die 
Koeffizienlen vim (I) periodiHehe Kiinktioneu der Zeil Hind. Nach dom Obigon ist 
klar, daB die quawHlatiNehen Ilewegungen unler die lieHthndigon gohOren. Dor lotztoro 
Begriff ini Holion deHlinlb allgenieiner, well er aueh auf Bcwegungen untor dem Kin- 
fluO von Roibun^HkmftiMi anwoiulbar wt>. 



136 


Integration der Differentialgleiohnngen 


III. 8 3 


Bilden wir die q und a entsprechenden Bowegungsgleiohungen, so lauten sie 

r*o , + 2 Vrlf/(r)g =-0, 

sind also von der Gestalt (4). 

2. Integration der Differentialglelchungen der frelen Sdiwingungen. Man 
nennt die den Gl. (4) genhgenden Bewegnngen „freie“ Sohwingungen um 
die Grundbewegung, weil keine anderen Krafte als bei der Grundbewegung 
wirksam sind. Ihro Integration erfolgt naoh der 1. Bd., VI, § B. insbesondere 
4 auseinandergesetzten Theorie der Systems von » linearen Differential- 
gleicknngen zweiter Ordnnng mit konstanten Koeffizienten. Wir maoben 
wie dort den Ansatz: 



(7) q k = A t — n). 

Dann ergibt sich durch Einsetzen in (4), daB die Konstanten A k Loeungen 
der a linear homogenen Gleichungen 

(8) = 0 (k = 1, 2.n) 

*=i 

eein mtissen, die nur dann nicht verschwindende Ldsnngen baben, wenn A 
eine Losnng der algebraischen Gleichung 2 n-ter Ordnnng D(X) = 0 
ist, wo 

l u**+ r u*+Pii> hi^+ r it^+Pn> .... li«A*+r 1B A-t-pi„ 

(9) D(A)=. 

^ni^*+ r mA+P»i. insA*+r«»A-|-p # »,Inn^M r Bn A+p Bn 

Wenn A = A„ eine einfaobe Wurzel von D (A) = 0 ist, so gibt es 
bis auf einen gemeinsamen Paktor C a nur ein einziges Losungssystem 
A^, ..., A^ der Gl. (8) mit A = A„. Hat also D (A) = 0 lauter einfache 
Wurzeln, also im ganzen 2 a, so gibt es nacb (7) anch 2 n verschiedene 
unabh&ngige Losungssysteme der Gl. (4), namlich 


( 10 ) 


Sr = GaM 


L“V“‘ 


(k = 1. 2, 

(a = 1. 2, 


a) 

2 a). 


Dabei sind die C„ willktirliche Konstanten. Durch Summation der 2 n 
Loeungen (10) nach a ergibt sioh daher die allgemeinste Losung. 

Wenn hingegen A = A„ eine mehxfache Wurzel, etwa eine «i a -fache 
ist, so kommt es daraul an, wie sioh die Unterdeterminanten von D (A) fiir 
A = A„ verhalten. Wenn namlich auhh die Unterdeterminanten von 
n — 1, a — 2,... Zeilen verachwinden und erst von denen mit a — m a 
Zeilen eine von Null verschiedene ist, also die Determinants D (A„) vom 
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Range » — m a ist, so haben naoh 1. Bd., II, § 1, 6 die linearen Gl. (8) 
flir X = X a nicht nur ein, sondern m a unabhftngige Losungssysteme der 
Gestalt (10), die also dasselbe X a , aber verschiedene Koeffi 7.ientensysteme 
Alx besitzen. Wenn hingegen nicht alle Unterdeterminanten mit mohr 
als n — m a Zeilen verschwinden, also D (A 0 ) einen hoheren Bang als 
n — m u hat, so treten aufier den Losungen der Gestalt (10) noch andere 
der Gestalt 


(11) qf - ( B kl + B k% t • • • B kma t m “~ 1 )e l «‘ (k = 1, 2, .... n) 

auf, wo die B kma wieder bestimmte Koeffizienten sind (b. 1. Bd., 

VI, §5,2). 

Die il* o) und X a in den 61. (10), die B n .... in den Gl. (11) werden 
im allgemeinen nicht reell sein. Man kann aber auw den Gl. (10) (a. 1. Bd., 
VI, § 5, 3) 2 n reelle Losungssysteme berleiten. Wir zerlegcn die X u und 
in reellen und imaginfiren Teil, d. h. setzen 

(12) A« = A[ a) 

Da I) (A) — 0 eine Gleichung mit reellen Koeffizienten ist, so lessen sich 
die Wurzeln X a in Paare von konjugiert komplexen zusammonfassen, 
und zur konjugierten Wurzel von X a gehdrt auch ein zu konjugiert 
komplexes Losungssystem der Gl. (8;. 

Die 2 n Losungssysteme (10) ordnen sich also in Paare, und aus jedom 
Paare lafit sich durch Addition bzw. Subtraktion ein Paar reeller Losungs- 
systeme herleiten, namlich 

(13) f = c “ L " a> cos 1 + ^ ( fc ~ 1. 2, • •n), 

I </l '' ^ c„ H a «i“’ e?"' sin ( a u I | t> a ) (a — 1, 2, ..., n). 


1 label sind die . ..,c 2w willkurliche reelle Konstanten. Durch Sum- 
inierung uber a ergibt sicli daraus die allgemeine Losung der Difforential- 
gleiehungen (8). Dieselbe liiBt sich aber offenbar aus den folgendcn 2 a 
partikularen Losungon aufbauen: 


(14) 


r 


D u a[ a) e Qttt cos o a t , q { k h tt) E a a?° * sin a u t 


(*= 1 , 2 , 
(a-1,2, 


n) 

n) 


Man brauelit dabei nur statt der r lf . . ., c an die 2 n ncuen Konstanten 
I) l9 . . I),,, E lt .. .. E n folgendcrmaBen oinzuftthren: 

(15) J) u = c u cos <5 U c n f « sin <5 a , E a = — c a sin d a + c n f « cos <3 a . 


Der allgemeine Verlauf dor durch die Gl. (13) und (14) dargestellten Be- 
wegungen ergibt sich aus der im 1. Bd., YI, §5, 8 durchgefiihrton Dis- 
kussion: fiir rcclles X u (also o a = 0) ergibt sich eine unperiodische Be- 
wegung, die sich fiir positives q a init der Zcit immer mehr von der Grund- 
bowegung entfernt, fiir negatives q u sich asymptotisch der Grundbewcgung 
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qi = 0,..g* = 0 nahert. Ftir rein imagm&res X a (also p a = 0) gibt 
GL (14) ffir jedes oc eine periodisohe Schwingung mit der Frequenz o a 
(in 2 n Zeiteinheiten) tun die Grundbewegung, Ftir allgemeines komploxes X a 
mit negativem Realteil Q a = — d a haben wir eine Schwingung mit ab- 
nehmender Amplitude vor uns, wobei d a das logarithmische Dekre- 
ment, e ~ d « der D&mpfungsfaktor heiflen. Bei positivem Realteil 
nahm en die Amplituden immer zu; wir haben also keine Bewegung vor 
uns, die in der Nachbarschaft der Grundbewegung bleibt. Da in diesem 
Falle aber die hfiheren Potenzen der und auoh nicht vernachl&ssigt 
werden dtirfen, wie es bei Herleitung der GL (4) vorausgesetzt wurde, 
stellen die Losungen der Gl. (4), bei denen g a > 0 ist, ilberhaupt keine 
a ngen Sh orten Losungen der nrsprilngliohen ‘RflWflgnn g flglftifibtmgft'n clar. 

Jede ftir einen speziellen Wert dea Index a in (14) enthaltene partikulare 
Losung stellt eine Schwingung dar, bei der die n Hoordinaten q i periodisohe 
Sohwankungon mit gleioher Frequenz a a und von gleioher Phase (z. B. vor- 
schwinden alle zu gleioher Zeit) durchmachen. Nur ihre Amplituden 
sind verschieden, stehen aber in bestimmten Ver h&ltniss en Bine solche 
Schwingung des Systems heifit eine freie ^auptschwingung* 1 oder 
j.Eigenschwingung** und die Frequenzen o u die „Eigenfrequenzen“. 
Wenn also D (A) = 0 lauter einfache, nicht roelle Wurzeln hat, also 2 n 
verschiedene, so hat das System « verschiedene Eigenfrequenzen (weil 
zu jedon X a und seinem konjugiert komplexen dasselbe c a gehort). Zu 
]eder Eigenfrequenz gehoren aber nach Gl. (13) oder (14) zwei Haupt- 
schwmgungen mit gleichem Amplitudenverh&ltnis, aber mit einer Phasen- 
verachiebung um n/2. Wenn unter den Wurzeln 2 v reelle sind, so gehoren 
zu den 2 n — 2 v komplexen oder rein imagin&ren wieder n - v Eigen- 
frequenzen und 2n-2v Hauptschwingungen, zu den 2 v reellen gehoren 
aber 2 v verschiedene unperiodische Bewegungen mit im allgemeinen auch 
2 v verscmedenen Amplitudenverhaltnissen. 

Wenn X a eine «i 0 -faohe komplexe Wurzel ist, und D (AJ vom Range 
bo gehoren zur Frequenz <r 0 nicht zwei, sondem 2m, Haupt- 
sdtwmgangen, ™n denen immer je zwei aich nur in der Phase unterach eidon. 

^ ^ J boher als n — m u , so gehoren zu A„ noch andore 

Lwungen als Hauptschwmgungen, nJLmlich roelle Losungen, die sich 
«ns II) dutch geeignete Kombination oder durch Zerlegung in roeUen 
und lmagmfiren Till ergeben, eie sind wegen (12) von der Gestalt 

(16) ft = (b tl + 6*,f + • • • + ~ l ) ^f cos (or. t+d a ) (k = 1,2,..«), 

wo die b tl , .. .reel! sind. Es sind dies auch Schwingungen der Frequenz a 

riTdTzT* ""I 61 abha W*i AmpUfeaSTdk ftir natives o ’ 

mit dsr Zeit asymptofasch gegen Noll geht, aber sobon ffir versohWendl 
fc (also rern unagutfres A e ) mit der Zeit ins Unendlicbe^T 
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3. Spezlelle schwingende System e. Schwingungen um Gldctagewlctatslagen. 
Wir nehmen nun insbesondere an, dafi die Q t von einem Potential V 

dV 

abh&ngen, das nur Funktdon det q x . in ist, dafi also Q t = — • 

Dann ist mit der in Gl. (8) beibehaltenen Ann&herung 

a?) y = is 

wo die j> jk = p kJ Konstanten aind. Werrn wir waiter annebmen, dafi die 
Grundbewegung eine Knhelage, also Gleiohgewiohtslage ist, so sind alle 
r jk = 0, und die Gl. (4) lautet einlaob: 

S (h* ft + Pit ft) 0 = 1, 2, ..n), 

k 

wobei wegen (3) 

(18) 2 = 

Ji ^ 

die kinetiflche Energio in der verwendeten Annaherung darstellt. Die 
kleinen Schwingungen um eine Gleichgewichtslage laasen sich also als 
Lagrangesche Gleicbungen auffassen, die zur Lagrangesohen Punktion 
£ = K — V gehoren, wo K und V duroh die quadxatischen Fonnen 
(17) und (18) gegeben sind. Die entsprechende charakteristische Gl. (9) 
ist dann eine Gleiohung n-ten Grades in A 2 , die sich. leicht auf die im 
l.Bd., II, §2, 3 behandelte SakulaTgleichung zuriickfUhren laGt. Man 
kann ja immer cine lineare homogene Transformation der g, mit kon- 
stantcn Koeffizienten angeben (auH dor dieselbc Transformation fur die q t 
folgt), vermoge deren K in eine Sunnnc von Quadraton iibergeht, da ja 
die kinetisehe Energie eine positiv definite quadratische Form ist. Mogen 
die neu cingefiihrten Koordinaten q* hciBen, bo lautet in ihnen 

t jk 

Die Bewogungsgleichungen (4) lautcn dann: 

?; + 2?>;*ft* = o o = i, 2 , 

k 

und dalier die Ql. (9) 

pit * ^*» P?a, ■ ■ ■» pin 

p?i» ° Paa + • ■ •» P*n = Q n 

P5l>.Pnn-W* 
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Daa ist aber wegen p* k = yj, eine Sakukrgleichimg fiir X 2 , Sie hat also 
nach 1- Bd., n, § 2, 8 lauter reelle Wurzeln. Daher sind die Wurzelwerte X a 
fiix aJIe A entweder reell (fiir X 2 > 0) oder rein imaginar (fiir X 2 < 0). Es 
entstehen also entweder nnperiodische Bewegungen odor tmgedSinpfte 
Schwingungen. Nach 1. Bd., II, § 2, B kann man, weil K positiv definit 
ist, anch eine solche lineare Transformation der ausfiihren, daB beide 
Fonnen (K nnd V) sich anf Summon von Quadraten reduzieren, wobei 
allerdings nur bei einer (etwa K) alle Koeffizienten zu 1 gcmacht werden 
konnen. Die so emgefiihrten Koordinaten mogen y l9 y 2 , . ■., heiBen. 
Es wird 

^ i 

wo die 1cj positive nnd negative Konatanten sind. Die Bewegungs- 
gieiehimgen lanten dann y } + lc,y , = 0 (; = 1, 2,..w). Die charak- 
teristisohe Gleichung wird: 

X 2 -j- ij, 0, ..., 0 

(2°) °. • **+*»» •••> 0 = (P + + jg... 4. jfej = 0. 

0, .... 0, .... A’ + A, 

Hier ist evident, dafl die Wuxzeln A a = + V-jfe a , A a+n = — V - k a 
lanten. und reell oder rein i maginar ausfalien, je nachdem die k a negativ 
oder positiy sind. Wenn msbesondere auch F positiv definit ist, so sind 
alle A, positiv nnd alle X a rein im a gi nar. Das ergibt wieder den Satz, 
dafi nm jede Oleichgewicbtalage, ftir die (veil ftir sie V = 0 ist) V ein 
Minimum ist, nur Heine penodische Schwingungen stattfinden konnon, 
sie also stabil ist. Setzen wir wieder X a = io a , so wird <t„ = Jfc a , also 
lauten die Losungen der Bewegungsgleiobungen in den Koordinaten y, 
fflnfaob: y f = 2), cos a,t + E t sin a,t, wo B }> E, willkurliche Konstantcn 
bedenten. ZuiFrequenz a ,gehorenalsodie beiden H a up ts c h w i n g u n g e n: 

(21) | V\ = •■*&-! = y, + i = ---y n = 0, 

I V> — °os o, t. (bzw. E j sin a, t). 

Eine Hauptschwingung ist also daduroh gekennzeichnet, dafl sich nur eine 
Koordin&te findert, die andem aber konstant bleiben. Solche Koordinaten 
Vi • ■ • Vn heiflen daher „Hauptkoordinaten“. 

Wenn mehrere i, zusammenfallen, so bat Gl. (20) mehrfache Wurzeln. 
Wenn z. B. = Jc t) bo entsteht eine Doppelwwzel; gleichzeitig abcr 
reduziert sicb der Rang der Detenninante (20) auf n — 2, weil alle n — 1- 
reibigen Unterdeterminanten dann ftir A* = — A* = — A, verscbwinden. 




Ill, §3 


System© von einem EVeiheitegrad 


141 


Zu den entsprechenden a x = a a = a gehoren dann Tier Hauptsohwia- 
gungen (anstatt zwei), namlich 

Vi = D x cob at, (bzw. y, = E x sin<rt), y» = y, = • • • = y„ = 0 

und 

Vi = 0, y 2 = D % cos at, (bzw. y % = E % sin at), y 3 = y 4 = ■•■ = y* = 0, 

wo JDi, E ly D 2> jB 2 wilUdirliohe Konstanten Bind. Dasselbe gilt bei mehr- 
fachen Wurzeln, die also beim Problem der Schwingungen um Gleich- 
gewiohtslagen beim Fehlen von Reibungskraften me Bewegnngen nach 
Gl. (16) zur Folge haben. 

Ala zweites Beispiel betrachten wir die Schwingungen eines Systems 
von einem Freiheitsgrad. Die Gl. (4) reduzieren sicb dann einfach auf 

(22) lq + rq + pq = 0. 

Die charakteristische Gleicbung ist dann ZA 2 + rA + p = 0; daher 
t \ lr* v 

ibre Wurzeln A = — ^ ± y jya — j ‘ Im Fallc starker Dampfung 

r 2 >4pZ sind beide Wurzeln reell. Wir betrachten ausfiihrlicher nur 
den Fall kleiner Dampfung, also r 2 < 4 p, wo die Bewegung oszillatorisch 
wird. Mit der Bezeichnung von Gl. (12) wird dann X x = g + i a, 
A 2 = g — ia 9 wobei 

(23) or =^V4pl-r». 


Die beiden Hauptschwingungcn lauten dann nach (14) 


(24) 


q = DeV 1 cob at, q = Eefi 1 sin erf. 


Bei positivem r und Z ist q < 0, also liegt cine gedampfte Schwingung 
vor. Fur r = 0 geht daraus die ungedampfte Schwingung hervor, ihre 

Frequenz ist a 0 = daher besteht zwischen a und a Q die Beziehung 
(25) 



Die Frequenz wird also durch die Dampfung nur um kleine GroBen zweiter 
Ordnung in der Konstanten r/Z verandert. Betrachten wir insbesondere 
die ungedampfte Schwingung (p = r = 0), so lautet die allgemeine 
Losung nach (24) 


( 26 ) 


q = D cos a 0 t + E Bin a Q t. 
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Die Konstanten D, E kann man z. B. bestimmen, wenn ffir i — 0 die 
Anfangala ge q = g* nnd A afangsg esohwindigkeit q = u* vorgesobneben 
ist. Man arhilt dann aus (26) 


(27) 


q = g*oos<r 0 t + —sino 0 


Ffibren wir an Stelle von D und E andere Konstanten A und d ein duroh 
D = A oos d, E = A sin 8, so lautet (26) auch 

(28) • q = A cos (o 0 i - d). Ip 

Die Gesamtenargie einer ungedampften Schwingung lautet: *¥+»*• 

Ffibren ■wir q und q ibran Wert aus (28) ein und bilden den zeitlicben 

2 at 

Mittelwert, indem wir naoh t -fiber eine voile Periode von t — 0 bis t = — 

2 ji ® 

integrieren n-nd duroh die Periode dividieren, so erhalten wir fttr die 

mittlere Sohwingungsenergie odar Scbwingungsintensitat J: 


(29) 


J= UalA\ 


§4. Erzwungene Sehwingungen 

1. Allgemeine Integration der Diflerentialgleichungen. Wahrend bei den 
in § 3 behandelten „freien“ Sehwingungen ein meohanisohes System duroh 
eine Stoning der Anfang Hba dingiingiffl aufl seiner Grundbewegung gebraoht 
nnd dann seinen innamn KrSften fiberlassen wurde, betraohten wir jetzt 
eine Storung der Grundbewegung, die durch HuBere Krafte hervorgebraoht 
wird, die als Funktionen der Zeit gegeben sind. Wenn wir uns wieder auf 
Maine Abweichungen von der Grundbewegung bescbranken, so treten an 
Stelle der Gleiohungen §3, (4) jetzt 

(!) S 2* + r i* 2* + 2*) = fi (0 U = 1, 2, ..., »), 

**=i 

wo die fj (t) gegebene Funktionen von t sind. Die Gl. (1) nennt man die 
Differentialgleiohungen der „erzwungenen Sehwingungen". Es sind 
inhomogene lineare Differentialgleichungen. Man erhalt die allgemeine 
Ldsung der GL (1), wenn man zu einer partikul&ren Losung die allgemeine 
Ldsung der homogenen Gleiohungen § 3, (4) addiert. Da diese in § 3 ge- 
funden warden, brauchen wir bier nur eine partikul&re Losung von (1) 
zu suohen. Wir wollen das all gemain ffii den Fall darchffibren, daB die 
Krhfte die reellen Teile von Exponentaalfunktionen der Zeit sind, von 
AusdrttOken der Gestalt 

E,* 1 (i = 1, 2, .... »), 
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wobei Ej und e komplex sein konnen. Darin Bind ftir rein imagin&rea e 
die trigonometrischen Funktionen enthalten. Wenn also die f t (t) be- 
liebige periodisohe Funktionen der Zeit waren, lieflen sie siob duroh die 
Fouriersche Reihenentwicklung als Summen von trigonometrischen 
Funktionen darstellen und dahei erne Losung der Gl. (1) als Summe 
der Ldsungen, die man erh&lt, wenn man fttr f t (t) ein einzelnes Glied 
der Entwicklung in erne trigonometrische Reihe setzt. 

Man kann offenbar die gewttnschte Losung von (1) erhalten, indem 
man die Gleichungen 

(2) t r + P/k?k) = Bj# 1 ( j = 1, 2, ..., n), 

i = l 

lost und das Resultat in reellen und imaginaren Bestandteil spaltet. Der 
eratere gibt dann die gesuchte^partikulare Losung der Gl. (1). Wir ver- 
suchen, den Gl. (2) durch den Ansatz 

(3) q k = A js 11 (ft = 1, 2, ..., n) 

zu geniigen; dann ergibt sich 

W "^,d jk {e)A h = E, (j = 1, 2, ..., »), d jk (s) = + r jk s-\-<p jk . 

Wir haben n lineare inhomogene Gleichungen fiir die n Unbekannten 
A k vor uns. Bezeichnen wir (s. 1. Bd., II, § 1, 2) mit D jk (e) die Unter- 
determinante von d jlc (e) mit dem entsprechenden Vorzeichen, mit D (s) 
die Determinants der d ik , so lautet die Ldanng: 

(5) A k = ±E, -gff- (ft = 1,2,..., »), 
also lflt nach (3) die gesuchte Losung von (2): 

(6) q k = 2 \Ej (ft = 1, 2.»). 

Dicse Losung existiert nur, wenn die GL (4) eine nicht verschwindende 
Determinante D (e) haben, d. h. wenn die oharakteristische Gleichung 
§ 3, (9) D (A) == 0 der Differentialgleichimgen der freien Schwingungen 
keine mit e zusammenfallende Wurzel hat. Wenn wir nun insbesondere 
voraussetzen, daJJ die E i reell sind und e = i v rein imaginar, so sind 
die reellon Teile der rechten Beite von Gl. (2) E, cos vt, und die reellen 
Teile der Ausdriicke (6) ergeben eine Losung der GL (1) fiir f i (J) = E, cos vt, 
Zerspalten wir in: 


(7) 


p itr - 


e = i Vy 
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eo erhalten wir ana (6) die reelle Losung: 

n 

(8) ?» = 2 a,*(v)E j coB(vt + d jk ) (* = 1, 2, .... n). 

i=i 

Dated sind a iJc und d }1c a us (7) berechenbare Funktionen von v. Man 
nennt E , die Amplituden, v die Frequenz der „erregenden“ Sehwingung. 
Aub (8) folgt, daB die „erzwungene" Sehwingung sich aua Schwingungen 
zusammenaetztj deren Frequenz mit der der erregenden Sehwingung 
tibereinstiirimt, die aber Phasenversohiebungen *0 und Amplitudenhnde- 
rungen a ih gegeniiber der erregenden Sehwingung aufweisen, die von v 
abhangen. Die LBsung (8) versagt im allgemeinen, wenn e — iv eine 
Wurzel X a = + io a von D (A) = 0 ist, d. h. wenn eine ungedampfte 

Eigenschwingung (g a = 0) von der Frequenz der erregenden Sehwingung, 
also mit c a = v existiert. Da aber zu jeder Losung von (1) noch eine 
beliebige Losung der homogenen Gleichungen §3, (4) addiert werden 
kann, so kann man die Konstanten in dieser so wahlen, daJJ die durch 
Sunmnerung, entstandene Losung auch ftir v — o a nooh endlich bleibt, 
AJle diese Satze sollen im Spezialfall eines Freiheitsgrades naher aus- 
geffihrt werden. 


2. Systeme von einem Freiheitsgrad. Wir betraehten den Spezialfall, 
in dem das System (1) mix aus einer Gleiohung besteht: 

(9) *? +'j + P? = /(«)• 

Wieder sei / ( t) der Realtoil von. Ee‘ l , und wir betraehten zunaohst 

(10) lq + r q + <pq = Ee'K 

Hier ist e i nfach 2) (e) = Is® re -\- p, 'und die Losung (6) lautet hier 


( 11 ) 


q = 


Is* + re-\-<p 


Nehmen wir wieder E reell und e = i v rein imnginS.T an, so ist die 
erregende Sehwingung durch E cob vt gegeben. Die erzwungene erhalten 
wir durch die GL (7) analoge Zerlegung 


( 12 ) 


1 

— I v* + irv-\- p 


= o(v)e I, M 


Duroih Multiplikation mit dem konjugiert komplezen Ausdruok auf 
beiden Seiten und Ziehen der Quadratwurzel wir 


(IS) a(v) = x 

V(p-i^)* + r*v* 
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Duich Multiplikation der lip ken Seite von (12) mit dem konjugiert 
komplexcn Ausdruck — Zv 2 — irv + p im Zahler und Nenner und Zer- 
legung beider Sciten in reellen und imaginaren Bestandteil sowie Division 
des imaginaren duroh den reellen erhalt man 


(14) tang b(v) = T ll--. 

Die reelle Losung von (9) mit f ($) = E cos vt lautet denn nach (11) und (12) 

(15) q = a (v) E cos (vt + <3), 

wo a (v) und <3 (v) die durch (13) und (14) gegebenen Funktionen von v 
sind. 

Die mittlere kinetische Energie der erzwungenen Schwingung be- 
rechnen wir ganz analog zu § 2, (29) als Zeitmittel von 1/2 mit dem q 
von Gl. (15). Wir erhalten so die „Intensitat des Mitschwingens" J (v): 

(Hi) J(v) = ja’W&v 1 . 


Aua Gl. (13) l&fit sich der Verlauf der Funktion J (v) berechnen. Ihre 
darstellende Kurve, die „Resonanzkurve“, hat ihr Maximum ftir v = a 0 , 
die *,Resonanzfrequenz“. Die entsprechende , ,Resonanzintensitat“ hat 
nach (13) und (16) unter Beachtung von p = l cr* den Wert 

IE* 

(17) J(cr 0 ) = 4 " • 


Aub (17) und (16) erhalten wir, wenn in (13) l = 


V 

oo 


gesetzt wird. 


(18) 


4^ V — = a*W v»r* 

J K) u 



Das Verhaltnis der Intensitat des Mitschwingens zur maximal er- 
reichtcn hangt also nur vom „akustischen Intervals v/a 0 zwischen Er- 
regungsfrequenz v und Eigenfrequenz or 0 des Systems ab. Der Abfall 
vom Maximalwert ist um so Bchroffer, die Rosonanz ist um so scharfer, 
jc groBer p 2 /** 2 , d. h. je kleiner die Dampfung des Systems ist. Flir ver- 
schwindendc D&mpfung (r = 0) ware der Bruch in (18) Null, d. h. die 
Resonanz ware vollkommcn scharf. Das kommt aber daher, dafl dann 
nach (17) die Rcsonanzintensitat unendlich wird und die Losung (15) 
ftir v = cr 0 und r = 0 nicht mehr cxisticrt. Doch laBt sich auch im Falle 
der Resonanz bei ungedampften Schwingungen eine Losung angeben, 
wenn man bedonkt, daB man von jeder Losung von (10) eine LoBung der 

MUeB-VrAnk, Different ItlglelcUungen. II IQ 
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entaprechenden homogenen Gleiohung abzi ehen kann und wieder eine 
Losnng von (10) erh&It. Wii aetzen also e = t<r 0 4- A, r — 0; dann 
lautet (11) 0 

/im + 

q ~Dj^+K)' 

Da a Q die Eigenfrequenz der freien Sctwingungen ist, haben wir D (tcr 0 ) = 0* 
Wir setzen es etwa als eine einfache Nullstelle voraus; dann ist D r (*o* Q ) ^ 0. 
Wenn wir ana (19) 

/gQ\ + __ + — JSf 

? D(ia 0 + h) 

bilden, so haben wir nur eine Losung der homogenen Gleiohung, der 
,,freien Schwingungen, subtrahieit. Entwickeln wir Z&hler und Nenner. 
in (20) nach Potenzen von h und lassen h gegen Null gehen, so erhalten wir 

( 21 ) a* = l tetaot , 

& (i<*o) 

Wir erhalten so eine Losung von (10) ftii e = ia Q , r = 0. Durch Abspaltung 
dea RealteUes erhalten wir wegen D' (ia 0 ) = 2 lia 0 die reelle Losung 

( a ^ q = 


Die Losung der Gl. (9) bei beliebigem / (t) wollen wir nur filr r = O 
angeben. Man kann sie aus der Losung der entspreohenden homogenen 
Gleiohung etwa in der Form § 3, (26) duroh die im 1. Bd., VI, § 2, 3 aus- 
einandergesetzte Method© deer Variation der Konstanten finden. Doch 
woflen wir einen mehr anschauliohen Weg (der von Thomson und Tait 
herriihrt) einsohlagen. Wir gehen von der Losung der homogenen Gleiohung 
in der Form § 3, (27) aus. Wenn wir in ihr jetzt unter j* u* die Werte 
von q und q zur Zeit r verstehen, so etellt sie den Wert von q zur Zeit t 
dar, wenn rechts tfberall anstatt t das Zeitintervall zwisohen r und t ge- 
setzt wird. Die „freie" Schwingung l&flt sich so durch die Gleiohung 

(23) S(0 = g(T)cos<T 0 («-T)+ ^sin<r 0 (t-x) 

(T 0 u 7 

darsfceUen. Wenn zur Zeit r eine plotzliche Geaoh vindigkeita&nden mg 
Au(t) ohne Lagenverandemng atattfbdet, so entsteht eine „freie“ 

Schwingung, deren Elongation sioh von der frliheren uni Aq(t) — 

™ T ) ^tersebeidet. Wenn wir uns diese Geschwindi^eita&nderunjj 
durch Emwokung der Krafte / (x) wahrend dea kurzen Zeitmtervalla A x 
hervorgerufen denken, ao folgt aus Gl. (9) bei r = 0, wenn die Einwirkung 
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so kurz ist, dafi die Lagefinderong w&krend derselben. vemachlSasigt 
warden kann nnd nur die Qesohwindigkeits&ndeniQg in Betxaoht kommt, 
dnroh Integration (wegen q — u) 

t + 4* 

(24) lAu=l[u(x + Ax) — m(t)] = )i(x)dx. 

T 

Man nennt das Integral xechts im Grenzfall, wo gar kerne Lage&odernng 
im Zeitintervall Ar vor sick geht, die „StoBkraft“ im Zeitelement Ar. 

Man kann nun die Wirksamkeit der erregenden Kraft so auffassen, 
dafl man die ganze Zeitstreoke von 0 bis t in Zeitintervalle Ar zerlegt 
nnd jedesmal eine StoBkraft, wie sie dnroh die rechte Seite von (24) ge- 
geben ist, wirken laBt nnd schliefllich zur Grenze fiir kleine Ar iiber- 
geht. Durch Einsetzen von Au aus Gl. (24) in Aq{t) und Summierung 
liber alle Teilintervalle Ar von 0 bis t erhalt man beim Grenziibergang 

t 

(26) q (t) = I- j f (t) sin <r 0 {t — x) d x. 

0 0 

Wenn auch die gegebene Ableitung nicht strong mathematisch, sondern “ 
mehr anschaulich war, sieht man durch Einsetzen von (26) sofort, daB 
es eine partikul&re L6sung von (9) (fiir r = 0) darstellt. 

Addieren wir zu (26) die Losung der homogenen Gleichung in § 3, (27), 
so erhalt man die allgemeine Losung der Gleichung der erzwungenen 
Sohwingungen, die fiir t = 0 in die Anfangswerte gr*, u* tibergeht. 

§6. Kleine Schwingungen nnd Stabilit&t 

1. Allgemeine Krlterlen. Wenn wir eine „bcatandige“ Bewegung be- 
trachten, deren benachbarte Bewcgungcn sich dahcr durch lineare Diffe- 
rentialgleichungen mit konstanten Koeffizienton § 3, (4) darstellen lassen, 
so laJBt sich die Stabilitat der Grundbewegung q t — 0 (i = 1 , 2, .. n) 
aus den Wurzeln X a der charakteristischen Gleichung D(X) =0, §3, (9) 
beurteilen. Der Charakter der gestorten Bewegung hangt von den Anfangs- 
bedingungen nur insofem ab, als von den Anfangswerten der Storung, 
d. h. den Wertcn der und zur Zeit t = 0 es abh&ngt, welche der Kon¬ 
stanten D a und E u in den Losungen § 3, (14) von Null verschieden sind, 
welche unter den Dampfungen q a und Frequenzen or a also in der Losung 
wirklich vorkommen. Wenn alle vorkommenden Q a negativ sind, so 
gehen nach §3, (14) alle q k mit wachsendom t gegen Null; dasselbe gilt 
sogar, wenn daa betreffende X a =■ Q a + io a eine mehrfache Wurzel ist 
und eine Losung der Gestalt § 3, (16) zur Folge hat. Die Grundbewegung 
ist also stabil gegeniiber alien Storungen, die in den Losungen Wurzeln 

10* 
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von D(A) = 0 mit negatdvem Realteil einfiihren. Sie ist allgemein stabil, 
wenn aUe Wurzeln X a negativen Realteil haben. Diese Bedingung iflt 
hinreichend, aber nicht notwendig, weil bei verachwindondem Realteil 
(g a ="0) die Losungen § 3, (14) rein trigonometrische Funktionon der Zeit 
werden, und durch VerHeinerang der Storungen die Koeffmonton D a , E a 
beliebig verkleinert werden konnen, wodurch auch die q k selbst fiir alle 
Zeiten unter jeden Betrag herabgedriickt werden konnon. Doch gilt daa 
nicht mehr, wenn die Losungen die Form § 3, (16) haben, da fiir === 0 
die Ausdriicke der Gestalt t cos (a a 1 + <5) usw. mit wachsendcm t inB 
Unendliche wachsen. 

Zus ammenfasaend lassen sich folgende notwendige und hinreichende 
Bedingungen fiir die Stabilit&t der Grundbewegung formulieron: 

Die Wurzeln von D (A) = 0 § 3, (9) dtirfen keinen positiven Realteil 
haben. Wenn der Realteil verschwindet, so miissen die bctrcffendcn 
Wurzeln X a = io a entweder einlache Wurzeln sein oder solche w 0 -fache, 
fiir welche die Determinante D (X a ) gerade den Rang n — m a hat. 

Partielle Stabilit&t fiir gewisse 8torungen tritt ein, wenn die X a , 
welche in den losungen vorkommen, die obigen Bedingungen erflillcn. 

Der wichtigste Fall der Stabilitat ist der, wo D (A) = 0 cine Hurwitz- 
sche Gleichung ist (s. 1. Bd., Ill, §4, 3). 


2. Krelsbahnen bei Zentralbewegung. Wir wollen zunachst die Stabilitat 
der gleichfonnigen Kreiflbewegung bei einer beliebigen Zentralbewegung 
untersuchen. Wirbetrachten dieGleichungenderbenachbartenBewegungen, 
die dirroh § 3, (6) gegeben sind. Die charakteristische Gleichung Iautet 
dann: 


(26) 


+ — 2A Vf Mf(f) 

2 r*A s 


oder ausgefiihrt: 

(27) A* r {A a ?= + il/ [r /' ff) -k 3 / (r)]} = 0. 

Die Gl. (27) hat jedenfalla die Doppelwurzel X = 0; da fiir X = 0 die 
Determinante D (A) nicht vom Range n — 2 = 2 — 2 = 0 wird, sondern 
vom Range 1 bleibt, so ist die Grundbewegung gegeniiber Storungen, 
welche die entsprechenden Glieder zur Folge haben, nicht stabil. Das 
zweite Wurzelpaar ist rein imagin&r oder reell, je nachdem 

rf'(r) + 3f(r) >0 

positiv oder negativ ist. Nur im ersten Fade ist die Grundbewegung stabil 
gegeniiber den entsprechenden Storungen. Die Bedingung stimmt mit 
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der in § 2, (6) aus dem Energiekriterium gefolgerten iiberein. Dort waxen 
durch die Bedingungen konstanten Drehimpulses u = a die Storungen 
ausgeschlossen, welohe die Glieder mit X = 0 in den Losungen zur Folge 
haben. Doch sind auch diese Storungen nur sehr einfacher Natur, die 
Losungen sind nach § 4, (16), (22) von der Gestalt t cos a Q 1 , woraus wegen 
X = a = 0 lineare Funktionen der Zeit werden. Man kann auch direkt 
einsehen, dafi die Gleiohungen § 3, (6) durch. den Ansatz q = konst, 
a = konst, also q = a = 0 sich losen lassen. 

3. Der Zentrifugalregulator 1 ) . Als ein weiteres Beispiel betrachten wir 
den Zentrifugalregulator. Es ist dies eine Vorrichtung, urn den gleioh- 
formigen Gang des rotierenden Schwungrades einer Maschine (z. B. einer 
Dampfmaschine) auch bei zufalligen Anderungen der Belastung zu erhalten. 
Wir wollen Schwungrad und Regulator zusammen als ein System von zwei 
Freiheitsgraden schematisieren. Die Koordinate <p gibt uns die Stellung 
deB Schwungrades, d. h. den 

Winkel, den eine bestimnxte ■ Fig ' 5 

Speiche desselben mit einer 
im Raume festen in der 
Ebene des Rades liegenden 
Geraden einschlieBt. Mit 
der Achse des Schwung- 
radcs ist zwangiaufig die 
Achse des Regulators ver- 
bunden; an dieser Achse, 
die wir uns etwa vertikal 
donken, hangen, mittels 
Gelenken verbunden, an 
utarren Htangon zwci 
Kugeln, die vermdge dieHer 
Gelenke in einer durch die 
Achse gehenden Ebene 
sehwingen kdnnen (Fig G). Wenn das Schwungrad in Drehung versetzt 
wird, drcht sich also auch die Achse des Regulators und die Kugeln heben 
sich infolge der Zentrifugalkraft. Als zweite Koordinate unseres Mechanic 
mus kann uns tier Abstand x der Kugeln, die wir uns symmetrisch ange- 
ordnet denken, von der Regulatorachse dienen. Die Wirkung der Vor¬ 
richtung boruht nun darauf, daB durch die Lage der Kugeln irgendwie 
ein FjinfluB anf die Umdrchungsgeschwindiekeit des Schwungrades aus- 

l ) Kiehe v. Mi hob, DynamiBche Problem? der MaBohinenlehre, Enzykl. d. 
math. WiHHoiiHeh. Bd. IV. 
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getibt wird, und zwar in dem Sinne, dafl durcb Hebung der Kugeln 
diese Gescbwindigkeit herabgesetzt wild. 

Wenn das Tragbeitean.oro.ent dea Sohwungrades T ist, bo setzt sioh die 
lebendige Kraft K des ganzen Systems aus drei Teilen ztisammen: 1. der 
lebendigen Kraft des Sobwnngrades iTp®, (IV, §1, 4); 2. der leben- 
digen Kraft bei der Drebong der Reguktorkugeln; diese befcr&gt, 
wenn wir mit m die Masse beider Kngeln und mit a das tTbersetzungs- 
verbaltnis der Drebung des Scbwungrades auf die des Regulators bezeiohnen, 
mxV 2 ip s \ 3. der lebendigen Kraft der Scbwingung dieser Kugeln in 
der Ebene der Achae; diese betragt ^ mx 2 . Im ganzen baben wir also 

( 28 ) E = i [(T + m x^a 2 ) q>* + m as']. 

Die generalisierten Krafte, die zu den Koordinaten <p und x gehoren, 
wollen wir 0 und X nennen. 0 ist das Drehmoment, das teilB von der 
„Belastung“ der Masobine berriihrt (z. B. von dem Widerstand, den eine 
von unserer Mascbine betriebene Dynamo infolge der induzierten elektn- 
schea Strome der Drebung entgegensetzt), tells von der Regulatorstcllung as, 
teils von den Reibungshindemissen, von denen wir axmehmen, daB sie 
Funktionen der Winkelgesobwindigkeit <p = a> sind; 0 ist also Funktion 
von as und <p. Wir setzen etwa 


0 = P (as, ip) - 0 O , 

wo 0 O das Drehmoment der Belastung ist. Die auf as wirkende Kraft X 
h&ngt teils von der Stellung des Regulators, teils von Reibungswiderst&nden 
ab, die wir wieder als Funktion von x annehmen. Wir kfinnen also X in 
der Form X (x, x) ansetzen. Die Bewegungsgleicbungen lauten dann naob 

II, §2, (9) 

^ it d<p d (p * it dx dx 

Bereohnen wir diese Ausdrticke mit Hilfe von (28) und vernachlassigen das 
Trdgheitsmoment der Reguktorkugeln gegen das des Sobwnngrades, also 
m a? gegen T, so erbalten wir 


(80) a a T<p = P (or, <p) — SP 0 , mx — mx a* g> 8 = X(x, i). 

Hier ist tp eine verborgene Koordinate im Sinne von § 1,1. Wir konnen aber 
von quasistatiscben Bewegungen nicht spreohen, weil die Kraft von keinem 
Potential abhSngt. Wenn wir eine Bewegung suoben, ftir die, wie bei der 
quasistaidschen, in § 1, 2 x = und ip = co 0 sind, konnen wir zeigen, 
daB derartige Bewegungen ezistieren und bestandige Bewegungen im 
Sinne von § 3, 1 sind. Setzen wir namlich in (30) x = x 0 und ip = co 0 , 
so wird daraus 


(31) P (a^, o>o) = <P 0 , — m Xq^co^ = X ( x 0> 0). 
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Bei gegebener Belastung <P 0 gibt es dalier im allgemeinen aur eme beetiminte 
ReOTlatoirtdlung z 0 und eine beetmunte Drehgeschwmdigeit o>o, ^ doe 
P«nnanente Bewegung naoglich ist. War amtersuobm 
^ obTleweguig * = f = »o Btabil ist mdem war eaned* 
benachbarte Bewegung bctraohten, bei a«r RegulatoisfceUTiiag aand Dre 
geschwindigkeit nicht mehr konstant sind. Wit setzen etwa 

(32) x = x 0 +£, 9> = "o* + <r’> ^ = «> - <“o + V, 

wo $ land tj so kleine Eunktionen der Zeit sind, dafl niir ihre ereten Potenzen 
beaohtet werden mtissen. ’ Setzen wir 


(33) 


P(x,Oi) = P{x, <p) = ■ p (*o» <a o) + (g ot ) () ^ + (a fi ,) 0 ?j 

X (as, &) = X (*o>°) + (iT®)* + (~dx)f 1 


(34) 


worin der Index 0 bedeutet, daB * = * 0 , o = o> 0 , i = 0 zu setzen sind. 
Wir Betzen nun (32) in (30) ein, beachten (33) und (3 1 ). aufl d 

zweiten Ql, (31) durch Differentiation hervorgehende Beziehung 

, da) 0 

(31a) —tna*©* - 2m* 0 a‘co 0 ^ = \^) q 

und behalten nur die ersten Potenzen f, rj, k bei. Dann erbalten war 

*> - dr (H).*' - ?r (' , " 0 

f - w (w),*-H + 1 -°- 

Wir Betzen nun zur Abkiirzung 

m -£(&),->. "ASSr* )-* 

ferner ist nach (31a) 

a* + 

Bezeichnen wir den „UngleiclimaBigkeitegrad“ des Regulators nut d 
den ( Re^atorbub‘‘, d. la die groB* im Betrieb vorkommende Anderung 
von x mit h, so ist <5 definiert durch 


1 /// /it 
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Darrn ist nach (36), (37) 

(38 > -(*•* = 

Wir setzen ferner 

(39) 2® 0 a*o)J /3-P\ _ 42! 

h ~ e ’ \dx) 0 ~ h * 


y ~<t t hT' 

wenn .dP den Unterschied der Werte von P bei den auBersten Regulator- 
etellungen bedeutet. Ferner setzen wir 

<«> r-Y- 

Man nennt /i die jjDampfung", die ,,ScMtipfung“, l/g die ,.Falkeit“ 
des Regulators. Diese ist namlich die Zeit, in der ein Korper bei der Fall- 
beschleuniguug a\>a 2 f/j“ die Strecke h durchlauft. 1** ist die „Anlaufzeit“ 
der Mascliine, d. h. die Zeit, in der die Drehgeschwindigkeit von 0 auf u> 0 
anwachst. Bonn lauten die Gl. (34) 

(42) i) -t- —®— f + f, n = 0, 14 pz J- Q i di~ gi - rj= 0. 

^0 

Da wir hier line&re Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizicnton 
vor uns haben, ist die Grundbewegung x = x 0 , q> = co 0 t in der Tat cine 
„bestandige“ Bewegung im Sinne von §3, 1. Wir konnten die charak- 
tenstische Gleichung D (A) = 0, die zu (42) gehort, nach dem im § 3 ent- 
wickelten Verfahren bilden. Es wird hier aber kiirzer sein, die zwei Gl. (42) 
auf eine Differentialgleichung dritter Ordnung zu reduzieren. Wir be- 
rcchnen dazu >/ ans der zweiten Gl. (42) und setzen in die erste ein; dann 
erhalten wir: 

( 4 ®) #0'"T Oj £ 4- u 2 f 4" flg£ sea 0, 

wobci 

(44) « 0 = 1- fl i = P + /', o, = fifi 4- Q*d, a a = g* (/t<5 4- *). 

Die chnrakteTixtiwhe Gleichung D (A) = 0 lautet dann 
( 4n ) M 3 4 ajA* 4- a s A 4 u s = 0, 

Y 0 o di ! aus < 44 ) 211 pntnehmen sind. Die Bedingungen dafUr, 

daB (45) eme Hurwitzsche Gleichung ist, sind nach I.Bd., Ill, §4, 3 
u \ ■> 0, «i«u — « u a 3 *> 0, also nach (44) 

(46) fl : j( (I. (/?-r //) {ft ft ■■ t/d) - Q S ((lf>- x) >(). 


also ist 
(40) 
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Man sieht sofort, daB ohne Dampfung und SohlfLpfung (fi — fi = 0) 
diese Be ding nn g en nicht erfiillt sind, da — q*x nicht positiv sein kann. 
Zur Stabilit&t der Begulatorbewegung ist also eine Dampfungerforderlioh. 
Sehen wir zun&ohst von der Anderung des Drehmomentea der Masohine 
mit der Umlaufazahl, der „Selbstreguliening“ ab, setzen also /i = 0, so 
folgt aus (46) 

(«) 0>O, d>j • 

Eb ist also ein , ,UngleicM5mnigkeitagrad < ‘ erforderlioh. Die D&mpfung 
mufi um so groBer sein, je kleiner die Ungleichformigkeit 6 ist. Wenn 
ft =f= 0 ist, braucht die Dampfung {} nicht so groB zu sein. Wir erhalten 
ja aus (46) 

(48) P6-K> - ( A±a) Ot. 

Dae kann bei noch so kleinem /? erreicht werden, wenn /j, groB genug ist. 
Ein weiterea Beispiel fiir die Anwendung der kleinen Schwingungen zur 
Untersuchung der Stabilitat best&ndiger Bewegungen, bei dem auch die 
Kriterien fiir eine Hurwitzsche Gleichung eine Rolle spielen, findet sich 
in IV, §4, 4. 


Viertes Kapitel 

Die Bewegungsgleichungen starrer Korper 

§ 1. Aufstellung dor Bewegungsgleichungon 

1. Lagekoordlnaten. Die Lage eines starren Korpers im Raume kann 
man festlegcn, wenn man die Lage eines starr mit dem Korper verbundencn 
rechtwinkligcn KoordinAtensystems, des ,,korperfesten Systemsrelativ 
zu einem im Raume ruhenden „raumfestcn“ System festlegt. Das ge- 
scliieht am einfachsten durch Angabe des Ortsvektors 5 des Ursprungs 
des korperfesten Systems und der noun Richtungskosinusse der Achsen 
dor beidcn Systeme. Die neun Kosinussc kann man als die Komponenten 
der drei in den ruhenden Achsen liegenden Einheitsvektoren a, b, c in 
bozug auf die korperfesten Achsen auffassen. Bezeichnen wir die recht¬ 
winkligen Koordinaten eines Punktes im ruhenden System mit x, y, z, 
im korperfesten mit x lt x 2 , x B , so heifien folgerichtig die Komponenten 
von s in hezug auf das ruhende System: 8 X> 8 y , s M , von a in bezug auf 
daH korperfesto System: a l9 a 2 , a 3 , und analog von b: b l9 b 2 ,b z , von c: 

<‘\ 1 c 8' 
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Da zwischen den RiohtungskoainuBsen die seohs Beziehungen 

(1) (ao) = (bb) = (cc) = 1, (ob) = (a c) = (b c) = 0 

bestehen [s. die Definition des akalaren Produktes 1. Bd., II, § 3, (6)], 
and outer iimen nor drei unabh&ngige. Mit s„, 8„, a, zusammen h&ben 
wir also seohs L&gekoordinaten; der starre Korper ist ein System von 
seohs Exeiheitsgraden. Es ergibt sioh also die Aufgabe, die neon Qxfifien 
a i» a »>. •o 8 so dutch drei unabh&ngige GrSBen auszudrttoken, daB die 
seohs Beziehungen zwischen den Bichtungskosinussen identisoh erffillt 
bind. Das gesohieht dutch Einfflhxung der drei „Eolersohen Winkel*' 
#, ip, <p. Man setzt 


• ( 2 ) 


dj = cos ip oos <p — ooe 0 sin ip Bin <p, 
b 1 = an ip oos <p + ooa 0 oos y sin <p, 

Oj = sin # sin tp, 

a 2 = — oos y> sin p — oos # sin y> cos g?, 
b t = — sin ip sin q> + oos # oos ip cos q>, 
o s — sin ^ oos f), 

o 8 = sin # sin ip, 
b 8 = — sin # oos ip, 

Og — cos 0. 


Diese Ausdrtioke geniigen den Gl. (1). Die geometrische Bedeutung 
der &, ip, <p sieht man leicht ein, wenn man den UtSprong des raumfeaten 
Systems bo w&hlt, daB er mit dem des korperfesten zusammenf&llt. Die 
a, j/-Ebene und die x lt ® a -Ebene sohneiden einander dann in einer dutch 
den Unsprung gehenden Geraden, der ,,Knotenlinie*‘. & ist dann der 

Winkel, dutch 'welohen man Tim die Knotehlinie als Aohse daw raumfeste 
System drehen muB, um auf dem kttrzesten Wege die x, y-Ebene mit der 
x 1 , 2 a -Ebene zut Deokung zu bringen, so daB in der nun gemeinsamen 
Ebene die x- und y-Aehse im, aelben Sinne auf einander folgen, wie die 
Xi~ und Zg-Aohse. Dutch diese Deokung ist in der Knotehlinie ein Bichtungs- 
sinn festgelegt. Wir nennen die positive Seite die, von der aus gesehen die 
Drehung dutch # im Sinne des Uhrzeigers erfolgt ist. Eemer ist ip der 
Winkel, durch den man den Korper um die z-Achse drehen muB, damit die 
positive &Aohse mit der positiven Knotenlinie zut Deokung kommt, wobei 
die Drehung von der positiven z-Eiohtung gesehen im Sinne des Uhrzeigers 
erfolgt. Sohliefilich ist 99 der Winkel, dutch welohen man dann den Korper 
um die x 8 -Aohse drehen muB, damit die positive Halfte der Knotenlinie 
mit der positiven a^-Aohse zut Deokung kommt, wobei wieder die Drehung 
von der positiven ® 8 -Bichtung aus gesehen im Sinne des Uhrzeigers erfolgt. 
Durch diese drei Drehungen sind tate&chlich die x, y, z-Achsen in die 
x 1 , x t , ®j-Achsen unter Beibehaltung des Biehtungsainnes iibergeftihrt. 
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Dor Bawds ftir den ZuBammenhang dieeer drei Winkel mit den Richtungs- 
kosmussen naoh (2) wild duroh Betraohtung der sph&rischen Dreieoke 
gefiihrt, die sioli aus den Durchstoflpunlriien der Aehsen mit der an den 
TJrspnmg gelegten Binheitskugel bilden lessen. 

2. Geschwlndigkeitskoordinaten. Wenn wir eine Bewegung eines starren 
Korpeis befcraohten, bei der ein Punkt, etwa der Ursprung G des korper- 
featen Systems, im Ursprung des raumfesten festgebalten wixd und jedem 
Pnokte P des Korpers semen Qescbwindigkeitsvektor v in bezug auf das 
raumfeste System zuordnen, so legt im Zeitelement dt der Punkt des 
Korpers, der durcb den vom festgehaltenen Punkte aus gezogenen Orts- 
vektoi x festgelegt wixd, eine infinitesimale Streoke zurilck, die durob 
den Vektor vdt gegeben ist. Bezeiohnen wir den Abstand des Punktes P 
von der momentanen Drehungsaohse mit r, so hat vdt den absoluten 
Betrag rojdt, wenn co die momentane Winkelgeschwindigkeit ist. Das 
ist der Flacheninhalt des Parallelogramms, das durch die Vektoren t 
und wit bestimmt ist, wobei w den absoluten Betrag co und die Riohtung 
der Drehungsaohse hat. Da durch die Drehung eine Versohiebung von P 
senkrecht zur Ebene der beiden Vektoren x und co erfolgt, ist naoh der 
Definition des vektoriellen Produktes, 1. Bd., II, § 3, 1, die Geschwindig- 
keit eines Punktes mit dem Ortevektor x 

(3) n — co XX. 

Die geometrisohe Bedeutung von co ist die folgende: Die infinitesimale 
Bewegung ist eine Drehung urn eine Achse, deren Richtung durch die 
des Vektors co, deren Winkelgeschwindigkeit durch den Betrag von co 
bestimmt ist. Der Drehungssinn ist dabei im Sinne des Uhrzeigers vom 
Pfeil <o aus gesohen. Man nennt co den „Drehungsvoktor <(1 ). 

Man kann (3), wenn man t> durch die Ableitung von x nach t ersetzt, 
nocli folgendermaBen deuten: sie gibt uns die Anderung dx y die ein vom 
Ursprung aus gozogener Vektor x im Zeitelement dt orleidet, wenn x starr 
mit dem Korper verbunden bleibt, w&hrend dieser die durch co bestimmte 
Drehung macht. Wenn ein Vektor a im Zeitelement dt in bezug auf das 

1 ) Duroh (3) ist jedem Vektor x ein Vektor vdt durch eine lineare homogene 
Transformation zugeordnot. Wonn x oin Einheitsvoktor ist, so ist im Sinne von 
1. Bd. f II, § 4, 1 die Zuordnung duroh oinen Tensor bestimmt. Wegen der Starr- 
heit doa Kbrpers gohen bei dor Transformation alle Figuren in kongruonte fiber; der 
Tensor ist daher naoh 1. Bd., II, § 4, 4 (SohluB) oin antisymmotrisoher und die 
Transformation lABt flioh naoh I. Bd., 11, §4, (23) in der Gestalt odt = lddtxx 
sohreiben, wot odt oin die Transformation bestim mender infinitesimoler Vektor ist. 
Halten wir die Gleichung auoh nooh lost, wenn x kein Einheitsvoktor ist, so dofiniert 
sic uns dio VerBohiebung cim*s belie bigon Punktes, wobei die Kongruenz der Figuren 
erhalton bleibt. 
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korperfeste System die Anderung da/dt erleidet, so ist seine i n 

das raumfeste System da/dt von dieser verschieden: es komrnt 
MCh (he Anderung dazu, die a auch erlitte, wenn er in bezug auf das korper- 

System konstant, also start mit ihm verbunden ware. Es ist daher 
naob (3) 

W 


d« d o . 

Tt Ji + x “)■ 


Nattixlioh sind. nur die Richtungs&nderungen in bez ug auf beide Systems 
vereohieden, nicht die Anderungen des Betrages, da sicb die beiden in- 
teeimalen Anderungen von a nur inn. einen auf a senkrecht stehenden 
Vektor unteracheiden. 

Wenn wir insbesondere die Einheitsvektoren a, b, c betrachten, die 
“ den dxei raumfesten Admen festliegen, so sind ihxe Anderungen in 
bezug auf die raumfesten AchBen Null und es gilt 

^ + (“> X a) = 0, ~ 4- (5 x b) = 0, + ( s X c) = 0. 

, . Be ^bnen wir die Komponenten von 5 in bezug auf die korper- 
festen Aehsen nut a> 1} <o a , cu s , so folgt aus (3) nacb 1. Bd., II, § 3, (10) 


( 6 ) 


d a. a ^ 

+ n>jO, — a» 3 a a = 0, —- 8 4- w, a x —w l a i = 0, 


dt 


dt 

da. , 

+ a>,«i = 0, 


und die anslogen Gleicbungen fttr b und c. Der Geschwindigkeitszustand 
des starren Korpers lafit sicb durcb die Ableitungen der Lagekoordinaten 
nach der Zeit darstellen, also durch k s i h h a A • 

^ Trtt! V! V s i bleitun ’«“ £ ■ 4' a™ den drei <&£ 

dfc £ri lST* + La ? ek °° r ^ naten 81011 bereohnen lassen, konnen auch 
dtntwh a “P«? enten des Drehungsvektors m mit denen von s zusammen 
den Geschwindigkeitszustand darstellen, wobei immer zu beacbten ist, 

Jfi v- l£ ° i,e0 u niCht zeitliche Ableitungen von Lagekoordinaten 

2d dt 0°W ft T <”» 818 Eunktionen deceit gegebon 

^ d \. dje . GL (6) als Ddferentxalgleichungen zur Bestimmung defw- 

Diffe^Vl‘ , C il betrachtet werden ' Wi ^ baben ein System 
die er8ter 0rdni ing vor uns, dem sowohl 

AiST^ V ° n * aUCh ' ^ Von 6 1111(1 ‘ miissen. Es 

amd also drei Losungssysteme dieser Gleichungen zu suchen zwiscben 

enen dre Beziehungen (1) und die durch Differentiation daraus hervor- 
gehenden bestehen miiseen. Die Integration des Systems“ttftSL 
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auf die einer Riccatischen Gleichung [s. 1. Bd., VI, § 2 , (35)] zurtick- 
fiihren 1 ). 

Man kann mngekehrt aus drei von den neun Gleichungen (6) (wobei 
von den drei hoohstens zwei die' Komponenten von a enthalten dlirfen), 
0) a , g) 3 ale Funktionen der Richtungskosinnsse und ihrer Ableitnngen 
ausrechnen, dann fttr a l9 ..., c 8 ikre Ausdrticke ana (2) und fiir a l9 ..., c 8 
die durch Differentiation von (2) erhaltenen emsetzen, dann wird 

(i) x = ip sin <p + &coa <p, = y sin #cos cp — 0 sin 93, 

o) 0 = xp cos 0 + ip. 

Die aus drei von den Gleichungen (6) erhaltenen Werte konnen den iibrigen 
wcgen (1) und den durch Differentiation aus ihnen erhaltenen a 1 a 1 + a 8 d 2 
I = 0 usw. nicht widersprechen. Durch Auflosung von ( 7 ) erhalt 
man: 

ip = co 3 — ctg # (o^ sin <p + o) a cos 93), 

(8) ip coscc 0 (coj sin 93 + o> 9 cos 93), 

0 = m l cos cp — sin 93. 

Wenn also die a) x ,co 2i <u 3 als Funktionen der Zeit gegeben sind, haben 
wir in (8) drei Differentialgleichungen erster Ordnung zur Bestimmung 
der Eulerschen Winkel 93, xp , 0 vor uns. 

3. Bewegungsgesetze des stflrren Kdrpers. Jede infinitesimale Bewegung 
eines starren Korpers kann man aus einer alien Punkten gemeinsamen, 
durch den Vektor 8 s gegebcncn Translation und einer infinitesimalen 
Drohung um cine durch den Ursprung C des korperfeston Systems gehende 
AcIiho zuHammeiwetzen. I )er letztcren entspricht fiir den Punkt des Korpers 
mil dem von C huh gezogentMi Ortsvektor 3 £ (a) nach ( 3 ) die Verschiebung 
doxx <ft) , wo do die Kichtung von «i, aber zur Lange den infinitesimalen 
Drehungswinkel hat. Eh ist dann jede Verschiebung dq a des Punktes 
moglich, bci der 

(9) 8 q a = d$ + (80 x 

bei beliebigem ds und do. Nun lautet das d*Alombertsche Prinzip 
fiir die Bewegung eines bclicbigen mechanischen Systems, wenn wir die 
Gleichung II, § 1, (35) vektoricll achreiben und mit m a die Masse, m a den 
BesohleunigungHvcktor, mit f“ die Kraft fiir den materiellen Punkt x“ 
bczcic linen 

(10) 2 (w« to“ — !«) 8 q fl = 0. 

« 

i) Naliero AuHfuhrungon daruber findet man boi Q. Darboux, Le9ons Bur la 
thoorio generate dca surfaces, 1. 1 , livro 1 , ch. II, III. 
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Setzen wir aus (9) ein, so muB (10) fiir beliebiges ds und do erflillt sein. 
Da nach 1. Bd., II, §8, (11) ro“ (dox*®) = do (s“xm°), folgt daraus, 
wenn wir den starren Korper als ein System stair verbnndener Massen- 
punkte auffassen, 

(11) 2«* a ro° = 2*°, 2™<.(*° X ro«) = 2 (*“ X1"). 

a a a a 

Wir bezeichnen wie in II, § 1, (18), (25) mit g den gesamten tranfllatorischen 
Impulfl, mit i den Drehimpnls des Koipers in bezug auf 0, aUo 

(12) 9 = i=2w« (*“ X o fl ), 

a a 

wo o“ der Gesohwindigkeitsvektor des Pnnktes 3 f in bezug auf das ruhende 
System ist, mit I die Besultierende der eingeprilgten Kr&fte, mit b deren 
Drehmoment in bezug auf C, den Bezugspunkt, also 

(12a) 1 = 2**, b = 2(*“X*“). 

a a 

Da s der Ortsvektor von 0 im ruheuden System ist, gilt o° = s + i°» 
w e = 6°, also ergibt sick durch Differentiation von (12) nacb t und Ein- 
setzen von i“ = n* — s: 


(12b) if “ J7 = S»,(3E“xto«)-(sx2m,D' t ). 

a ihv a 0 

Wenn wir den Ortsvektor des Korperschwerpunktes mit s, die gesamto 
Masse mit m = 2 m, bezeichnen, so ist nach II, § 1, (21) mt = 23 m„x n , 

dso ms = 2 m - ms. Durch Einsetzen in (12b) ergibt sich dann in 
Verbindung mit (12a), (11): 6 

(13) 


do , di 

I7 = I) d 7 = b + m(ixs). 


Wenn der Bezugspunkt festgehalten wird (s = 0), reduziert sich die 
sweite Gleichung (13) auf £ = b, d. h. wenn ein Punkt des Korpers 
f^tgehalten TOd, ist die Zunahme des Drehimpulses in bezug auf diesen 

ein Punkt de fl tA,„ . ~ V’ 80 “P^t “bh, auch ohne dafi 

von (13) und wir eriXT * “ gehalten wird > d**® 0 * Vereinfachung 

(14) 


m 


«Ps 


di 


_f “l v 

dt* - Tt " b> 
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Die erste Gleiohung sagt aus, daB der Schwerpunkt sioh so bewegt, wie 
ein freier materieller Punkt, in dem die ganze Masse und aUe Krfifte kon- 
zentrierfc sind; die zweite Gleiohung, daB sioh der Korper tun den Schwer- 
pnnkt so bewegt, als w&re dieser in Bnhe (relatiy znm ranmfestan System). 

4. Die Eulerschen Bewegungsglddumgen. Wenn wir die Impulse g 
und i duxch Lage- nnd Geschwindigkeitakoordinaten ausdriicken, erhalten 
wir dutch Einsetzen in (13) die Diffeocentialgleiohnngen fhx die Bewegung 
eines starren Korpers. Wir mUssen also fttr das »“ in (12) den Ausdrnok 
setzen, der ans (9) entsteht, wenn wir tiherall an Stelle der Versohiebnngen 
die Gfesohwindigkeiten. setzen. Wir erhalten damn 

(15) n° = u -f (di x i°), 

wobei u = s die Geachwindigkeit dee Ursprungs des korperfesten Systems 
ist. Dann ist nach (12) nnd (15), wenn wir den Lagevektor x des Schwer- 
punktes dnrch mx = 2 emffihren, naoh 1. Bd., II, §3, (12) nnd 
§4, (5) 

g = m[u-f (5x *)], 

l = m(xxu) + 2[»»«(*“*“) S —m a (i°;x“)S]. 

a 

Wenn wir den Einhertstensor E [1. Bd., II, § 4, (20)] einfiikren nnd einen 
Tensor 6 dnrch 

(17) 6 = S [»»«(*“ *°) E — m a (x“; x»)] 

a 

definieren, schreibt sich einfaoh 

(18) t = m (x Xu) ■+- 

Wenn wir jetzt yon den einzelnen Massenpunkten m a zu einer sbetig den 
Raum erfldlenden Massenverteilung mit der Masse dm im Volumelement 
hbergehen, so verwandelt sich die Summe in (17) in ein Integral. Wenn 
wir auBerdem naoh 1. Bd., II, § 4, (17) die Jaumannsche Dyade emfflhren, 
geht (17) in die Eonnel 1. Bd., II, § 4, (18') liber. [In der doxt folgenden 
Gl. (18") sind die Komponenten der „Tr&gheitsdyade <r angegeben; nnr 
sind in nnserer jetzigen Bezeiohnnng an Stelle yon x,y,s die Komponenten 
nach den khrperf eaten Achsen, d. i. x lt x k , zu setzen.] 

Wenn wir nun im folgenden den Schwerpunkt selbst zum Ursprung 
des korperfesten Systems w&hlen, wird x = 0 nnd u die Sohwerpunkts- 
gesohwindigkeit. Wenn wir dann die Komponenten des Drehimpulses 
mit i k , die der Tragheitsdyade mit 6 ki bezeichnen, folgt aus (18) nach 
l.Bd., II, §4, (8) 

(19) 1 = 0 53, it = 6 t , a)! + 0*, to, + d ka o> a (k = 1, 2,3). 
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Wie 1. Bd., II, § 4, 3 bewiesen ist, karrn man das Aohsensystem x lt x a , x 3 
mindestens auf eine Weise so wahlen, dad die>0*, fttr k =f=j verschwmden. 
Bin solcbes SyBtem nennen wir, ,Haupttragheitsaohflen‘ ‘. Eb bleiben dann 
nur die Komponenten 6 k1t iibrig. Wir setzen dann 0 tJb = 0* und nennen 
es das „Haupttragheitsmoment“ in bezug auf die sc^-Achse. Es ist 

(20) — 0* Q)» (h = 1,2,3). 

Wollen wir die in (13) vorkommende zeitliche Anderung des Drehimpulsea 
in bezug auf raumfeste Aohsensystem bilden, so miissen wir beachten, 
dad co k (Is = 1,2,3) die Komponenten der zeitliohen Anderung von <o 
in bezug auf das korperfeste System sind, das von jetzt ab mit dem SyBtem 
der Haupttragbeitsaohsen zusammenfallen moge. Durch Anwendung 
von (4) auf (13) erhalten wir 

(21) + («5 X t) = b. 

Zerlegen wir in Komponenten, so wird daraus naoh (20) 


( 22 ) 


0 ,^ + ( 0 , - 0 a )«>,«> 8 = d v 0 a ^ + ( 0 t - 0 .) " i = d »> 


d a) a 


0>^T+W,-0J°>i<»> = d 3 . 


Die GL (22) heiflen die „Eulerschen Gleichungen“ fiir die Bewegung 
des starren Korpers. Zu ihnen treten die Gleichungen, die sioh aus der 
eraten Gl. (13) ergeben, wenn wir in sie nach (16) g = mu einfttfiren 
(wegen t = 0). Wenn wir die Komponenten u m , u v , u M der Sohwerpunkts- 
geschwindigkeit in bezug auf die raumfeaten Achaen einfuhren, erhalten wir 


(23) 


m 


du a 

dt 


= lo¬ 


rn 


d u v 


m 


= k s ^oder auoh m = k m uaw.^ 


dt 
<P 8. 


= k v 


Die Gl. (22), (23) bilden zusammen mit den, ,kinematiflohen Differential- 
gleichungen" (8) ein SyBtem von neun aimultanen Differentdalgleichungen 
erster Ordnung zur Bestmmmng der neun Grofien <p, ip, u K , u V9 u g , 
o) lJ a) 2i co Q ala Funktionen der Zeit. Dabei ist naturlieh angenommen, 
dafi die Kraftkomponenten k x , k a wie aucb d x ,d z ,d 3 ala Funktionen 
dieaer GroJJen und ihrer eraten Ableitungen gegeben sind. 

Der Unterschied in der Gestalt der Gl. (23) und (22) rtihrt nur daher, 
daB wir die Komponenten von u in bezug auf das raumfeste System ein- 
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gefllhrt haben. Wenn man die Komponenten « lf « 8 , u s langs der Haupt- 
tragheitBachsen einfuirte, bo m1ii3te man auoh die eiste Gl. (13) naoh (4) 

(24) |f + (SX 9) = l 

Bchieiben, woraus dann wegen g = mu durch Komponentenzerlegung 

(26) m + co, u, — to,«,] = k t usw. 

folgt. Dabei sind die Jc li Jc 2 , jfe 8 die Komponenten der resultierenden 
Kraft in bezug auf die Haupttragheitsaclisen. 

5. Formale Erweiterung des Ansatzes (Motorrechnung). Man kann den 
Bewegungsgleichungen des starren Korpers groBere Anscbaulichkeit nnd 
fiir manche Zwecke erhohte Verwendbarkcit geben, wenn man in der 
Richtung, die von der skalaren Betrachtungsweise zur Yektorrechnung 
fiihrt, noch um einen Schritt weitergeht. Wahrend man durch Anwendung 
des Vektorbegriffes die Ansatze nur von der Wahl bestimmter Koordinaten- 
richtungen unabhangig macht, werden pie durch Einfiihrung desanalogen 
Motorbegrilfes nach R. v. Mises auch von der Wahl des Anfangs- 
punktes der Koordinaten unabhangig 1 ). 

Pas Kraftesystem, das aul einen starren Korper wirkt, war oben 
(lurch den Resultantvektor I und den auf einen bestimmten Anfangs- 
punkt x bezogenen Momentvektor b gegeben. Gehen wir zu einem neuen 
Bezugspunkt x ' iiber, so ist das neue Moment 

(26) b' = b + Ix(x'-*). 

In dor gleichen Boziehung wie b, b' und t stehen zueinandcr die Geschwin- 
digkoiten u, o' der beiden Bezugspunktc und der Drehvektor a>: 

(27) o^D + Sxtl'-l). 

Wir fassen nun ! und b bzw. I und b' als erste und zweite Vektorkomponente 
eincs „Kraftmotors“ Si auf, ebenso ai und o bzw. und o' als die beiden 
Vcktorkomponentcn eines „Geschwindigkeitsmotors“ ffi. Der 
Motor ist cine sechswertige GroBe, deren skalare Komponenten K x bis K g 
bzw. G x bis G f fl von Koordinatenanfangspunkt und -richtungen, deren 
Vektorkomponenten nur vom Anfangspunkt abhangen. Die Bezeichnung 
wahlen wir bo, daB K lt K 2 , K z die Komponenten des Resultantvektors I 
Bind, K 4 , if 5 , K g die des Momentvektors b, analog G lt G Zi G s die Kom¬ 
ponenten von (o und fi 4 , (? 6 , G fl die von o. In der alteren, rein geometrischen 

l ) Dio „Motorreohnung tl , die auf den Alteren Begriff der „Dyname“ zurQok- 
geht, ist ausgeflihrt in zwei Arbeiten von R. v. Mises, Zeitschr. f. angew. Math, 
und Meoh. 4 (1924). 

Misei-Frank, DiflerentUlgleLohnngen. II 


11 
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Betraobtungeweise der Mechanik dee starren K&pers entspricht dem Begriff 
des Kraffcmotors der der Dyname oder Kraftechraube, dem Begriff des 
Gesohwindigkeitemotors der der Bewegungsscliraube. 

Wir defmieren ala die Summe zweier Motoren 8 und B einen 
Motor C, desaen skalare und vektorielle Komponenten die Summen der 
betreffenden Komponenten von 8 und B sind, also C< = A t + B,; 
ganz analog soil B = AW bedeuten, daB B t = XA t fiir i = 1, 2,..6. 

AuBer dem Kraft- und Geschwindigkeitsmotor eines Korpers spielt 
nooh. der Impulsmotor eine auBschlaggebende Rolle. Fiir einen ein- 
zelnen Punkt von der Masse m u , der Geschwindiglceit n° und dem Orts- 
vektor x* bat der Impuls die Yektorkomponenten m u v a und i* 

Ais Impulsmotor 3 des starren Korpers definieren wir die Summe der 
Einzelimpulse, also den Motor mit der ersten Komponente 2 m a u“ und 
der zweiten Sw tt r°xn a > die Summation liber aUe Teile des Korpers 
eratreckt. Das vollstftndige Bewegungsgesetz des starren Korpers lautet 

nft mi 

(28) H 

dt ~~ ’ 

^ die Ableitung des. Impulsmotors nach der Zeit iat 

gleich dem Kraftmotor, 

i Schreibt man (27) in der Form n a = n + (o> xx®) und setzt dies in 
die Ansdrftcke ffir die Vektorkomponenten von 3 ein, so erkennt man, 
daB der Impulsmotor eine lineare Funktion des Gesohwindigkeitsmotors 
ist, deren Ko e f fizien ten von folgenden 10 Summon (Integralen) abh&ngen: 
1. der yssamtmaase m = 2 **„; 2. den drei atatiachen Momenten 
tf i> a *> a » oder den Schwerpunktekoordinaten y*, ** n&mlich 

= 2 m a x„ = mi* <r, = 2 m a y« = my*, a% = 2 *»« = mz*; 

8. den drei Trfigheitemomenten = 2*My2 + *2) nef. und 4. den 
drei Devaationamomenten d 1 = 2 m a y a z a nef. Nennen wir t*., « 8J « s 
die Komponenten der Geschwiadigkeit » dee Beengspunktee, at,, at., at. 
die Komponenten von at, bo flTWl+.» n ^ 

(29) | J i = "»(« + «* a> t ~y*a ) s ).... 

\ - #,«>! —d 8 <D,— d t o> a + m(y*v t — 3 * tt| ) ... 

Da die nichts anderee B ind als die Kona- 

ponenten O x , Q t . . .Q t des OeBohwindigkeitemotorB ®, kann (29) 
in der Form ' ’ 

~ 2 T M , t+t Q l 


(SO) 
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schxeiben (wobei fiir die Indices 7, 8, 9 im Sinne zyklisober Reihenfolge 
1, 2, 3 zu setzon ist), wenn die Matrix T xl folgendennaBen ausaieht: 

m 0 0 0 ttz* — my* 

0 m 0 —mz * 0 mx* 

0 0 m my* — mx* 0 

0 — mz* my* — <5„ — 

mz* 0 —■ m z* — <3 8 —- d L 

— my* mx* 0 — <3 2 — <5 t # 8 

Analog dem im l.Bd., II, §4 definicrtcn Dyadenbegriff bezeiohnen wir (30') 
als das Schema einer motorise hen Dyade, die wir speziell die „Trag- 
heitsdyade* 1 nennen, und sprechen (29) oder (30) in der einfachen Form 
aus: Der Impulsmotor iHt das Produkt der ^motorischon) Trag- 
heitsdyade in den GesehwindigkcitHinotor 

(30") 3 =, T.©. 

Um die Beziehungcn (28) und (30") in ihrer Verbindung ausnutzen 
zu konnen, miissen wir noch zwei Produktdcfinitionen der Motorreohnung 
einfiihren. Wir nennen skalares Produkt der Motoron 81 und B den 
AuBdruck: 

(31) ® + -^2^5 “f" "1" ^4^1 

Das skalare Produkt des Kraft- und Goschwindigkeitsmotors ist die 
Leistung L , das skalare Produkt von Impuls- und Gosehwindigkeits- 
motor die doppelte lebendige Kraft 2 K : 

(32) Si.(& =- L, 3. © -- 2 K. 

Fiir 2 K erhalt man aus ( 29 ) und ( 31 ) den Ausdruck: 

2 A r -- m («f -| u\ | mJ) -j f> x a>\ |- ^cot -\-- #,oi} 

(33) - 2(<5,co a w 8 -| d % a) z u) l -] d 3 a> l o}^) 

+ 2m [x* (u a a> 3 • - w 8 <o a ) + y* (u^ — i^co,) -|- z* (u^-u^t i> 8 )]. 

Auh zwei beliebigen Motoren 81 und B, deron erste bzw. zweite Vektor- 
komponenten 9(, B, S H 0 , B 0 seicn, bilden wir femer oin motorisohes 
Produkt indem wir fiir die orsto bzw. zweite Vektor- 

komponente von V festaetzen: 

(34) V « 91x», Vo = 8loX» + WX93 0 . 

Die hauptsachlichstc Anwcndung des motorischen Produktes ist die der 
GL (4) analoge. Wenn ein Motor W in eincm mit der Qeschwindigkeit © 
bewegten System unvoriinderlich crscheint, so Bndert er sioh, vom ruhenden 

11 * 
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Ranine aua gesehen, pro Zeiteinheit urn © x&; also wird aus (4), wenn 
man allgemeine Bewegung und nicht blofie Drehung betraohtet: 


(36) 


dt 


AM 

V?-£+«•*«>■ 


Man kann sich leicbt, mit Hilfe vektoranalytdscher Formeln, da von iiber- 
zeugen, daB die Produktdefinitionen (31) und (34) gegen Veranderung des 
Bezugspunktes invariant sind und den gel&ufigen Gesetzen dcr Multi- 
plikaidon geniigen, z. B. der Yertauschungaregel !M • (9 X <£) = S 

.(ttxa) uBf. 

Multipliziert man die linke Seite von (28) Bkalar mit ©, bcnutzt 
die Different] ationsformel (36), dann die eben angeftihrte Yertauschungs¬ 
regel, beachtet, daB nach (34) © x© = 0, endlich, daB T vom bewcgton 
Korper aus gesehen unveranderlich 1st, so erhalt man: 

(S6) „.g =S .«3 + ®. (< » >< 3) = ®.(T.^)- 


Die Symmetrie von T hat zur Folge, HaB in dem letzten Ausdruck die 
Reihenfolge der Multiplikationen vertauscht werden kann, so daB dafiir 


(37) 


d© 

dt 


(T-®) 


5© _d® 

dt 3 “ dt' 


gesetzt werden darf. Der erste Ausdruck in (36) und der letzte in (37) 
sind aber die beiden Teile der Ableitung von 2 K nach der Zeit. Da sio 
in (36) und (37) alB gleich befunden wurden, haben wir somit aus (28) die 
Energiegleiohung dee starren Korpers 


(38) 


iK 
dl * 



abgeleitet. 

Wichtiger ist es, die allgemeine Form der BewegungBgleichung selbst 
etwas weiter zu verfolgen. Wenden wir die Differentiationsformcl (36) 
auf (28) an, so entsteht 


(39) 


T -- a ®+®x( T -®) 


R. 


Hiervon kann man die sechs skalaren Komponentengleichungen rein 
mechanise!) nach den in (30) und (34) enthaltenen Rechnungsregeln bilden. 
Wix geben nnr die erste und vierte an, da die librigen durch zyklische 
Vertauschung aller Veranderlichen ohne weiteres zu finden sind. Dabei 
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bezcichnen wir Ableitungen nach. der Zeit duxch. Tiber die Variablen gesetzte 
Punktc; die Komponenten von l seien wie in 4 k l9 k 2i A a , die von b 
wieder d l9 cZ a , d 3 . Dann wild: 


(40) 


m&i +z*<i) % — y* o> a ) + W0) a (t* 8 — y*0) x + x*C0t) 
— mco B \u 2 — z* co l + ri*a> z ) = h x 


(41) 


d x 6) x — d 9 w a — <5 a cb a +m {y* ti 8 — z* w s )+(0 8 — 0 # ) a> 8 co 3 + <5, (co ?— co 2 ) 
+ ^i(d a ^8 —<5»€*> 2 ) + WIG), (2J*M 8 W? u x (z* <O a 4 2/*0) a ) + <Z 9 


Man erkonnt, duB die Gl. (40) in die „Schwerpunktsgleichungen“ (25) 
uhergehon, wenn .r*, ?/*, 2 * glcich Null geaetzt werden, und daB aus (41) 
die ^IiulorHchen Gleichungen“ (22) hervorgehen, wenn man iiberdies 
^1 ( \ '- ^3 - 0 setzt, d. h. ala das im Korper feste Koordinaten- 

syHi(‘ni das Hauptachaenkreuz wahlt. In manchen Fallen, wenn man es 
z. B. mit mehrercn in cinzelnen Punkten zusammenhangenden Korpem 
xu tun hat, win! man von dem allgemeineren Ansatz (40), (41) Gebraucb 
niurhcn mlisson. 

6. Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen. Um die Bewegungs- 
glcichungon eines starren Korpers nach den allgemeinen Formeln II, 
§ 2, (0) aufzuHtellen, mufi man zunachst die lebendige Kraft K als Funktion 
der m'cIik Lngokoordmuten s x , s v , s ai €, y>, <p und ihrer Ableitungen be- 
rerlineii. Da 2 K ^ (t? tt p“), folgt aus (15) bei Anwendung der 

Vektorionneln 1 . Bd., II, § 3 , ( 13 ) und § 4 , ( 15 ) und Einfiihrung des Orta- 
vektors x des Kc hworpunktes 

E = — (u 11) + m x (u x co) 

(«> , 

+ 4-2 [»»«(*■ *°) CO —rn a (I“; 3£“) 55] co 

A a 

odcr, wenn wir wieder den Ursprung des korperfesten Systems in den 
Hchwerpunkt verlegen und die Tragheitsdyade 6 GL (17) einfiihren: 
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IUhren wir wieder als x 1} z a , x a Hanpttr&gheitaaohsen ein, so folgfc naoh 
(19). (20) 

(44) E = | (*■ + i* + s') + J (0, <ol 4 0, col + 0, a>!), 
und wenn wir nach (7) die Eulerschen Winkel emfUiuen, 

* =f(«I+H+«S) 4*^(0. cos’* p 4 0,8in *<p) 

4 $ ip* (8 1 sin* d sin* <p + 0, sin* 0 cos' <p + 0, cos* 0) 

+ i V* ^ V (®i — 0 S ) sin 0 sin q> cos <p + ip rp 0, cos 0. 

Die generalisierten Kraftfeomponenten Q m ,Q v ,Q, ) Q»,Q^,Q, r sind 
naoh. II, §2, (4), ■wenn wii die Vektorbezeiohnong einfiihren, durch 

(46) S(* o d9 # ) = Q.d». + <? > 0*, + g,d«, + Q 9 0# + g^d ¥ , + <? v <5 ? . 
defmiert. Entnehmen wir <5q* axis (9), so erhalten wir nach (12), (13) 

(47) | 2(*°d(r) = 2(l“ds)+2!«(doxs“) = (Ids) 4 -(b do) 

kg d (g -j- ky d 8y *1- jfcj d 8 9 -|- (3 0| d} d 0| -f" dj <5 Oj. 



Setzen wir do h = o) h dt 9 d&—&dt 9 dip = ipdt 9 d<p=ydt, so 
folgen aus (7) for die do h dieselben Ausdriicke in den d$ 9 dip, 6<p wie 
dort ffir die o) x in den #, y , y., Setzt man diese Formeln fiir do h in die 
rechte Seite von (47), so erhalt man durch Koeffizientonvergleic.hung 

(48) | = Q* = == Qd = d x cos tp — i 8 sin <p , 

1 Q*p ~ d, sin d sin y d % sin 0 cos <p -f- d 3 cos Q^ = d y 

^ aUfl sec k fl Lagrangeschen Glcichungon 

^ 2 “ HTat*” 1 *" *■ beSWi0ll “ m 


d dK dE 

(49) At dQ d& S> At d~y>~ dip ~ 

_d 9Z _ 5Z _ 

At dip ' !T<p 

rrrTrn:. 



IV, $ 2 


ELn Hester Punkt 


167 


8 2. Krftftefreie Bewegung des starren Kttrpere 

1. Mgemelne Integration der Eulerschen Gleichungen. Wenn wir an- 
nehmen, dafl keine Bufieren Kr&fte wirken, also l = 0, to — 0 ist, so wild 
ans § 1, (22) 


( 1 ) 


®1 -jy + (0» - ®») <U| fl)* = o, 0* + (fl 1 — ©a) co x ©, = 0, 

^ + (6| — 0,) to, 0), = 0, 


ans § 1, (23) einfach 5„ = s v = i, = 0. Das System von neon simultanen 
Differentialgleichungen § 1, (22), (23), (8) zerfiUlt also in das System (1) 
von drei simultanen Difierentialgleiohungen flir w 1> a> a , a> 3 , in drei 
Gleichungen flir a*, a t , aus denen sofort folgt, dafl dies© Schwerpunkts- 
koordinaten lineare Funktdonen der Zeit werden und in die drei simultanen 
Differentialgleichungen § 1, (8) ftir ip, <p, in die flir to x , oj t , to 3 die duroh 
Integration von (1) bekannten Zeitfunktionen einzusetzen Bind. Die 
Gl. (1) bestimmen die Bewegung ernes frei beweglichen starren Korpers 
umseinen Sohwerpunkt. Wirdaber einbeliebiger Punkt des Korpers 
festgehalten, so gelten die Gl. (1) auch fUr die krkftefreie Bewegung tun 
diesen Punkt, wobei abex das System von Haupttr&gheitsaohsen a^, x a , ® 8 
durch diesen featen Punkt als Ursprung gezogen werden mufl (s. § 1, 3). 

Wir leiten zunSchst zwei Integrate der Gl. (1) her, indem wir aie der 
Reihe nach mit d l co 1 , 6 t co t , 0 8 co s multiplizieren und addieren. Wir er- 
halten 0 1 , d) 1 d) ] + 0j<u 2 a> 8 + 0?cu 8 d> 8 = 0. Wenn wir dann die Gl. (1) 
mit o) 1 ,<o t , o) s multiplizieren und addieren, erhalten wir analog: 6 1 o> 1 u> 1 
-| 6 2 u) 2 a) t + OgCOgibj, = 0. Da die linken Seiten dieser beiden Beziehungen 
vollst&ndige Ableitungen nach t sind, folgt auB ihnen durch Integration 

(2) o>? 4* 6*o>l + 0?<n? = ®in>i -(- 0 a coj -|- 0 a to* = 0 O co*i 

wo 0 O , a> 0 zwoi passend eingeftthrte Integrationskonstante sind. Aus 
§ 1, (20) und (44) folgt, dafl die Gl. (2) die Konstanz des absoluten Betrages 
des Drehimpulses und der kinetischen Energie K aussagen; 0 O und <o 0 
Bind dann das ,,charakteristisehe“ Tragheitsmoment und die „charak- 
teristischc“ Winkelgeschwindigkeit, die der Korper haben miiflte, um 
bei Drehung um eine Haupttrfigheitsachse in kinetischer Energie und 
Drehimpuls mit der wirklichen Bewegung tibereinzustimmen. 

Wenn wir den absoluten Betrag a der momentanen Winkelgeschwindig¬ 
keit durch 

(3) 


w! + ®} + <»! = <n* 
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einffihxen, konnen wix aus (2) und (3) co t , co a , a> 8 als Funktionen von to 
berechnen, in (1) einsetzen und erhalten eine einzige Differentialgleichung 
ftir to, die duroh Quadratur loshax ist. 

Sehen wix (2) und (3) als drei lineare Gleichungen in mi, mi, to* an, 
so ist ihxe Deteiminante das bekannte Differenzenprodukt (0 l — 6 t ) 
(6 S — flj) (6 X — 0 8 ). Eb iat sicher von Null verschieden, wenn alle Haupt- 
tragheitamomente verschieden aind, wie wix von nun an annehmen wollen. 
Eb sei 


( 4 ) 0 ! > e t > 6 a . 

Dutch Aufloaung folgt dann 

M. 


( 5 ) 




wenn wir mit e l9 e 2 , die folgenden Ausdriicke in den 0 h bezeichncn: 


( 6 ) 


1 _ ®o (01 + 08 “ ®o) a i 00 (08 + 01 0o) a 

E i — q-q - - o>o, Ca =-0 0 " 0, °» 

a _ 0 q (0i + 0a “ 0o) a ‘ 

£ *- 6~6 % ~ ' <0 °- 

Aus (5) folgt durch Multiplikation und Wurzelziehen 


(7) »,».». = + je ^ gj ( fl* j'j (»,_»,) 1'K - •!) W - »’) 
Andererseits folgt aus den 61. (1), wenn man sie der Reihe nach mit 
0 ’ 0 * 0 m ™P™ er * i Un ^ i “diert, 

Wenn m a n die aus (3) durch Differentiation folgende Beziehung 
(®) (D 1 d } 1 + co 2 co E + co 3 cb 2 = coco 

verwendet, folgt aus (7) und (8) 

( 10 ) 


V(to* - e?) (el - w’) (to* — ej), 


also fiir to® eine Differentialgleichung der Gestalt von II, §3, (14). Der 
A nfftn gswert von qj muS so gew&hlt werden, daJ3 der Ausdruck untor 
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der Wurzel poedtdv ist. Die Wahl des Vorzeichens ergibt sich aus don 
Anfangswerten von <o l9 G) a , a> 8 , da nach (8) und (9) daraus das Vorzeichen 
von G)d), also der linken Seite von (10) folgt. Urn den Bewegungsverlauf 
auf Grund der Betrachtungen von II, § 3, 3 zu uutersuchen, mtissen die 
Grofien e*, a*, e* der Grofie nach geordnet werden. Der Anfangszustand 
ist durch die Anfangswerte von <o l9 eo a , co s oder, was nach (2) nnd (3) 
auf dasselbe hinauskommt, durch die drei Konstanten 0 O , co 0 , cu* ge- 
gebon, wobei co* der Anfangswert von co ist. Dabci kann co* willldirlich 
vorgeschrieben werden, wahrend 0 o und co 0 den Ungleich ungen 0 Q > d a , 

geniigen miissen, die aus (2), (1) (mit co =■ co*) und don zwischen 
den drei Haupttragheitsmomenten bestehenden Ungleichungcn 0 X ^ 0 2 
+ 03 1 ) usw. folgen. Durch Subtrahieren dor Gl. (6) voneinandcr orhalton 
wir: 


( 11 ) 



o t \o t ~ W°-°»)> 

O.lp' — ° 1) (°o --Oi), 
jfo^ (°« - °l) (°o — <?,). 


Aus don Ungloichungen zwischen den 0 A folgt dann a* a", r 2 ^ #> a \ 
Hingogon liiBt sich das Vorzeichen dor Differcnz r* — a* nicht angoben, 
da 0 O sowohl kleiner ala aucli groBor als das mittlere Haupttraghcits- 
moment 0 a soin kann. Wir wollcn, um einon bestimraten Fall vor uns 
zu habon, 0 O ^ 0 2 annehmon (im entgegengesotzten Falle verlaufen die 
Roelimmgon ganz analog); dann gelten nach (4) und (II) die Ungleiehungon 
( 12 ) 0, ^ 0 o ^ 0 B r* ^ rf ^ pI 

Damit in (10) die roohte vSeito reoll wird, musson die Anfangsbcdingungen 
dor Ungleiehung * * (co*) 2 ^ r* geniigen. Dann bleibt nach II, §3, 3 

wiihrond dor ganzon Bcwogung co 2 zwischen don Wertcn cf und s 2 . Die 
Funktion K in II, §3, (14) ist hicr 


1 K (to 2 ) = (w 2 - «?) (f| - ft) 2 ) (co 2 - *■). 

Wonn a 2 , a *, r 2 voneinandcr verschieden aind, habon wir es mit 
cinfachcn Nullstellen von K (ft) 2 ) zu tun und co 2 ist cine poriodische Funktion 
dor Zoit, die mit der Periode 
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zwischen den Grenzen e* und el hin und her pendelt. 1 st hingegen wolil 
cl > aber el = £*, so haben wir es mit einer doppelten Nullstello von 
F (co 2 ) zu tun; co 2 nahert sich mit wachsender Zcit asymptotisch dem Wert 
el = e*. Daraus folgt aber nach (5), daJB sich col und col dem Wert Null 
nahern, dafl also die Bewegung asymptotisch in eine gleichformige Rotation 
um die Achse x 2 des mittleren Haupttragheitsmomentes iibergeht. Die 
Gleiohformigkeit folgt daraus, dafi nach ( 11 ) 0 2 = 0 O wird, woraus wcgen 
a>i = a; s = 0 aus (2) col = sich ergibt. Die Bewegung ist also in 
diesem Falle eine unperiodische. Wenn hingegen e* = el cine Doppcl- 
wurzel von K (co 2 ) = 0 ist, so folgt aus Gl. ( 11 ) 0q = 0 3 . Da* kann aber, 
weil 0 3 das kleinste Haupttr&gheitamoment ist, nach den Gl. ( 2 ) nur der 
Pall sein, wenn die Bewegung schon von Anfang an eine gleichformige 
Rotation um die ® 8 -Achse war. 


2. Explizite Gestalt der Ltisungen Kir den perlodlschen Fall, Fur den 

periodischen Fall, wo in (12) nirgends das Gleichheitszeichen gilt, wollen 
wir Formeln fiir die Losungen aufsuchen. Da co 2 fiir alle Zeiten zwischen 
el und $1 bleibt, konnen wir einen Hillswinkel rj einfiihren: 

(14) co 8 = el sin* rj + e J cos* rj = el — (el — el) sin 8 r\. 

Daher ist 

( co 2 - el = (el — el) cos 8 rj, el — co % = (el — el) sin 8 r \, 

' ' [ co 2 — el = (e“ — el) (1 — ^sin 8 ^), 

wobei 

(16) = 0 < t* < 1. 

— e s 

Ferner folgt aus (14) 

(17) J~£T = ~ (e ‘ “ •?> “ 9 «»If Jj- 


und durch Einsetzen von (15) und (17) in ( 10 ) 

(18) = V( £ f-£,*)• Vl —sin* 17 


und durch eine Quadratur 

(i9) V^T^-g 



drj 

— sin 1 77 * 


wenn t 0 eine Integrationskonstante ist, namlich der Zeitpunkt, in dem 
der Korper die Lage rj = 0 (d. h. co 2 = el) einnimmt. 
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Das Integral in (19) ist das im 1. Bd., Ill, § 5, 8, (11"") eingeftihrte 
elliptisohe Integral erster Gattung F (k, rj). Setzt man darin sin rj = z, 
so geht es in die Legendresche Normalform (1. Bd., Ill, § 5, 4, S. 176) 
liber. Die T TmVftTmiwgHfnnlrt inn ist die dort eingeftihrte sin am: 

(20) z = ainr/ = sinam [V'e* — s* (t — <„)]. 


Darans folgt ans (6), (16), (14) enter Verwendung der im 1. Bd., HI, § 5, 4 
definlerten elliptiscben Funktionen cos am und A am 


( 21 ) 


O), = co 0 1/cos am [VeJ — sj (*— <*)]. 

0), = — O) 0 y ’ in am — «i (< — *«)1» 

w, = o 0 1/|$ ~ A c\m [Ve* — e,' (t — «„)]. 


Die Vorzeichen miissen bei positiv gezogenen Quadratwurzeln so 
gewahlt werden, weil bei positivem co 3 nach der ersten Gl. (1) wegen (4) 
und co t im Vorzeichen iibereinstimmen und nach 1. Bd., Ill, § B, (46) 
die Bezichung d cos am t/dt ~ — sin am tA am t besteht. Die Gl. (11) 
gebendie allgemeinste Losung der Eulerschen Qleichungen (1), weil sie drei 
willkiirliche Konstanten cu 0 , 0 O , tg enthalten. 

Um die Lagekoordinaten ft, ip, <p als Funktionen der Zeit und von 
drei weiteren wSlkurlichen Konstanten (den Anfangswerten der ft, y, <p) 
zu erbalten, mufl man fiir 0 ^, a) 2 , w a die Ausdriicke (21) in die kine- 
matiwchen Qleichungen § 1, (8) einsetzcn und diese integrieren. In unserem 
Falle kann man sich die Aufgabe durch einen Umweg um die Differential- 
gleichungen fiir die ltichtungskosinusse a x , a 2 , ..c 3 , § 1, (6) erleichtern. 
Aus § 1, (13) folgt wegen b = 0 die zeitliche Konstanz des Impulsvektors i. 
Wahlen wir ihn zur z-Achse des raumfeaten Systems, so sind seine Kom- 
ponentcn im korperiesten nach § 1, (20): d l <o l9 0 2 co 2 , 0 8 cy 3 , sein absoluter 
Bctrag nach (2) 0 o cd o und daher die Richtungskosinusse der z-Achse: 


< 22 ) 


0i "i 




c _ . 
0 o o« ’ * 0o "o 


Diese c 2 , c s bilden, worm (o 1 ,a) t ,w a den Gl. (1) geniigen, eine 
partikulare Losung des Systems § 1, (6). Dutch die letzten drei Gleiohungen 
§ 1, (2) kann man von den c,, c s , c 8 zu den #, q> iibergehen; es ist n&mlich 



Q. Qi 

0»o»’ 


c * 


COB ft = 


0»o» 

0,O» O 


sin 9 ? _ c L cos <p _<: s _ 

sin# — cf~+ c} ’ sin# c? -h cj 


(23) 

und 
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Durch Einsetzea dieserWerte in die letzte der Gleichungen § 1, (8) ergibt sioh 


(24) 


V = 


(Oi c, + a), c, 
4- o* 


Setzt man fiir o a , c, ihre Werte aus (22), eliminiert dann o 1 , co a vermoge 
der ersten Gl. (2), bo folgt aus (24) durch eine Quadratur 


v> - 0o<°, { Vo ‘ 


Dabei bedeutet y 0 den wilUolrlichen Anfangswert von y. Da in o> 3 nach (21) 
drei willldlrliche Konstanten stecken und zwei willkiirlicho Konstanton 
die Lage des Impulsvektors im Ratline bestimmen, so ist in (23) und (25) 
die allgemeinste Loaung mit sechs willkiirlichen Konstanton cntbalten. 
Nun sind co l3 co ti co a periodische Funktionen der Zeit mit der Periode T y 
die sich nacb (13) und (14) auch 


7t\% 



0 


sehreiben liliit. Nach (23), (24) sind auch cos tg <p und ip Funktionen 
der Zeit mit der Periode T . 


Man sieht leicht ein: <p wachst bestandig und mufi daher wiihreiul einer 
Periode T gerade um 2 n zunehmen, damit tg <p seinen alten Wert an- 
ni rn m t ; hingegen pendelt # zwischen zwei Grenzwerten (die den Werten 
= e i und 0 ) = e a entsprechen) hin und her und vollfiihrt in der Zeit T 
gerade eine voile Schwmgung. Fiir ip folgt aus y (t + T) = ip (T) (lurch 
Integration ip (i + T) = y (i) + konst., d. h. y wachst m jeder Periode- 
um denselben konstanten Betrag. 


3. Quaslstatische Bewegungen. Als einfachstes Losungssystcm unter- 
suchen wir die quasistatischen Bewegungen in bezug auf das Impuln- 
integral / = 0>» + Bfal + 0*co* - Bfaj = 0. Nach III, §1,3 la twm 
sich diese Bewegungen dadurch definieren, dafi 6B = 0 sein soli fiir alio 
^Pa> die der Bedingungsgleichung / = 0 geniigen. Da in dieser Form 
die Regel unabhangig von der Wahl der Koordinaten ist, konnen wir ait? 
auch anwenden, wenn die Hamiltonsche Funktion H und das Integral / 
iiberhaupt nicht durch Lagekoordinaten und deren Ableitungen, sonderti 
durch Lagekoordinaten und Drehungskomponenten a> 1 ,a>„u 8 aus- 
gedriickt sind. Bei kraftefreier Bewegung ist einfach H K ~ i (0 1 a>* 
+ fl,o) a + B t coi) und die Bedingungen d (H + Xf) = 0 lauten, wenn wir 
o>a als unabhangige Veranderliche ansehen, 

(27) fl 1 (a 1 (l+2^fl 1 ) = 0, <V,(1+2A0 S ) = 0, 0 3 « a (l + 2A0 3 ) = 0. 
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Wegen dor Verachiedeuheit dor Haupttr&gheitsmomente (4) kann 
von don emgeklaram erten Faktoren hoohstens einer verschwinden. Es 
Bei z. B. 1 + 2 A 0 8 = 0. Aus dem Nichtverachwinden dor beiden iibrigen 
folgt dann w x = co 8 = 0 und aus / = 0 die zeitliche Konstanz von £»„. 
Es ergibt sich also einc gleichformige Rotation urn die Haupttragheita- 
achse * 8 . Ebenso sind natiirlich die Rotationen um die beiden anderen 
Haupttragheitaacbsen quasistatisch in bezug auf das Impulsintegral. 
Wenn man die Rotation um die x 8 -Achse auf ihre Stabilitat untersuoben 
will, so mud man nach III, § 2, 2 die GroBe <w 8 mit Hilfe von / = 0 aus ‘H 
eliminieren und dann in eine Potenzreihe nach den Zuw&chsen Aco x , Aw t 
um die quaBistatische Bcwegung entwickeln. Da aber diese durch a> x — a> 8 
= 0 gegeben ist, smd w, und cu 8 Belbst die Abweiuhungen von der quasi- 
HtatiHchen Bewegung. Um AH \m Sinne von III, § 2, (3) zu bilden, hat 
man also nur co* auH / =■- 0 au h/,u reel i non, in H einzuBotzen und den Wert 
von II fur ti*| — (i) 2 — () ahzuzichen. Auf diene We me vrhalt man: 

(28) ZAH^j K 0, («, - 0.) 1- <‘4 0,(0,- 0,)]. 

Hior ist All selbst schon 0111 c quadratiseho Form in den StdrungsgroBen 
w 1 , <o 2 . Hie ist poHitiv definit, wenn 0 3 . - 0 { und 0 3 0 2 ; sio ist negativ 

defimt, wenn 0 3 0 U 0 a <. 0 2 . ^ ll beiden Fallen ist also die Grund- 
bewogung stabil, d. h. die gleichformige Rotation um die Aclise des groflten 
oder kleinsten Haupttragheitsmomentes ist stabil. Wenn hingegen x 3 
die Achse des mittlcren Haupttragheitsmomcntes ist, also z. B. 0 3 v d % 
aber 0 3 > 0 3 , wird die quadratische Form (28) indefinit. Die Rotation 
um diese Achse ist nicht stabil. 

4. Der symmetrische Kreisel. Wir betrachton nun nicht mehr den Fall, 
dali alle drei Haupttiaghoitsmomontc vorHohiudon sind, sondern nehincn 
an, datf zwei unter llinen gleich smd. 

(29) 0! - 0 2 - O', 0 a -= 0. 

Der Kdrpcr wird dann symmetrischer Kreisel und die x 3 -Achsc 
seine „Figuronachse“ genannt. Das System der Ilaupttraghcitsachsen ist 
dann nach don Botrachtungen im l.Bd., II, §2, 3 nicht mehr eindeutig 
bestmunt, sondern alle (loradon in der x l9 x 2 -Ebene durch den Ursprung 
sind gloichborechtigt. Dor Ausdruck fiir die lobendige Kraft § 1, (45) 
wird in diosom Fallo, wenn wir immer noch oinon Punkt fcHtgchaltcn denken 
(« x - «„ - « s — 0): 

(30) K — l # 2 0' -| jj \p 2 (O' Bin 2 I) 0 cos 2 0) -) \ ip^O -| ip rp 2 0 cos d. 

Da wogen dor AbwoBenhoit auBorer Krafte K — L ist, so sind im 
Sinno von III, § I, I q> ind „vorborgono‘ < Koordinatcn und */>, der 
Winkol zwischon dor Figuronachse und dor raumfosten z-Achsc, die einzige 
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„wahmehmbare“ Koordinate. Manerhaltnach III, §1,2 oo* quasistatisohe 
Bewegungen, wenn man ip, ip und •& gleich Konstanten setzt. 

(81) ip = v, xp — fi, ■&=#*. 

Dabei mull die Beziehung = 0 bestehen; dieser Ausdruck ist a us (80) 

durch Differentiation zu berecbnen, und nachtraglich sind die Wcite 
ana (81) einznsetzen. Die Beziehnng lautet dann 

(32) ^sintf*|>(0'-0)co8#*-rd] = O. 

Wenn wir von den trivialen Fallen fi — 0 und sin d* — 0 abselien, lolgt 
daraus: 

v Q $ 

(33) cob #> = 1-^—- Oder H 

Die Bewegung besteht also dn.rrn ; daB der Kreisel mit der konstanten 
Winkelgeschwindigkeit v tun die Figurenachse rotiert und diese glcioh- 
aseitig mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit /; einen Kreiskegcl vom 
Offnungswinkel d* tun die raumfeete z-Achse beschreibt. Bine solche 
Bewegung nennt man „regulare Prazession“. Durch Integration von (31) 
erhalt man die explmten Fonneln 

(34) 9 ?=v(«-<o), y = P (* -*o) + Vo> 

Diese Fonneln enthalten die vier willktirlichen Konstanten //, v, t 0 , ip Q , 
da ja sich nach (38) durch p und v ausdriicken l&fit. Da aber keine 
Richtung im Raume ausgezeichnet ist, kann man jede Qerade durch den 
festgehaltenen Punkt zur z-Achse wahlen. Da zwei Konstante zur Fest- 
legung einer Richtung notwendig sind, so erhalten wir aus (34) durch 
Variation der z-Achse eine Losung mit sechs willktirlichen Konstanten. 
Das ist aber die allgemeinste Losung der dxei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung fiir <p, ip. Beim symmetrischen Kreisel lassen sich also alle 
Bewegungen durch Betrachtung der quasistatischen erhalten. Bs gibt 
nur regul&re Pr&zessionen* 

Haben wir schlieBlich den „KugelkreiseT vor uns, wo alle drei Haupt- 
tfagheitemomente gleich sind, gibt es nur gleichformige Rotationen um 
feste Aohsen. 


§ 3. Bewegung im Schwerefeld 

1. Allgenieine Theorie. Die Wirkung der Schwerkraft kann man immer 
so auffassen, als wiirde im Schwerpunkt des Korpers eine vertikal naoh 
abwarts gerxchtete Kraft vom^ Betrage mg wirken; ziehen wir die z-Achse 
vertikal nach aufwarts, so ist in § 1, (13), (14) 

(1) I = — mge, b = 0 
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xu setzen, wenn c der vertikal nach aufw&rta geriohtete Einheitsvektor ist 
und der Schwerpunkt als Uraprung dea korperfesten Systems gew&hlt 
wird, so dafi in bezug auf ihn die Schwerkraft kein Drebmoment hat. 
Nach § 1, (14) bewegt sich dann der Schwerpunkt wie ein freier materieller 
Punkt im Schwerefeld und die Drehung um den Schwerpunkt gehorcht 
denselben Gesetzen Trie die kraftefreie Bewegung um einen festgehaltenen 
Punkt. Das filhrt auf den Fall von § 2 zurilck. Um zu ainem neuen Problem 
zu kommen, miissen wir aunehmen, da£ ein vom Schwerpunkt verschiedener 
Punkt des Korpera festgehalten wird. In diesen Punkt verlegen wir den 
Uraprung des raumfeaten und korperfesten Systems, auf ihn beziehen sich 
jetzt das Drebmoment b, der Drehimpuls i und die Tragheitsmomente 6 k . 
Da ein Punkt festgehalten ist, kommt von den Bewegungagleichungen (14) 
nur die zweite in Betracht. Weil die Geaohwindigkeit u des Ursprungs 
verachwindet, ist nach §1, (18) l = flco, und nach § 1, (12a) 

b = 2 w» 0 (s°xf“) = m(X X 2f“) = »»(* Xf), 

a a 

also naeh der auch jetzt geltenden eraten Gl. (1) 

(2) b = - mg (x X c), 

wo x mit den Komponenten f 3 den Ortsvektor des Schwerpunktes 

bedeutet. Durch Einsetzen in die Eulerschen Gleichungen § 1, (21) erhalt 
man in Yerbindung mit § 1, (B) 

( 3 ) x x c ) = °> -q'i + (® X 0 — 0 . 

Setzt man i = 6 w und zerlegt in Komponenten, so wird daraus 


(4) 


(B) 


<>i dt l + (W* — ».) «V°a + tn 9 (f s c * — fa c t) = 0. 

< li ^it + ^ ~ ~ fi c a) = °» 

0, d £t + (ff % — 0 l )o>!(o, + mg (f x c, - £,cj = 0. 

j~- + o>*c B — o> a e f = 0, + <» 3 c i ~ ®>i«a = °» 

dc. , A 

-j~~+ 0)^—0)^ = 0. 


Die Gl. (4), (B) bilden ein System von sechs simultanen Differential- 
gleichungen erster Ordnung zur Bestimmung der seohs Unbekannten 
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o>i, tt»g, co a , Cj, c 2 , Cj. Eb lassen sich nicht mehr wie im FaHe der freien 
Bewegung (§ 2) die drei Eulerschen Ql. (4) ftlr Bich. integrieren. 

Nun lftaaen Bich drei Integrale dea Systems (4), (5) sofort finden. 
Midtiplizieren wir die Gl. (4) der Reihe nach mit co 1 , co t , co a , addiercn 
aie und beriioksiohtigen (6), so erhalten wir + 0 a <u a cb a + 0 a a> a o) 8 

+ (fiCj + + £ 3 c 8 ) — 0. Wenn •wir hingegen die Gl. (4) der 

Reihe nach mit e a , c 8 , c 8 , die Gl. (6) mit 6- l o> 1 , 0 a eo g , 0 8 © 8 multiplizieren 
und alle sechfl addieren, erhalten wir 0 l c 1 d) 1 + 0 a c e <w a + 0 8 c 8 ci> 8 -f 0 ^( 0 ^ 
+ 6 t o)f 6 a + 0 8 (d 8 c z = 0. Aus der Gl. (B) allein folgt durch Multiplikation 
mit c 1; c a , c 8 und Addition c a c a -f- c 8 c 8 -f- c 8 c 8 = 0. Da die linken Seiten 
dieaer Beziehungen vollstandige Differentialquotienten nach der Zeit Bind, 
folgt durch Integration: 

( 6 ) i ( 0 i<w* + 0 co» -f 6,co*) + mg (fjCj 4 - f a c a + f„c 3 ) = konst, 

(1) + 6 t i o 2 c a + 0 8 a> 8 c 8 = konst; 

(8) c* + c* 4- c* = konst, 

also drei Integrale, die algebraische Funktionen der Unbekannten sind. 
Es zeigt sich, dafl man ein viertes algebraisches Integral im allgemoinon 
nicht finden kann, sondem nur in drei F&llen, die durch besondere Ver- 
teilung der Massen ausgezeichnet Bind. 

Erstens: im Falle, wo der Schwerpunkt in den festgehaltenen Punkt 
ffillt. Dann ist x = 0, also = f a = f 8 = 0, und die Gl. (4) reduzieren 
sich auf die Gleichung § 2, (1), sie haben also nach § 2, (2) als viertes 
Integral: 0*©* 4- 0*©*4- 0*©* = konst (Eulerscher PaU). 

Zweitens: im Falle des Bymmetrischen Ftp. WI b (§2, 4), wenn der 
Schwerpunkt und der festgehaltene Punkt auf der Pigurenachse (der 
ajj-Achse) liegen, lautet wegen 0! = 0 a und fjC a - f a c g = 0 die letzte 
Gl. (4) einfach © 8 = 0, und wir haben das vierte Integral o> a = konst 
fLagrangescher Fall). 

Drittens: im Falle des Bymmetrischen Ereisels (0 t = 6 t = 0), w enn 
auBerdem 0 8 = 2 0 ist und der Schwerpunkt nicht auf der Pigurenachse, 
sondem in der x u ® a -Ebene liegt (£„ == 0). Auf diesen Fall (den von 
Sonja Kowalewska) gehen wir hier nicht nSW ein. 

2. Symmetrtecher Kreisel. Quaslstatteche Bewegung. Ausfiihrlicher soil 
nur der Lagrangesche Fall besprochen werden. Wir berechnen die 
Lagrangesche Funktinn L = E - V. Dabei ist IT aus § 2, (30) zu ent- 
nehmen. Die in den Bewegungsgleichungen §1, (49) vorkommenden 
Kraftkomponenten Q 9 , Q^„ Q v ergeben sich aus §1, (48), wenn far 
“i> d s nach § 3, (2) die Komponenten von b eingeaetzt werden. "Wenn 
mit { der Abstand des Schwerpunktes vom festgehaltenen Punkt be- 
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zeiclmet wild, ist d x = mg£c 2 , i a = -mg£c ls i a = 0. Dabei ist 
Q h ■- Qif = o, Q d mg fain# und 7= mg£ cos ft. Daraus folgt: 

(9) $y 2 (0'sin 2 #+0cos a #)+4g? 2 0+^y0 cos ft—mg£ cos ft. 

Sc»izt. man die quaaiatatische Bewegung wieder in der Gestalt von § 2, (31) 
an, so ergibt sich der Wert ft* jetzt nacb III, § 1, 2 aus der Gleichung 
U L 

d f) — Das er fpbt nach (9) und § 2, (31) die Beziehung 

(10) jM % (O' — 6) cob ft* — /z vO + mg£ = 0, 

die jetzt an Stelle von § 2, (32) tritt. Durch Integration ergeben sicb 
wieder die Gleichungen § 2, (34); es existieren also wieder regulare Pra- 
zesnionsbewegungen, die von vier wiUldirlicben Konfltanten abhangen. 
Nur ist, jetzt die z-Achse, um welche die Pigurenachse den Kegelmantel be¬ 
nch reibt, im llaumc ausgezeichnet, es ist die Richtung der Schwerkraft. 
Mun kann daher nicht wie bei der kraftefreien Bewegung, die Lage der 
c-Achac bcliebig wahlen. Es gibt nur Prazessionsbewegungen um die 
Vert.ikale als Kegelachse. Diese konnen daber niebt alle moglicben Be- 
wogungen erscliopfon. Aus (10) folgt librigena durcb Auflosung nacb /z 

... fi 0 t/fl* v* — 4m</ f (S' — 0)oos#* 

( ) 7 ~ 2(/r — e) cos#* ± \ ^s’ 4 #* 

Eine regulare Prazession kann also nur eintreten, wenn der Ausdruck 
untur der Wurzel niebt negativ ist. Sobald er aber positiv ist, gibt es 
immer zwoi Wertc von /*, also Prazessionsbewegungen mit zwei verschie- 
denen Gescbwmdigkeiten, die „schnelle“ und die „langsame“ Prazession. 


3. Symmetrlscher Kreisel. Allgemeinste Bewegung. Bei der allgememen 
Integration dor Lagrangeschen Bewcgungsgleichungen bedienen wir 
uim, da zwei verborgene Koordinaten (p und ip vorhanden sind, der in III, 
§1,1 uuHoinandergeaetzten Methodic Es ist nach (9) 


03) 




dL 
d <p 
dL 


= 0(lpCOS# + <p), 


Uj, = 0' sin 4 ft ip + 0 cos ft (tj> cos ft tp). 

v a ip 

Wir bilclon nun huh (9) und (12) nach I, § 2, (55) die Routhscho Funkfcion R 
(13) /{(#,£, <p,u r v,«v) - L — ipUy — iliUu,.. 

Durch AufloHon von (12) nach ip, ip und Einsctzen in (13) ergibt sioh 
| R ld'r-V*(&), 

I „ , 1 «J , («„, — «» cos ^)* 

| V*(&) - mgZcoBO f- j Q I- \2& r sm i & ' 

Mian. Plunk, IhffnronttlJglaiohiiUjjaLi. n 12 


(14) 
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Man Ir«.nTi dann nach III, § 1, (2) ftir die einzige vorhandene Koordinate 0 
eine nur sie enthaltende Differentialgleichung aufstellen: 


(IB) 


A_dR 
it d& 


fj fT 

— = 0 Oder ff Q = 


dV* 

d#‘ 


Multiplizieren wir beiderseita mit b and intregrieren, so erhalten wir 

(16) *0'0»+F*(0) = A, 

wo h eine willkiirliche Konstante ist. Sefczen wir ftir F* Beinen Wirt aus 
(14) in (16) ein nnd fiihren anatatt 0 die Ver&nderliohe cos d = ein, 
so wird arts (16) 

(17) (ify — ^*[^(1 — <»*)(a* -2mg(a- juj) — («* — <*«*)*]• 


Dab ist wieder eine Gleichnng von der Gestalt II, § 3, (14). Um den 
Yerlauf der Loaung kennenzulemen, mhssen wir die Nullstellen der 
Tunktion F(a) auf der redhten Seite von (17) unterauchen. Wenn wir die 
z,-Achse so gezogen denken, daB der Schwerpunkt anf der negativen Halfte 
liegt, ist £ < 0 nnd man kann das Vorzeichen von F (a) fiir gewisse Argu¬ 
ments sofort erkennen. Es folgt aus (17) 


(18) 


F(- oo) > 0, F(-l) = 

F(+ D = -(^y^)ko. 


Wegen der Stetigkeit von F (o*) mull von den drei Nullstellen der Gleichnng 
dritten Grades F (a) = 0 mindestens eine reell und negativ sein; sie heifie 
— S. Da eine wirkliche Bewegnng nnr von ninam Anfangazustand moglich 
ist, fto den F [cr) posdtiv ist, gilt, wenn a 0 = cos # 0 der Anfangswert 
von a ist: 


( 19 ) *>.)^0 — l ^( r 0 ^ + l . 

Aus (18) und (19) folgt aber, dail zwei reelle Nullstellen a 1 = cos und 
o % = cos zwisohen — 1 und + 1 liegen mflssen; es ist also 

(20) -oo + 

Die Gl. (17) schreibt sich also 

(21) (^l) = * ( ff ) — “ ^7^ + — ff )( ff — °i)' 

Wenn Oj > - 1 ist, kann es mbht nut — 3 CTian.mTnftnfB.Uftn » igt es aixcb 
von a s versohieden, so sind und a 2 einfaohe Nullstellen von F (a). Naoh 
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II, § 3, 3 Bchwankt dann a fortw&hiend periodisoh zwischen den Werten a 1 
und a a hin nnd her, also anch 0 zwischen den Werten and d a , d. h. die 
Figurenachse pendelt fortw&hrend im Zwisohenraum von zwei Kegel- 
manteln mit vertdkaler Achse hin and her, wobei sie in gleiohen Zeitab- 
schnitten den Kegel mit dem Offnongswinkel 2 bzw. 2 # s bertihrt. 
Wenn man dann eine Hilisvariable t] doroh 

(22) <x — Oj sin* r) + o t cos* rj = o t — (o t — Cj) sin* rj 

einftihrt, erhalt man analog zn § 2, (10), (14), (19), wenn man beaohtet, 
dafi an Stelle dea dortigen e,*, a*, e* bier a 1} a t , — S, tritb: 


(23) A (t — < 0 ) = 



dr\ 

— A 2 sin 2 r) 


—*»g£(Oj + $) u 

~~2P * * 




Durch Auflosung nach r/ und Einsetzon in (22) folgt dann bei Verwendung 
der im l.Bd., Ill, §5, 9 definierten Function sinus amplitudinis, wenn 
man wieder a = cos # setzt: 


(24) cos 0 = cos 0 a — (cos 0 2 — cos # 2 ) [sin am A (« — $ 0 )] a . 

Lost man die Gl. (12) nach <p 9 ip auf, so erhalt man 

/ok\ &V ^Wy^si^^ + Ocos 2 #) — u^0oos0 dip _ w^cos# — u# 

{ ) 'dt " Wsm a # * It " 8W 


Piihren wix hior nach (24) cos 0 und sin 0 als Funktionen von t ein, so 
erhalt man durch Quadratur q> und ip als Funktion der Zeit und der sechs 
Integrationskonstanten h, t Ql <p 09 ip 0 . wo <p 0 , ip 0 die durch die Inte¬ 

gration von (25) hinzugekommenen Wcrte von <p und ip zur Zeit £ 0 sind. Die 
Gl. (24), (25) geben die aUgemeinsto Losung der Bewegungsgleichungen. 
Danach sind cos #, <p, ip periodische Funktionen der Zeit mit der Periode T, 


(26) 


o a nl2 

|* do __ 2 [ drj 

J \W) ~ XJ Vl -* 2 ain't?' 
«1 0 


wo die zweite Form aus der ersten durch die Substitution (22) hervor- 
geht. Wenn daher t urn T wachst, nimmt cos # seinen alten Wert wieder 
an, wahrend <p und ip y wie in § 2, um gewisse Konstante zunehmen. Die 
Bewegung besteht also aus einer „Rotation“ um die Figurenachse mit 
der Winkelgcschwindigkeit ip , einer „Pr&zession <e der Figurenachse, 
die aber keine regular© ist, weil die Figurenachse keinen Kegelmantel 
beschreibt, sondem wahrend der Prazession zwischen zwei Kegelmanteln 
hin und her pendelt und als dritter Komponente diesen Pendelungen oder 
„Nutationen“ der Figurenachse. Wenn wird, haben wir 

regulare Prazession vor uns. Wenn aber & x 4= aber beide sehr wenig 

12* 
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voneinander verscliieden Bind, so findet eine Bewegung statt, die praktisch 
von der regulfiren Pr&zesaion nicht zu unterscheiden ist. Nur bei gonauem 
Zusehen wild man kleine, ,Nutationen e 4 bemerkeu, periodische Pendelungon 
der Figurenachsen, die sich iiber die Prazessionsbewegung iiberlagem. 

Bewegung heiflt „pseudoregulare Prazession“. Man kann sie 
im Surne von III, § 3 ala kleine Sohwingung urn eine quosietatisclie Be¬ 
wegung anffassen. 

, k* 0 * 1 scbliedlicb zeigen, dafl gerade die gewohnliohaten Anfangs- 

^dmgungen bei Kreisel versuchen auf solcbe pseudoregular© Prazessionen 
ftibren, Wenn man namli ch am An fang dem Kreisel nur eino Rotation 
um die PigurenaoIiBe mit der Winkelgeschwindigkeit v erteilt und ihn 
im tibngen sich selbst liberlfiflt, lauten die Anfangsbedingungcn tf = y 
T ° J Z = Vm ^ ann Integrationskonstanten h, u a , aus 


(27) 


ffn — a 


[2 0 ' (I — o*)mg£ — 0 v“ (<r 0 — <t) \ 


Von den beiden Nullatellen von F (o) zwischen — 1 und J ist cine 

^ j° zwe ^ e kt °o na ^ e benachbart, wenn das zwcite 

in er ecldgen Klamme r gegeniiber dem ersten fiir den Wert den 
1 , ^usdruckes tiberwiegend in Betracht kommt, wenn also die 
e endige Kraft 0 v*/2 der Kreiselrotation groJQ ist und gegeniiber dor 
j ^ -of 11 ® ]Qer ^ le m 9 f* Wenn man also dem Kreisel eine starke Rotation 
™Ldie Rgurenachae erteilt und diese dann mit der Neigimg 0 O gegen die 

abetl§ ^ t * teschreibt die Figurenachse, oberfliichlich 
b S Ca ?S’ ? m ,?. Ke ^ lmailte l vom Offnungswinkel 2 0 O ; in Wirklichkeit 
aber ffibrt me kleine Pendelungen „Nutationen“ zwischen dem Kegel vom 

Offnungswinkel 2 & 0 und einem aebx benacbbarten Kegel von etwas eroBerem 
Utmungswinkel aus. ° 

Wenn in (21) eine Doppelwurzel ist, so haben wit nacb II. 5 3, 3 
kerne penodische Bewegung mehr vor uns, worauf aber Met nicht nahcr 
emgegangen werden soli. 

4. Penddschwi^ungm mit endUcher Amplitude. Wenn wit dem Korper 
kerne anfangkcbe Rotation erteilen, so lauten die Anfangsbedingungon 
<p y 0, und wenn wir eme Aniangsgeecbwindigkeit o> 0 in der Vcrtikal- 

f,. = ®»- Die Integrationskonstanten lauten dann naoh 
wird dann ’ 14 ** ~ “* “ °* h = 6 ' m ^ 2 + m 9^o- Aus Gl. (17) 

^ (dt) = ^fl^[0'a>J+2m^f(o # —o')]. 
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Die Nullstellcn von. F (a) sind hier: — S = — 1, o 1 = a Q + > 

Zmgq 

a 2 + !• Daher schwankt cr periodisch zwischen o x und a 2 = 4-1. 
Wegen a = cos # schwankt daher # zwischen dem auB cos = cos 
9'a,o* . 

"t ergcbonden Wert ^ (der sich fur o> 0 = 0 auf # 0 selbst 


reduzicrt) und $ a = 0. Es findet also eine Pendelschwingung in der Vertdkal- 
ebene mit der durch (26) gegebenen Periode T statt. Die GroBen A und fc 2 
haben aber nach (23) jetzt die Werte: 


(29) 



Jfe‘ = 


2 9 


wonn wir o> 0 = 0 setzen. Die Losung der Bewegungsgleichung lautet 
(iann nach (24) 

d & 

(SO) sin — == sin [sin am A (t —1 0 )]. 

A A 


Dio Periotic T ist dann nach (26) und (29) eine Funktion der anfanglichen 
Elongation i) Q . Wenn wir die Elongationen so klein annehmen, daB man 
nur <lio crstcn Potenzcn beibehalt, kann man die Sinusse durch die Bogen, 
die Kosinussc a durch 1 orsetzen. Die Funktion sinus amplitudinis wird 
dann. woil A 2 zu vernachlassigen ist, eine einfache Sinusfunktion, und (30) 
gcht in 

(SI) 0 = 0 o sinA(f-t o ), A = 

niter Dan ihI. die ele.mcntare Formel ftir die Schwingung des phymschen. 
I*cim1«*1m Dio Frequcnz A ist durch das Drehmoment der Schwerkraft mg£ 
und ilns Tnighcit.mnouiciit O' um die horizontal Drehungsachse bestimmt. 


§ 4. Die Flugzeugbewegung 

1. Autstellung der Bewegungsglelchungen. Im Falle der kraftefreien 
Bevegung, § 2, und ilcr Bewegung im Schwercfeld, § 3, l&Bt sick toil dem 
System der Bewegungsgleichungen ein TeilsyBtem von drei Gleichungen 
aim pal ten, due nur (lie drei Schwerpunktskoordinaten s„ a, enthalt 
und gontattot, die Bewegung dee Schwerpunktes ohne Kenntnis der Dreh- 
bewegung zu bereehnen. Das iet aber niobt mehr der Fall, wenn dieKiafte 1c„, 
I\ ¥ ,k\ aiieh von den Kulcrechen Winkeln und deren Ableitungen d, <p, 
,y., /), yi, yi ablmngen. Dann muB man (las ganze System von neon siinnl- 
t nnen Differentialglcirhungen gemeinsam behandeln. 

A In Ueispiel betrae hten wir die Flugzeugbewegung. Hier wirken 
.Hiller der Schwerkraft. und (lem Propellerantrieb, den wir uns durch seine 



182 


Beweguigsgteiohungen dee Slugzeuges 


IV, §4 


Komponenten p lt p % , p a feet gegeben denken, nocb die Luftkrafte, die 
von der Intensit&t und Richtung dee Luftstromes relativ zum Flugzeug 
ab h&ng en - Wit •naViman zur Vereinfacbung an 1 ), daB dieee Wirkung Biob 
ftir jeden selbat&ndigen Tefl dee Flugzeugee durch eine Einzelkraft dat- 
atellen l&flt, die abbangt: 1. von der Qeechwindigkeit («^, vf\ «£”) eiaes 
„mittlerea“ Punktes (mit den Koordinaten a^\ xf\ as^) dieses Teiles 
relativ zur ruhenden Luft (also zum raumfeaten System); 2. von dem 
Winkel zwischen dieeer Geschwindigkeit und einer bestanunten im 
mittleren Punkte mit dem betreffenden Flugzeugteil etarr verbundenen 
Riobtung, der „mittleren Bomalen“ mit den Riobtungskoeinussen 
n®, nf. Ftlbrt man noeb den ..Anstellwinkel" dee betreffenden Teiles 

71 

a, = — d (i) ein, so ist 

a) -ig*g±«iMe±a^, 

Die Versuchsergebnisse legen ea nahe, fiir die Komponenten der Luft- 
kr&fte den Ansatz v if>t A^ (a,) usw. und fiir die Koordinaten ihres An- 
griffepunkteB a^-f- hlf (a*) new. zu machen, wo die A[i\ ..., h\*\ ... durch 
Versuch zu ermittelnde Funktionen von ay Bind. Da fiir die Schwerkraft 
der Ansatz § 8, (1) gilt, wo m die Qesamtmasse des Flugzeuges bedeutet, 
so sind die neun Bewegtmgsgleichungen die Gl. § 1, (26), (22) und § 3, (6). 
In ihnen ist zu setzen: 


= - m gc x + j> t -f 2 (ocy) usw. 

i 

*1 = 2 [(aV> + h? («/)) Ay (*j) - W +!W (ay)) Ay (a,)] usw. 


Dabei sind d^, d iy d s die Drehmomente der eingepragten Kr&fte urn den 
Sehwerpunkt des Flugzeuges, und es ist angenommen, daB die Wirkungs- 
linie der Propellerkraft durch den Sehwerpunkt geht. Da nach § 1, (3) 

11£> = ^ + ay t xp - eo 8 a£\ + o> 8 a#> — 

I = u. 


(3) 


= «S + 0>1 — ct) a 

hahen war neun Differentialgleichungen ftir die neun Unbokannten w*, 


w a» u a , co ly o) a , ct) 8 , Cj, c ti c 8 vor uns. Wir wollen ihre Integration nur 
unter folgenden drei Annahmen wirklioh durchftihren: Die a^-Zj-Ebene 
ist eine Symmetrieebene des Flugzeuges. Sie bewegt sich fortwahrend 
in derselben (raumfesten) Vertikalebene, etwa der a^-Ebene. Die trans- 
latoriflche Geschwindigkeit in der Richtung der Fropellerachse ist groB 
gegentiber alien anderen Gesohwindigkeitskomponenten. 


*) Siehe v, Mia eg, Dynamiaohe Problem© der Mafiohinenlehre. Encyklop. 
d. math. Wiaaensohaffcen, 4. Bd. f S. 346. 
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2. Dfflerentialglelchungen der LSngsbeweguag. Wenn wii die %-Aohse 
in die Propolleraohse legen, konnen wir die gemachten Voraussetzungen 
mathematischfolgendermafienformnlieren: Esversohwindenp 2) p a , c a , 

A ( fi, h ( 0, u 2 , co 1( a> 8 , also auch h t , d lt d 3 . Femer aind u,/u, a> t <rfAfv, 
<o t 3^ i) /u kleine Groflen, deren Ordinate vemachlaasigt warden konnen. 
Dabei iet u = V«* + «g, also in der verlangten N&herung « = Uj. Auob 
alle Winkel a, sollen bo 
kleinsein, daB mit der an- 
gestrebten Genauigkeit 
sin a, = a.i, cob a, = 1 
gesetzt warden kann. 

Die Flugze ugbestand- 
teile sind dann ale 
Zylinderfl&chen mit der 
Sg-Richtung ala Er- 
zeugenden aufzufassen; 
ihre Scbnittlinien mit 
der Xj, Xj-Ebene Bind 
Kurvenb6gen-„Profile‘ ‘, 
deren „Sehnen“ die 'Winkel a, mit der Flugrichtung einscbliefien; be- 
zeiohnen wir die fasten Winkel dieser Sehnen mit der Propeller- (x x -) Aobse 
mit (},, bo iBt a* = fa + a, wo a, der Winkel zwieoben Propellerachse und 
Flugrichtung, der „Anstellwinkel des Flugzeuges" heifit (h. Fig. 6). 
Dann ist = sin p t , = — oos p 1 , « x = u oob a, « 3 =* — « sin a, so 

dab aus (1), (3) mit der genannten Vernaohlasaigung folgt: 

(4) = Pi + <* + ' 



Mit derselben Genauigkeit golten fiir (a,), Aj* } (a,).(a,),... 

Beziehungen der Form: 


(5) 


A\* (<*,) = A? (Pj) + A? (P,) a + A? (6,) 


eo a 


UBW. 




und die analogen Formeln fiir h \ j) ... Die Bechs Ausdriioke (2) reduzieren 
sich auf drei. Wenn man das Argument p, immer fortlaBt, lauten sie 
nach (3), (B): 


(6) 



™9 c i+Pi+ «* 2 ^ASp + A\» + a.A[A + 

myc,+« , S [A<? + 2 AU + olA f + I<’>]• 
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(7) d * = tt *?I-^ 1 + "“v-) A ?— K J) + A i J) ) A*] 

+ (* + [MMP 1 - WAty + (a#» + + mW) • 

Die Bewegungsgleichungen § 1, (26), (22), § 3, (6) reduzieren eiob auf: 

<to h^ +a, * tt ») =Ai> m (*?“«>'«»)=**• 


ic 

+ ®.«8=0, -jr — ©s^j = 0, 


c? + oj = 1. 


dei1 yerhMtniBsen. beim wirklicben Flugzeug nahe zu kommen, be- 
toaohten wir e in scbematisches Flugzeug, das nur zwei Beatandteile bat, auf 
die Luftkrafte wken: die Tragfl&che (j = 1) und die Dkmpfungs- 
& a\ 6 f ■'* Erstere liegt nicht weit vom Schwerounkt (also x} 1 ^ = a?* 1 * 

== 0), Ietztere um das Stlick l kinter ihm (a?^ = — J, x (9) = 0). Was 
ie Luftkrafte und lire Angriffspunkt© flit den Fall einer Bewegung lanes 
der Propeller- (xy) Acbse (also flit « = <u 8 = 0, a, = /?,) betrifffc, so soU 
der Angriffapunkt an der Tragflacbe im Sobwerpunkt liegen (A,® = A.® 
0): auf die Dampfungsflaohe soil in diesem Fall© iiberhaupt keine Luft- 
kraft wirken (A ® = A™ - A® - A® =, 0). Dann wird aus (6), (7) 

(9) *i = — » 9 -r 7>, + i*’ [a«> + a (Z® +1®) _ ^ J(»j, 

h = — m go 3 + u» |^u> + a (Z® + J®) _ fklZ®]. 

(10) i t = u* a (A^> 4® — A® J® 1 A<*>) — a),«/* A|*>. 

r° Ue ^- "2? Bewegungsgleicbungen so umformen, dafi sie un- 
mittdbar <be Koordinaten des Flugzeuges im* raumfesten System zu be- 
rwhnen gestatten. Von diesen sechs Koordinaten sind bei der Bewegung 
?' Eb “f “.der vertikalen (x, z)-Ebene nur drei verandeS 
/o and6rea ®“d konfltant, und zwar s, = 0 und [nach 
’ m * - *f2, v, = _ ./a, also Cl = Bin #, e, = cos * und nacb 
* {,* i 7) ft* 7 “_f • . Dad “cb Sind die letzten drei Gleidhungen in § 4 (8) 

1 B) ’ ,t 10) durch , eme Drehung der Koordinatenaohsen die 
Kraftkomponenten l&ngB raumfester Achsen einflihren. Wir wghlen dazu 
m<Jt die •- und z-Achse, sondern die Richtung der 
und die dazu Senkrecbtemit dem Sinne, der (s. Fig. 3 ) aus «durobdieselbe 
ung ervorgebt, me x s auB a^. Man best aus dieser Figur ab, daB 



IV, §4 


Auftrieb 


185 


die (zux Bahnknrve dee Scbwerpnnktes) tangentiale Kxaftkomponente 
cob a — h a sin a ist, die dazn normale k 9 Bin a + k s cos a. Wir bilden 
mm diese Ansdriicke axis (9) xmd die entspreobenden linken Soften aus (8). 
Nxmistrcj^oosa — o,sina = sin (0 — a), sin a + c 8 cos a = cos (0 — a). 


Da«j = u cos cl, « 8 = 


du, du. du du, 

~ “sma, ist-jj 1 cos a--^sm« = Tt , ^ sina 


<Jb CL 

cos a = — u -j|y • Wix setzen alle Luftkr&fte proportional der Luft- 


diohte y/g (y ist das spezifiscbe Gewicht), xmd einem fiir den betreffenden 
Flngzeugbestandteil obarakteristisohen Flacbeninbalt /,. Femer fiibren 
wir nocb folgende Bezeiobnftngen ein: 


A" = —jfi * v W - A l) - ~fx*» 

4P = fti*v av + au = 2f> = ZfA. 

Wenn man nocb bodenkt, dad mit der geforderten Genauigkeit sin a = a, 
cos a = 1 gesetzt werden kann, folgt ant die gescbilderte Art aus (8), (9) 

= ~sin.(d — ot) •+ u , j^/ i W,-|-a/ l w 1 + (“+^)/,w 2 ]. 

— = - mg cos {■& - oc) +p, a+u a +a/, a ,+(a + ^ /, a, J. 



Man bczeiohnet die u 2 proportionalen (Jliedcr gewohnlich als „Luftwider- 
ntand“ bzw. „Auftrieb“ 1 ), w x + aw^ heiBt Widerstanda-, a x | Auf- 
triebskoeffizient dex Tragfliiche, aS a) ad 2 habcn diesolbe Bedeutung fiir 
die Dampfungaflache. 

Wollen wir auch (10) in dcnselben Verandorlicken ausdriicken, bo 
bcachten wir, daB a (A s (1) -4< 1) — AJ 1) 4J 1) ) das Drehmoment der Kraft 
A< v mit dem Angriffspunkt cnh[ l) 9 aA a (1) um den Schwerpunkt ist. Da 

der absolute Botrag der Kraft V(A*j* + (AJ)* = —• f t + a\ ist, kann 


— y I - _ 

ihr Drehmoment — cnh — f x \tv* + a® gesohrieben werden, wenn ah der 
_ Q 


x ) Man kann die Gl. (11) ohne Umweg erhalten, wenn man die Luftkraft in eine 
Kompononte in der Richtung der Geaohwindigkeit (Luftwiderstand) und eine senk- 

roehL dazu (Auftriob) zorlogt. Man setzt etwa den Auftrieb gleioh 2 ~ v * a j( a ,)» 

i g 

den Widorstand ^ w j (“,) entwiokelt die Funktionen a } und deB 

AnHtellwinkelfl a , wie die analogon Funktionen A[ 3) ubw. nach (4), (5) und t/ ?) 
iwh (1), (3). 
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Hebelarm der Kraft ist und A dann das positive Vorzeichen hat, wenn 
die Drehung dieses Hebelarms (mit dem Richtungssinn vom Schwerpunkt 
weg) in die Richtung des Kraftvektors gleichsinnig mit der Drehung der 
x x - in die ® S -Achse ist. Aus der dritten Gl. (8) und (10) folgt dann mit 
unseren neuen Bezeichnungen (wenn 6, = 0 gesetzt wird): 

( 12 ) 0 i'/ = [ a $ fi V*i + «? — 1 h «») —Jilt *' 5 *]' 

Die Gl. (11), (12) sind drei simultane Differentialgleichungen in den Varia- 
beln u, a, 0. Die Gl. (11), welche die Schwerpunktsbewegung bestrmmen, 
lassen sich im allgemeinen nicht unabhangig von (12), der Gleichung fill 
die Drehung urn den Schwerpunkt, integrieren. Nach den Voraussetzungen 
bei ihier Ableitung stdlen (11), (12) alle Bewegungen des symmetrisohen 
Flugzeuges in der Vertilcalebene dar, die von einer translatorisohen Be- 
wegung in der Richtung der Propellerachse nicht zu stark abweichen. 

3. BestSudlge (permanente) Bewegungen und klelne Schwingungen. Wir 
untersnchen zuerst Bewegungen, die streng translatorisch in der Richtung 
der Fropellerachse vor sich gehen (a = 0). Der Schwerpunkt soil sich 
mit der konstanten Geschwindigkeit V unter dem Steigwinkel € ~ Q* 
geradlinig bewegen. Dann folgt aus (11) 

(13) 0 = —mgsin#* + p 1 — —#*/,«„ 0 = — mgcoad* + — 

Gl. (12) ist identisoli erfiillt, was im wesentliclieii auf der Annahme 
hjto = h™ = 0 berubt. 

Bei gegebenen ft* und GewicLt 0 = mg folgen bestunmte Werte 
fiir U und p x : 

(W) 6 =s ’g7M$ > Pi=G‘(^* + ^cos #*). 

Insbesondere folgt fiir den Horizontalflug (ft* = 0) 

(15) = 

e heiBt der , } Gleitwinkel c< . Wir betrachten nun dem geschilderten Hori- 
zontalflug benachbarte Bewegungen; d. h. wir setzen in (11), (12) u = U 
+ vo U aus (15) zu entnehmen ist, und nehmen v/U und ft als kleine 
GrSfien an, deren Quadrate zu vernachlassigen sind. Wir dividieren dann 
die GL (11) durch ff, beriicksiclitigen (15) und beachten, daB bei den wirklich 
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vorkommenden Elugzeugen 1 ) f a w a nnd f a a a klein gegen /jOj smd, femer 
8 Mein gegen dja-y = f nnd ‘W 1 /to 1 nahezn gleich £. Dann folgt ana (11): 


(16) 


, 7r 1 (£)+Hy +# +<‘ £ - 1 > ■' = <’• 
7r-jT t +^v-°’ c-l- 


Ebenso folgt ans (12), wenn wir den Tr&gheitsradins x dnroh 0 = mx* 
einffihien: 


(17) 


(P0 


l‘Ad# 


7 3? +fl ‘ + -r3T = 0 ' 

I — h = j yr+?—! a, a = 

l /1 a i 


Die Gl. (16), (17) sind drei lineare Differentialgleichungen mit konatanten 
Koeffizienten zur Bestimmung von v/U, •&, a, ein System von der Ge¬ 
stalt III, § 3, (4). Sie stellen kleine Schwingungen um die horizontal 
gleichformig geradlinige Jlugbahn dar, die daher als „bestandige“ Bahn 
(im Sinne von III, § 3,1) aufgefaBt werden kann. Zur Integration maohen 
wir wie in III, § 3, (7) den Ansatz: v/U = vJUe u t cl = a^e 1 *, & = & 0 e lt . 
Dann ergibt sioh fiir A analog zu II, § 3, (9) 


(18) 


7 A + 2e ’ 

2 , 

0, 


1. 

9 

1 A’ + A 
g A + x*ff ’ 


eC — 1 

f A+£ 

H 


= 0 . 


Wenn wir die Deter mina nte entwickeln nnd die Abkiirzungen 


(19) 


x JL = x -L 
2 ' V2 


o, s y 2 = 6, 


pj _ El E- ~ 
x»y2 v> 2 ff *■ ? 


einftiliron, erhalten wir, da e klein gegen C ist, fiir die an Stelle von A 
tretende neue Veranderliche x die Gleichung vierten Grades: 


(20) (a* +■ a® + 1) (p + a;) s + q (a 2 + bx + 1) = 0. 

Hat (20) vior verschiodeno Wurzeln, so erhalt man nach III, § 3, (10), 
(12), (13) vicr partikulare Losungen von (16), (17), durch deren tfber- 


i) Th. v. K&rinfi.n und E. Tref ftz, tlbor L&ngsutabilit&t und L&ngsschwin- 
gungon von FlugzougeD. (Jahrbuch. der wisseneohaftlichen Gesellschaft fOr Lnft- 
fahrt, 3. Bd. 1914/16.) Die letzte Beziehung folgt daraus, dafl beim wirklichen 
Flug der Uloitwinkol e = *)\la x nahezu ein Minimum hat, also seine Ableitung 
naeh at sohr naho an Null liogen soil. 
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einanderlagerung eine Losung mit vier willlriirlichen Konstanten ent- 
steht. Da die L&ngsbewegung des Flugzeuges durch die Koordinaten 8 ay 
8 Mt & beschrieben wird, hat sie drei Freiheitsgrade; die Bewcgung hangt 
von sechfl willklirlichen KonBtanten ab. Die zwei fehlenden sind die Lage- 
koordinaten des Schwerpunktes zu Beginn der Bewegung. Ihxe Werte 
fiir beliebige t folgen dann ana 8 a = v cos (# — a), i n = v sin (0 — a), 
die sioh nach Einliihrung der Losungen von (16) und (17) durch Qua- 
drator integrieren lessen. 

Wir wollen die Losung nur fiir einen speziellen Fall angeben. 15s 
sei durch eine BefestigungBvorrichtung der Schwerpunkt festgehalten und 
das Flugzeug durch einen horizontalen Luftstrom dor Geschwindigkeit U 
angeblasen. Dann ist (s. Fig. 3) 0 = oc; die durch (16) gegebene Schwer- 
punktsbewegung wird durch auBere Krafte aufgehoben und es bleibt nur 
die Draining um den Schwerpunkt nach (17) ilbrig. (17) lautet mit den 
Bezeichnungen (19). 


( 21 ) 


m» =0 . 

dP y V Jt T * TT» v 


dt 


IP 


Die Losung steUt nach HI, § 3, (22), (23), (24) eine ged&mpfte Schwin- 

gtrng dar, wenn 4 q > p a . Die Schwingungsfrequenz ist a = V4(? — P 2 » 

„ U\ 2 

das logarithmiache Dekrement g = — — p. Wenn das Flugzeug anfanga 

in Buhe ist (^ = 0), so wirkt ein Drehmoment, das — q$ proportional 
ist. Es treibt in die Buhelage zmtick, wenn q > 0 ist. Man nennt in dicHcm 
Falle das Flugzeug „statisch stabil“. Ware das Drehmoment w&hrencl 
der ganzen Schwingung durch diesen Ausdruck gegeben (also 0), so 

batten wir eine ungedampfte Schwingung der Frequenz a 0 — - Q 9 1 ( l VOr 


uns. Man nennt q das „Stabilisierungsmoment‘ <:l ), p das „Diimp 
fungsmoment". 


4 LMngsstabflltat des Horizontalfluges. Wenn wir die in 3 geschilderte 
bestandige Horizontalbewegung auf ihre Stabilitat hn Sinne von III, §2,1 
untersuchen wollen, so haben wir nach III, § 4,1 uns zu fragen, ob Gl. (18) 
bzw. (20) lauter Wurzeln mit negativem Bealteil hat. Die Bedingungen 
dafiir, also auch hinreichende Bedingungen fiir die Stabilitat, sind die 
Hurwitzschen Kriterien [1. Bd., Ill, §4, (3)]. Um sie anzuwenden, 
setzen wir (20) in die Form a 0 a? + a x rc® + + a 4 = 0, d. h. 

wir setzen: a 0 = 1, a x = p -I- a, a 2 = pa + q + 1, a 8 = p + qb, a 4 =-= q. 


x ) Kfirm&n und Trefftz, a. a. O 
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Wenn die Gleichung reelle Koe f Kzienten hat, miissen die Wurzeln x l9 
x 2> x 3> x 4 entweder reell oder paarweise konjugiert komplex sein. Bildet 
man das GleichungBpolynom a 0 {x — a^) (x — ® a ) (s — & 8 ) (a; — a; 4 ), so 
sieht man im Falle negatdver Eealteile dann durch Ausrechnung sofort, 
dafl (wenn a 0 > 0) alle Koeffizienten a 2 , a 3 , a 4 positiv sind. Da also 
jedenialls notwendig ist, daB alle a 0 , .. a 4 positiv sind, kann man die 
(in unserem Falle) vier Hurwitzschen Kriterien D t > 0, D a > 0, D a > 0, 
D 4 > 0 auf eine geringere Anzahl reduzieren. Da — a l9 D % = a t a z 
' *®S = = **4^3 1- HI, § 4, (3) 

folgt, wenn man a 6 = a 6 = • • • = 0 sctzt], so folgt ans der positiven 
Natui aller Koeffizienten nnd D s > 0 schon die positive Natur aller 
Dj, ..jD 4 . Man kann also als Stabilitatskriterion ansehen: 

(22) aj > 0, a 2 > 0, a 3 > 0, a 4 > 0, a 3 (i a x a 2 — a 0 a 3 ) — afa 4 > 0 

odcr mit den Bozoiolmungen der Gl. (20): 


( 28 ) 


P'\ a ' * 0, pa 4- q + 1 * - 0, p + qb > 0, q > 0, 

(p | qb) [(p t- a) {pa |- q-\ 1) - (P + ff6)] - (p + afq > 0. 


Da a , b mid p aim physikalisclien Grtmden positiv sind und iibrigens 
a und b bei don liblichon Flugzeugen in ihren Werten nioht sehr schwanken, 
so hi&ngt die Langsstabilitat im wesentliehen von den „Stabilitatspara- 
motern" p und q ab. 

Zunaohst folgt aus (23), daB q positiv sem muB, d. h. nach 3: das 
Flugzeug nmli ,,statiseh stabil 4 * sein. Dann sind die erBten vier Bedin- 
gungon (23) erfiillt, die funfto aber nur, wenn p geniigend groB ist. Denn 
tur p - 0 wird sio: qb fa (q f I) - qb | - a*q . - 0, ist also nur liar q > a/6 
erfiillt. Wenn wir im Falle des Krfulltseins aller Bedingungon (23) von 
^dynamiseher Stubilitat" sprechon, kbnnen wir zusamnionlassen: fur die 
dynamische Stabilitat ist die Hiwitiw.be (q 0) stets notwendig; hinreichend 
ttber nur dann, wenn dan Dampfungsmoment p geniigend groB ist. Bei 
vorsehwindendem p muB das ,,StabiIiHierungamoment“ q iibor einer ge- 
wisson (Jrenze liegen, das Flugzeug muB statisoh „stark“ stabil sein. 


5. Phygoidbewegung. Im Grenzfall unendlich groBer statisoher 
Stabilitat (q - ~ on) ist nach (19), (17) dor Kocffizient von a in (12) irn- 
ondlioh; man kann durch ihn dividioren und folgom, daB (12) bei be- 
liebigom it fur a - 0 erfiillt mt. Dann crfolgt die Bcwegimg des Schwer- 
punkteH ininior in dor Hichtung dor Propellerachso (a5 t ), imd die Bewegung 
des ganzen Flugzougos ist durch die des Schwcrpunktes allein bestmunt. 
Diene gohoreht. dann don (11. (11), in denen a = 0 zu setzen ist. Nehmen 
wir noch an, daB Propcllorkraft und Luftwidcrstand einander das Gleich- 
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gewioht balten, =■ — so folgfc aus (11), wenn wir den Lufb- 

widerstand und Auftrieb der Dfimpfungsfl&chen vernachlfissigen, also 
«, = a, = 0 setzen: 



Wir haben zwei simultane Differentialgleichongen erster Ordnung vor uns. 
Die daroh sie dargestellte Bewegung (die im allgemeinen keiner „bestandigen 
benachbart 1st) hat Lancbester als Phygoidbewegung bezeichnet. 

Wenn. wir die reohtwinkligen Koordinaten dee PlugzeugsohwerpurLktes 
mit x, z bezeicbnen, ist x = u cob d, z = u sin d, nnd die erate Gl. (24) 
lautet nacb Multiplication mit u: uu = — gz, woraus durch Integration 
u* = — 2 gz + Const, folgt. Wfthlen wir fiir z = 0 die Horizontdle, in 
der u = 0 ist, so ist Const. = 0 zn setzen. Dann laflt sicb u durch z ans- 
drficken, und aus der zweiten Gl. (24) folgt: 


dd dd. 9 dd . , 

U = U Z — Ur —— sm V 

at dz dz 


— 2<rzsin# 


d# 

dz 


also 

(25) 


_ dcos# . „ , y 

= 2gz ~ir = 


d cos# 1 ait. V i 

~r, - r***°- 1 ' 


Da also cos d als Punktion von z einer linearen Differentialgleichung ereter 
Ordnung genhgt, findet man ihr aUgemein.es Integral naob 1. Bd., VI, 
§ 2, 2. Es lautet 

(26) oos0 = —~kz+ y=‘ 


Dabed ist 0 eine willkfirlicbe Konstante, dtuah dearen Wahl der Neigungs- 
winkel 0 der Flugbahn gegen die Horizontal© fttr eine gewisse H6he z 
vorgescbrieben wird. Demit ist die allgeineine Gleichung der Flugbahn 
in endlicher Form gefunden. 
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Flinftes Kapitel 

Methoden der Storungstheorie 


§1. Gnmdbegrifte der StOnmgsrechnung 


1. Allgemelae mechanische System e. Wezm die Integration der Be- 
wegimgsgleicliimgen II, § 2, (52) nach der in II, § 4, 3 auseinander- 
gesetzten Jacobisohen Integrationsmethode praktisch undurchfiihrbar ist, 
d. h. wenn es nicht gelingt, „angepaBte“ kanonische Variable einzuffthren, 
bo ist es in vielen Fallen moglich, If so in zwei Snmmanden zu zerlegen 
(H = H 0 + AP^), daB A eine Konstante bedeutet, die klein gegen 1 ist 
und fiir das System mit der Hamiltonschen Funktion £T 0 die Jacobiscbe 
Methode Bich rechnerisch durchfuhren laBt. Man kann dann durcb eine 
Transformation der Gestalt II, § 4, (29) der Funktion B 0 angepaBte ka¬ 
nonische Veranderliche t, Q^, . . .,Q n , P l9 ..P n einfiihren, so daB H 0 
nur von den P,, hingegen H 1 naturlich auch von alien librigen abhangt. 

,,, | H (/, q l9 . . ., q ni pi, , .. , p n ) = J?q (Pi, .. P n ). 

1 * 1 +lU 1 (t,Ql,-..,Qn,Pl,--.,Pn). 


Wie im 1. Bd., V, §5, 10 fiir die Differentialgleichungen der Losungen 
allgemeiner Variationsprobleme gezeigt ist, lassen sioh dann die Bewegungs- 
gleichungen I, § 2, (52) durcb ein Naberungsverfahren integrieren. 

Wegen der Kleinbeit von A kann man die Bewegung des betracbteten 
mecbanischen Systems als durcb eine ,,kleine Storung“ aus der des 
Systems mit der Hamiltonscben Funktion H 0 , des „ungestorten“ Sy¬ 
stems hcrvorgegangen denken. Man nennt das Zusatzgbed zu £T 0 , das 
die Storung bervorruft, also XH 1 , die „Storungsfunktion“. 

Durcb die Beriihrungstransformation, die Gl. (1) zur Folge bat, geben 
die Bowegungsgleicbungen wieder in ein kanoniscbes Gleicbungssystem 
in den Ver&nderlichon t , Q }i P 3 fiber, also in die Gestalt von II, § 4, (12a), 
wobei H sich aus dem H der Gl. (1) nach II, § 4, (29) berechnen l&Bt. 
Wenn also insbesondero die Transformationsgleicbungen die Zeit t nicht 
enthaltcn, bo ist nach II, § 4, (36a) das H 0 + XH 1 der Gl. (1) selbst das 
gesuchte H\ die Gleichungen II, §4, (12a) lauten also: 


( 2 ) 


dQ, dHt dPj ___- d_H x 

— : D , j — A 


it~ di>, ' " dP,' it ~ " dQ , O'- ^ 

lm folgenden worden wir uns meist aul den Fall beschranken, daB 
die Storungsfunktion sohon in den urspriinglichen Variablen von der Zeit 
unabhangig ist, wo also die Bewegungsgleichungen durch eine die Zeit 
nicht entnaltcnde Transformation in die Gestalt (2) iibergehen, wo dann 
auch H x nur von den P 3 , Q, abh&ngt. 
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Der Ansatz der Storungsrecknnng besteht nun darin, djiB man die 
Losungen, der Gl. (2) als Potenzreihen in X zu bestimmen sucbt. Fiir 
0 gehen die Gl. (2) in Differentialgleichungen der ungestorten Be- 
wegung II § 4, (32) fiber, wo wir mix an Stelle von E jetzt H 0 = E 0 
( i» • • Pn)> die Energie der ungestorten Bewegung, setzen, was fiir 
diese Bewegung naob II, § 4, (33) konstante Werte der P, und mit der 
i ear waohsende der Q } ergibt. Daber setzen wir fiir die gestorte 
Bewegung die P, und Q, folgendennafien an: 


( 3 ) 


P f = Pj° ) + APj 1) +A»pU + .. 
«<-«!”++»■«»+... 


(j = 1, 2. n). 


Dabei aind Pj<J f (0) die in II, § 4, (33) mit a ,, b, bezeichneten 2 n Inte¬ 
gra onskonstauten in den Bewegungsgleichiingen der ungestorten Be- 
w^ung und die P, (1) , Pf\ .. Q® aind duroh Einsetzen der Aus- 
^ ( 2 ) bo als Funktionen der Zeit zu bestimmen, dali 

® . ( ) der gestorten Bewegung erfiillt aind. Diese Methode, die analog 

er un 1. Bd., VI, § 2, 4 angewendeten ist, wird als Lagranges Methode 
der Variation der Konstanten bezeiohnet. Setzen wir (3) in (2) ein, ent- 
wie nach Potenzen von X und vergleichen die Koeffizienten gleioher 
. beiden Seiten, so erhalten wir eine Reihe von DiEferential- 

gleichungen fiir die Koeffizienten der Entwicklungen in (4). Man nennt 
e mat em Gliede X n abgebrochenen Losungen (4) die n-te Nahcrungs- 
osung. Hilfe dieses Begriffes konnen wir die AufBtellung der genannten 
' erentialgleichungen fiir die Qj 1 *, ... auch. etwas anschaulicher be- 
j C _ durch EinscUieBung in Klammem und Anhangung 

des Index n das bezeichnen, was aus einer Funktion der P„ Q, durcb 

taeto n-to NSWng wd. Wil ^ ***** ^ „ chte 

state der zweiten Gleichungsgruppe (2) die nullte Nabexung: 


(4) 


*> = n q,=q? 


dpf 1 


Sdtoi folgt daraUB durch Gleicilsetziin S dea Koeffizienten von X auf boiden 


( 5 ) 


dP f _ 
dt ~ 


fdB* 

\dQ 


’% ^—i o'=i, 2, 




V 

Dabei and die Integrationakonstanten so bestimmt, dafl die Bowectuur 
fiuf r _ 0 in die ungestorte fibergebt. Unter dem Integral steht eine be 
Wte Punktion von t. Darauf setzt man in die reob^SeiteTde^sten 
Gleicbungsgruppe (2) im eraten Gbede die aus (5) berechneten ersten 
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Nahenmgen Pj 0) + X P, H) flir die P, ein, hingegen im zweitea Gliede die 
nullten Nahenmgen (4). Man erhait dann wieder durch Gleiohsetzen dec 
Eoeffizienten von X aui beiden Seiten: 


( 6 ) 



wobei die lolgende Entwicklung eingesetzt ist: 


(7) 


(0Eo\ _ £ / 
\dP i ) 1 - k t‘ 1 \dP,dP 



Da alle Ausdriicke, in denen die nullte Nahening eingesetzt ist, be- 
kannte Funktionen von t sind, folgt aus (0) und (5): 



0 0 0 


Die Losungen der Differentialgleichungen (2) lauten also in erster An- 
naherung: 

(9) (<W, = G, <0) + ~y + XQ?>, (P,), = pM + XP™ 

wobei fiir Qf \ Pj 1} ihxe Ausdriicke aus (8), (6) einzusetzon sind. Wir 
ordnen das weitere Verfahren am uborsichtlichsten an, wenn wir analog 
zu der im 1. Bd., VI, § 1, 2 angewendeton „Methode der Nalienmgs£olgen“ 
vorgehen. Wir aetzen zunachst die erste Nahcrung (9) in die rechten 
»Seitcn der zweiten (llcichungsgruppe (2) ein. Durch Quadratur erhalten 
wir die zwcite Nahcrung 1 ): 

t 

(10) (P,), = P« - X J (jfydl (j = 1,2,..., n). 


Die integrationskonatanten sind so bestimmt, daB fur t — 0 der Zustand 
des Systems mil dcm der ungestortcn Bewegung (4) ubereinstinunt, die 
also entsteht, wenn im Zeitpunkt t — 0 die Storungskrafte plotzlich 
vcrschwinden, Man ncnnt sic die zur Zeit t = 0 „oskulierende“ ungestorte 
Bewegung. Das geschilderte Naherungsverfahren kann man beliebig weit 
treiben. Sctzen wir die Ausdriicke (10) als zweite Naherungcn in die erste 


*) Sie stimmt offenbar mit dom AuBdruok iiherein, den wir duroh Entwicklung 
naoh Potonzen von A und Gleiohsetzen der Koeffizienten von A* auf beiden Seiten 
von (2) erhalten, wenn reohts die erste Naherung eingefilhrt wird. 

HI sea- Frank, Dlfl«rentiAlgieiohungen. II 
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Gldohungsgruppe (2) in den ersten Gliedem rechts ein, in den zweiten 
Gliedem hingegen die ersten Naherungen (9), so erhalt man durcli Into- 


HD (9A = «. w + j(g^)«+lj(|§^< 0 = i’ 2 .”>• 


Ebenso ergibt aich ana der [n — l)-ten Naherang die n-te nach den folgen- 
den reknrrenten Formeln: 


( 12 ) 



(13) 


{Qik = Q? + 


t t 



0 0 


dt. 


Z Mehrfach perlodische Systeme. Wir nehmen nun an, daB unsor un- 
gestortes System ein mehrfach. periodisch.es im Sinne von II, § 5, 5 und 
§ 6, 2 ist und daB die in 1 verwendeten kanonischen Veranderliohen Qj> Pj 
die Winkel- und Wirkungsvariablen sind, die wir in II, § 6, 6 und § 6 
mit w J9 J 3 bezeichneten. Die Hamiltonsche Funktion des gestortcn 
Systems lautet dann analog zu (1), wenn wir sie als unabhangig von der 
Zeit annehmen: 


| H(q 19 .. q n9 p n ) = FJ(J,, .. J n ) 

1 v l + A(P(tai,.. J l9 .. J n ). 

Dabei ist gemaB II, § 6, (38) die Energie des ungestorten Systems 
als Funktion der Wirkungsvariablen und 0 die Storungsfunktion. Man 
erhalt 0 offenbar durch Ednsetzen der Entwicklungen II, §6, (7) ftir 
die q i9 p t in H x (q l9 ..g», p x ,..., pj. Daher ist 0 ebenso wie die 
q x und p { eine periodisohe Funktion der w s mit der Periode 2 n, die man 
unter sehx allgemeinen Bedingungen in eine Fouriersche Reihe ent- 
wickeln kann. Unter Annahme der Mogliohkeit dieser Entwicklung hat 0 
ebenso wie die q x die Gestalt: 


(IB) 


+ 2 .*„ • • •. J«) COB [fc, «?,+ •■• -4- JCnU> n 

^l» ■ ■ *i 

+ ^*ii..-i • • *» ^«)]* 


Die ungestorte Bewegung ist nach II, § B, (40) durch konstante J i und 
mit der Zeit linear anwachsende to, gekennzeichnet. Flir die gestorte 
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Bewegong sind die J, und Funktionen. der Zeit, die (2) gentigen, d. h. in 
unserer Bezeichnung 

/lft . du>, . 80 dJ, .80 dEt 

(16) jf = + >■ gj,‘ TT ~ ~ l 8^’ ’• ~ IT, ~ *. 2 ' -• *)■ 

Die nuJlte Naherungslosung X = 0 lautet analog zu (4) 

(17) («,) 0 = u>?' + vft, (J,) 0 = J?, *«-»,(/»•./“). 

Sie stellt die ungestorte Bewegung dor, welche die gestorte Bewegong 
zur Zeit t = 0, wo ihr Zustand duxoh w°, J® gegeben ist, oakuliert. 

Die erste N&hemng lautet, analog zu (9), (5), (8) 

(18) (*,), = *» + v, (0) t + At(J,), = J' 0> + M?, 

<,9) 

d£)J J ‘ J 0“ + 1 dr). 1 "- 
0 0 0 

Setzen wir den Wert von 0 ana (15) ©in, fiihren die Differentiations 
aufl und nelunen fur die w j9 J 9 die Ausdriioke (17), so erhalten wir durch 
Integration nach t: 

^__ - _/. . / t(o) T( 0 ), 

*t. *hp>+•■•+*» . n( i .. } 

( 1 {cO8[(ft lVl (0, + ■•• + A n V< 0 V + «p tl .*,(/?,.J*)] 

.t B (J r i°.---,^n)]}- 

a, _ [9<P(Ji (o1 , ...,/« #) ) | ,j(o) J (#) i ^ jt ^-lf 

"* - r— el? — + *3,£‘.^. 

(21) ) + 2 ft,.* n (J?\ .... JfP) oos [ft V?> + ... + r?>) i] 

itj j^| 

+c* tl .. (4 0) .4 0) ) sinLft v< 0) +... +Kv'Z ) )(\+b kil . 

Dabei ist die explizite Gestalt der Funktionen a, b, c, die sich aus der 
Rcchnung lcicht ergibt, der Kiirze balber nicht ausgeschrieben. Wenn 
wir alle Ausdriicko der Gestalt 

b tl , , "JJ?, .... /n 0> ) OOS [ft V? + + K^)Q 

+ C*„ (Ji\ J^n) an [(*1 vf H-H V " 0) ) A 
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kuxz aln „periodiache Glieder“ bezeichnen nnd durch „period. Ql.“ 
abkiirzen, konnen m r die ersten NaherungBlosungen nach (18), (20), (21) 
folgendernoafien schreiben: 


{(10^ = w ( ; 


j)i — «^ 0) + A yff + A . period. Ql., 
f + + [vf + A V? (JJ,..J5)] < + A. period. QL 


Dabei ergibt rich die Bedeutung von y) 3 ,a) 3 , vj 1} aus den Ql. (20), (21). 1st 
es moglioh, daB unter den periodischen Gliedem solche sind, welche die 
Zeit t nicht enthalten, die also in Wirklichkeit konstant sind? Dazu 

miifiten Beziehungen k x vi 0) 4 -f- k n v£ 0> = 0 mit ganzzahligen 

k n bestehen. Nun konnen offenbar niobt die k, verschwindon, 
weil in der Entwicklung (15) der Storungsfunktion <P das von den w i 
nnabh&ngige Glied 0 schon aus der Summe herausgehoben ist, die also 
nur mehr Glieder enthalt, in denen niobt alle k $ verschwinden. Einc ganz- 
zahlige, linear homogene Beziehung zwischen den vj 0 * mit nicht samtlioh 
verachwindenden k 3 kann aber nach II, § 6, 3 nur bestehen, wenn das 
ungestorte System ,,entartet“ ist. Wir wollen nun hier aber voraussetzon, 
daB das ungestorte System wirklich genau n-fach periodisch, also nicht 
entartet ist, dann enthalten alle periodischen Glieder auch wirklich die 
Zeit. Nach II, § 7, 3 haben diese Glieder darm wohl keine genaue, aber 
doch eine angenaherte Periode. Man lra-rm leioht zeigen, daB der zeitliohe 
Mittelwert dieser Glieder, erstreckt iiber eine angenaherte Periode des 
ungestorten Systems, mit um so groBerer Annaherung verschwindet, jc 
groBere Annaherung an die ursprlingliche Lage nach Verlauf dieser „ Periode 1 * 
verlangt wird. Wenn das System ,,physikalisch nicht entartet 4 * ist, wiichst 
nach II, §7, 3 mit diesem Genauigkeitsanspruch auch die „Poriode* 6 . 
Wir betrachten ein derartiges System von zwei Freiheitsgradcn. Ein 
periodisches Glied habe dann die Gestalt: x = A cos (n 2 v* 0 * + 
wo n l9 n 2 ganze Zahlen. sind. Wir berechnen wie in II, § 7, (6), (0a) die 
angenSherte Periode t. Sie lautet in den dortigen Bezeichnungen 


t = k x = 


2 nk x 


+ *1 = 


Bilden wir den gesuchten Mittelwert x von x durch Integration von 0 
bis k x Ti 0> und Division durch z x \ so erhalten wir 


*i t<°> (n 1 + n 2 vi°)) x = A sin [(n t v<°> + n a v^) k x T®>] 

= A sin [2 n (n, *4 + f^k % ) + n a rj\. 

Setzen wir rjv^ ] -2 jte, wobei e beliebig klein gemaoht werden kann, so 
folgt daraus: 


[2 7i (&J n : 4“ k % 4“ 2 n 8 nj x — A sin [2 n (nj k x 4- w a fc*) 4“ 2 ne w s ] 

= A sin (2 nen^). 
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Daraufl folgt, dafl mit abnehmendem e (d. b. mit zunehmendem Genauig- 
keitsanspruch fur die angenaherte Periode) x gegen Null geht 1 ). 

Daraus folgt nach (22), daB bei der gostorten Beweguug (J^ tmd 
im Zeitmittel iibor eine angenaherte Periode des ungestorten Systems 
denselben zeitliohen Verlauf haben, wie bei der ungestorten Bewegung. 
Nur haben die Konstanten \ «^ 0) , etwas andere Werte, die sioh 
von den ungestorten urn GroBen von der Ordnung A untersoheiden. Man 
driickt das auch so aus: Die J 3 und w, erleiden in erster N&herung nur 
„periodische Storungen". 

Gehen wir zur zweiton Naherung liber, so erhalton wir aus (12), wenn 
wir n = 2, fl r 1 = Q, --= w r P 3 — J, sotzen: 


t 



0 


Nacli (15) cnthalt 00/9«», nur in den w 3 poriodiHohc Glieder. Setzen wir 
nach (22) fur w 3 die (y' 3 ) x und entwickeln naoh Potenzon von A, so enthalt 
der ln1.egrund in (23) an Her Konstanten und period. Gl. auch Glieder der 
Gestalt A/. period <SI., woboi jedo Konstanto mit dom Faktor A behaftet 
ist. Da sieh fiir (his Integral iibor t cos t leiclit der Ausdruok t sin t + cos t 
ergibt, erlnllt man ilurch Ausfiihrung der Integration in (23) fiir (J,) a 
emeu Ausdruok der Gestalt: 

I w. - X tv, (-tf. •■■,«'») + period. Gl] 

1 ' I -U* (J,°. J”) + t Xl (J° t . .K) + poriod. GL + 1. period. Gl.]. 

In zwoiter Naherung unliersoheidon sieh also die J 3 von Konstanten nicht 
inehr hind inn GroBen, die ini Zeitmittel iiber cine angenaherte Periode 
der ungestorten Hewegung verschwinden, sondem auch um Glieder, die 
nut der Zeit immor inehr anwaehsen. Dock sind diese „s&kularen“ Glieder 
idle der ersten Potcnz von t proportional, abor mit A a multipliziert. Setzen 
wir das Naherungsverfahren fort, so erhalton wir analog zu (24) als n-te 
Niiherung omen Ausdruok, in dem der Koeffizient von A n eine Funktion 
der Zeit ist-, die auBer konstanten und periodischen Gliedem auch solohe 
enthiilt*, in denon die Potenzon von t bis einschlieBlich i*” 1 mit Konstanten 
oder mit periodiHohe.n Gliedem multipliziert sind. So entstehen „rein 
sakulare“ und „gemischt sakularo c< Glieder. Da man die A als sehr 
klein voraiiHsetzt, spricht man erst dann ^on einer ,,sakularen Storung“ 
(d. h. einer Abwciehung von der ungestorten Bewegung, die sich im Mittel 

J ) Kino Ausnahmo Iritt nur ein, wenn fur das betraohtete periodisohe Glied 
n 1 k l -|- n a Jr a sohon fiir kloino n l9 n a sehr klein wird; fiir groBe n 19 n t wtirde es 
don Bowoin nioht atoron, weil dann die Fourierkoeffirdenten A klein werden. 
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liber eine „Periode“ derselben nicht aufhebt), wenn in der Entwicklung 
der J, ein Olied auftritt, in dem X n mit mindestena der n-ten Potenz von t 
multipliziert 1st. In diesem Sinne lrann man zusammenfassend sagen: 

Bei Storung eines n-faob periodischen, nicht entarteten 
Systems erleiden die Bahnkonstanten J t keine sakularen 
Storungen. Die Winkel variablen w t erleiden im abgemeinen msofern 
sSkulare Storungen, als nach (22) an 8telle der Prequenz vf°* durch die 
Storung v}°> + A vj v tritt. 


3. Entartete Systeme. Ganz anders wirkt eine Storung auf die Bahn- 
knrven eines entarteten Systems. Wir nehmen an, unser ungestortes 
System von n Freiheitsgraden sei im Sinne von II, § 6, 8 ein m-fach ent- 
artetes, d. h. es sei genau /j-fach periodisch, wobei p = n — m. Wir 
fiihren die am Scblusse von II, § 6, 3 definierten Zustandsvariablcn ein, 
die uneigentliohen Winkelvariablen «j, v t , ..., v m , die eigentlichen 

«»i, »t> • • •> die entspreohenden Wirkungsvariablen « a . 

bzw. J lt ..., J p. Dann ist die Bewegung des ungestorten Systems 
nach II, § 6, (15) durch 

(j = 1 , 2 , ..., m), 

, (#) O' = 1, 2. ft) 

gegeben, wobei J£°\ v£*\ w® Integrationskonstante sind und 


(25) 


I «, = < 

l ^ = JT. 


v, = v. 


to) 

v£ u) t + w 


(26) ,«(J« Jf) = — ^or’—0 = 1, 2. ft). 

Wenn alle Bahnen des ungestorten. Systems nur /i-fach periodifloh 
sind, so sind die u 3 in E 0 iiberhaupt niclit enthalten. Wenn hingegon nur 
die gerade als Ausgangsbahn der Storung betrachtete Balm in dem voruuH- 
gesetzten Mafie entartet ist, so hangt E 0 und infolgedessen nach (26) 
auch v^vonux, u t9 .. u m ab, und es ist nur fur u, = = 1,2, m) 


(27) 


>?'= *,...... 4 "). «f* .“ 2 ’ -( 4 ^).= ° 

0 = 1, 2,..., m). 


Drticken wir die Storungsfunktion 0, Gl. (15), in dieser Bezeichnung aus, 
so kann die Summe auf der rechten Seite sekr wohl Gbeder enthalten, 
in denen die Koeffiidenten k f aller eigentlichen Winkelvariablen w t ver- 

sohwinden, also Glieder, die ebenso wie 0 wahrend der ungestorten Be- 
wegung konstant bleiben. 
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Wir Ziehen daher diese GHieder auch vor das fl nmnn an eai^ ti nnH 
sclireiben: 


(28) 


<P R (Jj,...] i Tftf •. -j U)#} Vjj O 

+ S r *i,.... w i» M m» ®i> "•» OCOS 

*1> ■*.» 


In der Snmme ist kein Glied mehx enthalten, in dem alle 
versohwinden. Bezeichnen wir sie kurz mit P, setzen also 


(29) 0 — R (J lt *. tt},. .., v l9 ...) ■+■ P {Jii .. •» Wi* ■ • •> Wi» • -.. •)» 

so zerfallen die Differentialgleichungen (16) dei gestorten Bewegung in 
zwei Gruppen: 


<*» *• 
< 3, » Tt 


dR 

dJ, 


BP 

dJ~, 


. djd , . dP_ du, 
du, + du,’ dt 


dJ, . dP 

dt dtDf 


(.3 = 1 . 2 , 





/*). 


m). 


Machcn wir fur w,, J j9 v 3 die zu (4) analogen Ansatze, wobei als 
ungeHtorte Bewegung (A = 0) die Gl. (26) zugrunde gelegfc werden, so 
ergibt sich aus (30) genau dieselbe Gestalt (22) der ersten Naherungs- 
losung fiir */,, w s wic aus den Gl. (16). Denn solange fur u,, v f konstante 
Wortc (die* nullten Nahenmgen) eingesetzt werden, sind (30) and (16) 
von (IcrHclben Form. Die Bahnkonstanten J i Sndem sich also in erster 
Nahemng wieder nur urn periodische Glieder, worunter jetzt Glieder der 

GcHta.lt acos [(fc A v { 0J -1 -+ i£ 0) ) * + 211 versteben sind, wo a 

und b wiihrend der Bewegung konstant bleiben. Der Mittelwert soldier 
Glieder liber cine angonaherte Periode dor ungestorten Bewegung ver- 
sehwindet winder. 

Weim wir hingegen auf der rechten Beite von (31) die nullte Nahenmg 
(26) eiimotzen, so werden die R enthaltenden Glieder konstant, die P 
enthaltendon period inch, und durcb Integration folgt fiir die erste Naherung: 


v, - vf + A bf ] + A (|£) # t + A period. Gl., 
u, = «« f kaf + * P® 0 *' GL 


(j = 1, 2,.... m). 


I)ic boi der ungeatorten Bewegung konstanten GroBen t*,, u, erleiden 
also nicht nur periodiaehe, sondem an oh aakulare Storungen. Diese rlihren 
auch nur vor don ersten Gliedem rechts in (31) her. Man nennt daher R 
den „Rakultiren Teil der Storungsfunktion . 
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Wenu wir die ersten Naherungen fiii w, 9 J f9 u }9 v, in die recliten 
Seiten von (80), (81) einsetzen und fiir dieses GleichungBsystem nach 
genau denselben Methoden wie in 2 fiir die GL (16) die zwcite und dio 
folgenden Naherungen aufsuchen, ergibt sich genau so wie dort, da0 in 
den Entwicklungen fiir die J i9 u i9 v J9 wenn wir nur die GUeder beachten, 
die von den Ableitungen der Function P herriihren, nur periodische 
Glieder auffcreten oder solche, die wohl ^ n ~ 1 proportional sind, aber dann 
mindestens mit 1* multipliziert auftreten; d. h. also, daB die von P her- 
riihrenden Glieder niebts zu den sakularen Storungen von J ,, u ,, bei- 
tragen. Ebensowenig tragen diejenigen von R herriihrenden Ausdriicke 
etwas bei, in denen fiir die J i9 u i9 niohts&kulare Glieder eingesetzt sind; 
dabei sind die zeitlioh konstanten Glieder immer zu den sakularen zu 
rechnen. Nennen wir die Zusammenfassung aller sakularen Storungs- 
glieder D«7 # bzw. Dv ,, Du i9 so erhalt man diese nach dem eben Gcsagten 
auch noch dann, wenn im System (30), (31) alle Glieder mit P vollstandig 
unterdriiokt und.in R an SteQe von J, 9 v, jetzt DJ,, Du,, Dv, ge- 
setzt werden. Die sflkularen Storungen sind also die Losungen des folgen¬ 
den Systems von Differentxalgleichungen : 

dDJ, „ , . 

® 2, ji ) 9 

(33) 

dDvf .dR dDuj m dR 
dt *8Du,' dt (y = l,m). 

Suchen wir die Losungen dieses Gleiohungssystems, die sich fiir 
^ 0 auf \ \ uf u ^ reduzieren, so erhalten wir aus den ersten 

g-Gleichungen Bofort DJ } = d. h. die J, bleiben bei der s&kularcn 
Storung konstant. Man kann dann diese Werte in die iibrigen Gleichungen 
einsetzen und erhalt ein System von 2 m shnultanen Differentialgleichungen 
erster Ordnung in den 2m VerSnderHchen Du l9 ... 9 Du m9 ...,Dv w 
znr Berechnung der sakularen Storungen. Setzen wir rechts liberal 1 die 
^^ N&terun 8 ein > so erhalt man durch Integration die erste Nahcrungs- 


DJ h = Jf (4 = 1, 2,. ix), Dv, = vf + t, 

Du,== U > 0> ~ A 1 (i = 1. 2, ....m), 


was genau mit (32) tibereinstimmt, wenn man in ihnen die periodischen 
Glieder nnd die Konstanten aj 0 \ 6<°> wegl&flt. 

Zusammenfassend laflt sich sagen, dafl die Wirkungsvariablen J, 
die su den eigentlicben Wirkungsvariablen w, gehdren, auch 
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bei entarteten Systemeu keine sakularen Storungen erleiden. 
Hingegen erfabren die uneigentlioben Winkelvariablen v t 
and die zu ihnen gehorenden Wirkungsvariablen aSkulare 
Storungen Dv,, Du,, die in ereter Naherung durcb (34) ge- 
geben Bind, im allgemeinen aber den Differentialgleicbungen 
(83) genbgen. 


4, Die Ditterentlalgleichungen der sakularen Stfirungen. Wenn wir jetzt 
der Kiixze balber die sakularen Storungen selbst mit u,, v, (atatt Du,, Do,) 
bezeichnen, bo genligen sie nacb (33) den Differentialgleicbungen 


(35) 


dv, _ . 9 -B dUj 

~dt du^ dt 



(i-1,2, 


m). 


Das ist im Sinnc von I, § 2, (62) ein kanonisches SyBtem von 2 m 
Differentialgleiohungen erster Ordnung mit der Hamiltonscben Funktion 
H — JlR. Die Integration kann nacb II, §4, 3 durcb TSinf i ihr ung an- 
gepafiter kanonischer Veranderlicber geseboben. Wir nebmen der Einfaoh- 
heit halber bier an, die v,, u, scion selbst angepafite kanonisebe Yerander- 
liche, d. h. R hange nur von den u t . u m ab. Dann folgt aus (35): 

(36) u, = uf, v, = Oft + vf, o, = 0 = 1. 2 » *»)■ 

Da die v, Winkclvariable sind, d.h. die Lagekoordinaten q, des 
Systems periodische Funktioncn der v 3 mit dor Period© 2 n sind, so sind 
die Oj Schwingungsfrequenzen des gestorten Systems, ebenso wie nach (25), 
(2(5) die v 3 SchwingungHfrequcnzen des ungestorten. Zu diesen /wFre- 
quenzen treten noch die w-GrdBen a 3 , so daJi duroh die Stoning das System 
wieder in ein genau /«-| tn — n-focli periodisches iibergcht, die Bnt- 
artung also im allgemeinen verschwindct. Eino Ausnahme tritt nur 
ein, wenn zwischen den tsj ganzzahligc homogono Relationen bestehen, 
also z. B. einige unter ihnen verschwindcn. Dann ist auch das gestorte 
System entartet. Die a, sind im Vcrh&ltnis zu den v 3 ldein von der 
Ordnung A. 

Neben den sehnellen Anderungen der (den periodischen) entstehen 
durch die Storung die langsamen (sakularen) Anderungen der Berechnen 
wir die Lagekoordinaten des Systems bei der sakularen Storung, so haben 
wir in I, § 6, (7) fur w l9 . .., w,, J ,, .. -, ihre Werte aus (22) mit Unter- 
drlickung der periodischen Qlieder, fur w^ +1 , ..w n , Jfi+n • • •» •'» 
aber die GroBen v l9 .. v m , und dafiir wieder ihre Werte 

aus (3(>) einzusetzen. Dann sind in der Formel fiir die x x allc Koeffmenten A 
und alle Phasonwinkel <5 konstant und an Stelle der fiir das ungestorte 
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entartete, nur /*-faoh periodische System geltenden Fonnel II, § 6, {16) 
tntt ftir das duroh die Storung nun m -f- (a = n-faoh periodische System; 


(37) 


Xi — A® + 
COS [(ij 4* 


| ■, i, ly, 

*!• •••! * U i >u .... ^ * 

4- v 4 4-^®!+ ••• 4- <01 4- 

(t = 1, 2,»). 

Bei dieser Darstellung der Bewegung dee Systems wind die periodiBohen 
Storungen vernachlSsBigb mid v t = v } (0) 4. X vj° gesetzt. 

Wenn. man annimmt, dafl die u, alle klein aind, so kommt man zu 
der sogenannten elementaren Theorie der sfikularen Storungen. 
Man wendet zunaohst auf die kanonisohen Veranderlioben u„ v, die Be- 
ruhrungstransf ormat io n 

(38) cosi>„ ij, = ) r 2 ^ 8 inti y (j = 1 , 2 . m) 

am. . Nach 1. Bd., V, § 5, 7 gehen die Gl. (36) dann wieder in kanonisohe 
eicnungeii liber. Es sei R* der Ausdruck von R in den neuen Zustands- 
groflen £ j} tj r Es gilt also: 

(39) — J = A 2*01 _ 3 dR * ,• , o \ 

dt dr)j 9 dt ^ d £ } ^ 885 ^ m )‘ 

Da (38) 2u s = £" -f- y] folgt, kororuen in der Entwicklung von R* 
naoh Potenzen der kleinen Groflen £„ Vi bur Glieder von geradem Grade 
vor. In erster Annfiherung setzen wir daher 

(40) XR* =r 0 4- i 2*'<»f<f» + s llk (f < jjj4-f t j ?< )4-t ( j» ?1 fj t , 
also nach (39): 

dS, 


(41) 


dt ~ 2i (*<*& +M»)» 


iij. 


dt 


~ ““ 2 ( r j* h + *** fa) 


(jf = 1, 2, m). 


jfc = i 


Wir erhalten also ein System von linearen Differentialgleichuimen mit 
■ ° n ^ ! . ^ e . B Sknlaren Storungen laasen sioh dann 

e von III, § 3,1 als kleine Schwingungen um die ungestorte Be- 
wegnng auffassen. Die dort eingefulrte Gleichung III, § 3, (9) zur Be- 
stmummg der ScliWLgtmgsfrequenz heiflt desbalb die „S&kular- 
g eicnung ). M an sieht: „sakulare Storungen" bedeutet nicht „grofie 


l ) Siehe 1. Bd., II, § 2, 8. 
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Storungen", sondem Storungon, die Bich nicht im Mittel iiber eine Period© 
des ungestorten Systems aufheben, sondem eine viel groBere Period© 
(kleino Frequenz) haben miissen, wenn sie iiberhaupt periodiscb aind> 
Die GL (40) ergab sich. nur unter der Annahme, daB die u i9 v 3 der 
Hamiltonachen Funktion 12 ,,angepaBte“ kanonische Veranderliche 
flind, also R nur von den u m abhangt. Dock laJJt sich auch, wenn 

die v 3 in 12 vorkommen, immer die Transformation (38) ausfiihien, aus 
der die GL (39) folgen. Wenn 12 eine derartige Gestalt hat, daB ftir If** 
eine Naherungsformel der Form (40) gilt, lafit Bich die Thoerie dor kleinen 
Sohwingungen anwenden. 

§ 2. Stttrungen elastischer Schwingnngen 

1. Die sttfrende Kraft 1st in der Elongation quadratisch. Wir betrachtion 
nun alfl einfachcs Beispicl omen Mamenpunkt, der in dor Ebeno um den 
Ursprung schwingt. Seine rechtwinkligen Koordinaten seicn #/ 1 , </ a , Heine 
Masse 1. Als ungestortc Bewegung betrachtcn wii rein olaatwche Schwin- 
gungen, deren Hamiltonfioho Funktion nach II, §5, (19) 

(1) ffo = l (p? + p?) + 4 (»?ql -b vj ?2) 

lautet. Fiir dieses System Iassen sioh nach I, § 5, 4 angepaBtc Winkol- 
und Wirkungsvariable einfuhren. Aus der BcriihrungstrariHformation II, 
§ 6 , ( 22 ) 

(2) q, = |/ 2 ^’ ffin Wj, p, = 1/2/, v, cob w, (j 1, 2) 

folgt. namlieJi 

(*1) // 0 V X J X \ *>• 

Den Kali, daB die Kraft nicht genuu dom Hookeschen Propor- 
tiomilitatsgeflctz gonilgt, sondem auch ein dom Quadrat dor Elongation 
proportionates (died X (d x qf | a 2 q£) enthidt, konnen wir, wenn X 
kloin ist, nach den in § 1 behandelten Methoden dor Storungsrechnung 
boliandoln. Dio Ilamiltonsehe Funldiion II des Gosamtsystems ist dann 
niimlich 

(4) H - // 0 + ^K??-ba a <tf)- 

Fiihren wir in (4) die Wj und J 3 nach (2) oin, so orhaltcn wir dio § 1, (14) 
ontspronhonde Formel, wobci 

(6) 0 ^ 12 ^ ‘ a3 (~v^) 3 (3 “ n W1 ~ 8in 8 
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anB (1) und (2)mitHilfe der Farad4(sinto)* = 3flia» - am3w hervor- 
geht. Die Differentialgieichangen fiir die gest6rte Bewegung lauten dam 
naoh §1,(16): 

dwt V 2 i lj . 

~ti — Vi + lij-aj y-ifSainio,— sin3w # ), 

(6) { r j (j = 1,2). 

-— x x y (^y («»— 008 3 **) 

Dabei sind die v t = vj°\ weil naoh (3) die Ableitnngen von Jff 0 = -®o 
nach den von den unabhangig sind. Wii haben dann auf der recbten 
Seite Iiberall die nuUte N&henmg: = toj 0) + vfa J* = Jj 0) einzusetzon 
nnd erhalten (lurch Integration enteprechend § 1, (22) die orate Naherimgs- 
losnng: 

J f = Jf Xy>f — X~ a , [sin (v, f + ©f) 

— i Bin (3 v, i + 3 ©«»)], 

(7) J «,-«» +A of 0 = 1, 2). 

+ v< t_A.^a,]/^ [3 coa( y , * + «») 

— | cob (3 v, < + 3 toj #) )] 

Dabei sind die Integrataonskonstanten rpf \©) 0) so bestimint, dafi fiir 
< = 0 sich J, = Wj = wergibt. Gegenfiber der allgameinen Gestalt 
von § 1, (22) sind hier die vj 1 * = 0, d. h. die Frequenzen der Schwingung 
edeiden dnrch die Stoning in crater N&herung keine Ver&ndenmg. Das riihrfc 
®*®h 11, (21) daber, daB in nnfisrem Falle nach (5) der „s&ku]axe“ Teil dor 
Stornngafunktion 0 = 0 ist nnd die Vj nicht von den abhangen. Die J$ 
nnd v>j der gestorten Bewegung onteracheiden aich von denen der rein elasfci- 
scihen Schwa go n g nor uni ,,penodiflche“ Qlieder, abgesehen davon, daB die 
Bahnkonstanten aelbst urn die kleinen GroBen A y> ( f bzw. Xwf verandert 
sind. Die Bahnkurve erffillt wieder ein Bechteck der q u y a -Ebene iiberall 
dicht, wenn wir die ungestfirte Bewegnng ala nicht entartet genau zweifach 
periodifich, vorauasetzen. Yermoge (2) konnen wir aus (7) auch Ann&herungs- 
foraeln fOr die rechtwinkligen Koordinaten q u q s aelbst erhal ten Wenn 
wir die dnrch Einsetzung der Ausdriicke (7) in (2) erhaltenen Formeln 
ffir die q, nm die Stellen J j = Jf 5 + A y>f, w s = wf + v ,t + At»5 0> 
entwickeln nnd nur die Glieder erster Ordnnng beibehalten, kommen 
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wir naoh einfachen trigonometrischen Uniform imgen zu folgendem Ergebnis: 


3, = sin («» + Ao><<» + v,t) 

a,JM 

-A [1 + icoa(2 v, t + 2«(o>)] 


0 = 1, 2). 


Die gestorte Bewegung findet also nicbt mebr urn den Koordinaten- 
nrsprung alfl Zentrum statt, sondem das Becbteok, das durcb die Bahn- 
kurve ausgeftillt wird, liegt nun symmetrised, um den Funkt mit den 

A a J <0) 

recbtwinkligen Koordinaten q i -- s - r L - • Diese Veorschiebung bangt 

von Jl°\ also von der Amplitude der elastisclien, zur Zeit t — 0 oskulieren- 
den Schwingung ab. Die Stdrungsfunktion ist bier bo gewahlt, dafi auob 
im Falle einer Entartung des ungestorten Systems, also einiacb periodiseber 
elastisclier Schwingung (z. B. v x = v a ) die Entwicklungen (7) keine 
sakularen Qlieder ergeben wiirden. 

2. Die sttfrende Kraft entheitt Koppelungsglieder. Um einen Ball zu 
betrachten, in deni bei Entartung des ungestorten Systems durob die 
Storung sich sakulare Glieder ergeben, macben wir ffir H den Ansatz: 

(9) B = H 0 +±qiql 

Hicr wic in I eind q lt q 3 solche rechtwinklige Koordinaten, in denen die 
Euergic H 0 der elastisclien Schwingungen sich in der Form (1), d. h. ala 
Somme von Quadratcn darstellen laBt. In 1 war non angenommen, 
dall sich in diesen Haoptkoordinaten (s. Ill, § 3, 3) aoch die Energie der 
gestorten Bewegung als Somme von Gliedom darstellen lieB, von denen 
jede nur cine Koordinate ontliielt. Diese Annahme iiber die Gestalt der 
Stdrungsfunktion ist mit (9) fallen gelassen. Aus (2) und (9) folgt mit 
Hilfe leicliter trigonometrischer Umformungen: 

0 b jjja I b jijt r^Qg 2 (w — w t ) 

(10) 2 v, r, + 4 y, v 2 L ( l tJ 

+ cos 2 (w, + *"*)- 2 cos 2 Wj — 2 eoe 2 toj. 

Dabci stellt das erste Gliod rechts wieder den sakularen Teil <P dar. Die 
Diffcrcntialgleicliungen dor gestorten Bewegung lauten dann nacb § 1, (16): 


die, _ . bJg 

di ~ 1,1 + 2 », 


— + A [°° 8 2 (w, — «j) 


dl 1 T 2 v,v, 1 4 Vl v, L 

+ cos 2 (w, -f- w a ) — 2 cos 2 w l — 2 cos 2 wj 

+ cos 2 (w, + w s ) — 2 cos 2 w, — 2 cos 2 »J. 
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( 12 ) 


( 13 ) 


[sin2 (Wj — w s ) + ain2(w i + w ») — 2sin2 

at 2v t v a 

[—sin.2(v>,— w t ) + sin 2 (m^ + u> t ) — 2sin2wJ. 
at 2 Vj v t L 

Setzen w rechts die nuUte Naherung ein, bo erhalten wir durch Integration 
die elite Naherung, wobei wir der Kiirze halber nur den Wert fiir J i hi* 1 " 
schreiben: 

J, = *+ xif-t 

i 1 ^ ri 4 v x y a l — v % 

* cos[2(^+v 8 )* + 2<> + 2^°>] 2cosj2y t t+2i4 0) ) \ 

+ v, + v a “*i 1 

Wie man sieht, erleiden die J l9 J 8 nur periodische Storungen, hingegen 
die u> l9 w 2 sakulare, die sich in Anderungen X v^\ X der Frequenzen 
v u v a SuBem. Diese von 0 herrtihrenden Glieder Bind nach (11) oi&r 
§1, (25): 

' J ^ \3 Vo 2i»j v/ * VsJ.A 2v 1 v 0 

"Wir wollen nun annehmen, das ungestorte System sei entartet, d. h. es 
fiihre eine einfache periodisolie elastische Schwingung aufl. Wenn wir 
insbesondere v 1 = v 2 = v annehmen, so ist die nach (2) duroh 


(15) *? x = |/^lsin(vt + t0<°>), = |/^^sin(v* + w< 0) ) 

dargestellte ungestorte Bahhkurve eine Ellipse. Wenn wir den EiniluB 
der Storting auf diese Bahn nach (13) bereohnen wollten, so wilrde diese 
Foimel wegen dee versohwindenden Nenners v 1 — v % versagen. Wenn wir 
sogleich in (12) rechts w 1 — — (v 1 — r 2 ) t -f- u4 0) — = ^i 0) — ' M, 2 ° > 

setzten, whrde das erste Glied von der Zeit unabhangig und daher bei 
der Integration fiir J 1 ein in t lineares, also s&kulares Glied ergeben. Zur 
Berechnung der gestorten Bewegung eines einfach periodischen, also enfc- 
arteten Systems mnfl daher die in § 1, 3 und 4 entwickelte Theorie der 
Bakularen Storungen verwendet werden. 


3. Stttrungen einfach periodischer Bahnen* Wir nehmen jetzt an, die un¬ 
gestorte Bewegung sei entartet, also einfach periodisch mit der Periode 
2 7t jv und durch (15) dargestellt. Dann kauri, man nach der allgemeinen 
Regel von II, § 6, 3 neue Yeranderliche emftihren, in denen der einfach 
periedische Charakter durch die Hervorhebung der „eigentlichen* c Winkel- 
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variablen zntage tritt. Da die U, §6, (10) entsprechende Beziehung 
swiachen den Frequenzen in nnserem Falle v x — v t = 0 lautet, haben 
wix ftir die nenen Winkelvariablen^ die wir v, w nennen wollen, nach II, 
§6, (12) den folgenden Ansatz: 

(16) v = w x — u> 2 , w = w x . 

Da die entsprechenden Wirkungsvariablen u,J nach II, §6, (13) die 
Identitat Jw + uv =* J}W X +J 2 w t erftillen miisaen, folgt aus (16): 

(17) J x = J + u, J 2 =—v oder J = J x + J a , u = — J z . 

Da ana (3) dann ff 0 = vJ folgt, also u in H 0 nicht vorkommt, ist v eine 
uneigentliche Winkelvariable und w die einzige oigentlicbe. Die Bewegungs- 
gleichungen in diesen Veranderlichen lauten nach §1, (25): 

(18) J = J«», u u ( 0 ) 9 v __ W = vt #). 

Nach (2), (16) ist v =■ (v x — v 2 ) t + w { 0) — == w[ 0) — w ( 2 \ die 

konstante Pliasendifferenz zwischen den zwei zueinander senkreohten 
Partialschwingungen (15), ana dcnen sich unsere periodische Schwingung 
zuBammensetzt. Die drei GroBcn u, v, J sind die Bahnkonstanten der 
Bahnellipse des Mauscnteilchena. Fiihrt man niimlinh in (2) die neuen 
Veriinderlichen v, z, u>, J ein, so erhalt man: 

(19) q ' ]4(/V«) = ^= V 2'« = Bin ^- *)• 

Berechnen wir aus der ersten Gleichung sin w und eos w ala Pimktionen 
von q x und driicken mit Hilfe dieaer Formeln die entwickelte rechte Seite 
dor zweiten durch q x aus, so erhalten wir durch Quadrieren die Oleichung 
der Bahnellipse: 

(20) _?i _ 2 gtg» cosp _sL = 2sin! ‘ <) . 

/ + « V—«(J + «) « V 

Wcnn nun cine storende Kraft einwirkt, so werden die periodiaohen 
Storungen, die Bich im Laufe einer Periods 2 njv des ungestorten Systems 
im Mittol aufhcben, nur bewirken, daB die Gestalt der Bahnkurve nicht 
ganz genau elliptisch ist, daB aioh dies© Abweichungen im Laufe der Zeit 
aber nicht addieren, aondem in jeder Schwingungaperiode 2 njv immer 
wiodor cine nahezu elliptiache Bahn beschrieben wird. Hingegen haben 
die a&kularcn Storungen die Wixkung, daB die Bahnkonstanten u, v der 
Ellipse Bich im Laufe vieler Schwingungsperioden langsam andem. Man 
kanh diese Storungen ala langsame Bewegungen und Deformationen der 
Bahnkurvc auffasaen, die aber dabei ihre elliptiache Gestalt immer nahezu 
beibehalt. Nach der in § 1, 3 entwickelten Theorie bleibt J auch wahrend 
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flllflT afiknlaren Storungen konstant, d. h. naoh (2) und (17): die Quadrat- 
atmune der Amplituden der Partialschwingungen erleidet nur iLnderungen, 
die sich wahrend jeder Periods 2 n/v ausgleiohen. Hingegen erfahren « 
imd s&kulare Anderungen, die naoh § 1, (36) den Differen t ia l glei chnng en 


( 21 ) 


do _ . dR. du_. d_R 

dt ~ du’ At ~ dv 


genfigen, wenn R der aakulare (von to unab hangig e) Toil der Storungs- 
fnnktion <P ist. Im Palle von 1 hat die Storungsfunktion (6) ttberhaupt 
kein a&knlaree Glied. Es ist daher R = 0 nnd die BahneQipse bleibt naoh 
alien ihren Be&timmungssttlcken (Lage, Grofie, Achsenverhaltnia) erhalten. 
Wenn wir hingegen storende Kratfte naoh 2 annehmen, bo erhalten wir R, 
wenn -wir in (10) die neuen Yerfinderliohen «, v, J, « naoh (16), (17) ein- 
ffihren imd alle v> enthaltenden Glieder fortlassen. Es ist dann wegeu 
vj = »., = v: 

(22) R=r± i [b 1 (J+ «)*+&,«*] tzw. R=- b J£±^L-2 + cob 2v). 

Im ersten Palle ist R nur von u abhangig, das Gleichungssystem (21) 
ist xuunittelhar integrierhar nnd die Losung lautet naoh § 1, (42) 

u = «<°>, v = at -f «<•>, 

<2S> = + 

Die Bahnellipse hat also eine Gestalt, die ana (20) mit u = u (#) , v = v <0) , 
J = J W nur durch inderung des t> hervorgeht. Wenn <p der Winkel ist, 
den die im ersten Quadcanten liegende grofie Halbaohse (also auok die 
Apsidenlinie) der Ellipse mit der g^Aohse einsohlieBt, so erhalt man durch 
Transformation (20) auf die Hauptaohsen (q 1 — q[ cos cp — q 2 sin q>, 
it— ?i sin y q' t cob y) und Nullsetzen des Koeffizienten von q[qi 

(24) tang 2 y = — 2 -- ^ ^ * ** ■ <*» 

woraus nach (23) sich. das Gesetz fiir die Lage&nderung aer Ellipse (Drehung 
der Apsidenlinie) ergibt. Wenn man die L&ngen der Aohsen durch u, v, J 
ausdriickt, erhfilt man ebenso das Gesetz ihier Anderung. 1st 12 durch 
die zweite der GL (22) gegeben, so enthalt es aucb v und die Gl. (21) l&ssen 
sich nicht mehr in geschlossener Form integrieren. Man muB entweder 
eine neue kammische Transformation ausfttbren, durch welche die eine 
Variable aus 22 entfemt wd, oder man muB sich mit der Naherungs- 
losung § 1, (34) begniigen, welche nur die in A linearen Glieder ergibt. 
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Wenn man aber diejVnfangsbedingungen so w&hlt, daJJ u Hein gegen J 
ist, bo kann man das in § 1, 4 auseinandergesetzte Verfabren anwenden, 
das fttr Heine u/J die exakten Formeln for die s&kularen Storvmgen 
(d. h. obne Potenzen von A zu vemachlassigen) liefert. Die Annahme be- 
deutet offenbar, dafi die ungestorte Bewegung eine sehr flache Ellipse ist, 
deren grofie Aohse einen sehr Heinen Winliel mit der ft-Aohse eins ohliefit. 
Wir ftihren na ch § 1, (88) die neuen Yeranderlichen £, r\ ein: | = V — 2 « 
. cos v, rj = V — 2 u sin v (wobei wir unter der "Worzel — u gesetzt haben, 
tun reelle f, rj zu erhalten). Duroh Einsetzen in die zweite Gl. (22) erhalten 
wir dann unter Anwendung der Eoimel cos 2 v = cos® v — sin® v den 
§ 1, (40) entspreohenden Ausdruck: 

(25) R* = ~ (3 f* + »?*), 


wobei alle hoheren Potenzen von f, rj vernaohlassigt Bind. Die Differential- 
gleichungen lauten dann nach §1, (41): 


(26) 


drj __ ibJ 

dt~ A iv' r1, 


Machen wir nach III, §3, (7) den Ansatz f = A 1 e fit , rj = 
so ergobcn sich fiir A lt A 2 zwei lineare homogene Gloichungen mit der 

Determinant© /a 2 + A a 3 , deren Nullsetzen die Bestimmungs- 

gleichung fur //, die ,,S&kalargleichung 4£ ergibt. Da /a rein imagin&r ausfallt, 
setzen wir 

(27) p = i a, ff = AV3-~. 

Eb worde.n also £ und ry von der Gestalt a cos (at + <5), bleiben also, wenn 
sie anfangs klein waron, immer klein. Die Bahnellipse bleibt immer flach 
und die Apsidenlinie fuhrt kleine langsame Schwingungen der Period© 
2 7i/a, die. lang gegen 2 njv ist, um die g^-Achse aun. 


§ 3. Der Energieausdruck tiir gestdrte System© 

1. AngepaBte kanonlsche Veranderliche. Die bisher verwendeten Winkel- 
und WirkungflvaTiablcn J 3 waren dem ,,ungeatorten System an- 
gepalit" m dem Sinne., daB deasen Hamiltonsche Funktion H 0 sich 
durcli die J, allein ausdriicken lieB. Anstatt nun die Diflerentialgleichungen 
§1, (10) duroh das in §1 auseinandergesetzte Naherungsverfahren zu 
intcgrie.ren, konnte. man auch von den w ,, J 3 duroh eine Beruhrungs- 
transformation zu neuen kanonischen Ver&nderlichen iibergehen, 

die dem gestortcn System anpaBt sind, in denen also iH 0 -\- eine Funktion 

dor J'j allein wird. Wegon der Klcinheit von A kann die gesuchte Trans- 

Mlaon-Frank, IHfTnnmtialglatchungen. II 14 
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formation nicht viel von der Identitat abweichen und wir suchen aie wieder 
durch cin Naherungsverfahren zu finden. Nach II, § 4, (29) iat eine kano- 
nische Transformation (wenn wir atatt q t , j>,, Qi, P, jntzt w> } , Jy 

aotaen) durch eine oharakteristiache Funktion F (w 1 . u< nt J x , . • J*) 

beatimmt und lautet: 

dF , dF 


( 1 ) 


J,= 


dw. 


dJ' } 


(j = 1, 2, ..»). 


Wir machen ftir F den Ansatz 


( 2 ) 


F ( w lt 

= 2^^ + • 


K . J'n) 


>1 = 1 


der fiir A = 0 nach (1) in die Identitat w, = w], J, — J ' t iiborgeht. Da 
wir verlangen, daJJ die w'j auch Winkelvariable sein aollcn, dtirfen Bio sich 
von den w, nur um Glieder unterscheiden, die periodisch in den w h nut 
der Periode 2 n sind. Da aus (1) und (2) 


(3) 


, , .dF. , , 

«#“«»+*- aJ r; + A g7j + 


folgt, muasen die F 1 , F t , .. . in den w, periodiach mit der Periode 2 se 
aein. Sollen die w ], J' } dem geatorten System angepaflt sein, so muasen 
nach dem Einsetzen der Auadxucke (1), (2) fiir die J } in # 0 + A0 [wo <P 
durch § 1, (15) gegeben ist] alle w, herausfallen, also H 0 4 A 0 eine Funktion 
der J\ allein werden. Ea muB also, wenn wir fiir diesen Energieauadruck E 
den Ansatz E = E 0 -+• XE x + X l E z + ■ • • machen, die folgonde Idcntitlit 
bestehen: , an a f . 

= + A -®1 + £ + ■ • ■» 


wo inimer anstatt aller Axgumente nur das eine mit dem Index j ange- 
sohrieben iat und die 2? 0 , E l9 E % . .. Funktionen der allein sind. Ent- 
wickeln wir nach Potenzen von A und vergleichen die Koeffizienten 
A 0 , A 1 , A 2 , ... auf beiden Seiten, so erhalten wir 


(5) 




(6) 

,# l (lr:)r»;+' p <”.. 

E t (Jl. J«) 

(7) 

_I" 

{ A ™Jh) dw * 2 ■; 

( ?H a \dJ\d_F 
rf\dJidJ T ) dw h dw f ' 

dw h 


. Jn)- 
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Dabei deutet (...)' isomer an, daJB in dem eingek]ammerten Auadruck 
Jj = (j = 1, 2,..n) zn setzen iat. Nun iat (6) eine lineare partielle 

Differentialgleichung erster Ordnung ftir F x ala Funktion der w l9 . . w n . 
Wird F 1 aua ihr berechnet und in (7) eingesetzt, so wird aua (7) eine 
Differentialgleichung desselben Typua fiir F 2 uaw\, so daB man die ganze 
Entwicklung (2) durch fortwahrende Auflosung von linearen partiellen 
Diiferentialgleichungen erster Ordnung mil konstanten Koeffizienten 
berechnen kann. Dann gibt aber (1) die der geatorten Bewegung an- 
gepaBten kanoniachen Veranderlichen und damit die allgcmeinen Losungen 
der Bewegungsgleichungen, da die J\ konatant bleiben und die w\ linear 
mit der Zeit sich andem. Diese Integrationamethode iat an und fiir sich 
nicht einfaclier ala die in § 1 auaeinandergesetzte. Aber sic bietot einen 
groBen Vorteil. worm man nicht die gestorte Bewegung selbat kcnnenlernen 
will, Hondem nur ihre Energie als Funktion der angepaBten Wirkungs- 
variablen J', also die Reilic E E 0 + XFj x 


2. Berechnung des Energieausdruckes. Die Energie jedea mcchaniachen 
Systems lalit sich naeh II, §2, (\ als Funktion der 2n - 1 Konstanten 
darstcllen, von donen die Bahnkurven abhiingen. Sind aber n Konstante 
die Werte eineH InvoIutioiiNHystoinH von n Integralen, so laBt sich nach 
II, §4, (40) die Energie sclion durch diese w Konstanten allein daTstellem 
Solche v Konstanten aind auch die eineni SyBtem angepaBten WirkungB- 
variablen «/ t , ..ala dcren Funktion die Energie nach II, §5, (37) 
sich ausdrueken liiBt. Wir wollen diese Daratollung kurz den „Encrgie- 
ausdruck 4 * nennen. Die in 1 auHoinandergesetzte Methodc wurde (im 
AnseliluB an einen Gedankcn von N. Bohr und Kramers) von Born 
und Pauli dazu aiisgcarbcitet 1 ), um den Energieauadruck fiir ein ge- 
stortes System zu berechnen. Das erste Glie,d in der Entwicklung von E 
erhiilt man nach (0) einfach durch Einsetzen der «/' anatatt der J 9 in die 
Energie // 0 der ungestorton Bewegung. Retzt man in (G) fiir 0 seinen 
Ausdruck § 1, (15) und bedenkt, daB F l9 F a ,. .. wegen ihrer Poriodizitata- 
eigciischaftcn auch die Gestalt von haben miiasen und daher die 
Differcntialquotientcn von F x nach den w h nur in den in w l9 ...,w n 
periodisehe Glieder enthalten kdnnen, so kann man (6) in sehr oin- 
facher Weise liber alle von 0 bis 2 7t integrieren und durch (2 n) n 
dividicren. Man erhiilt dann wegen des Verachwindens der Integrate 
iiber die periodischen Glieder 


( 8 ) 


/i, = . j;x 


4 ) M. Horn und W. Pauli jr., IHxir die Quantelung flCBtortor meehanischer 
Syatemo. Zcdlwhr. f. Phy». 10 (1922), H. 137. 


14* 
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In crater Naherung farm man also den Energieauadruck dor gestorten 
Bewegung ohne jede Integration als 

(9) E = H 0 (Ji,..J n ) + A 0 (Ji,..J, i) 

erhalten. Es tritt zur Energie der ungeatorten Bewegung daa unperiodiaohe 
(sSkulare) Qlied der Storungsfunktion. Durch Einaetzen von E x nach (8) 
in (6) wird daraus wegen § 1, (15) 


( 10 ) 


Dabei isfc rj® 


S’f§£ = ®-«>— 2 . J ") 

COsfolCjH- \-Kv>n+ <Pk u ..,i„ (Ji ./■)]• 

'3HoV 




dJJ 


Die lineare partdelle Differentialgleichung (10) hat offenbar die Losung 


( 11 ) 


J 1 = 


-CT Ai»-i *n ^ l9 "' * 5 *^ n ) 

k lt ..,k n K ?i (0 H-H 


sin \k x w x + ■ • • + K w n + <P\ • 


Setzen wir diesen Wert in (7) ein und bilden wieder fiir alle w h den 
Mittebrat liber eine Periode 2 tt, so verschwinden alle Gliedor, die von 
der Mittelbildung iiber die periodischen Glieder (d. h. die in den Differential- 
quotienten von F 2 linearen) herrtihren und es bleibt 


(i2) 


«-T5(i 


d* H r 


2 hr 'dJh dJ r 


) dw K dw f ~ r h'dJ h / dw h 


Dabei bedeutet der Querstrich die Mittelbildung ini fruheren Srnne. Ihr 
Brgebnis smd •wieder die unperiodischen Glieder. Obwohl namlich die 
Ableitungen von F 1 und 0 aelbst in den w x ... w n periodisch sind, konnen 
doch durch Multiplication und Entwicklung in trigonometrische Reihcn 
unperiodische Glieder entstehen, wie z. B. cos w cos w = | (1 + cos 2 w>). 
Der charakteristische Vorteil der Methode von Born und Pauli bestoht 
darin, dafl zur Berechnung von E 1 das F iiberhaupt nioht berechnet werden 
muB, zur Berechnung von E % nur F 1 usw. Das Yerfahren laBt sich ja 
offenbar beliebig fortsetzen und liefert den Energieausdruck mit beliebiger 
Genauigkeit. Das Yerfahren versagt nur, wenn das ungestorte System 
entartet ist, weil dann zwischen den Frequenzen desselben gewisse 
Relationen der Form + • * • + *» 0) = 0 bestehen, infolgederen. 

gewisse Nenner der Entwicklungen (11) verschwinden konnen. 


3. Das ungesffirte System 1st entartet. Wir betrachten wie in § 1, 3 
ein genau fi-i&ch. periodisohes System und ftihrten wie dort eigentliche 
und uneigentliche Winkelvariable ein. Die Hamiltonsche Funktion 
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lautet dann nach § 1, (29) in kanonischen Veranderlichen, die dem nn- 
geBtorten System angepaBt sind: 


(13) 


+ X R Jp ,«!,..., u m , v,.vj 

+ A P (J„ ...,W ..tt„ .)■ 


Wir suchen nun neue kanonische Veranderliche w\ 9 J' 9 , v' J9 u', die 
der gestorten Bewegung angepaBt sind, wobei wir zunachst nur den 
sakularen Teil R der Storungsfunktion beriicksichtigen. Wir suchen also, 
wie es auch zur Integration der Differentialgleiohungen § 1, (35) erforderlich 
ist, eine solche Beriihrungstransformation, daB die v' in R' (dem trans- 
formierten 12) nicht mehr vorkommen. Damit aber nicbt etwa gleich- 
zeitig die m H 0 eingesclileppt werdon, setzcn wir die charakteristisohe 

Funktion (i («•,, .. w u , r,. r m , ..., J' m , u [,..., <0 der ge- 

suchten Transformation in der Form an: 


(14) fir = u\ J j | -f Jii + G 0 (J\ 9 ■ • ■> v v • • *i v «is Vi, ■ • •» «»)• 

Dann lautetanalog zu (1), wcnn 0 an Stelle von F tritt, die Transformation: 


/lin 7 OG r , dO , dO Q dG 0 , dG 0 
(16) J > - SST, = 


1st die Transformation von der gewiinschten Art, so folgt durch Ein- 
setzen ill (13) 


( 16 ) 



tfu (*A> • • •» J u) + A 22' (J' u . . ., Jp, U l9 . . tii,) 
+ A P (J\ 3 ....., Wj, ..., f?i, .. .)• 


l)a wahrend der ungestdrtcn Bewegung die J, 9 u' t9 Vj konstant 
bleiben, sind nacli (15) die w\ von den w, nur um additive Konstante 
versolueden, also auch Winkelkoordinatcn. Es ist also P f wieder periodisch 
in den ir [, . . v\, mit der Pcriode 2 n. Um nun noeh aus P die zu 

entfernen, wenden Born und Pauli 1 ) auf den Ausdruck (16) das Verfahren 
von I und 2 noeh einmal an, wobei an Stelle von <5 jetzt R + P tritt 
und dio Transformation sich nur auf die eigentlichen Winkelvariablen 
und die dazu gchorigen J } beziehfc, wahrend die v’ 3 liberhaupt un- 
verandert bleibcn. Man sucht also eine Funktion F (w[, . .., toJ[[) 9 
aus der erne dorartige. Transformation der u;', J' in w ", J'}: 


(17) 


*/; = 


dF 

dw\’ 


w. 


dF 

dJ'; 


(j =1,2,..., /i) 


J ) a. a. O. 
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hervorgeht, dafl beim Einsetzen des Ausdruokea flir die J' t in H [Q-l. (16)] 
die w' { vollst&ndig herausfalien. Setzen wir F wieder in der Form (2) 
an, bo muB JJ Bich wieder in eine Reihe E 0 -f- XE 1 + X i E i + • • • ent- 
wiokeln lassen, wobei in den E 0 , E t , E t> ... die w\ niobt vorkommen. 
Durob Koeffizienteavergleichung ergibt sich dann ganz analog zu (5) 


und 

(6) 




(18) 



H 0 (J'u 

.-Q 


(19) 


£(»' 
rt = l \oJ h t 

L, 
1 dw' h ^ 


• . Jft 9 Wi, . • .j w ro ) 



. + p 1 (t»;,..., it 


, j;, . 

■ ■ ■ j ^Ij • • ■> ^m) ^ *®i* 


Bilden wir fUr alls 

. 

to; den Mittelwert iiber die Periode 2 n. 


so verschwindet ei wegen der Periodizitat der Differcntialquotienten 
von F x und der Funktion P 1 flir dieae Glieder und man erhalt, weil E x 
von den w'j unabh&ngig ist: E l = R', was flir E die erste Niilierung 


( 20 ) 


(J?. J‘i) + X R W, .. j;, u[, .. u' m ) 


ergibt. Zum Energieausdruck der ungestorten Bewegung addiert sich der 
Energieausdruck, wie er sich aus den Differentialgleicbungen § 1, (35) 
der scLkularen Storungen ergibt. Denn diese Gleichungen bilden solbst 
ein kanonisches Glcicliungasystem mit der Energie R, und in (20) stcht 
der Ausdruck dieaer Energie in angepaBten Wirkungsvariablon u\. Mit 
dieser ersten Naherung begntigen wir uns hier 1 ). 


§4. Der Energieanfidrack flir unharmonische Scfrwingiuigon 

1. Die oskulierende harmonlsche Schwingung ist nlcht entartet. Man kann 
die in § 3 entwickelte Tlieorie anwenden, um den Energieausdruck flir 
Bolcbe unharmoniscbe Schwingungen zu berecbnen, die man als (Lurch 
kleine Storungen aue elastischen hervorgegangen ansehen kann. Bo- 
traohten wir zunachst den Fall von § 2, 1, wo die Storungsfunktion «/> 
dutch § 2, (5) gegeben ist. Wenn wir die dem gestorten System angepaBten 
Wirkungsvariablen mit J, (ohne Strich) bezeichnen, ist nach § 2, (3) un«l 
§3, (5): E 0 = v 1 J 1 + v 2 J 2 , femer ist nach §3, (8) wegen des Fehlens 
unperiodischer Glieder in <P das Reihenglied E ± = 0, so daB E in crstcr 
N&berung dutch E 0 gegeben ist. E 2 berechnet sich dann aus § 3, (12). 
XJm diese Formel auszuwerten, ist zuerst F 1 aus §3, (11) zu berecbnen. 
Es ergibt sich bei Benutzung des <J> aus § 2, (5) 

m v 1 "O „ /3cosw cos 3 w } \ 

_g. {—) 1—-—)' 

*) Flir die Bereohnong der weiteren Glieder aei auf die oben zitierte Arbeit 
yon Born und Pauli verwiesen. 



v, s * 


Periodiaohe Grundbewegung 


215 


Setzen to dieaen Wert und den von 0 aus § 2, (5) in § 3, (12) ein, wobei 
die Doppelsumme verschwindet, weil S 0 in den J t linear ist, so erhalten 
to einen Ansdmck, ans dem sich duroh einfaohe Umformnngen alle 
Produkte trigonometrisolier Funktionen wegsohaffen lassen, so daB erne 
Bumme trigonometrischer Ansdriicke entsteht, aus der bei der auszu- 
fabxenden Mittelbildung nnz die unperiodiscben Glieder tibrigbleiben. 
Man erhfilt so 


( 2 ) 



4 ’ 


Die N&herungsfonnel fill E lautet also: 

(3) E = v l J l + v a J a + A*+ v it Ji), v h t = — 

Wenn wir dieselbe Kechnung flir die Storungsfunktion 0 nach § 2, (10) 
durohflibren, erhalten wir sohon fllr die erste Naherung E 0 XE 1 einen 
von E 0 verscbiedenen Ausdruok, weil 0 ein nnperiodisches Glied ent- 
halt, das gleich ist. Fiikren wir das Yerfahren wiedcr bis zur zweiten 
Niiherung duroh, so wird: 


(4) E = v 1 J J + v t J t + Xv 1% J 1 J i + X i (v lli J^J a + , s ). 


( 6 ) v it 


b 

2v lVi ‘ 


_+ _i_ li 

4 v. L2 (V! — »,) 2 (v, + vj 


v laa ist der durch. Vertauschung der Indizes aus v 112 (5) entatehende 
Ausdruok. Wenn das System ein entartetes wird, z. B. v t = v 2 , so sind 
die Formeln (4), (5) zur Berechnung des Energieausdnickes nicht mekr 
anwcndbar; die Formel (5) fur das v 112 in der zweiten Niiherung ver- 
sagt iiherhaupt; aber auch die erste Niiherung wird unrichtig, weil in 
den Stbrungsfunktionon (lurch die Entartung das Glied mit w x — w % zu 
den siikularen hinzutritt, bo daB der sakularo Teil von 0 die Gestalt R 
der zweiten Oleichung § 3, (27) annimmt und nicht mehr von den Wirkungs- 
variablen allein abhiingt. Man muB also das Verfahren von § 3, 3 anwenden. 


2. Einfach periodlsche Grundbewegung. Wir gehen wieder von der 
Storungsfunktion §2, (10) aus, setzen aber eine einfach periodiaohe un- 
gestorte Bewegung voraus, also v x = v 2 = v, fiihren wieder in § 2, (16), 
(17) die Veranderlichen v, w a u, J ein. Der Energieausdruck ist dann 
in erster Niiherung durch § 3, (20) gegeben, wobci R' sick aus dem zweiten 
Ausdruok fur R in §3, (27) bcrcchnct, indem man R als Hamiltonsolie 
Funktion eines mechanischeu Problems auffaBt und die angepaBten Ver- 
iinderlichcn u', v' einfiihrt. Bezeiclinen wir mit q den numerischen Wert 
von R s der durch die Werte von u , v, J fur die ungestorte Bewegung ge- 
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geben ist und wahrend det ganzen s&kulaien Stoning konatant bleibt, 
so l&Bt sich die Hamilton-Jakobische partielle Difierentialgleichung 

m -^^( 2 + 00 . 2 ,) = 5 

nacb der Metihode der Separation der Veranderlichen behandeln, weil 
nor eine einzige Lagekoordinate v vorkommt. Man bat nacb II, § 5, I, 3, 
einfaob (6) nacb u aufzulosen. Man erhSlt bo 

4e v* 

ft (2 -|- oos2«)’ 

Venn wir den Zweig der Funktion hinBchreiben, der fttr g = 0 versohwindet. 
Wir definieren dabei gem&fl § S, (14), (15) eine Beriihriingstransformation 
mit der charakteristischen Funktion 0 



( 8 ) 


9 - +j (-4 + Vt-toSotj) *—' + e - 


Dabei ist zu be&chten, dafl man g ala Funktion von J* und u' naoh. II, 
§5, (36) findet, wenn man dort an Stelle von J ti J 2 , q l9 j 2 > Pi> P 2 
Groflen w , v y J , u einsetzfc, w^hrend die P l9 P a jetzt nur in der 

Kombination g vorkommen. Man erhalt so 


( 9 ) ^ 


4g v* 


4 6 (2-i-cos 2v). 


dv. 


Aus der ersten Gleichung folgt J — J 1 . Setzt man dan in die zweite ein, 
nnd lost man aie nacb q anf, bo erh&lt man q als Fonktion von J' und u', 
also die geancbte Funktion R?. Die explizite Berecbnung von R' gelingt 
nui in dem Faille, dafl u klein gegen J iat. Dann iflt naoh (6) aucb g klein 
gegen J und wir konnen den Integranden in (9) nacb Potenzen dieser 
kleinen Grofien entwickeln. Man erh&lt darm 


(10) 2n«' 


4V* g_ f_ dv _ 16 V 1 f dv 

b J ] 2+cob2v 6® J® J (2 + cos 2 «)* ' 

o a 


wo die Umlaufsintegrale in gewobnlicbe Integrate umgeformt Bind. Wegen 
der Integralfonnel 1 ) 

(11) -L [ _ ll = . \ 

2n j a-f-e cos 2 1 > \/ a * e % 

n ' 


*) Siehe 1. Bd., I, § 2, (82’). 
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und der duroh Differentiation naoh a daraus hervorgehenden erhalt man 
anB (10) 


( 12 ) 


4 v* q 32 v* q* 
36*V3 f 


Bezeiohnet man mit g n den n-ten NSdierungawert fiir q, den man erh&lt, 
wenn man in (9) rechts n Glieder atehen l&Bt, naoh g auflost and die 
Glieder bis znr n-ten Potenz in u' beibehiilt, so lautet die zweite Naherung g t , 
mit der wir ana zur Bereohnong von It' begnligen wollen: 

(19) 1 S' = -jf 


Da nach § 3, (20) und (15) einfach J = J f = J” in (10) einzusetzen 
ist, um die Endformel zu erhalten, ergibt sich fiir den Encrgieausdruck, 
wenn wir die angepaBten Wirkungsvariablen wieder mit J, u (ohne Strich) 
bezeichnen: 

(14) E = Jv- b -li 


Wenn wir das Umlaufsintegral in (9) ohne Vernachlfissigungen be- 
rechnen wollen, so ist folgendes zu beaohten 1 ). Wenn die Quadratwurzel 
in (7) fiir alle Werte von v (zwisohen 0 und 2 n) einen reellen Wert liefert, 
so nimmt u seinen Anfangswert wieder an, wenn v um 2 n gewachsen 
ist; das Umlaufsintegral in (9) ist also wie in (10) liber v von 0 bis 2 n 
zu erstrecken. Dieser Fall (der Fall der „Periodizitat“, weil u eine periodi- 
sche Funktion von t; wird) tritt aber offenbar nur ein, wenn der Radikand 
in (7) auch noch fiir cos 2 v = — 1 nicht negativ ist: 


(15) 


^ bJ\ 

e — 16 v® 


Das gilt z. B. immer, wenn q sehr klein ist, wie im Falle von (10). Wenn 
hingegcn q groBer ist als die Ungleichung (15) verlangt, so ergibt sich 
fiir v ein gewisser Grenzwcrt, liber den hinaus es nicht wachsen kann, ohne 
daQ u aufhort reoll zu sein. Dieser Grenzwert ist durch 


(16) 


2 + 2 cos v = 


16 v s 
TJ* e 


bostimmt. Aus (16) ergeben sich fiir v zwei Werte: ± v*, zwischen denen v 
hin und her pendeln muB, wenn u reell bleiben soil. Das Umlaufsintegral 
in (9) ist zwischen den beiden Nullstellen v* des Kadikanden zu er¬ 


l ) Sicho P. Epatoin, Zeitsohr. f. Phya. 8 (1922), S. 211, 305; 9 (1922), S. 92. 
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strecken, und zwar in dem einen Sinne mit positiv genommener, im anderen 
mit negativ genommener Quadratwnrzel, Es schreibt sicb daher (9) 
+** 


( 17 ) 2 ft«r = 2 |* [- J + ]/j ^ ^bob2«)] 




Eb tritt der Fall der Pendelimg oder ,,Libration“ ein. Aus (5) ergibt sich, 
dafi dutch Wahl von q Periodizitat oder Libration bewirkt werden kann. 


Sechstes Kapitel 

Probleme der Himmelsa und Atommechanik 

* 

§1. Die Keplerbewegung 

1. Bahnelemente der KeplerelUpse. Wennim Koordinatenursprung eine 
Masse M sich befindet, die auf eine andere Masse m (mit den ebenen 
Polarkoordinaten r, %) eine gegen M gerichtete anziehende Kraft austtbt, 
die nacb dem Newtonscben Gravitationsgesetz durch. 

... -r, Mm 

(1) R = —x —j- 

gegeben ist, so lautet die Differentialgleichung der Bahnkurve nacb III, 

§3, (20): 

(2) |l + e = CxM m , C -i, 

wobei C eine willldirliche Konstante ist. Fiihren wir q — Ck Mm als 
neue Ver&mderliche ein, bo laBt sich (2) leicht integrieren, wobei zwei 
weitere willldirliche Konstanten auftreten. Bei geeigneter Bezeichnung 
der drei Integrationskonstanten in der endlichen Gleichung deT Bahn- 
kurve lautet diese in ebenen Polarkoordinaten: 

,*\ n - 1 + 3h) r _ a(l — e l ) 

^ Q a(l-e 2 ) ' l + £Coa(* — * 0 ) 

Wenn e < 1 ist, wie wir jetzt immer annehmen wollen, ist (3) die Polar- 
gleichung einer Ellipse mit der groflen Halbachse a (deren Bichtung 
den Winkel mit der Polarachse einschlieflt) und mit der numerischen 
Exzentrizitat e. Die Ann ah me e < 1 ist deshaJb notwendig, weil nach 
m, § 3 beim Kraftgesetz (1) die durch (2) und (3) gegebene Bahnkurve 
nur bei positivem C wirklich durchlaufen werden kann, aus 0 > 0 aber 
8 < 1 folgt. Wenn wir auch noch die Lage der Bahnkurve im Raume feat- 
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legen wollen, ka.nn das durch Angabe von zwei weiteren Grofien gesohehen: 

dem Winkel t, den die Bahnkurve mit der Aquatorebene des 

Systems r&umlicher Polarkoordinaten II, § 2, (16) einschlieBt, und dem 
Winkel Q zwiscben der Schnittlinie von Balm- und Aquatorebene (der 

Knotenlinie) und der z-Achse = 0, # = Wenn wir dann die 

Polarachse (x = 0) des ebenen Koordinatensystems in die Knotenlinie 
legen, ist die EllipsenbaHn nach Lag© und Gestalt durch folgende fiinf 
Konstanten bestimmt: a, e, # 0 , t (die Schief e der Bahn), £3 (L&nge des 
aufBteigenden Knotens). Anstatt Xo wird aucb oft die GroBe77 = 

+ # 0 >die„L&nge des Perihels“,verwendet. Dieftinf „Bahnelemente“ 
zusammen mit der Zeit £ 0 , zu der die Masse m durch das Perihel geht, 
bilden die sechs Integrationskonstanten des Problems. Da die Energie- 
formel in ebenen bzw. raumlichen Polarkoordinaten 

(4) E = j(r* + r*x')-x M r m -= r0» +rW0**) - k ^ 

lautet, ist im crsteren Falle x> hn zweiten <p eine verborgene Koordinate. 
Kach II, § 2, (3) sind daher p x = mr 2 x und p v = m^sin* wahrend 
der Bewegung konstant, miissen sich also durch die Bahnelemente aus- 
driicken lassen. Wenn wir benutzen, daB die kinetische Energie eine 
homogene Funktion zweiten Grades ist, so folgt nach II, § 2, (3), wenn wir 
boide Ausdriicko in (4) umformen: p r r + p x jr = p r * + P<p *P + also 

(5) PxX = P:># + P'pV- 

Wir legen durch die Masse m die Kugel mit dem Radius r um den 
Ursprung M und zeichnen uns auf dicse Kugel folgende Krcise: den 

HolmiUkreiH mit der Bahnobcnc, den Aquator des Polarsystems (& = ^^, 

den Parallelkreis und don Meridian durch w. Wenn der Winkel zwischen 
den Ebenen der Balm und des Parallelkreises (mit dem Polabstand &) 
in it fi bozoichnot wird, erhalten wir durch Zerlcgung des tongentialen Ge- 
HohwindigkcitsvoktorH mit der Lange r % nach zwei aufeinander senkrechten 
Kompononten langs Parallclkreis und Meridian: % cob ft = ip sin Q , 
X sin ft - {). Kiir das rcchtwinkligc spliiirische Dreieck, das aus Aquator, 
Meridian und Balmehene gebildet ist, folgt cos i = cos fi sin Daher 
ergibt sicli fur die Impulskomponentcn: 

( „ • o . . \L cos a i 

^ \ Pr^mr, = mr 2 # = w^^sm/S = |/1 — 

I p v = m r a sin a d ip = m r 8 sin coB/? = p x cos i . 
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2, Etaftlhrung von Winked und Wirknngsvariablen. Wir suction nun 
flolcke Winkel- und Wirkungsvariablen einzufiihren, die unserem mechani- 
Bohen Problem (d. b. seiner Hamiltonscben Fonktion) angepaflt sind. 
Es sollen also die J r) Jy w&hrend der Keplerbewegung konstant 
bleiben, die w r) to#, w v aber, in denen die Lagekoordinaten periodisch 
sind, sich linear mit der Zeit findem. Naoh II, § 5, (36) erhalt man die 
aus den Ausdriicken fbr die , die sioh nach der Metbode der Separation 
der Ver&nderlichen ergeben, also in unserem Falla aus den Ausdriioken II, 


§5, (27) 

(7) 


2 7tJ r 

2 71 Jq 

2 TcJtp 


= ^ j/ami\ + * - 5 if, 

= p v d(p = (6 V2 P t d<p. 


Die Bedeutung der Konstanten P x , P t , P a ergibt sich dabei naoh den 
Ans&tzen in II, § 6, 4 mit Hilfe der Gl. (6) als 

(8) P l = E, P s = P» = jTx cos 4 *. 

Die Pj lessen sioh also durch Energie, Drehimpuls und Schiefe der Bahn 
darstellen. Plihren -wir die Werte (8) in (7) ein, verwenden in der Formel 
fill J r den reriproken Wert g von r als neue Ver&nderliohe und zerlegen 
den Ausdruck unter der Wurzel in Linearfaktoren, so erhalten wir 


(9) 


2nJ r = - J>x § Q)(e - et) Y’ 

2Mm*x 2 m E 

gi T Qi — r» > QiQi — 


Tx 


n 


Da Qi der groflte und g t der kleinste Wert von q ist, den unser Massen- 
punkt wirklich erreicht, ist nach (3) und (9) 

gl — ;7T~~.V g> = ~ rA :i » Tx = V®(1 — «■"}, 


( 10 ) 


a(l-E)* 


0(1 + 8)’ 
E = —* 


Mm 
2 a 


Das Integral in (9) formen wir durch partialis Integration um. Els 
ist ja 

- V(gi - g) (g - g.) ^ = V(gi - e) (g - g.) d ~ 

= df-V~l--dV“ 

IQ J Q 
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Bei Ausliiknmg des Umlaufsintegrals in (9) fallen die von den Grenzen 
herruhrenden Glieder in der eokigen Klammer fort (weil obere und nntere 
Grenze zusammenfallen) und es wird 


(10a) 


2nJ, — (£ ti. 

J V(ft-e)(c- 


e.) 




f 


d e 


sne i —e) (e—e a ) 

Wir fahren nun ahnlich wie in IV, § 2, (14) die Hilfsvariable a durch 
e = e x 008* ^ + Q a sin* ~ = i T(ei + e 2 ) + (fii - Qt) cos a] cin. Dann 
wird aus (10a): 

2 n 

d a 


(10b) 


Qt) — (Qi — e») cos a 


2nJ r — Qi) | ^ 


Vx j da 27 ’ z (v( ei 47 1 )»“_ ^ 


wobci am SchluB nocli die Integralformel V, § 4, (11) beDutzt ist. Aus 
(10 b), (9) und (10) folgt dann 

xM Vto 8 «MVm» /i v'i—j\ 

(“) - VP, = V* m Vo• »(i—U—«*)• 

Zur Bcredinung von J, 9 und verwendet man am beaten die aus (B) 
folguTuh* Beziehung p x dx = p l9 d0 + Pydcp. Bildet man auf beiden 
tfeiten daa llmlaufwntt»gral, bo folgt aus (7): p x = + J r Da aber 

uuk dor Ictztcn 01. (7) aofort J qt = V2 P 8 folgt, erhalt man mit Hilfe 
von (8): 

(12) J :i = p x (1 — cob i) -= |P 3 — V2 P,, = p x cos t = V2 P,. 

Dun'll Auflbmmg von (11), (12) nach P, p x , p^cosi erhalt man: 

< l3 > r ’-S(/,+ J,T3?' 

Thinuis folgen nacli (8) die Ausdriioke fur die P lt Pg, P 3 . Setzen wir 
diest* in die Formeln fiir ]>,, ?)», p (/1 ein, so erbalten wir aus II, §6, (28) 
die Funktion F* (r, 0, q<, J,, J-,, J lp ), aus der sich nach II, § 6, (39) die 
Bcruhrungstrunsformution ergibt, (lurch welche die angep&Bten Variablen 
w r , «> ;) , w, r , J T , Jt), J v eingefiilirt werden. Da der Energieausdruck E* 
in dienen GroBon durch (13) gegeben ist, folgt fiir die drei Grund- 
frequenzen v ,, i> fl , v f aus II, § 6, (8): v r — v» = v, f ,. Es bestehen zwischen 
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itaen also zwei verschiedene Relationen der Gestalt II, § 6, (10), etwa: 
v T — va = 0, v T — v v = 0. Unser System ist also zweilach entartet; 
mfolgedessen, da es drei Freiheitsgrade hat, genau einfach periodisoh. 
Man kann daher durch eine kanonisclie Transformation der Gestalt II, 
§6, (12), (13 a) neue Winkel- und Wirkungsvariable so einfllhren, daB 
von den ersteren: « a nur w' eine „eigentliche“ Winkelvariablo ist. 

Die konjugierten GroBen mogen J', heiBen. Wir setzen: 

^ = J 9 + == J 9 . 

Diese Gleichungen haben die Gestalt von II, §6, (13 a). Da-nacli (13), 
(14) die Energie, die wir in den neuen Veranderlichen wieder einfach E 
nennen wollen, nur von J' abhangt, ist nur die zu J' konjugierte WinkeJ- 
vanable eme eigentliche. Wir-berechnen direkt w', v',v', indem wir in 
die Funktion Fm H, § 5, (28) die J', < < vennoge (8), (13), (14) oin- 
rtthren. Die Wmkelvariablen ergeben sich dann nach II, §6, (39) als: 


r 

F (r, ■», <p, J\ Uj) = J |/_ 


>, 2xMm* 


* dr 


<r 

— ip 

1 }/ u ''~"Sh A *+ u '\ i( p- 


Da die unteren Grenzen der Integrate willkiirlich sind, konnten wir fiir 
we bequeme Spezialwerte einsetzen; ist die Entfemung des Perihols. 
Baeohnen to w’ aus (IB) und (16) und zerlegen das Polynom unter der 
Quadratwurzel m Linearfaktoren, so erbalten wir: 


, _ x'M’m 4 f 

~~J rr ~ J 


“m* , 2xMm t 

a n -- 


r 

_ x Mm* r rdt 

J Vfo — *)(r~ n) 


Dabei sind r, und r s die kleinsten und groBten Werte, die r wahrend der 
Bewegung annimmt, der Perihel- und Aphelabstand, also nach (3) 

(18) 'i = 0(l —e), r a = o(l + e ). 

• , Zur A ^.hmuig von (17) ffihren wir wieder einen Hilfewinkel a 
em, der von 0 bis 2 n wfichst, wenn r zwisohen und r s hin und her geht: 

(19) r i (*i d" f s) J (*i fj) cos ot = a (1 — s cos a). 
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Dann wird aus (17) 
xMm* I 


, xMmr r 

° = ^-j 


rda. = 


ax Mm* 


(a — ssina) = a — esina, 


wobei flii J' Bein Wert in a eingesetzfc ist, der sich ans (14), (13), (10) 

ergibt. Die einzige eigentliohe Winkelvatiable w' wachat gemiifi II, § 5, 

(23) nacb dem Gesetz _ 

( , , v dE JM'm 3 \ixM 

w — v(t —«„), v — qj' — ~ j>» — J/ a » * 


, , v dE JM'm 3 i/xM 

W — v(t — «„), v — QJ> — ■ J>» — |I a » ’ 

m r =^= 2 „]/4, 

wobei t 0 die Zeit des Periheldurchganges und T die Periode eines Um- 
laufes bodeutet. In der Astronomic nennt man gowohnlich a die „ex- 
zentrische Anomalie 11 , w' die „mittlero Anomalie“ und v die 
,,mittlere Bewegung“. Die uneigentlichen Winkelvariablen , v’ 2 
bleiben wahrend der Bewcgung konatant. Wonn man sic dalior durch Aus- 
fiihrung der Differcntiationen (15) und (1(5) bereehnet, ao bloiben ihxe 
Werte ungandert, wenn man nach der Differentiation ini Ausdruck 
ftir v[ anstatt r und # ihre Werte fur das Perihel (r = r l3 & = # 0 , wo # 0 
der Polabstand des Perihels ist), im Ausdruck fiir w* anstatt # und <p 

ihre Werte fiir den aufsteigenden Knoten q> = einsetzt. 

Wenn man die Beziehungon (14), (12), (6) beaehtet, erhalt man: 


»0 

= «; f 

do _ r 

dd 

» 1 

1/ <S Ms 2 • 1 

j cos 8 i 

*0 

, '*1 

' sin 8 # 

n 

r 

= \*z 

0 

== Xo “ ^ ft Vi 

ii 

o - 

CXi 

II 

to 


Die uneigentliclien Winkelvariablen sind also, wenn wir die Bezeichnungen 
in 1 verwenden, im wesontlichon die Lange des Perihels und des aufsteigen¬ 
den Knotcns. Die so . eingefuhrten J', u^, wj, w\ v g nennt man oft 
die Delaunayschen Bahnelemente. Sie werden in der Astronomie meist 
mit L, (?, H, Z, g , li bezeichnet. Da im Planetcnsystem die Schiefe i und 
die Exzentrizitat r der Bahncn kleine GroBen sind, gilt dasselbe fiir die 
Differenzcn J' — u[ — t^, wio sich aus (14), (13), (11) ergibt. Eb 
liegt dalicr, um bcquemc Reihcnentwicklungen zu erhalten, nahe, folgende 
neue kanonische Vcranderliche einzufiihren: 

(23) J = J\ = J' — u 2 = Ui — ui 
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Die entsprechenden Winkelvariablen to, t) x , e, mtissen dann der Identit&t 
Jw + + M* v t = J' v/ + v[ «s geniigen. Dann folgt aus (23): 

(24) w = u/ + v[ + vi = — v[ — vi v % = — vi 

Hier ist wieder nur w eine eigentliche Winkelvariable. Jeder Zustand 
eines materiellen Punktes lafit sich anstatt durch die seohs Lage- und 
Gesoliwiiidigkeitskomponeiiteii (z. B. im cartesischen System x, y, 
y, 2 ) auch durch die seohs kanonischen Veranderliohen w,v lf v t> 
J, bestunmen. Es Bind dies n&mlich. die fimf Babnkonstanten 

v i, J> «u tt 2 , die der materielle Punkt besohreibt, wenn man ihn 
im fragkchen Zustand der Wirkung des Kraftfeldea (1) iiberlafit, und 
als sechstes Bestimmiingsatliok der Winkel w, der die Lage auf der Ellipse 
angibt, die ,pmttlere Lange". Man nennt diese seohs GroJJen die kano- 
nischenElemente der den betreffenden Zustand oskulierenden Kepler- 
bewegung. Wir wollen sie zum Schlufi nooh dutch die in 1 eingeflihrfcen 
elliptischen Bahneiemente, die eine unmittelbare geometrische Bedeu- 
tunghaben, ausdriicken. Es folgt aus (24), (23), (22), (21), (14), (12), (11): 

I v, = -n, v a = -a(v = 

(2B) J = m\xM)a, u t = m^xM Vo(l — Vl — e®), 

- u a = ja(l — c*)(1 — cosi). 


3* Berechnung der Lagekoordinaten. Yon den Winkel- nnd Wirkungs- 
variablen, deren zeitlicher Yerlauf einfach duroh (25) gegeben ist, haben 


Kg. 7 



wir nun wieder zu den gewohnlichen Lage- 
koordinaten q 3 zuriickzureohnen. Wir 
wollen gewohnliche cartesische Koordi- 
naten x, y s z benutzen, die mit den in 1 
verwendeten r&umlichen Polarkoordinaten 
duroh II, § 2, (16) zusammenhangen. 
Legen wir um M mit dem Radius r eine 
duroh m gehende Kugel und betrachten 
auf lhr drei grofite Eugelkreise: den 
Sohnitt mit der Bahnebene, der Aquator- 

ebene (ft = und dem Meridian, so 

bilden diese ein spharisohes reohtwinkliges 
Dredeck. Die T A n g en der Seiten sind. 


wie aus der Fig. 7 eraioMiok, x , , v _ Q t die den ersten beiden 

gegenfiberliegenden Winkel jr/2 nnd ♦. Dann folgt naoh den ein- 
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fachsten Fonneln der spharischen Trigonometrie (den „Neperschen 
Regeln“): 

cos (q> — £}) sin 0 = cos %, sin (<p — H) sin 0 = sin % cos », 
cos 0 — sin ^ sin t, 

wenn man daher in II, § 2, (16) <p = (<p — I)) + Q setzt und sin <p, 
cos (p entwickelt, folgt 


(26) 


x = r (cos;f cos Q — sin^ sinU cost), 
y = r(cosjj sin Q + sin ju cos 13 oost), 
z = r sin% sint. 


Wenn wir in (26) iiberall % = Xo + (x ~ Xo) einsetzen und cos sin % 
entwickeln, konnen wir leicht an Stelle der „wahren Anomalie“ x ~ Xo 
die durch (19) definierte „exzentrische Anomalie“ einf iihren. Aus (3) 
und (19) folgten ja fur die rechtwinkligen ebenen Koordinaten x (0) , y 10 ' 
unseres Massenpunktes in bezug auf das Hauptacbsenkreuz der Balm- 
ellipse als Koordinatenachsen: 


I x° - rooB(x — Xo) = a( cos« — e), 

| y«» = r sin(jf — Xo) = a l’l — e*sina. 

Aus (26) und (27) folgt dann, wenn in der Bezeichnung von 1 die Lange des 
Perihela 77 durch Xo — n — 13 eingeftihrt wird: 


(28) 


x = x (0) [cos (// — 13) cos 13 — sin (// — 13) sin 13 cost] 

— y 1 " 1 [sin (fl — 13) cos 13 — cos (77 — 13) sin 13 cos i] 
y x ,0> [cos (// — II) sin 13 -f sin (II — Q) cos 13 cos t] 

H y 11,1 [-- sin (// — II) sin 13 + cos (II — 13) cos13 cos t] 
z = x (0) sin (II — II) sin t + y (n) cos (II — 13) sin i. 


Fiir x ln) , y <0) sind (lie Ausdriicke (27) einzusetzen. Wenn a um 2 n wachst, 
gilt nach (20) dasselbe fiir die Winkclvariable w'. Daher sind nach (27) 
x (0) und y l0) periodischc Funktionen von w' mit der Periode 2 n, und 
zwar x'" 1 cine gerade, y <0) cine ungeradc Funktion. Nach dem 1. Bd., 
IV, § 4 lasscn sich daher x (n) und y <0) in trigonomctrische Reihen der 
folgendcn Gestalt entwickeln: 


(29) 


2 ;(°) 1 

= A n + Aj cos u>' -f A 2 cos 2 w f + - • •, 

CL u 

f/<°) 

9 = B x ain iv' + jB 2 ain 2 w f + 


Mia Pi-Frank. DiffarcntlalgleirhunKen XI 


15 
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(30) { 


n 

2 f 

A t as — I (cosa — e) ooajv/dv/ 
o 

% 

Bj = ^ j (Vl —e*sinoc)sinj lo'dv/ 


(j — I# 2, .. •)• 


Wenden wir auf diese Integral© die partielle Integration an und setzen 
im Resnltat «/ = a — 8 sina, dw' = (1 — e oob a) da., so ergibt sioh. 


(31) 


n 

2 r 

A s = —.; j sm[j(*— e sina)]sinadc 


o 

n 


= —. ( oos[(i — l)a — j€sm<x]doL -—. f cos[(j 4 l) a 

7cj ) nj J 

0 —je sin a] da, 0 


(32) 


2Vl— g* f 

B t = —^— J cos|j (a — e sina)] oosadoc 


Vi_ e * r 

= -- : — l cos[(j + l)a—jesina]ia 

0 

n 

-. I cos [(i — 1) a — je sina] da. 

n 3 i 


Daioh (31), (32) warden A i% B, als Fnnktionen von je dargestellt, die sioh 
nach dem 1. Bd., VJJLL, § 3, (13) durch Besselsohe Funktionen ausdriicken 
lessen. Es ist namlioh: 


(8S) 


= j [*^i—i 0 ®) — J i +1 (j a )]i 

B, = ¥L^-[J i ~ 1 {je) + J j + 1 (je)] 


O'- 1. 2, ...)• 


Femer ist nach (30): 

* 

(34) A t — j (oosa— e)(l — ecoBa) da = —3e. 
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Da die Besselschen Funktionen offenbar bei gleiohzeitiger Umkebrung 
des Vorzeichens in Argument und Index ihren Wert nicht andem, folgt 
aus (29), (33), (34): 

+ 00 1 

* (0> =-«- + « 2 T J i- 1O' «) «»j v/, 

(35) >z~: 3 

y«>) = a Vl —8* 2 7^-1 O' 8 )J«>'» 

j=a-90 »/ 

wobei in beiden Snmmen das Gliedj = 0 fortzulassen ist. Durch Einsetzen 
von (3B) in (28) erhalt man die endgiiltigen Formoln fiir x, y 9 z ala Funktionen 
der fiinf Bahnkonstanten und der Winkelvariablen w' = v (« — t Q ). In 
analoger Weise kann man auch die Entfemung r der Masse m von M 
darstellen. Nach (19) und (20) ist r ebenso wie ® (0) eine gerade Funktion 
von w ' mit der Penode 2 tt. 

Machen wir den Ansatz 


( 36 ) 


-- = C 0 + Cj cos w' + C,cos 2 w' + ■■ ■, 

(l z 

71 

2 r 

Ci= — 1 (1 — e cos a) oosjw'dw' (j = 1, 2, ...), 

31 .1 
0 


so folgt ganz analog zu (30), (31), (33), (35): 


( 37 ) 


c, - e - [Ji+iU e )~ J s-i 0«)1 0 = 1 , 2 ,..•). 

2^0 = 1-1 2 ’ r== "+ 2 a 2 Y^j-i(i«)« objV. 

** J = -DO J 


Wollen wir endlich y, z, r noch durch die Winkol- und Wirkungs- 
variabien w, v i9 v 2 , J , u a ausdrtickcn und so die in II, §6, (7) auf- 
gestcllte allgemeine Form der Eci licnentwicklung fiir die Lagekoordinaten 
erhalten, miissen wir (25) nach a, e , i, //, Q,w'= v (t — t^) auflosen 
und die llcsultate in (28), (35), (37) oinsctzen. Es ist: 



J 1 

ft —— 

r a 

^i(l- 

1 

M i _ cos i — “* 

(38) - 

m a xM’ 

c - 

./ V 

2 

Jr 1 C08 *-J_ Wl ’ 


. n = —v v 

Q = 

— «J> 

w‘ 

= to — n. 


Wir wollen die durch Einsetzen von (38) entstandenen Formeln fiir 
die Lagekoordinaten nur fiir den Fall wirklich durchrechnen, daB u 1 
und u 2 klein gcgcn J Rind. Das bedcutet fur die Kcplorellipsen kleine s 
und i. Wonn wir fiir die Besflelachcn Funktionen die Reihcnentwicklungen 

15 * 
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GeatOrte Keplerbewegung 


VI, §2 


aus dem 1. Bd., VTD, § 3, (6) anwenden, ergibt sich, dafl die Beihe fiir 
jr (ej) mit emem Qliede von der Groflenordnung e ,_1 beginnt. Wenn 
■wir nvir die in und u 2 linearen Glieder beibehalten wollen, brauchen 
wir in £ und i mu bis zur Ordnung e* und i* zu geben, also nur die Bessel- 
sohen Funktionen J 0 (e), / 1 (2e). J t ( 3e) zu beriicksichtigen. Im Auadruck 
(37) fttr v geniigt es, wegen des Faktora e von der Summe sogar die in e 
linearen Glieder von «7 0 (e), (2 e) beizubehalten und J 0 (e) = 1, J i(2e) = e 

zu aetzen. Dann folgfc aua (88), (37), (36): 


(39) 


= 1 + ~ |/^oos(w + ©J— j*cos(2u> + 2«), 

J » 


§2. Die gestbrte Keplerbewegung 

1. Die stUrende Kraft 1st etae Zentralkraft Wenn wir annehmen, dafl 
aufier der Newtonachen Kraft § 1, (1) nocb eine atorende Kraft wirkt, 
deren Potential A 7 (r) eine gegebene Funktion von r iBt, ao erhalton wir 
die Stor ung af unk tion <P durcb EinfUbrung der dem ungestorten System, 
der Keplerbewegung, angepaBten kanonischen Veranderlichon § 1, (25) 
in A 7 (r). Aus § 1, (39) ergibt sich, wenn wir 7(r) um die Stelle a nacb 
Potenzen von % entwickeln und nur die Glieder bis zur ersten Potenz 
beibehalten: 


( 1 ) 


7(r) = 7(a) + drF(a) + i(d»f 7"(«) 

At = a£y — j/^cos (w + »,) — y cos(2w + 2u,)j 

7 (r) = <P K, v l ,J,u l ) = 7 (a) + ^ |f (a) + | 7"(a)] 

—o y^F (a) cob (» + «,) 

- ^ [F (a) - j 7" (a)] cos (2 w + 2 v,), 


worm fiir a iiberall sein Wert in J nach § 1, (d8) zu setzen ist. Gl. (1) 
entspricht der allgemeinen Formel V, § 1, (34). Fiir den sakularen Teil R 
der Storungafunktion zu dem alle to nicht enthaltenden Glieder gehoren, 
folgt also aus (1) 


(2) 


*= 7(a) + ^[F(fl)+|-7"(o)]. 
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Aus der Theorie von IV, 3 ergibt sich dann, dafl J keine s&kularen 
Btdmngen erleiden kann. Die Differentialgleichungen fiir'die s&kularen 
Storungen von v v u x lauten nach V, § 1, (41) in unserem Falle wegen (2) 



Da nach § 1, (38) duxch J und u x auch a und E festgelegt sind, behalt bei 
einer Storung durcb eine Zentralkraft die Keplerellipse im Mittel iiber 
ibre Periode GroBe und Gestalt bei. Sie erleidet nur ala Ganzes langsame 
s&kulare Lageanderungen. Aus der ersten Gl. (3) folgt ja 

(4) v t = «'«> + ot, a = X j |V (a) + j V" (a)J • 


Da nach § 1, (25) v x = — // ist, fiihrt die Apsidenlinie der Keplerellipse 
(die Richtung zum Perihel) langsame Drehungen mit der Winkelgeschwin- 
digkcit o\ die „Perihelbewegung‘ 4 , aus. u 2 und v 2 bleiben konstant, 
da sie in R gar nicht vorkommen. Da cine Zentralkraft die Masse m 
niemals aus der Ebene der Keplerellipse herauszieht, konnen die durch 
w a , v 2 bestiinmten Bahnelemente Q, i sich nicht andem. Man sieht leicht, 
daB a nur dann allgemein (d. h. fur alle Werte von a) verschwinden kann, 
wenn F(r) das Potential einer Newtonschen Kraft ist, als 

rV(r) = — xMm. 


Urn den „Energie,ausdruck 44 im Sinne von V, § 3, (20) zu berechnen, 
niussen wir beacliten, daB fur U 0 der Energieausdruck der ungestorten 
Howegung aus § 1, (13) einzusetzen ist, aber nach § 1, (14) und (23) durch J 
ausgedriiokt. Fur R' ist R aus (2) cinzusetzen, das schon ohne weitere 
Transformation nur von don Wirkungsvariablen «/, u abhangt. Wir er- 
halten so 


( r >) 


E ( J, u) 


x* M* m 3 , 
-"27i- +aU - 


Darin ist fiir a aus (4) und § 1, (38) sein Ausdruck als Funktion von J 
va\ ontnohnicn. 


2. StOrungen durch eln homogenes elektrisches Feld. Wir betraohten 
jetzt anstatt der beiden gravitierenden Massen M und m ein wasserstoff- 
iihnliches Atom, wie os nach den Vorstellungen von Rutherford und 
N. Bohr uufzufassen ist. Es bewegt sich ein punktformig gedachtes 
Elektron mit der Ladung — e und der Masse m um einen mit der Ladung 
j- Ne gelade.nen, im Raunic festen Atomkern, wobei N eine ganze Zahl, 
die „KernladungHzahr 4 ist. Da die Anziehung des Kernes auf das Elektron 
nach dem Coulombschen Gesetz geschieht, gilt fiir die Kraft wieder eine 



Elektrisohea Storungrfeld 


vx. 5* 


Formal deer Gestalt § 1, (1). Nur ist an Stelle von xmM jetzt N e* zu setzen. 
Diese Substitution iat in alien Formeln ftir die K eplerbewegung auszuftihren. 
Wo bingegen m nioht in der Eombination xmM vorkommt, stammt es 
nicht ana dem Kraftgesetz, sondem a us der kinetischen Energie § 1, (4) 
und ist auoh ftir die Bewegung des Elektrons beizubehalten. So erhS.lt 
man. ftir den Energieausdruok der Keplerbewegung des Elektrons naoh (5), 
wenn man nur das erBte Glied rechts berticksichtigt: 


( 6 ) 


E — — 


?Pe'm 
2 J* 


Wir lessen nun auf das Elektron aufler der Anziehungskraft des 
Kernes ein homogenes elektrisohea Peld einwirken, das die Feldstarke F 
und die Bidhtung der positdven z-Achse hat. Die storende Kraft eF sei 
lrlftin gegen die Coulombsche Anziehung. Dann konnen wir das Potential 
eFz der stSorenden Kraft als eine Storungsfunktion im Sinne von IV, 
§ 1, (18) auffassen. Due entwickelte Gestalt nach V, § 1, (32) erhalten 
wir durch Einsetzen des Ausdruckes ftir z aus § 1, (28), (35) und Einfiibrung 
der kanonisdhen Bahnelemente J', u^, u^, iF, vi, aus §1, (14), (22). 
Wir wollen nun den s&kularen, d. h. von vf unabh&ngigen Teil der Storungs- 
funktion hinsohreiben, wobei wir den Stricb bei alien GroBen weglasscn, 
um in tlberejnstiunmung mit der allgetneinen Formel V, § 1, (34) zu 
kommen. Da nach § 1, (35) y w gar kein von w' unabhangiges Glied, 
aber nur ein einziges — |ae enthSlt , ergibt sich ftir den sakularen 
Teil von e.F ,z 


(7) 


X R (J, u„ o,, o,) = — | a e eF sin o, sin » 


3 FJ_ 
2 mNe 



sino,. 


Wir konnen die sakularen Storungen der Bewegung des Elektrons, die 
durch das &ufiere elektrische Feld hervorgeruien werden, wieder als lang- 
same Anderungen der Bahnelemente der Keplerellipse auffassen. Nach 
der a llg e m e ine n Theorie von § 1, 3 bleibt J, also auoh a, die groBe Halb- 
achse, dabei konstant. Die Anderungen von , o,, sind dann 

nach V, § 1, (41) durch 


do, _ , d R dit, _ .dR 

it d«,’ it ~~ do,’ 

|do t _ , dR da, dR _ 

.it 9«,’ it do, 

bestimmt. Es bleibt also auoh u i = j r qt = ]mN. e Vo (1 — e*) cos * 
konstant, also [wegen der Unveranderlichkeit von (a)] auoh Vl — e* cos «. 
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Die beiden era ten 01. (8) sind dann zwei Differentialgleichungen in den 
zwei unabhangigen Veranderlichen v la u v Durch Einsetzen von R aus (7) 
und Elimination von erhalt man 


(9) 


<Pu, ./J'uS \ $FJ 

7F = ff %-^T-V a = 2^Ne- 


d u 

Multipliziert man die Differentialgleiohung (9) beiderseits mit , 
so erb&lt man dnrdh Quadcator 




w, du x 


c t\Cu* — u1 


J*ul 


C ist dahei eine willkiirliche Integrationskonstantc. Durch Einfiihrung 
von u* ala neue Veranderliche und nochmaligo Integration crgibt sicli 
aus (10) t ala Arcus - cosinus - Funktion von u 8 und (lurch Umkehrung 

(11) u 8 — \ [C f- VC 12 — 4 «/ 8 w 8 cos 2 1 /], t/ = v ' 0 — at. 

Dabci iat a aus (9) zu cntnehmen und v' a cine neue Intcgrationskonstante. 
Wj selbst fiihrt daher nut dor Froquenz a (dor lialbon Froquenz von 
Schwingungon zwiachcn zwei oxtrorncn Worten aus. Da 

m, = )'mNc] a(l — « 8 ), 

findert die Buhncllipse bci konatantcr Halbnchae, a ihre Exzentrizitat e 
in langen Porioden, die sich zur KoplorHclicn Umlaufzeit verhalten wio die 
Anziohungskralt dea Kernes zur storenden Kraft. Da XR als Hamilton- 
Bche Funktion eines Systems kanoniseber Glcichungen auch zeitlich kon- 
stant bleibt, lassen sicli mit dor Bezeiohnung 

(12) XR — -- (ju\ 


wo w' eine Konstanz bodoutet, aus (7) und (11) sin v y und aus (8) dann 
auch t> 2 ala Funktionon von v', u', C, J , t/ a durstellen. Da uLho alio Zu- 
standsgrbBen von dor Zoit. nur in dor Kombination v' abhiingon, ist das 
System oin entartetoH, alHo oinfach periodischos. Zur Keplcrfrequcnz 
tritt durch die Stoning oino omzige kloinc Frequenz dor siikularon Storungen 
hinzu. Wonn man (7) mit dor Bezeiohnung (12) nach m* auflost, sieht man 
Ioicht, dali dor Maximalwort von w, a walirond dor langen Periode die H&Ifte 
von J 2 |- u* — u' 2 - |- V(«/ 2 d ul - u' 2 ) — 4 «/ a m 8 betragt. Yergleicht 
man damit don Maximalwort von uf, dor sich aus (11) orgibt, so kann man C 
durch die andoron Konstanten ausdriickcn: 


(13) C = + 

Aus (11), (111) und dcr aus (7), (12) entspringenden Bezeiohnung 

(14) «' = p*~ui j 7 ! — ^ sinv, 




ZwelkOrperproblem VI, § 3 

lamm dnroh ausdrttcken. Da man leicht aieht, dafi 

“ 1 “ 1 ~ *™ 601 voflflt&ndiges Differential ist, bo )auui man die Funktion 

(15) f K «i> «»• «i) * f «, d v, + «i v S) 

von v x einzusetzen ist, ala charak- 

j _ yr . e K1 011 611181 ^^fiirnDgstransformation auffaasen, die von 

o ^ 3a J?* Ult **» u a Dj, iiberftihxt. Es ergibt aioh. 

aufler den Beaehungen (11), (13), (14) noch 


(18) 


“* dl,~*> j^ dw i + t V 


der Hamiltonschen Funktion 

iflt kkTdfa ^ Da S. ( ! 2 ! ko ^ Qinei1 die vi nicht in ikr vor. Ana (11) 

Sie allein 1mm f 1 ^ 6 also «' eine Wirkungsvariable ist. 

Z$r 5Ti m ™Z 0I> * ** ****** 4Sche Winkel- 

5 8 (201 int l ® ner P e *^ 6 ^ ru< d £ des gestorten Systems im Sinne von V, 
9 a > \W) ist also nacb (6), (12), (9): 


(17) 


£ = _ 


iV* e* m ZFJvf 
2/ 1 ~2mNe 


S 8. Einiges vom DreikOrperproblem 

den M^n b f toadltei1 Massenpunkte mit 
KoordinnfAn ^ • 2 T * — ^b- Hire rechtwinkligen 

can -R A ei f e:ni ^^aalfiystem bezeicbnen wix mit q lt q., q a bzw. 
Bezeicbnen "wir ibre gegenseitige Entfemung St 

r== ~ ft)* — W* — ?»)* + (?„ — ?,)» 


(i) 




-_ _ gh ^ 4 ^ n 

ni—?,)■ + (i,—,,)* + ( }l _ -rf- 


Bieeen Ansdrnck ksnn man lmctt duck on« p„ rfi L 
teuton onf die Gestalt dst H.«»at IMU »CliStoS?STT*~ 

Wgong (Antolu* snue M«« dunk * 2£ZZ£? £$? 
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Wir flibren ale neue Koordinaten Q, die relativen Koordinaten der zweiten 
Masse in bezug auf die erste und die Koordinaten des Schwerpunktes ein: 


| Qt = - ?i. Qt = ?# - ?*. Qt = S« — ?j» 

( 2 ) mQ i = m t q x + m i q v mQ a = m t q t + m s q t , mQ t = m a q a + m,q t , 
m = m, + m t = m a + m a — m 3 + m e . 

9 6 

Aiw dor Bedingung 2 P ,Q, = 2 ergeben sioh die Trans- 

3 — 1 J = 1 

format,lonsgleichungen fur die : 


(3) 


ft— P '+5 P * ft—ft— P >+5 P * 


ft- p '+3 p * ft- p -+5 p - 




P. = P 3 + ^ P t . 


m 


Durch Rinsotzen von (2), (3) in (1) folgt 

( 4 ) 


11 ~ 2^ {P? '■ P * 1 Pi) + 2m (P * + Pl + Pl) 


- K 


m } rn 4 


!«-!«+« ft 


, L-l + 1 






Jotzt. Hind 4V4V4*6 vrrhorgenr Koordinaten im Sinne von III, §1, 1. 
Bilden wir dir kanoniHchen BewegungHglriohungen, ho folgt aun ihnen 
dir KoiiHt.an/i von I\ a l\ y /*,, also dor BowogungHgrbBr doH Genamt- 
syatomH; und 4V 4V 4 V Koordinuton don SoliworpunktoH, wrrden 

linearo Funkt.ionon dor Zoit. in den Ik^vogungHgloio.h lingo n fur dir Io¬ 
dizes 1,2, kmnmrn die I\, P u . P H uhorlmupt. mold. vor; wir konnen 
also l>oi dor Aufstellung dieser Gleie.hungon huh drr H amiltonschen 
Funktion (•[) dun zweite (51 ic< 1 uhorhaupt fortluHHrn, air iautot dann: 


(5) 


// 


2/i. 


(/*? i n i Pi) * 


W "'\ tn A 

— L — m. 


V«f+« + «f 


«l 


Dhh i»t a her dir II n mil ton who Funktion rinrr Kc.plcrbewegung, wobei 
dir im Itiiumr festo, aimeliende Masse M und die bewcglichc // x ist. 


2. Reduktion des Dreikttrperproblems. (Ians analog? Betrachtungen 
kann nuin aurli auHtrllrn, wrnn drri Massenpunkte nnandor nach dem 
Newtonselion Gosetz anziohon. Wir bezeiohnen die Massen mit 
m x — »w 2 ni n bzw m tl w 5 tw 6 und w? 7 -=- m 8 = m 9 , die recht- 
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winkligen Koordinaten dee ersten Punktea mit q lt q t , q 3 , dea zweiten 
mit q v q 6 ,q lt dea dritte n mit q 7 , g B , q t . Die Entfemungen de r Maaaen von- 
einander sind r lt = \ (g 4 — g x )* + (q 6 — q a )* + (q e — ? 8 ) 8 ^ analog 
r 17 ,r i7 . Die Hamiltonache Funktion lautet dann 


<«> 


„ 1 ^ , m 1 m 1 

B — 2p}~* r ~~* 


m x m 1 


*17 


-x—=— 

*4 7 


^2/, 


Dutch eine Bertihrungs transformation kann man von (6) zur 
Hamiltonachen Funktion einea einfachen mechaniachen Systems ge- 
langen. Wit ftihren ala nene Koordinaten Q } ein; die relativen Koordinaten 
Qu Q a , Q a der zweiten Masse in bezug auf die erate; die relativen Ko¬ 
ordinaten Q t , Qg, Q t der dritten Masae in bezug auf den Schwerpunkt 
der ersten und zweiten; endlich die Koordinaten Q 7 , Q t , Q 9 dea Schwer- 
punktea aller drei Maaaen im Inertialsyatem. Ea ist also 


(7) 


Q\ ~ ?* ?t> Qi — ia ?s> Qa — ?a ?a> 


“ 2l m, + m 4 ’ 


Qa = ?e‘ 


w*i+ 

m » + m t ’ 


Qa = = *h?i f »»*?* + m 7?7> 

mQe = *»»?* + jWjjj + m 8 g 8 , mQ, = t»,g 8 + m 8 g 8 + »»„?„» 
m = m 1 + + w»7 • 


Fur die P, folgt dann analog wie in ]: 


( 8 ) 


Pi = 


17b, 


+ P,^, *--P.-P. 


w» a +»n s 


» , p ^3 

+ i ®f» * 


f, = -P,-P 8 —^- + P.??i, 

8 Wt, + Wl 0 " JM 


P* = P.-P* 


m 1 + m 1 


-^ + P,3*. 

m 
w, 
m 


„ _ p p , p ^ 


p e = P s -P, r ^- + P„"^ 


mj + Wj 

P ,-p. + p,^, *-?.+?.*. ».-p. + p.5. 

Bezeichnen wit den Abstand der dritten Maaaen vom Schwerpunkt 
der ersten beiden mit r, 7 = V Q* + QJ + Q‘, so erhalten wir durch Ein- 
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eetzen von (7) und (8) in (6) sowie Addition und Subtraktion von 

_ m 7 _L .C 

\Qi+Qi + Ql + 9 

1 = i == I =—+ — 1=1= 1 = 1 | 1 

Hi m i m i Hi Pb /* fl w 1 +m 4 + w 7 , 

£ = ™4™ 7 ] 

L '«7 'l7 ^47 I 

Hier sind Q 7i Q B , Q 9 verborgene Koordinatcn, wie man entweder durch 
Ausrechnung von S mit Hilfe von (7) einsieht oder ohne Rechnung daraus 
ersieht, daB P 7 , P 8 , P 9 die Komponenten des Gesamtimpulses dea Systems 
sind, der wahrend der Bewegung konstant bleibt. In den Bewegungs- 
gleicliungen fur die lndizes 1 bis 6 kommen dann auch die P 7 , P 8 , P 9 
gar nicht vor; man kann also bei ihrer Aufstellung aus H in (9) das zweite 
Glied fortlaasen und erhalt ein mechanisch.es System von nur sechs Frei- 
heitsgraden. Wenn man annimmt, daB die Masse m x sehr groB gegen m 4 
und rrifj ist, kommt man zum Problem der Bewegung zweier Planeten um 
die Sonne (dem Droikorperproblem) und kann die in V, § 1 auseinander- 
gesetzten Methoden der Stdrungsreclinung anwenden. Setzen wir etwa 
die Sonnonmasse m x — l, so sind m 4 , kleine GroBen. Da der Schwer- 
punkt von m x und m 4 dann aehr nahe zu m x liegt, ist r g7 nur sehx wenig 
von r 17 entfernt. Da man leicht sieht, daB l/r f7 — l/r 17 klein von der 
Ordnung t» 4 wird, muB S klein von der Ordnung m 4 wi 7 sein, und man 
erliiilt (lurch Einfiihrung des klcinen Parameters X = m 4 m 7 den Ansatz 
H "■ A0, wo 0 endlich ist. Wir konnen dann (9) (nach Fortlassung des 
zweiton Gliedes) schreiben: 


m 1 t » 4 

W+Qf+Qi 
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..ungeetorten Bewegung" auffassen, laseen sich nach den Methoden von 
§ I ihr angepaSte kano nische Yer&nderliohe Da n&mlwh n, 

nur Qi,Qt;Q a , Pi,P„P 9 , hingegen ff® nur Q t ,Q t ,Qi> p t>P<i ’**• 
enth&lt, zetrfaJlen die zu £T 0 gehorenden Bewegungsgleichungen in zwei 
Systeme von je seobs Gleicihungen- Jedes der Bysteme hat eine Kepl«- 
bewegung ala L&sung, and zwar entsteht die zu gehfirende aus der in 

§ 1 behandelten, wenn man in § 1, (]), (4) den Ansatz m = fi v M — ^ 

maoht, die zu 21® gehorende dutch den Ansatz m — (t t ,M — * Die tm- 

geatorte Bewegung besteht also dnrin, daB der erste Planet m t eine Kepler- 
ellipse mit der Sonne als Brennpunkt beechreibt, ans deren elliptisohen 
Bahnelementen <»i, e t , Q l ,II 1 sioh die „kanonisdhen Elemente 
(w®, «W,«®, J®, a®,t®W) nac h § i > (26) bereohnen lassen, wenn darin 

tn = fa, M — gesetzt wird, der zweite Planet m, hingegen ein® 

Keplerellipae um den gemeinsamen Sohwerpunkt dear Sonne und dea 
ersten Planeten als Brennpnhkt beechreibt, ans deren elliptisohen 
Bahnelementen a t , e t , ... aich die „kanoniscb.en“ e®, • • •) naC ^ 1 

§ 1, (26) bereohnen, wenn man m = n v M = — setzt. Da sich naoh 

| 1, 8 dann die rechtwinkligen Lagekoordinaten und also auch die 
Entfemungen r, 7 , r 17 , r 47 als Euhktionen der zwolf kanonischen 
Elemente ausdxttcken lassen, und in fl® nur J®, in nur J ls> 
vorkommt [s. §1, (13), (14), (23)], so lSBt sich die Hamiltonsohe 
Funktion 3 des Dreikorperproblems nach (9), (10), (11) in folgende 
Gestalt bringen: 



H = fl„(J®,J®) 


+ X0(vt 1 \ t>®, t>J\ J®, «<« «jl); «*»,«® «£>, J®, u®, w®). 


Das ist aber genau die Gestalt, von der wir in der Storungstheorie V, § 1, 
(14) ausgegangen sind. Es laBt sich aus dem Ansdruck von S — A# in (9) 
eine zu Y, § 1, (16) analoge Entwicklung der Storungafunktion herleiten, 
gem&fi der sich die zwolf Differentialgleichungen Y, §1, (16) ansetzen 
lassen. In der Huumelsmechanik werden die Exzentrizitaten e 1 , e e und 
Neigungen t x , t a der Planetenbahnen als Hein angesehen, was auch flir 
u, 1 ', u®. u®, u® kleine Werte ergibt, so daB sioh die Koeffizienten der 
trigonometrischen Entwicklung Y, § 1, (15) der St&rungsfunktion auch 
nach Potenzen der u®,... entwickeln lassen, so daB sich flir die Theorie 
der s&kularen Btorungen die am Schlusse von Y, § 1,4 entwickelte Method© 
anwenden laflt. 
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3. Quaslstatische Bahnen helm ebenen Dreflcttrperproblem A ). Wenn wir 
nur Bewegungen der drei Korper in einer Ebene betrachten, etwa der 
sc, y-Ebene, und die Massen mit m 0 ,wi l9 m 2 , ihre rechtwinkligon Ko- 
ordinaten mit £ 0 , Vo* fi* Vi* f 2 > *7a» die entsprechenden Impulskompo- 
nenten mit p 0 , g Q \ p l9 q x ; p 2> q 2 bezeiclmen, ferner voraussetzen, daB der 
gemeinsame Schwerpunkt der drei Massen ruht, also p 0 + p x + p 2 = 0, 
?o + ?i + Sa = 0, bo laBt sich B analog zu (6) so schreiben: 

= 2^ [ (Pi+ ?,)’ + ( ? l + ? 1 )S ] 

+ S jj- (P? + ??) -I F (as,, 1/,; a;,, y 4 ), 

wenn die potentielle Energie mit V bczeiolmet wird und x t — — f 0 , 

Vi = - >/o O' = 1* 2) 

Da der Drehimpuls der Masse in bezug auf den Koordinaten- 

ursprung nueh 11, § G, (4) dureh £,</, - tj t p t gegeben ist und die Humme 

a 

der Drehimpulse aller Massen konstant sein muB, ist 2 (f* ” V » Pi) 

*■■0 

ein Integral dos Systems, das wir nach Kinfuhrung der relativcn Ko- 
ordinaten ® 1> . .., y 2 von m i> m bezug auf w 0 und bei Berucksichtigung 
der Bezeicknungen p 0 = — (Pi + Pa) ubw. so schreiben konnen: 

s 

(14) f(x 1 ,y l , ft.ft. ft.ft) = 2 (*.?. —ViP.) = konst. 

I = 1 



Man findet die Bewegungen unserer drei Massen, die in bezug auf 
das Integral (14) (juasiHtatiHeb smd, nach III, § 1, (19). Da n — 4, fi — 1, 

erhalten wir aeht Gleiohungen der Gestalt I- X ^ =0 usw., sie 

dx x 

ergeben 2 n — t* unabhangige Beziehungen zwisehen den ZustandsgroBen. 
Bilden wir zumiohst die aeht Gleichungen, die sich in dH + Xdf — 0 
zusanuneniassen lassen, wo H aus (13) und / aus (14) einzuBetzen ist, so 
lauten sie 


m 

(1G) 


In, + ^ (pl + Pl) = Xy " m, + k {qi + <h) - “ A 

(»=-!, 2,), 

-7 Xt - lq ' =0 ’ w. + * p ' =0 (i=1,2) - 


x ) Siehe die FuBnoto zu III. § 1, 3. 
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Wesnn man beachtet, d&B nach der Definition der Impulskomponenten 
p ( — g { — ist, kann roan (15) aucli scbreiben: 

(17) = Xy t , — — A®, (»= 1,2). 

Daraus folgt durch Mnltiplikation mit z ( bzw. y, und Addition 
Xiif + y t y i = 0, also die Konstanz von x* + y*. Die gegenseitigc lint- 
femung der drei Massen bleibt wabrend der Bewegung koratant; sie be- 
wegen sich als ein starrea Dreieck. EHikren wir etwa Polarkoordinaten 
x t = r { cos $ { , y t — r,sin ein, so folgt wegen der Konstanz der r, durch 
Einsetzen in (17) A = — d. h. das Dreieok dreht sich mit der kon- 

stanten Winkelgeschwindigkeit A nm seinen Schwerpunkt. Bercchnen 
wir die q it j> t ans (16) nnd setzen wir in (15) ein, so erhalten wir: 


(18) 


dV m ( /dV dV\ „ . 

3®, m # \3®, dxj m< X% ~ ’ 

3 V m t (dV dV \ , . 

dvx + »»o Wi + d v ) m ' y ‘ ~ 


(i = 1, 2). 


Bezeidhnen wir die gegenseitige Entfemung von m x und m 2 mit A, 
so ist nach (6) 


(19) 


y _ x Tn ^ m i m 


-K ——-—X - 1 A ~~ . 


7 i # a " 

und man erh&lt durch. Einsetzen von (19) in die erste 61. (18) ftii i = 1 
und i = 2: 


( 20 ) 


[“ ( 5 Sr‘+5) ■- ■*’] *> -+'* •"»Is ■- 2>1 : *■ - “■ 

’‘“■K - ?] *■ + [” +?H‘] 


Die Gl. (20) sind zwei lineare homogene Gleichungen fur ® x , 
Durch Einsetzen von (19) in die zweite Gl. (18) folgt, da£ y lt y% den- 
selben Gl. (20) genligen mtissen. "Wir haben also zwei Losungssysteme 
von (20) zu sncben. Wenn iiberhaupt von Null verschiedene Loaungen 
earistieren, mnfi die Determinants der Koeffizienten verschwinden (d. h. von 
niedrigerem Range als 2 sein) 1 ). 

Es sind dann noch zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem, ob dieser 
Rang Null oder Eins ist. Erster Fall: Es gibt zwei verschiedene Loaungen, 


*) Siehe I. Bd., n, { 1, 6. 
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d. h. die Vektoren ® 1# y 1 und x 2i y 2 fallen nicht in eine Gerade, die drei 
Maasen bilden ein wirkliches Dreieck. Da die Determinante den Rang 
Null hat, miissen alle ihre Elemente verschwindcn. Das ergibt: 


( 21 ) 


h= r » = 


A* = 


x (m 0 + m, + m a ) 
J" 


Die drei Maasen bilden ein gleichaeitiges Dreieck, das mit einer Winkel- 
geschwindigkeit rotiert, deren Quadrat verkehrt proportional der dritten 
Potenz des Abstandes der Maasen ist, ganz analog zum dritten Kepler- 
schen Gesetz bei der einfachen Keplerbewegung [§ 1, (21)]. Zweiter Fall: 
Es gibt (bis auf eine gemeinsame multiplikative Konstante) nur ein 
LdBungssystem. Die Vektoren x i9 y x und x 2i y 2 fallen zusammen; die 
drei Massen liegen auf einer Geraden; ihr Abstandsverhaltnis laflt sich 
aus dem Verschwinden der Determinante der Gl. (20) berechnen, ebenso 
auch die Winkelgeschwindigkeit, worauf hier mcht naher eingegangen 
werden soli. 
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II. Absohnitt 

Mechanik der Kontinua 


Siebentes Kapitel 

Mathematiache Grundlagen der Elastizitatstheorie 

§ 1. Problemstellimg. Bezeichnungen 

Die Erfahrung lehrt, daB die featen Korper unter der Einwirkung 
auflerei Kr3fte gewiaae G^taltsanderungen erfahren, welohe bei allmah- 
licher Entlastung wieder verschwinden oder bei plotzlicher Entlastung za 
Schwingungen des Korpers AnlaB geben. Die Elastizitatstheorie stellt 
sich die Aufgabe, die auf solohe Weise hervorgerufenen Gestaltsanderungen 
und Bewegungen einer mathematischen Behandlung zuganglioh zu machen. 
Genauer ausgedriiokt handelt es sich am die folgenden Fragen: Gegeben 
sei ein elastiacher Korper, der irgendwie gelagert sei, wobei wir uns der 
Einfaohheit wegen auf den Fall beschranken, daB gewisse Punkte oder 
Oberfl&chenteile imverschieblioh festgehalten seien. Auf die tibrigen Teile 
der Oberflaohe sollen gegebene Krafte und auf die inneren Punkte die 
Sohwerkraft oder andere Massenkrafte wirken. Dann fragen wir era tens 
naoh der Qestalts&nderung, welche der Korper erfahren hat, wenn sieh 
unter der gegebenen Einwirkung Gleichgewicht eingestellt hat, bzw. naeh 
der Bewegung und zweitens nach der , 5 Beanspruohung des Materials* *, 
d. h. nach den inneren Kraften (Spannungen), welche zwischen den einzelnen 
Ma&senteilchen des Korpers wirken. 

Bezeichnungen. Die rechtwinkligen Koordinaten der Punkte des 
elastisohen Korpers bezeichnen wir mit x, y, z. Die Versohiebung, welche 
ein Punkt infolge der elastisohen Deformation erfahrt, werde duroh ihre 
Projektionen u, v, w auf die drei Achsenrichtungen gegeben, die Krafte, 
welohe auf die Flacheneinheit der Oberflaohe wirken, duroh ihre Kom- 
ponenten E, H, Z und die auf die Volumeneinheit der inneren Punkte 
wirkenden Krafte durch X, Y, Z. 1st also do ein Flaohenelement der 
Oberflaohe und day ein Volumenelement im Innem, so wirken auf das 
erstere in den drei Koordinatenrichtungen die Krafte Edo, Edo , Zdo, 
auf das letztere die Krafte Xdco, Ydco , Zda). Die inneren Krfifte, mit 
welchen benachbarte Teile des Korpers aufeinander wirken, beschreiben 
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wir folgendermaBen: wir denken uns zwei benachbarte Parallelepiped© 
von den in den Achsenrichtungen liegenden Kanten dx 9 dy , dz, welche 
in der &-Richtung nebeneinander liegen, und mit den senkreoht zur x-Achse 
liegenden Flachen dy.dz aneinander stoBen. Die Komponenten der 
Kxaft, welohe das rechta (d. h. in Riohtung waohaender x) liegende 
Element anf das links liegende ausiibt, bezeiohnen wir mit a m dydz 9 
Tay dy dz } T aM dy dz. Es Bind also or*, t BV9 r BZ die Krafte, welohe auf die 
Fl&oheneinheit eines zur sc-Aohse senkrechten Flachenelements von reohts 
her ausgeiibt werden. Ebenso seien r VB , a V9 r V9 und r 9B9 r zyt a M die Kraft- 
komponenten, welche duroh Fl&chenelemente senkreoht zur y- und z-Achse 
pro Fl&oheneiiiheit tibertragen werden. Die Yektoren mit den Kompo¬ 
nenten a B , r my9 r BZ bzw. t„*, a V9 r V9 bzw. r xr , r tV9 a z wollen wir duroh t (x) 
bzw. i! y) bzw. bezeioh¬ 
nen. Von diesen Kraften z 
setzen wir voraus, daB 
sie dem Grundsatze der 
Gleichheit von Wirkung 
und Gegenwirkung ge¬ 
nii gen, daB also die Kraft, 
welohe von einem Teil- 
ohen 1 auf ein Teilohen 2 
duroh die Grenzfl&oho 
tibertragen wird, ent- 
gegengesetzt gleioh der 
von 2 auf 1 tibertragenen 
Kraft ist. Femer nehmen 
wir an, daB die duroh 
ein Flachenelement tiber- 
tragcne Kraft fiir ein unendlioh kleines Flachenelement duroh dessen 
Schwerpunkt geht (praziser gesagt: ist A der Abstand der Kraft vom 
Schwcrpunkt des Flachenelements, dessen groBter Durohmesser e sei, 


Fig. 8 



so ist lim ^ = 0). Die GroBen a Bi x BV ubw. nennen wir die ^Spannungs- 


komponenten“ oder kurzweg „Spanmmgen“; die Komponenten or*, <r V9 a z , 
welche senkreoht zu den Fl&chenelementen liegen, auf die sie wirken, 
nennen wir ,,Normalspannungen“, die Komponenten t ov usw., welche 
in diesen Flachenelementen liegen, ,,Sohubspannungen“. Bezuglioh der 
Vorzeiohen, welohe die Bpannungskomponenten erhalten, sei die folgende 
Regel hervorgehoben, die aus dem oben Gesagten folgt: Betraohten wir 
daB Flachenelement, welohes ein infinitesimales Parallelepiped nach der 
Seite wachsender x begrenzt, so sind die Spannungen cr., x myi x B9 
positiv, wenn sie auf dieses Flachenelement in Riohtung wachsender 

MIsQB-Krft&k, lHflewntU]gl«iohung«n. II 10 
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os, y und z wirken; auf das in Eichtung abnehmender x begrenzende 
ITaohenelement wirken die gleichen Spannungen in Riohtung abnehmender 
Koordinaten. Z. B. ist a % positiv, wenn das Parallelepiped auf der 
reehten Seite nach redits, anf der linke n nacb links gezogen wird; positive 
Normalspannungen ergeben somit eine Zugbeanspruchung des Materials, 
negative eine Druekbeanspruolmng. 

§ 2. Analyse der Spannungen und Yerzerrungen 

1. Gleidigewichtssatze. Die Gnmdlage der Spannungsanalyse ist das 
folgende Ptinzip: Denkt man sick irgendeinen endiiohen oder infimtesi- 

malen Volumteil irgendwie aus dem elasti- 
soben Korper herausgesohnitten, so besteht 
Gleiohgewicbt zwischen den angreifenden 
aiiBeren Kraften, den Tragheitswidersttaden 
und den Spannungskraften, welche auf die 
Schnittflacbe wirken. 

Erste Anwendung des Gleioh- 
gewichtsgrundsatzes. Wix denken uns 
ein infinitesimales Tetraeder, mit drei 
acbsenparallelen Kanten 0— A, O—B, O—C 
(Pig. 9). Die von ihnen gebildeten Drei- 
ecke sind die Projektionen der Grand- 
flache A—B—C auf die drei Koordinaten- 
ebenen. Ist also dF der Inbalt der Grand- 
flache und sind cos ( v , x), cos (v, y) 9 
cos (v, z) die Bichtungskosinus ibrer Nor- 
malen gegeu die Achsenrichtungen, so haben die Dreieoke O—B — C, 
O—C—A , 0—A—B die Inhalte dF cos (v, x), dF cos (v, y) 9 dF cos ( v 9 z). 
Es wirken also auf die Flhchen 

O—B—C die Kraft (Spannung x Flaohe) — t^dF cos (v, x), 

O-C—A „ „ ( „ x „ ) — t iv) dF cos (v, y), 

O-A-B „ „ < „ X n ) -*■> dPcos (v, z) 

mit negativen Vorzeichen, weil die Begrenzungsflachen auf der Seite ab- 

nehmender Koordinaten liegen. 

Auf die Gnmdflache muB nun eine solohe Sp annung wirken, dafl 
diesen drei Kraften das Gleiohgewicht gehalten wird. Die Massenkrafte 
fallen beraus, weil sie dem Volumen proportional sind, also bei hinreiohend 
kleinem Volumen mit der dritten Potenz der Tjin par ti j\ g pn klein 
werden, wShrend die von den Spannungen herriihrenden Krafte den 
PULcben proportional sind, also mit der zweiten Potenz abnehmen, so 


Fig. 9 
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d&B die Massenkrafte gegen die Spannungskrafte bei hinreiohend kleinem 
Tetraeder verschwinden. 

1st t (v) der zur Grundflaohe gehorende Spannungsvektor, so ist die 
von den Spannungen auf die Grundflaohe ausgeitbte Kraft dF. Soli 
diese mit den obengenannten Spannungskraften im Gleiohgewioht sein, 
so muB 

(1) t< r > = cos (v, x) + tW oos (v, y) + t^oos (v, z) 

sein. Diese Gleiobung liefert uns den Spannungsvektor fur ein beliebig 
orientiertes Flachenelement, wenn die Spannungsvektoren in den Ko- 
ordinatenebenen gegeben sind. 

Gleichgewioht an der Obcrflache. Schneiden wir das Tetraeder 
so aus dem Korper heraus, daB die Grundflaohe ein Flaohenelement do 
der Obcrflache ist, auf welches in den drei Koordinatenrichtungen die 
Krafte Edo , Hdo , Zdo wirkcn, so miissen diese mit den Spannungskraften 
der in den Koordinatenebenen liegenden Dreieoke im Gleiohgewicht sein. 
Sind c lx) , t ly) , e u) drei Einheitsvektoren in Richtung der Aohsen, so ist 
der Kraftvektor, welcher auf do wirkt, 

(Sew + lTeW +Ze< 3 >)do, 

und das Gleichgewicht erfordert somit 

(2) E + H cW Z c (5) = t (!C) cos (v t x) +tw cos ( v, y) + cos (v, z). 

Zerlegen wir diese Vcktorgleichung in drei Gleichungen fiir die Kompo- 
nenten nach den drei Achsonrichtungen, so erhalten wir 

cos (v, x) + r yx cos (v, y) + r tw oos (v, z), 

(3) | H = Tj.yCOs ( V , x) -f o v cos (v, y) + r MV cos ( v , z), 

I Z = r xs oos (v, x) 4- r V9 cos (r, y) + <y s cos ( v , z) 

als Gleichgewichtsbedingungen fiir die Obcrflachenelemente. 

Zweite Anwendung des Gleichgcwiohtsgrundsatzes. Wir 
dcnken uns ein beliebiges endliches Volumen aus dem Innem des Korpera 
herausgeschnitten. Auf das herausgeschnitteno Stiiok wirken dann die 
folgenden Krafte: auf die Volumenelemente im Innem die Massenkrafte 
(einschlicBlich dor Tragheitswiderstande) Xdco, Ydco , Zda ), auf die 
Schnittfliiche die Spannungskrafte: 

t°) dF = {t<*> cos (v, x) 4-tw cos (v, y) 4- t w cos ( v, z)} dF 
oder, in Komponenton nach den drei Aohsenriohtungen geschrieben, 

in der a-Riohtung: { o x cos (v, x) 4- T yflt oos (v, y) + T saj cos (v, z)\ dF , 

„ „ y-Riohtung: { r my cos ( v , x) 4- o v oos (v, y) + r av cos (v, z)\ dF , 
z-Richtung: { r mB cos (v, x) + r Vf cos (v , y) + o z cos (v, z)\ dF. 

16 * 


>f ft 
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Soli Gleiohgewioht herrsohen, so muS fill jede dor drei Achsen- 
riohtungen die Snmme aller Krafte verschwinden. 

JJf X dm + H {or, cob (», x) + r„ cos ( v, y) + r„ cos ( v, 2)} dF = 0 , 
JfJydo> + JJ{r„ cos (v,x) + a v cob (», y) + r,„ cos (v, z)) dF = 0, 
jJJ Zdo) + |J (t bj cos (i 1 , x) + cos (r, y) -J- <r, co a{v,z))dF — 0 . 

Die FlBohenintegrale konnen wir in Raumintegrale verwandeln. Be- 
zeiohnen wir duroh 

?*> den Vektor mit den Komponenten a„ r ve , t, 

U >» »J 33 33 Oy, T t y, 

^ » 1 * 3, „ 3 j ‘faijfjiiSfi 

so 1st cr a ooa (v, x) + Xyy oob (v, y) 4- t„ oob (v, z) die Normalkomponente 
tj"* von t w . Die Gleiohgewiohtabedingung fiir die x-Richtung wird also 

JffX’itu + fft^dF = 0. 

Nun ist aber naoi dem Gauflschen Integralsatz [1. Bd., S. 79, Formel (29)] 
fJt‘ x) rfF = JJJdivl^do, 
bo dafl wir ala GleiohgewiohtBbedingnng 

Jff (div^+ZJdo) = 0 

nnd in gleioher Weise 


JJJ {div*i<W + Y) do, = 0, JJf {div**> + Z\ dw - 0 

erhalten. Sollen dies© Bedingnngen erfiillt aein, wie immer wir unser 
Volumen ana dem Innem dee Korpers herauasctmeiden, so muB 


(±) 


sein. 


ai ^+ i =4v + w + fe +x=0t 

.«"+ z = fe + 7 f + 17 '+z=o 


Zum Gleiohgewioht ist nooh. erforderlich, daB anoh die Snmme der 
Moment© ana Massenkraften und SpaimimgskrfLften verse Lwindet. Die 
Komponente aller Momente mn die z-Aohae ist 


M , = JJJ {X y - Y x) d a, + JJ {t? 1 y x} d F. 
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Hier fonnen wir die Fl&ohenmtegrale in dec gleioben Weise urn wie oben. 
Es iat 

divyifa = ydivft# + ?*#.grad y, 
div *Fb# as x div F^) + ft#. grad ®. 

Nun bat grad y nur die Komponente 1 in der y-Riobtung, also ist 

t w • grad y = v ya , 
ft®. grad x = t„,, 

so dafi 

Jf y —t v) *} dF = JJI [y divF® 9 — x divF**®}3o>+JJJ (t#« — r. v )dto 

wird. Es ist also das Moment nm die z-Aohse: 

M, = JJJ [y (divft> + X) — x (div ft# + Y)} dco + JJJ (t„» — x bv ) dco. 

Naoh. (4) fallt das erste Integral fort. Soil also M t = 0 sein, wie auoli immer 
das Volumen ana dem Korper herausgeschnitten wird, so muB 

( 5 ) T yx = T xv 

sein, und ebenso fiir die anderen Aohsenxiohtungen 

T IV = Ty My T xa = 7,0. 

Es wird also 

(5 a) tc»> = t< a) , t<W = ttw = t«. 

2. Der Spannungstensor. Wir wollen den Spannungszustand nooh 
einer genaueren Betrachtung unterziehen, insbesondere wollen wir be- 
rechnen, in welcher Weise bei einer Drehung des Koordinatensysteins die 
auf das gedrehte Koordinatensystem bezogenen Spannungskomponenten 
siob a us den Spannungskomponenten des urspriinglichen Systems bereohnen. 
Wir gehen aus yon der Ql. (1): 

t< v) = t<*> cos ( v, x) + cos ( v , y) + #*> cos ( v> z) 

und der sogenannten Symmetriebedingung (5) 

X my = T Va9 Xyg = Xgyy Xggf — Xgjg. 

QL (1) ist formal identiscb mit der Ql. (1) im 1. Bd., II, § 4, S. 86, woraus 
wir entnehmen, dafi der Inbegriff der neun Spannungskomponenten einen 
sogenannten ,,Tensor 1 ' (der Name stammt von unserem Spezialfall) dar- 
stellt, und zwar wegen der Symmetrieeigensohaft (5) einen ,,symmetrisolien 
Tensor**. Wir werden also die dort gefundenen allgemeinen Ergebnisse hier 
in ihrer besonderen physikalisohen Bedeutung wiederfinden. 
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Wir betraohten ein Koordinatensystem, dessen Aohsen £, 77 , C mit 
den xyz-Aohsen die ItichtungskosinuB cos (f, z), 00 s ( 77 , z), 00 s (f, z) usw. 
bilden, Die Spaimungsvektoren ftir die Jlaohenelemente senkrecht zu 
den nenen Aohsen seien: 

if® mit den Komponenten <r$, t$ v , t^, 

^ n i) is 'tfijti Gy* “TijC* 

^ >1 ji jj Tjj, ^C* 

Wir erhalten sie, wenn wir in Gl. (1) der Beihe naoh v = f, 77 , f setzen, zu 
t® = t<*> cos (£, z) + V* cos (£, y) + tk> 00 s (£, z) 

(6) tW = tw cos ( 77 , a?) + cos ( 77 , y) + t<*> cos ( 77 , z), 

p = t<*> cob (J, x) +P 00 s (C, y) + tw cos (f, z). 

Die Umrechnung dei Komponenten erhalten wir hieraus, wenn wir 
die drei Gleiohungen je mit einem in die 77 - oder f-Aohse fallenden 
Emheitsvektor skaJar multiplizieren. Nennen wir diese Einbeitsvektoren 
e*®, e (1I) , e ct) , bo ist z. B. 

p. p = <r$, P, e (ft = cr m cos (f, ®) + cos (£, y) + cos (f, z). 

t<D t e W — Tflf , p . e<*> s=s cos (f, x) + a v qob (£, y) + r ft cos (£, z). 

• e (C) = t$;, t (,) . = r f * cos (£, 3) + r f v cos (£, y) + tr, cos (£, z). 

Die Mnltiplikation von ( 6 ) mit e (l,) ergibt dann z. B.: 

tf>.eW»T h « 

7 j a* cos (£, 3 ) cos (tj, 3 ) + r* * cos (f , 3 ) cos ( 77 , y) + r« . cob (£ , 3 ) cos ( 77 , z) 

+ r 1 f .oos(f,y)cos(77,3) + o' v cos(f,y)cos(77,y)+T yf cos(f l y)cos(77,z) 
+r, 0 cos (£, z) cos ( 77 , z) + r f v cos (£, z) cos ( 77 , y) + a* cos (£, z) cos ( 77 , z). 

Analogs Gleiohungen ergeben sioh fiir die anderen Spannungskompo- 
nenten. Am ledohtesten merkt man sich diese Pormeln naoh der f olgenden 
Begel: Die Spanmmgen ftir das gedrehte System ergeben sich, indem man 
jede der SpannnngBkomponenten des urspriinglichen Systems mit zwei 
BichtungskosinTis mnltipliziert und dann addiert. Von den Indizes der 
Richtungskosinus stimmen die ersten iznmer mit den Indiz es der Span- 
ntmgen auf der lmken Seite liberein, wahrend die beiden letzten gleioh 
den Indizes der Spannung sind, welohe mnltipliziert wird; r xy und r yx usw. 
sind dabei als 'verschieden zu behandeln. 

Spannungshauptaohsen. Wenn man die Spannungen an ftiriftm 
Punkte untersucht, so kann man fragen, ob es moglioh ist, die Richtungen 
der Koordinaten so zn w&hlen, dafi sioh besonders einfache Werte ergeben. 
Das ist in der Tat moglich, und zwar in der Weise, dafi sich ixnm er Aohsen- 
richtungen finden las sen, fiir welohe die Sohubspannungskomponenten 
verschwinden, so dafi blofi die Normalspannungen iibrigbleiber (Es sei 
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gleich bemerkt, daB in einem elastisoh deforarierten Korper, in welohem 
die Spannungen aioh von Funkt zu Punkt andern, duroh eine passende 
Koordinatenwahl nicht fiir alle Funkte gleichzeitig, sondem nur fiir 
einzelne diese Vereinfachung erzielt werden kann.) Diejenigen Aohsen- 
riohtungen, fill welohe die Schubspannungen verachwinden, nennt man 
,, Spannungshauptrichtungen* ‘ oder ,,Spannungshauptachsen“; man be- 
Btiinmt eie folgendermaBen. Eb sei in Ql. (1) v eine Spannungshaupt- 
riohtung, a sei der Wert der Normalspannung. Da keine Schubspannungen 
auftreten, hat der SpannungBvektor f ^ die Richtung yon v, aho in der 
x,- y- und z-Richtung die Komponenten a cos (v, z), a cob (v, y), a cos (v, z). 
Zerlegen wir also die Gl. (1) in drei Komponentengleichungen, indem wir die 
Komponenten der Vektoren in der x-, y- und z-Richtung nehmen, so 
erhalten wir die drei Gleichungen: 


a cos (v, x) — a » cos (v, x) + r, v cos (v, y) + x r , cos (v, z), 

a cos (v, y) = t„ b cob (v, x) H- a v cob (v, y) + r„ cos (v, z), 

a cob (v, z) = t mx cos (v, x) + r IV cob (v, y) + a t cos (v, z) 


oder 

K - a) cob (v, x) + r xv cos (v, y) + r m , cos (v, z) - 0 , 

( 8 ) t vx cos (v, x) + (a v — a) cob (v, y) + r v , cos (v, z) = 0, 

t,„ cob (v, x) + t,„ COB (v, y) + (a, — a) cos (v, z) = 0. 

Diese Gleichungen Bind homogene lineare Gleichungen zur Bes timm ung 
von cos (v, x), cos (v, y), cos (v, z), d. h. zur Bestimmung der Richtung 
tier Hauptachsen. Sie haben nur dann eine Losung, wenn die Determinanten- 
gleieliung 


n, — a t. 


Txt 


1 °) 


, Tf v ff Tyz 

■ Ty, a, —a 


= 0 


erfiillt ist. Da diese Determinante symmetriach ist (wegen 
hat dit> Gl. (9) sicher <lrei reellc Wurzcln, die wir mit a 1 , a t , a 3 , bezeichnen 
(s. 1. Bd., II, § 2, 3). Setzen wir z. B. <r x in Gl. (8) ein, so erhalten wir die 
Werte coh (1, z), cos (1, y), cos (1, z) his auf einen gemeinBamen Faktor, 
der sicli aus der Bedingung 

( 10) cos* (1, x) -(- cor 2 (!,«/) + cob 2 (1, z) = 1 

bestimmt. Daniit. liaben wir eine der JlauptachBen gefunden, die beiden 
anderen ergeben sieh, wenn man Cj durch o 2 und <x 3 ersetzt. Nach I. Bd., 
II, § 4, II stehen die so gewonnencn drei Hauptachsenrichtungen aufeinaiuler 
senkreolit. Numerieren wir die Hauptspannungcn so, dali a x die groBte, 
die mittlore und die kleinstc der Hauptspannungcn ist, so sind 
und a a Maximum und Minimum aller Normalnjiannungen, die fur irgendeine 
Aohsenriolitung uberliaupt vorkommen. 
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Hervorgehoben aei die Analogic unaeree Ergebnisaes mit bekannten 
Tateaohen der Vektoireebnung. Dnroh Angabe der Hauptapannungen 
mid der zngehorigen Hauptaohsenriohtimgen ist ein Spannungazuatand 
in analoger Weise gegeben, wie wenn wir einen Vektor duroh semen Betrag 
und seine Riohtung geben, w&hrend die Angabe der Spannungakomponenten 
in bezug auf ein gegebenes Koordinatenayatem der Angabe der Vektor- 
komponenten entspriobt. Wie der Betrag einea Yektora, bo aind auob die 
Hauptspannungen einea Sparurongazustandes von der Wahl dea Ko- 
ocrdinatensyatema unabhfingig. Wir so hlieSen darana, dafi auoh die Ko- 
effizienten der die Hauptspannungen bestimmenden Ql. (9) von der Wahl 
dea Koordinatenayatems unabhangig aein mttaaen. Sohreiben wir die 
Gl. (9) aua, so lautet sie (naoh Multiplikation mit — 1) 

a 8 — o'* {a a -f o v -f cr,) -f- a (o 9 o v —tJ, + a v a„ — r}, + o„a a — *ia>) 

H" ^ r vl T (a ff|T VI OyT im = 0 . 

Wegen der UnabhSngigkeit von der Wahl dea Koordinatenayatems be- 
zeiohnet man die Koeffizienten ala die „Invarianten << dea Spa nmm gs- 
zustandes. Ihre Bedeutung ergibt aioh in tlbereinstimmung mit der 
elementaren Algebra, wenn wir das Eoordinatenaystem in die Hauptaohaen 
legen zu: 


(H) 


O'* + <*» + <T% = CTi + ^ , 

or.o,— %\ v + OyO, — Tyt + — ri a = a l a 1 + a i a i + 

U(BCTg "I - 2 T av Tf | T|g “O'* T* , (Ty Tg X " Og T a v (Tj • 


Beaonders einfaoh warden die Formeln, welohe die Spammngakompo- 
nenten dea zyz-Systems duroh die Hauptspannungen ausdriloken. Sind 
cos (», A), oos (y, A), oos (z, A) die Biohtungskosinus der A-ten Hauptaohae 
gegen y- und z-Aohse, so wird 


( 12 ) 


i». - 

\ T», = 


= 2oik«>s *(*>*) 

*»» = 2 Ox COB (x, A) coa (y, A) 
usw: duroh zyklische Vertauflohuug von x, y, z. 


A = 1,2,3 


3. Der Verzerrungstensor. Wenn ein Korper elastisoh defonniert wird, 
so &ndem sich die Entfemungen. seiner Punkte und die Winkel zwisohen. 
zwei Streoken. Ah MaB ffir die Yerl&ngerung einer Strecke nehmen wir 
die Yerlangerung der Langeneinheit auf ihr, also den Quotienten aua der 
Verl&ngenmg und der ursprtLngliohen L&nge. Diesen Quotienten bezeichnen 
wir als die , 3 Delmung u . Die Winkelanderungen werden direkt duroh die 
Differenz der Winkel vor und naoh der Deformation gemessen. 

Wir wollen nun zunaohst ausreohnen, welohe Dehnung Strecken er- 
fahren, die urspriinglioh in der Riohtung der Koordinatenaohsen lagen, 
und wie sich die urspriinglioh rechten Winkel andem, welohe von aohsen- 
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parallelen Streoken eingeaohlossen waxen. Dabei besohx&nken wlr urn stets 
auf „kleine Versohiebungen“, d. h. Versohiebungen, welobe mit ibxen Ab- 
leitungen bo klein aind, dafl wii quadratiscbe Ausdriloke (Produkte zweier 
Versohiebungen oder zweier Ableitungen nsw.) gegeniiber den linearen 
Groflen (Versohiebungen oder Ableitungen) vemaohlSssigen konnen. 



Wir betrachten also zwei Punkte A und B, welohe, um die Streoke d'x 
voneinander entfemt, auf einer Parallelen zur z-Aohse liegen. Da wir nur 
kleine Versohiebungen betraohten, wird die L&nge dieser Streoke duroh 
einc Verschiebung ihrer Endpunkte in der y- oder z-Riohtung nicht ge- 
Sndert. Wir brauchen also nur die Versohiebung in der se-Riohtung zu 
betrachten. Vorsohiebt sioh der Punkt A um die Grofie u in der a^-Richtung, 

d u 

bo verschiebt sich B wax u + dx. Esist also die Entfemung yon A 

d u 

und B nach der Deformation gleich dx + « dx, die Verlangerung somit 

d o x 
u 

w-dx. Wir dividieren dioselbe duroh die uisprtlngliohe Lange dx und 

OX 

erhalten daduroh die „Dehmmg in der z-Richtung“ 

du 

e “ dx' 

Ebenso crgeben sich die Dehnungen in den anderen Koordinatenrichtungen, 
also 


(13) 


f, - 


du ' dv dw 

d~x' fv= Ty' e * = T~z' 

Wir betrachten uun die Drehung der gleichen Streoke zur y-Aohse hin. 
Diose wird duroh die Versohiebung in dcr $-Richtung nioht beeinfluSt. 
Versehiebt sioli dor Punkt A um v in der y-Richtung, so versohiebt sioh B 

um v -I- V dx. Da wir bei klcinen Winkeln den Winkel gleich seinem 
<) x 
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Tangens seta an. konnen, so ergibt sioh fiir die Drehung dear Strecke A—B 

naoh der v-Aohae bin der Wert -l— • W&hlen wir nun eine zweite Strecke, 

° Ox 

welche von A ausgehend in der y-Richtung liegt und die Lange dy hat — 

ihr Endpunkt sei C —, so versohiebt aioh C um w + ^ d y in der $-Richtung, 

wenn u wieder die Verschiebung von A ist. Es dreht sich also die Strecke 

A—C um den Winkel ^ zur z-Achse hin. Der von A—B und A—C 

ursprtinglioh eingesohiossene recite Winkel wixd also duroh die beiden 

Drehungen um insgesamt — + ^ verkleinert. Wir bezeichnen diese 

WinkelSaderung mit y m und erhalten also mit gleiohartigen tJberlegungen 
ffir die anderen Koordinatenebenen: 


du . d_v 
dy* d~%' 
dv dw 
Tz*dy’ 
dw du 
dx dz 

Die hier gewonnenen GroBen e und y besohreiben uns den „Ver- 
zerrungazustand" in dem elastisch defonnierten K6rper. Sie geben uns 
fiir drei von A ausgehende, in den Koordinatenrichtungen liegende Streoken 
die Dehnungen nnd Winkel&nderungen an. Zu einer ausreichenden Be- 
Bohreibung des YerzerrungBzustandes durcb diese GroBen gehort dann, 
daB wir aus Omen auoh die Dehnungen und Winkelanderungen fiir drei 
beliebige, aufemander senkrechte andere Streoken berecbnen konnen. Das 
geschiebt durcb einfache Umrecbnung, indem wir parallel zu diesen neuen 
Streoken ein ueues Koordinatensystem legen. Sind die Riobtungskosinus 
der fjyf-Aobsen gegen die zyz-Achsen cos {{, x), cos (£, y) usw., so trans- 
formieren sioh sowohl die Koordinaten als die Versohiebungen nacb den 
gleicben Pormeln; u\ w’ seien die auf die neuen Aobsen bezogenen 
Yerscbiebungskomponenten. Dann ist: 

«' = u cos (f, x) -j- v cos (£, y) H- w cos (£, z), 

«' := u cos (r), x) + v cos (t), y) + w cos {rj, z), 
w‘ — u cos (f, x) + v oos (f, y) + to cos (£, e), 
x = £ cos (£, x) + 7) cos {rj, x) + C cos (f, x), 
y = £ cos (£, y) + cos (t?, y) + f cos (£, y), 
z — f cos (£, z) + rj oos {rj, z) + £ cos (£, z). 


(14) 


y«« : 

y»» 

y*« 
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Die Umieohnung 

_ _ du' / dud x | dudy . du dz\ 

d( ~ du\dxd£ + dydl + dzd() 
d_u_ / dv dx t dv dy ^ dv dz\ 
i " dv\dxdl + dyd£ + Tzdl) 
du' (dwdx dwdy dwdz\ 

+ d w vy® F$ + Jy d£ + Tz re ) U8W- 

ergibt dann, wenn wir 

2 e w — y wa! , 2 e„ = y,„, 2 e, = y„ 

eetzen: 

Ytt = Y** COS (£» ®) COS (£> ®) + y*v COB (£, &) 008 (f, y) 

+ y*« COB (£, x) 008 (£, z), 

+ y yx COB (£, y) COB (£, a:) + y„„cos (£, y) cos (£, y) 

+ y v .co 8 (f, y)coB (£, z), 

+ cos (£, z) cos (£, x) + y IV cos (£, z) cob (f, y) 

+ V» COB (£, z) COB (£, z); 

= Y*t cob (£, *) cos (r), x) + y, v oos (£, ®) oob (jj, y) 

+ y»» cob (£, x) oos (rj, z), 

>vm COB (£, y) oos (jj, x) + y vv oob (£, y) cob (jj, y) 

+-y„ oob (£, y) oob ( 17 , z), 
y«« cos (£» *) cob (rj, x) + y,, oob (£, z) cob (* 7 , y) 

+ y™ cos (£, z) oos {rj, z). 

Wir erkennen, daB die Umrechnungaformeln fiir die verzerrungs- 
komponenten genau die gleiclicn sind wie die Formeln, die wir oben fiir die 
SpannungHtranHformntion gcfunden batten. Wir konnen deshalb die Er- 
gebniflHP oline weiterca iibertragen (s. auch 1 . Bd., S. 97 ) und erbalten: 
Eb gibt stcta in einem Punkte drei zueinander senkrechte Richtungen, die 
,,HauptverzcrrungBrichtungen“, fiir welche die Verzerrangskomponenten 
rait gemiBchten IndizeB verschwinden, die also auch nach der Deformation 
scnkreeht bleiben. Die zugeliorigen Dehnungen, die „Hauptdehnungen“, 
seien, der UrdBe nach geordnet, mit f, , e g , e a bezeichnet. Dann Bind e 1 
und e 3 Maximum und Minimum der iiberhaupt fiir irgendeine Richtung 
vorkommenden Dehnungen. Kinc boHondera einfache Gestalt nehmen die 
Formeln (15) wioder an, wenn wir die Verzerrungskomponenten fiir das 
urepriingliche KoordmateimyHtem durch die Hauptdehnungen e lt e 4 , e 8 
auRdriicken. Kind com (j;, Ii), cob (y, h), cos (z, A) die Richtungskoainus der 
A-ten Hauptaeliae gegen die urspriinglichen Achsen, bo wird: 

| i- x =■ 2's cos* (a;, A), 

| y, „ - 2 2 cob (x, A) cob (y, A) ubw. 



(16) 
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Wie bei den S pannung an, bo finden wir auch hier in den Kooffizieixt 
dec die Hanptdehnnngen bestinxmenden Detenninantengleiohung 

(f. —e){y«» i 

(17) \y ay («» —e) iy», “0, 

-iy«* iy*. (s. — e) 

die sogenannten „Invarianten dee Verzerrungszustandee": 

' 6# + h — *1 4* ~h *SI 

(18) ■ e,e„+ e,e,+ e f s« - i(yJv + yj, + y,%) = -f- r t e a H" «a« 

*•*»%+iy«*y»»y»« ~ 1 + £ »y»« + £ *y»») ■- *i*'a # a* 


§ 8. Das Hookesche Gesetz and die Grirndglelehungeu 

1* Das Hookesche Gesetz. Zur Aufstellung der Diffcrentialgleiohurxg 
fehlt una nook die Beriebung zwisohen den Spannungon unci don "V< 
zernmg8groSen.. Dieee kann natiirliob nur ana dor Erfahrung I'ntiiorenn 
weiden. Wit besobtSnken one auf den Fall dee homogenon, inotrop 
Korpera, d. b. auf ein Material, deesen elastisobe Eigensohaft.cn an all 
runkten des Korpers die gleioben sind, und bei dem keino Riohtung -v 
der anderen ansgezeiohnet ist. 

Ffit ein solches Material mtissen offenbar die Hauptriolitungon c 
pannungen mit den B&uptriohtungen der Verzerrung zuHummonfallt 
oenn m den HbuptBpanmingariehtungen wird das Material nur auf Z 
i-JL . ? bean^ruoht, so dafl offenbar Winkelfindcrungen zwisch 
annaiim^ auftreten konnen, wenn wir nioht eine Anisotrop 

und ^ Znflam ^ en ^ag zwisohen den Hauptdehriung 

formulieren. Ftir kloino G 
Eiperimeuten^fin fnl ° ^ J™ 111 ® beschr&nken, entnchmcn wir d 

Zugkraft bekstet soprfaw 611 ^ a ^ e f tan ^’ ^“d «“• Korper (lurch ei 
welche der Zumnannumr ^ ZugBpannung cine Dchnur 

seithche ZusaiSenziSj 10 Sbe^r' erfWlrt ° r ei 

portional ist. Wird ein^mw * d , Lan g ad ebnung ebcnfalls pi 
superponieren aicb die V j D m ? brerei1 Kr&ften beanspi uohti, 

Betraohten ■*» 

eme Dehnung, welche a nronnrK 60 ©rhalten wir zuxi&eii 

^ den pK^rrionabtStsf^tOT^dw^iMobm^w 0 ' 11 a i/-®> wei 

E eine Materialkonstanto i ™ Weifle l ! E bezeichne 

Uleichzeitig rnfen in der Kobtu^ * ” B1 ^tttsmodul‘‘ bezeichne 
’’Pannungen a t und a. eine ZuJS? “V 1 *® beiden anderen Haup 
8 6 ZllBaDa ®enziebnng (negative Dehnung) herve 
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-welche ein bestimmter Bruohteil der von dieaen Spammngen hervor- 
gerufenen Langsdehnungen imd ist, also und —wenn wir 

den Bruchteil duroh — bezeiohnen, wobei to, die sogenannte ,,Quer- 
m 

kontraktionszahl", ebenfalls eine der Tfirfahning zu entnehmende Material- 
konstante ist. 

Insgesamt erbalten wir somit in der Riohtung der Hauptepannung a 1 
eine D ehnnng 


I g, +<r, ) _ to + 1 f _ <r, + o, + g, 1 
E i** 1 to j Em i 1 to 4- 1 I 


und in den anderen Hauptspannungsriehtimgen entspreohend 

to + l | g, + g 4 + g t I 
^ “ Em \ a * to 4-1 ’ 

( 1 ) < 

_ m 1 („ + + 

. • _ e to 1' ffl+r r 

Diose Formeln gotten auch fiir Dmokbeanspmobnng, wenn wir die Vor- 
zeichen: negatives a = Druokbeanspruohong, negative Dehnnng = Zn- 
sammcnziehung riohtig deuten. 

Mit Hilfe der Transformationsformeln [§ 2, (12) und (16)] fiir die 
Spannungs- und Verzcirungskomponenten konnen wir die Formeln (1) 
ohne wciteres von den Hauptspannungsriohtungen auf das xyz-System 
iibertrngen und erhalten so die allgemeine Form des Z nsamm e nhangfl 
zwischcn Spannungs- und VerzerrungsgroBen. Sind die RiehtungBkosinus 
der A-ten Hauptaache gogen die Koordinatenaohsen oos (x, A), oos (y, A), 
cos (z, A), so lessen sich die Transformationsformeln fiir die Spannungen 
und Dehnungen in folgender einfachen Weiso sohreiben: 

a j - f * ~ 2 e* cos 8 (x, A), 

x xt = 2 g* 008 (®. A) cos (y. A), 7b, = 2 2 £ h cos (x, A) cos (y. A). 

Hchreiben wir nun die Gleiohungen (1): 


m 411 

8 

1 

Em 

m •+■ 

it’ 

TO 4- 1 f 

s 

1 

Em 1 * 

tn 4- 

it’ 

m + L 1 

8 


Em r a 

m + 

ll* 
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wobei wir beachten, dafl s = a x + a 2 + = a * + + <*■ ist (§ 2, 11), 

so erhalten wir duroh Multiplikation mit cos 2 (tf, 1), cos 2 (cc, 2), oofl 2 (as* 8) 
und Addition: 


( 2 ) 


«■ 


-f* 1 
Em 



7?l H” 1 


[NB. cos* (*, 1) + oos* (a?, 2) + cos* (x, 3) = 1.] 

Moltiplizieren wir reohts und links mit cos (x, 1) oos (y> 1)» 
oos (x, 2) oos (y, 2), cob (a?, 8) oos (y, 3) und addieren, so ergibt sioh 


( 2 ") 


1 m +1 

2 V ” = ~Em Xav 


[NB. oos (a:, 1) oos (y, 1) + oos (a:, 2) cos (y, 2) + cos (x, 3) cos (y, 3) — 0.] 
Entfipreohende Formeln fur die anderen Koordinaten ergeben, wenn 

wir nook zur Abktirzung 0 = ^ ^ ^ ^ setzen: 


( 2 ) 


1 I SI 

: 1 

C *~ 2Gl ff *~m+'l| 

y®y — q r x v i 

1 I 8 1 

I 1 

** ~ 26? | ff * m~-f 11 

i Yv* — "g T y« > 

1 [ 8 | 

1 1 

f ’-20P' m + 1 

| 1 Yum — q T *a • 


Dies aind die sogenannten ,, Spamumgs-Dehnungsgleicliungen* ‘ in der all- 
gemeinen Form. Die physikalische Bedeutung von 0 erhalten wir, wenn 
wir uns vorstellen, dafl ein Wiirfel an der Ober- und Unterseite, sowie 


Pig.ll 

T 



T 


T 


rechta und links durch reine Tangentialkrafte T, wie man sagt „auf Schub" 
beansprucht wird. Er erf&hxfc dabei eine Winkelanderung y av — -gp 
= Wttrfelfl&obe, r w = , 0 liefert also unmittelbar das Verhfirltnis 
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von Schubspannung und Winkelanderung; man bezeiohnet 0 ala den 
„Schubmodu]“. 


2. Die Gnmdgleichungen. Die Spannungs - Dehnungsgleiohungen (2), 
die wir auoh naob den Spannungen aufloaen konnen: 


(3) 


<r “ == 2G { e " m — 2 1 ’ 

== 2G? j e , +_|-- 3 -), 


= Gy**, 

t„, = Gy VM , 

t 

r,x = Gy tJ , 


wobci zur Abkiirzung 


0 — e x | < ¥ -| r. =■ fi -(■ f g + e 3 


gesctzt iat, und die Gleiehgewiehtsgleichungcn § 2, (4) 


(4) 


div t <JI -|- X — 
div tW + Y = 
divt (5) Z — 


d(T x 
d x 
5r w , 
dx 
dx t , 
d x 


I dtj/y dx aa 
dy + 

I i 

ay'"^ a« 

. dX t y . d C z 

+ dy az 


+ * = 


+ y = 

+ z = 


0, 

0, 

0 


bilden das vollstandige System von particllcn Differentialgleichungen fur 
die Spannungen und Versehiebungen. Zu ihnen trcten Randbedingungen 
hinzu, die in der mannigfaclistcn Weise gegeben sein konnen. Wir be- 
traebten insbeHonderc die beiden wichtignten Kpczialfalle, dafi entweder 
an der Oberfliiehe die Vorsohiebungen 


(0) u, v, w — gegeben 

aind, odor daB an der Oberfliiehe die Belaatung durch auBere Krafte 
(E,II, Z pro Eliieheneinheit in den drei Koordinatenriohtungen) gegeben 
iat, d. li daB an der ()berflache die Bcdingungen [§ 2, Gl. (3)] 


(«) 


t!' 1 =- (J T eo» (r, x) H r TV coh (v, y) + r xz cob (v, z) = E, 

— t, „ coa (><, x) + Oy eoa (v, y) + r VI cob (v, z) = H, 

t‘ :) - x t: cob ()% x) I T vt coa (v, y) <x, cos (v, z)—Z 


crfiillt sein niiiHflen. 

Aus den Gl. (3) und (4) erhalten wir durch Elimination Differential- 
gleiohungcn fiir die Verschiebungen oder Spannungen allein. Je naebdem, 
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ob an dei Oberflftohe die Verschiebungen odet die Spannungen gegeben 
Bind, ■wild es zweokm&Big sein, das eine oder andere System zu benutzen. 

Setzen wir die Ausdriioke ftir die Spannungen aus (3) in die Gleioh- 
gewiebtsbedingungen (4) ein, so erhalten wii das Gleiohungssystem fto 
die Versohiebungen: 


(7' 




A 9*u 9*u d*u j ^ , 

wo Au — usw. gesetzt ist. 

Diffarenzieren wir bier die erste Gleicbung naoh x, die zweite naoh y, 
die dritte naoh. z nod addieren, so erhalten wir, wenn zur Abktirzung 


it = 


AX 87^82 

dx dy ' dz 


gesetzt wird: 


( 8 ) 


20-— \A0 + k = 0. 


An Massenkraften werden wir nur die Sohwerkraft und Zentrifugal- 

02 v qj y at y 

krftfte betraohten, Hit welohe AX — = 0, AY = 0, 

AZ = 0 und k = 0 ist. Wenden wir also die Operation A auf die Gl. (7) 
an, so ergibt sioh ftir dieae FSlle: 


(9) 


A Am =0, 
A Av =0, 
A Aw =0. 


Urn die Gleiohungen fiir die Spannungen zu gewinnen, elimimeren 
wir aus den Gl. (7) und (3) die VersohiebungsgroBen am einfacbsten in der 
folgenden Wake. Wir gehen aus yon den GL (7) 


fl l- a “ + ^r*)+ 2r - 0 


und (3) 




0 


zu denen wir nooh die aus (2) duroh Addition hervorgehende Gleiohung 
du , d a , dw 1 m — 2 
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hinzunehmen. Wenden w auf (3) die Operation A an, so ergibt eioh bei 
Beriioksiohtigung von (8) 


( 11 ) 


Aa x = 2G 


1 


dAu 
dx ** 


A6 \ 

m — 2] 


2 G 

OX 


h 


m — 1 


Axis (7) folgt aber duxoh Differentiation 

~d Au dX Om d % 6 __ dX m d* 8 
^'Tx = dx 2(tn+l) dx" 


nnd somit aus 

oder 

( 12 ) 


(11) 







dX 

m d*8 

k 

A a x = 

— 2 

dx 

m + 1 dx * 


A cr T ~h 

m 

9^s 

„dx 

k 

m + 

1 dx* 


m — 1 


In gleicher Wcisc erhalten wir fiir die Sclmbapannung 


03) 


m /dX 9 7v 

Tfl?v m + 1 dxdy * dy dx) 


Die librigen Gleichungen folgon aus (12) und (13) durch zyklische Ver- 
tauschung von x, y, z und X , 7, Z. 

Treten als Maflaenkrafte nur Schwerkrafte auf, so Bind X, 7, Z kon- 
atant, und die Gleiohungen vcreinfachen Bich zu 


(14) 



m 

d*s 

= 0, 



m 


9 s 8 


A c T 

-f- 

r m -|- 

L d'x* 

A r xy 

m -f- 

i 

dxdy 

= 0, 


m 

d*8 

= o, 


+ 

m 


9“s 

= 0, 

A Cty 

.i 

1 m -+ 

1 dy 1 

A Xy t 

m 

T 

dy dz 


t m 

9* s 




m 


d*s 

= 0. 

A a z 

' m | 

1 9 s 1 

= 0; 

A r xx 

i- 

m + 

l 

dzdx 


Eh »ei noch auf einen Punkt besonders hingewieaen: In der Ableitung 
der Glcicligewiohtabedingungen aind x, y, z die Koordinaten dea be- 
trachtc.ten Punkten im dcformicrtcn Korper. 1m Vcrzerrungstensor be- 
deuten die Differentiationen aber solehe nach den Koordinaten im un- 
deformierten Zustand. Wenn wir beim Einaetzen der Spannungs-Dehnungs- 
gleichungon in die (Jleiehgewichtabedingungen diesen Untersohied nicht 
beachtet haben, ho durften wir daH nur dcahalb tun, weil wir uns atets 
auf kleine. Defomiationen beschriinkcn, fur welche dieser Untcrschied 
wegfallt. | Betrachton wir zur Erliiuterung etwa erne Funktion / (x) und 
Bei x = £ + w, bo mt 

df 

d( 

MIbab-F rank, Diflorontialfflelcliuiiui'n IX 


3/3* dj_/ ! a«\ 
d x dg 9 x \ ' dg) 


17 
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Setzen wir die beiden Differentialquotienten einander gleich, so bedeutet das, 

daB wir das Produkt gegen das linear© Glied 5 ^ vernachl&seigen.] 

ox oS ox 

3. Berechnung der Verschlebungen aus den Spannungen. Je naoh der 
besonderen Aufgabe wild man mit den Gleiohnngen fiir die Versohiebungen 
oder mit den Gleichungen fiir die Spannungen rechnen. Hat man die Ver- 
Bohiebungen ermittelt, so erhalt man die Spannungen aus den Spannungs- 
Dehnungsgleiohungen durob einfaohe Differentiation. Hat man aber die 
Spannungen ermittelt, so wird man nach den Versohiebungen fragen, zu 
deren Ermittlung es noch einer gewobnlichen Integration bedarf. Bind 
n&mlich die Spannungen und damit die Verzemingskomponenten 

usw. bekannt, so gewinnt man die Versohiebungen, indem 

man zun&chst aus den Verzerrungskomponenten durob Differentiation die 
s&mtlichen zweiten Differentialquotienten der Versohiebungen bereohnet. 
Es ist z. B.: 


(15) 


d*u _ deg d^u _ dy wv de 9 d 2 u _ dy a9 _ ds 9 

d dx 9 dy 2 dy dx 9 dz 2 dz dx 9 

d 2 u _ 1 \dy 99 d y 91f dy V9 \ d 2 u de m d*u = de 9 

dydz 2l dy + dz dx I* dzdx “ dz 9 dxdy dy 


Die Formeln fiir v und w erhalt m an hieraus duroh zykliscbe Vor- 
tausohung yon x, y, z und u, v 3 to. Aus diesen zweiten Differentialquotienten 
gewinnt man die Versohiebungen duroh zweimalige Integration. Damit 
sind dieselben bis auf lineare Funktionen bes timmt , welohe wegen der 
Bestimmtheit der Verzerrungskomponenten die Form 


[«= yy-P*+v 0 > 

(16) \v=—y m x +az+v 0 , 

l to = ftx — clz + 

haben miissen. Ist der Korper festgebalten, so bestimmen sicb die seclis 
auftretenden Integrationsbeiwerte aus den Auflagerbedingungen. Ist der 
Korper nicbt gelagert, sondem unter der Wirkung der gegebenen auBeren 
Kr&fte im Gleiohgewioht, so ist die Lage des Korpers nur bis auf eine Ver- 
sohiebung und Drebung bes timm t. Eine Versohiebung der Form (10) 
bedeutet nun in der Tat weiter niohts, wenn die Grofien a, /9, y klein 
sind, ala eine ParaUelversohiebung um Uq v 0 w 0 in Biobtung der drei Aohsen 
und eine deformationslose Drebung des Korpers um die Aohsen vom 
Betrage a, p 9 y. Jedenfalls sind die Groflen a, /?, y so zu nehmen, daB die 
errechneten Versohiebungen klein sind. 
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§ 4. Ein Minimalprinzip. EindeutigkeitssStze 


1. Die FormSndeningsarbelt. Um ein Yolumenelement eines Korpers 
elastisch zu deformieren, ist eine gewisse Arbeit (pro Yolumeneinheit) er- 
forderlich, welohe wahrend der Dauer der elastischen Deformation in 
demselben aufgespeiohert bleibt nnd bei der Entlastung wieder frei wird. 
Es ist also die Deformationsarbeit gleich dem Energieinhalt e des Yolumen- 
teils im Zustand der Deformation. Wir bereohnen sie folgendennaBen: 
Wir denken Tins ein Heines Parallelepiped mit den Kanten a , 6, o parallel 
zu den Hauptriohtungen der Spaonungen nnd Dehnungen aus dem elasti- 
seben Korper heransgeschnitten. Ist dasselbe den Spannungen cr l9 cr a , cr 3 
unterworfen, welohe die Dehnungen e v e 2 , e 8 hervorbringen, so sind die 
Seitenlangenim Zustand der Deformation a (1 + fi x ), b (1 + e a ), o (1 + e 8 ). 
VergroBem wir jetzt Sj um de Xi so waohst die Seite a um ade l9 und die 
Arbeit, welohe die Spannung a x leistet, wird Kraft xWeg = Spannung 
xFlachexVergroBerung von a x . 

cr x . (1 + «a) 6 . (1 + e 3 ) c . ade x . 

Beschranken wir uns auf kleine Yerschiebungen, so konnen e a und e 9 
gegeniiber 1 vemaohlassigt werden, und wir erhalten flir die Arbeit 

abca^&e^ 

Dividieren wir durch das Volumen abc } so erhalten wir die Arbeit, welohe 
auf die Volumeneinheit bei Vergrofierung von e x um de x geleistet wird. 
Das ist aber die Zunahme der auf die Volumeneinheit bezogenen Defor- 
mationsenergie, welohe wir mit e bezeiohnen. Es ist also 


Sc — 

wobei e 2 und f 3 konstant gehalten waren. Mit gleiohen Betrachtungen bei 
Anderung von e a und f 3 erhalten wir also 

de de de 

^ de x ** 19 de % de 3 aa ’ 

Setzen wir hier die Wertc fiir a Xi a 2i cr 3 aus den Spannungs-Dehnungs- 
gleichungen (§ 3,1 u. 3) ein, so ergibt sich 
de 
de l 
de 
di 


Hr™ 


und wir erlialten durch Integration 

(2) e (f) = G | e* + s® + *3 + m jj 2 ( £ i + fc a + c a)* | * 


17* 



260 


Form&ndenmgaenergie 


vn, $4 


Von dieser Form konnen wir ohne weiteres zui Daratellung der 
zerrungpenergie durch die Komponenten des Verzemingstenflorsi in en 
gewohnliohen Koordinaten liber gehen, wenn wir beachten [§ 2, G 
daB die syminetrisoheri Funktionen der Hauptdehnungen die Invarian 
dee Verzemuigstenflors darstellen. Es ist 

fi a “h fi 3 B "h &v "h c a 6, 

(3) ej + ej + = 6* — 2 (e x e 2 + s i * W 

= 0 a -2 [e 9 e, + - i (ylt+ Vv « + *«»• 

Wir eohreiben alfco die Deformationaenergie pro Voluineneinheit 

( 4 ) e = Q 0 * — 2 («.«, + «„«. + «,*.) + *4 (yJ* + yi* + 

und bemerken vor alien Dingen ala Verallgemeinerung von (1)* dnB 


de 

de 

..... - *9 

de 

-: or, 

de x _0 '“ , 

de v ~ °*’ 

de t 

de 

de 

de 

dy„~ r * v ’ 

A — T ** 5 

uY*4 

_ - . = T , 

oy,m 


Wir konnen die Defoimationsenergie auch duroh die Spannungen 
aufldrftoken. Zur Umreolimmg bemerken wir, daB fur e (e, y) als homogen# 
quadratisohe Funktion in den Verzerrungskomponenten nach dem Euler- 
sohen Satze 

1 ( de , de , , de \ 

‘ = i\er.‘- + 67, l ^- + w:. r "\ 

= i {o a e B + OytSf + o t e, + y„* t bv + t„ + y«« r tJ> ) 

ist. Drtioken wir bier die Dehnungen duroh die Spannungen aus, ho ct- 
balten wir ala Ausdruok der Defonnationsenergie, die wir mit a (a, r) 
bezeiohnen wollen, wenn wir aie in den Spannungsgroflen ausdrttoken, 

(6) a (a, r) — —2(or (t ff,+<r,a,+o'fO' 1 » —~ T v* — 

Auch hier aei beeonders die "Umkehrung der Fomeln (6) hervorgehoben: 
da _ da da _ 

)t^- b " tz;-*" ~do~, ~ E " 

da da > da 


I — 

l d T o» 


= y*«- 


2. Dm Mlnlmatprinzip Mr die Verscblebungen, Piitndp der vlrtuellen Ver- 
riickungen. Wenn wir daa allgemeine Prinzip der virtuellen V errlickxmgen, 
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welches aussagt, daB bei einer unendlioh kleinen Verriiokung eines Systems 
aua einem Gleichgewiohtszustand in Snxnma keine Arbeit geleistet wird, 
flir unser elastdsohes System aufstellen, so besagt es, daB bei jeder unendlioh 
kleinen Yersohiebung der Punkte unseres elastdsohen Korpers aus der 
Gleichgewichtslage, welohe mit den Auflagerbedingijngen vertraglioh ist, 
die Arbeit der auBeren Krafte gleich der Yermehrung der Deformations- 
energie ist. 

Wir betraohten also einen unter der Wirkung der Massenkrafte 
(X, 7, Z pro Volumeneinheit) und der Oberfl&ohenkr&fte (S, H, Z pro 
Fl&oheneinheit) elastisch deformierten Korper. An denjenigen Punkten 
der Oberflache, wo keine Krafte gcgeben Bind, seien die Verschiebungen 
u, v, w gegeben (Auflagerbedingungen). Wir nehmen nun eine virtuelle 
VeTsehiebung vor, d. h. wir verandern u in du, v in u + w in 
w + Die Auflagerbedingungen dtirfen nicht verletzt sein, d. h. an 
denjenigen Punkten tier Oberflache, wo u, v, w gegeben sind, muB Su = 0, 
Sv = 0, dw = 0 sem. Nun bcrechnen wir die Arbeit der Massenkrafte 
und Oberflachenkraftc bei der zusatzlichen Verschiebung. Dieselbe ist 

(8) JJf [Xdu + Ydv + Zdw\do> + Jf [E&u+H&v + Z6w\do, 

wobei daw erste Integral liber das ganze Volumen des deformierten Korpers 
zu erntrecken ist, das zweite iiber diejenigen Teile, wo die Oberflachenkrkfte 
gegeben sind. Diese Arbeit muB gleioli der Anderung der Deformations- 
onergie Hein. Die geHamte Deformationsenergie ist 

R = 

also ist ihre Variation 


()( ’ * i (lr a . d f . 

\ dty oy t 

di* ()y v dy zx 


a | d(t). 


Nun mi abei . - cr- uhw., also 

<)i x 


(9) bli * \a x 6r f | -o v de v -\ --I- T gr dy sx ) do, 

wobei o,, Tjry imw. die im OhMohgewiohtHzuHtand auftretenden Spannungen 
sind, welohe den (Jleiehgewiohtrtbedingungen [§2, (4)] geniigen. In das 
Integral setzen wir nun die Wert** fur di x usw. ein: 




dd u 
dx ’ 

&v*v 

dfiv 

dx 

(10) 

bt u 

Okv 

dy 

fiy,* 

dftw 

dy 


d e z 

d <) w 
dz ’ 


dfiu 
~ dz 


H 


d fH u 
dy * 
dfiv 
dz ' 
ddw 
dx 
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und vereinfaohen das Integral duroh velktorielle Sohreibung. Die Spannunge- 
vektoren. t(*> ^ ^en Komponenten a m , t„„, t„, 

>} )> M ^*«1 

i) »> »> ^ut ®* 

batten wir Bchon frtiher eingeftihrt. Dazu nehmen wir nook die Vektoren: 
graddu mit den Komponenten 

graddi) „ „ „ 


gradflw 


ddu 

ddu 

ddu 

dx ’ 

dy ’ 

nr* 

ddv 

dSv 

ddv 

dx * 

dy ’ 

de * 

dSio 

ddto 

ddvo' 

dx ' 

&y ’ 

~dT' 


Damit aobledbt sioh die Variation der Deformationsenergie: 


(11) SB = (ff {t<*>.gtaddu + t<»>.grad(J«; + t«.graddw}<io>. 

(NB. if* 5 .graddu ist das skalaie Produkt von grad Su und t (a) )- Dies® 
Integrate formen Trie naob dem GauBscben Satze ton. Es ist: 

div Su t** 5 = Su div . grad Su. 

Nun ist aber wegen der Gteiehgewtektsbedingung fur die wirklioh 
eintretenden Spannnngen 

divt^ = -X, 
also 

(12) JlJt^.gradduico = 

In dem OberfULobenintegral ist gem&B der Randbedingung [§ 2, (3)] 

f< r ) _ 5* 

i r — a, 

so dafl wir mit gleichen Betraottimgen fiir die anderen Integrate 

(13) 6E = \^{Xdu+Ydv + Zdw}dw + tf{Bdu + Hdv + Z6w}do 

erhalten, Da an den Stellen, wo die Versohiebungen gegeben sind, du = dv 
= dw = 0 ist, erstreeken wir das OberMchenintegral nur iiber die Punkrte, 
wo die Oberflaohenkrafte gegeben sind, und haben somit bewiesen, dafi 
bei einer virtnellen Verxiiokiing, welohe die Auflagerbedingungen niclit 
verletzt, die Vermebrung der Deformationsenergie gerade gleiob der von 
den aufleren Kraften geleisteten Arbeit ist. 

Das Ergebnis unserer Betraohtungen driiekt ma n gewobnlich in der 
folgenden Form aus: da die Massenkrafte und Oberflaobenkrfiifte als fest 
gegebene GroBen niebt variiert werden konnen, so konnen wir 


${Xdu + YSv+ZSw}da) + ft{56u + Hdv + Z8w)do 
— 6 1 JJJ(Xu 4* To + Zv>)da> ^(Su-\-Hv + Zto)do} 
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sohxeiben, und damit Gl. (13) 

co 


Den Ausdruok inTwrbalb der Klammer bezeiohnet man als die „potentielle 
Energie" des geaamten Systems, und fallt das Ergebnis in den Satz zu- 
samxnen: 

„Unter alien moglichen Versobiebungen, welcbe den Auflagerbedin- 
gungen genligen, treten diejenigen wirklicb ein, fiir die die potientielle 
Energie des Systems ein Minimum ist.“ 

Dafi es sich wirklich um ein Minimum handelt — Gl. (14) sagt zu- 
n&chst nur, dafl ein stationarer Wert eintritt —, erkennt man, wenn man 
sioh nicht auf die erste Variation der Deformationsenergie besobrankt, 
sondem die vollstandige Anderung ausrecbnet. 

Sind die Krafte X, Y, Z, S, H, Z niebt konstant, so bleibt das Minimal- 
prinzip erbalten, wenn die Krafte ein Potential baben, d. b. wenn 

dip Y _ djp 7 dcp 

dx' dy‘ dt' 

dip jj _ __ d V 7 _ ii 

dx’ dy' dx 

ist. Bezeicbnen wir dann E als die „innere potentielle Energie" und die 
Intcgralo 0 = JfJ <pdco -f JJ V'do als ,.Potentielle Energie der auBcren 
Kriifte" o<ler „auBere potentielle Energie", so ist die Anderung der letzteren, 
wenn die Punktc des elastischen Korpers die Verseliiebungen bu,dv,dw 
erfahren 

t,0 = \\\[tl >, ‘ + dl ,v+ dl >w ] da 

_ - [Xdn -|- Ydv -\- Zdiv]do) — ^[Edu + Hdv + Zdw]do. 

Aus Formel (IS) folgt alao 

6E = — 60 bzw. <5 (E -f 0) = 0, 

d. li. dali nil Uleioligewieht die gesamte potentielle Energie einen Minimal- 
wert annimmt. 

3. Eindeutigkelt der Lttsungen. Die partiellen Integrationen, die zur 
Aufstcllung der Mininialprinzipe gefiihrt haben, wenden wir an, um die 



d | JJJe (e, y)da> — Yv + Zw)d 

— JJ(S , u + Hv + Zw)do | = 0. 
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deutigkeit der Losungen unserer Differentialgleiohungen mit ihien 
Iwidliedmgungen zu beweisen. Wir nehmen an, ein Korper sei von ge- 
gebenen MaasenkrSften beanspruoht, an seiner Oberflaohe seien teilweise 
e Oberflaohenkrafte, teilweise die Versohiebungen gegeben. Qfi.be es 
nun zwei versohiedene Losungen der Differentialgleiohungen, welobe beide 
den Randbedingungen genligen, so mtiflte, da die Gleiobungen und die 
Kandbedingungen linear sind, ihre Differenz eine Losung der Differential- 
gleiobungen sein, wenn wir die Massenkr&fte darin we glassen Denn wenn 
wir die beiden Losungen durob u 1( v t , u> 1 und u a , v., te a , ibre Span- 
nmgennut tj* 1 , t 1 (,) und t** 1 , t, w bezeiobnen, und die Differenzen 

der beiden Losungen durob enteprechende Buohstaben ohne Index, so ist 

divt l te) +X = 0, divtj” 1 -f 1 = 0 usw., 
also ftir die Differenz t (I) = —- $(*) 

(21) divt°° = 0, divt^ = 0, divt w = 0. 

An der Oberfl&ohe haben wir da, wo die Versohiebungen gegeben sind: 

u = u a ~ u i = 0, o = 0, w — 0, 
da, wo die Oberflfinbenkrafte gegeben sind: 

(23) t, w = t'? -1'? = 0, = 0, t<*> = 0. 

Wir bilden nun den Ausdruok ffix die Ponn&nderungsarbeit der Differenz 

■® = JJJe(e,y)da>. 

Hieritli konnen wir (naoh § 4, I) 


E 




CO 


+ (Ty£y H-1- y tm T, a ) dco 

oder, in vektorieller Sohreibweise, 

(24) £ = yjjj (gradtt.^ + grado.tW + grad d 

setzen. Wegen (21) ist 

(26) divuff** = udivf«> + gradu. t' B) = grad«. t<«, 

also 

(26) ^ = (J{ut“ + ot< J ' , + w t r fc) }do. 

Keses OberfULohenintegral ist aber naoh (22) und (23) Null, denn am 
Rande versohwinden entweder die Versohiebungen oder die Normal- 
komponenten der Spannungsvektoren. Es ist also 


E = 


=■ 0 . 
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Nun iflt e stets positiv, das Integral kann also nur verschwinden, wenn an 
jeder Stelle 

(27) e = 0 

ist, und das kann, da e eine positiv definite quadxatische Form seiner 
Argumente ist, nur dann eintreten, wenn diese selbst s&mtlioh verschwinden. 
Es ist also 

du _ dv dw , du . dv __ dv dw_dw du_ 

dx~~dy—dz~~ 9 dy dx dz dy ~~ dx dz "" 

Das heiBt aber, dafl die Versohiebung «, v, w lediglich in einer deformations- 
losen Drehung ties Korpers besteht. Sind Teile der Oberflacbe festgehalten, 
so muB also u = 0, v = 0,w = 0 sein, und die beiden Ldsungen u l) v li w x 
und u 2 , v a» w ’a fl i n d identisch. Sind an der Oberflache nur die Oberflachen- 
krafte gegeben, so sind immer noch die Spannungen fur beide Ldsungen die 
gleichen, und die Verschiebungen gehen durch eine starre Drehung aus- 
einander hervor. 


§ 5. Gleichungen der Bewegung. Eindeutigkeit der Ldsungen 


1. Differentialgleichungen Mr die Bewegungen eines elastischen Korpers 
erhalten wir, wenn wir zu den Massenkraften die Tr&gheitswiderst&nde 
hinzufiigen. Ist q die Masse der Volumeneinheit, so erhalten wir die Trag- 
heitswiderstande pro Volumeneinheit, indem wir die Komponenten der 
Beschlounigung mit — q multiplizieren, also 

d 2 u d 2 v d 2 w 

~ e di ij ~ 9 dt t> ~ 9 dt*‘ 


Fiigen wir diese zu den Massenkraften, X, Y, Z in die Differentialgleichungen 
des elastischen (Meichgewichts [§ 3, (7)] ein, so ergeben sich die Bewegungs- 
gleioh ungen 


odor 


( 1 ) 


/f | . . m d0\ . v d 2 u 

G A u + 0 a \+X—q = 0 usw. 

m — 2 dx\ * dt J 


d*u | , m 90) y 

»„• - 0 r 1o ' ; ,„- 2 dx| + z ' 

d*v ( A m d0\ v 

«»/■ = f '[ 1 * , +»-29 y l + r ' 

d*w n I a I m ^0 l . 7 

«» l » “ 0 i d, '+»-2 9 . l +Z - 


Zu ilioHen Differentialgleichungen trcten Rand- und Anfangsbedingungen. 
FUr dii' Punkto dor Oberflache konnen ontwoder die Verschiebungen oder 
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die Obearfifichenkrifte als Funktion der Zeit gegeben sein. 'Im ersten 
PaUe muB also an der Oberfliwhe 

u=U, v = 7, io = W 


( 2 ) 


(S) 


w > w - r | w - ff 

Bern, •wo Z7, V, W gegebene Funktionen dee Ortes nnH der Zeit Bind, im 
0+^+1 v, e mliflsen die aus den Versohiebungen in gleioher Weise "wie im 
, . 5 f 11 boroohnenden SpannungsgroBen mit den Oberfl&chen- 

kraften im Gleiobgewioht sein, also 

^ ~ ^ a » 008 ( v > ®) + *■* ooa (v, y) + r, g oos (v, z) = 3, 

~ ^ ” T ®» 00s ( v > ®) + o'* oos (v, y) + r„ oos (v, z) — H, 

» T„ 008 (v, •») -f- T v> oos (v, y) -f- o» 008 (v, z) — Z, 

T 0 geg«bene Funktionen dee Ortes und der Zeit B jnd. 

4^, vT® «b«nfalla von der Zeit abh&ngen. Dazu kommen die 
ati .gp e< b JQ g™gen. Zur Zeit t = 0 miissen Lage und Gesohmndigkeit 
der einzelnen Punkte gegeben sein, d. b. es muB filr t = 0 

(*) du~ M#y>v ~ v ° y> *)• w = «? 0 (®>y>*)» 
a? “ “• (*» y* *)• - v » (®. y. *)» = «>d (*, y, z) 

"V ^ 0> ™o> «o, «o» Wo gogebene Funktionen dee Ortes sind.. 

® eze i°h&&o. tot mit K die gesamte kmetiflohe 
™etgie des elastmohen Kfirpers 

( 5 ) 

nnd wie oben mit 

^ s ~ JJJe(«,y)<i<o 

dor 6 ^^^ ldP^° rm p^? a ^ rL f r ^ e * 80 konnen wir die zeitliobe Veranderung 

^GesamtenergieZ-f-^bereoW Die Anderung der kinetisob^ 




(7) fff J0«0*« 

dt JJJ e l dt dt * ’ 


--- v« I/O 

Die inderung der Deformationsenergie ist* 

iB =tU\ _ 

de„ dt r 9e„ dt 


, dto 9*io] j 

dt~dt* + ~di^F) d< °' 


(8) 4^“ fff (— vc ve * , 

dt J J J \dZ Ht+inr nr + 


Nun ist 
de 


9e 9y a 
' dy u , dt 


! |do. 


aT — a «> — Tntf. ^4? = -iL 5 y«* d /9v\ . 9 /d«\ 

sr., s< s* i>‘ , ~sr di\di)+Ti\-m) 


uaw. 
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Es laflt rich demgem&S (8) folgendermaBen sohreiben: 

(9) ^ = HI {t<*>.grad|^ + t< ^.grad-^H-t<^.g r ad^) < 2®. 

Diesen Ausdruck formen wir genau wie frtiher um, indem wir die Identitat 

= + tw • 

fiber den vom elaetisolien Korper erffillten Baum integrieren und daa 
Integral der linken Seite naoh dem GauBsohen Satze in ein Oberflichen- 
mtegral verwandeln. 

( 10 ) 

Damit wild 


(ii) 


dE 

dt 


- 1)1 (5T tot “ + W®*** + lf® Tt “ 

+ +!?«•)“ 


dco 


Nun erhalten wir aus den Gleicligewiohtsbedingungen unter Beifiignng der 
Tragheitewiderstfinde 

( 12 ) divtw + x = e| 7 “- ) divtw + r = e^5, divt«+z = e -^i-, 


alflo wird mit Berficksichtigung der Bandbedingung tJ T) = S usw. 


(13) 


du , v dv 7 dw\ 
[ X dt +i dt + z ~ati ia 


+ 




Diose Gleiohung driickt den Energiesatz aus. Die Integrale der reohten 
Seite Bind namlioh einfach die pro Zeiteinheit geleisteten Arbeiten der 
Masflcukrafte und Oberflachenkrafte, so daB der Inhalt der Gl. (18) der 
ist, daB die Vermehrung der Gesamtenergie pro Zeiteinheit gleioh der von 
den auBeren Kraften pro Zeiteinheit geleisteten Arbeit ist. 


2. Die Eindeutigkelt der LBsungen. Wir wollen jetzt zeigen, daB es 
nur ein System von Funktionen. m, v, w geben kann, welohes die Diffe- 
rentialgleiohungen befriedigt und gleichzeitig die Randbedingungen und 
Anfangsbedingungen erfiillt. Der Einfaohheit wegen beschranken wir uns 
auf den Fall, daB an der Oberflache entweder die Verschiebungen oder die 
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(14) 


Oberflaohenkrafte gegeben sind. Nehmen wir an, es gabe zwei Losangen, 
u lt Oj, and u 8 , v 4 , u> 4 , so mfiflten die Differenzen 

u = «, — «!, v = v a — v 1 , w = w a — w 1 , 

da Differ entialgleio han gen and Randbedingungen linear sind, den Diffe - 
rentialgleinhungen 

d*u n( a.. , m d 6\ 

e dt* + air 

d*V rtf a i m 

e dt * ~ G \ Av dy\’ 

d i w n \ . m 36\ 

ejF =G \ Au,J '^Tz\ 

genllgen. An den Pankten der OberfUche, wo die Versohiebungen 
waxen, miiflte 

(15) u = 0, v — 0, w = 0 

sein, an den Pankten, wo die Oberflaohenkrafte gegeben waren, 

(16) if = 0, if = 0, if = 0. 

Perner miiflte far t = 0 


(17) 


du 

"“si-- 0 ’ 


dv 


dw 

" - a< “ 0 


sein. Eg waren also die Fanktionen h, v, to Losangen der Bewoguiigt* - 
gleiohungen, wenn wir die Massenkr&fte and die Oberflaohenkrafte gli*i**h 
Null setzen; zur Zeit t = 0 ware der Korper andeformiert und im ZuHtmi'l 
a Rube. Gabe es eine derartige Losung u, v, w, so miiflte ein. undof«»r- 
nuerter, ruhcnder Korper siob okne Einwirkung auBerer Krafte in Bewogung 
ae n onnen DaB das nioht mogliob ist, folgt "ns dem Encrgiiwit x. 
wegen des Fehlens der aafleren Krafte miiflte die Gesamtenergic koiwUnt 
JfV™.*7* * lacl1 NaD * da sie zur Zeit t — 0 Null ware. Da nun sovmhl 
uKJonnische als auoh die Deformationsenergie nur positiver Werto fiiliig 

•g. ’.T 6 due Sanune nur verschwinden, wenn jede fiir sich Null i*.t. 
Es ware also die kmetiscbe Energie 

,,8) 

and das ist nur moglioh, wenn 

(19) du _ dv dw 

dt 


dv 

Jt 


dt 


= 0 
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ist; u, v, mo waren also konstant und folglich, da sie zur Zeit t = 0 ver- 
achwinden, fill all© Zeiten t 

(20) u = v = w = 0. 

Die Losungen u l 9 v lt mo x und w a , t> a , w? a miifiten somit gleioh Bein. Es gibt 
also nui eine einzige Losung. 


Achtes Kapitel 

Probleme des elastischen Gleichgewichis 

§ ]. Elementare LSsungen mit linearer Spannungsverteilung 

Suchen wir splche Deformationen auf, fiir welche die Spannungen 
sich linear verteilen, so sind die Spannungsgleichungen [S. 2B7, (14)] ohne 
weiteres erfiillt, die Spannungen brauohen also nur noch die Gleiohgewichts- 
bedingungen [S. 266, (4)] zu erfiiUen. Ala einfachstes Beispiel erhalten 
wir die 

1. Beanspruchung durch einen allsettig glelchen Normaldruck. Wirkt 
auf die Oberfl&che eines elastischen Korpers iiberall in der Richtung der 
Normalen ein gleiohmaBiger Druok p pro Flacheneinheit, so sind an der 
Oberflache die pro Flacheneinheit in den Koordinatenrichtungen an- 
greifenden Kriifte 

(1) £ = — p cos (n, x), H = — p cos (n, y), Z = — p cos (n, z) 

und wir erhalten als Losung der Differentialgleichungen 
\ a. = <r, = <r. = - V, 

] T = T _ T - — Q 

welche gleichzeitig auch den Randbedingungen [S. 265, (6)] geniigen. Die 
VerzerrungsgroBen werden: 

( 1 m — 2 m — 2 

(3) j^i 50 nT+1 f ~ 'Em T ’ 

= y»* = y«» = °- 

Es werden also alle Langenelemente urn den gleioben Betrag zusammen- 
gedriickt, Winkelanderungen finden niolit statt. Die Deformation ist 
einfach eine abnliohe Verkleinerung. Insbesondere interessiert nns die 
Volumenverminderung. Betraohten wir als Volumeneinheit einen Wtirfel 
von den Kantenlangen 1, so baben die Kanten nacb der Deformation die 
Langen (1 + e). Das Volumen nacb der Deformation wird somit bei Ver- 
nacblassigung von e* und s® 

V = 1 + 3 e, 
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woraufl wir nacb Abzug des urspriinglichen Volumens die Volumen- 
verminderung der Volumeneinbeit zu 


(4) 

erbalten. 


AY 


=-3, _ 


JS ftb 


, \ Konstante Zugkraft auf die Enden elnes Zyllnders. Wir legen die 
o e parallel den Erzeugenden des Zylinders etwa durch die Sohwer- 
pnntte der zu den Erzengenden senkrechten Queraehnitte. Wirkt dann 
ant die Jfindfiaohen erne tonstante Zugkraft c pro Flaohenemheit, so ist 


( 5 ) 






1 T v» — T *«j = 0 


= Ot ~ 0, 


die Losnng der Differentialgleiolmngen und Kandbedingungen. Yon den 
[8. MI5. (6)1 blab, 8M die ««, abrifcTSLi, Orflta 
derzwtenimddnttenversohvinden. FilldieMantelflaobeistoos(«, a?) =0, 
* , m erffillt ist, daB am Mantel keine Erbfte angreifen. 

den Endflaoben ist reobts oos (»,*) = 1 und E = c, links oos (n, x) 

■ , Tv ' m e > 80 daB anoh bier die Oberflaohenbedingurur erfUllt 

+ <r = o VerZerrUDg8gr6Ben werden naok [S. 264, (2)] mit s = a* + cr„ 


«« = 


m 


— c 


2Gm + l° E ’ ~ £ ’ = 2G(m+1) 


— c 

Wik' 


( 6 ) 

= y». = = o, 

^^^Snderangeai finden niobt statt. Die Fasern in Biobtung der *-Aohse 

zusaminmi ° ®' aflern in den Queraobnitten gleiobxn&fiig 

zi3M.mrnengezogen, so daB die Quersobnitte siob abnliob verklemern. 

WirbetSSJ^S 8 Stobe8 *“ rch . an de “ £ “<len angrelfende Moment*, 
derErznmraru? j nf 5T ^^^drisoben Stab, legen die s-Aohse parallel' 

iW ° h ** der zur Erzexjenden 

^toe^ten Querscbmtte, die y- und z-Aohse so, daB sie in dieHaupt- 
^bffltsaohsmi des Qutasohnitte fallen, d. b. so, daB fiir die Quersohm?to 

IWf ■ r ~~ ^ srbalten dann eine Losung der 

Drffereninalgleiobnngen far die Spannungen von der Form 

( 7 ) 


= CZf ( 7 y = tf, = 0 , 

Tmv “ r v» = Tg- = o 


O^fBohe .nbrtagen 
’ die Oberflbobenbedingungen [S. 266, (6)] erfallt sind. 
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Dor Mantel, wo oos (», ®) = 0 ist, mull offenbar kraftefrei bleiben. Am 
reobten Ende dee Zylindera mit oos (ra, x) = 1 muB 5 = cz, am linken 
Ende mit oos («, ®) = — 1, S = — o z sein. Bereobnen wir die Resultieren- 
den dieser an den Enden angreifenden Krafte, so erbalten wir flir die drei 
Komponenten Null, denn in der y- und z-Ricbtung wirken keine Krafte, 
nnd in der ®-Biobtung wild 

J Sdydz = J o a dydz = ajzdydz = 0, 

weil wir das Koordinatensystem dumb den Sohwerpunkt gelegt batten. 
Es bleibt als nur ein Moment ilbrig. Seine Komponenten sind die folgenden 
(obere Vorzeioben reobts, nntere links): 

tun die z-Aobse M m = 0, 

um die y-Aohse AT, = =F J J a,z dy dz = ^ c J J z*dydz, 
nm die z-Aobse M, = ± ^a t yiydz — ±cjjyziydz. 

Daa letzte wird Null, weil wir die y- nnd z-Aobse in die Haupttr&gbeits- 
aohsen des Quersohnitts gelegt batten. Es bleibt als nur ein um die y-Acbse 
drebendes Moment vom Betrage 

(8) Af v = T cJ t 

tibrig, wobei wir zur Abktirzung 


geaetzt baben. Die Beansprucbung dnrob die auBeren Krafte bestebt also 
darin, daB an den beiden Enden zwei entgegengesetzt gleiobe Momente 
wirken. Strenggenommen ist es erforderliob, daB diese durcb eine Krafte- 
verteilung naob (7) bervorgebraoht werden, docb zeigt die Erfabrung, daB 
die Spannungaverteilung im Stabe, abgeseben von der unmittelbaren 
Umgebung der Enden von der speziellen Woise, wie das Endmoment bervor- 
gebraobt wird, niobt beeinfluBt wird, bo daB wir unsere Formeln auob dann 
anwenden konnen, wenn (7) an den Enden niobt streng erfiillt ist (Saint- 
Venantsobes Prinzip). 

1st uns also ein Stab gegeben, Welober dumb ein an den Enden an- 
greifendes Momentenpaur M, gebogen wird, dieses poaitiv gereobnet, wenn 
es, am reobten Endn von der positiven y-Aohse geseben, reobts drebt, so 
konnen wir die Spannungaverteilung liber die Quersohnitte angeben. 
Nach (8) und (7) wird 



also 

<») 
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Graft ein Moment an, welches nicht um die y-Achae drcbt, so zerlegcn 
wir es in seine Komponenten nach der y- und z-Richtung. Die y-Komponente 
crgibt die eben bereohneten Spannungen, die z-Komponente glciohecweiso 


die Spannungen 



J , = fj 1 y'dydz , 


welche sioh den ersten liberlagern. 

Die Deformationen, welche bei Beanspruchung durch M v entstehen, 
kann man entweder nach 8.268 (16) systematisch berechnen, odcr, was nier 
einfacher ist, daduroh gewinnen, dafl man die Verschiebungen unnuttol- 
bar als qnadratische Funktionen von x, y,.z ansetzt, weil ihie Differentia - 
quotienten, die Yerzernmgskomponenten, linear sind, und die vor- 
kommenden Konstanten duroh Koeffizientenvergleichung bestimmt. Man 
erhalt auf diese Weise, bis auf eine deformationslose Verschicbung un( 
Drehung dea ganzen Stabes: 


( 10 ) 


CZ X 



V 


°*y w - c “ **. 

Em* % Em 


Ist der Stab achlank, d. h. aind die Abmessungen der Qucrschmtte 
{y und z) klein gegen die Stabl&nge, so ist die Deformation im wescntliohen 
durch. die Verachiebung der Stabmittellinie (y = 0, z = 0) gegeben; die 
iibrigen Bind so klein, daB sie fiir die technischen Anwendungen unberiick- 
siohtigt bleiben. Ana (10) erhalten wir mit y = z = 0 die Deformation 
der Stabmittellinie 


( 11 ) 


w o = 


— c x 1 
“2 E 


der wir nooh die geometrische Bedeutung der GroBe c entnehmen. — o/E 
ist gleich dem zweiten Differentialquotienten der Durchbiegung nach 
oder, wenn wir das Quadrat des ersten Differentialquotienten gegen 1 
vernachlasBigen, gleich der von dem biegenden Moment hervorgerufenen 
Kxtimmung der Stabmittellinie. 

Die teohnische Balkenbiegungslehre, die wir hicr nur kurz streifen 
konnen, iibertragt die Formel fiir die SpannungBverteilung und fiir den 
Zusammenhang zwisohen Kriinunung der Mittellinie und Biegemoment 
auch auf solche Falle, wo die Beanspruchung des Stabes nicht ausschlieBlich 
durch. ein Moment erfolgt; auch werden Veranderungen des Querschnittes 
zugelassen. Die e inf achate Darstellung erhalten wir im AnschluB an das 
Prinzip der virtuellen Verriickungen. Die Formanderungsarbeit pro 
Volumeneinheit ist 


1 cri 


1 m 
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also auf die L&ngeneinheit des Stabes 

oder, ausgedriiokt duroh die Krtimmnng der Stabmittellinie, 

(Der Index 0 ftir die Durohbiegung dor Mittellinie wird hinf ort weggelassen.) 
Diese Formel nehmen wir als allgemein giiltig an. Wii nehmen nun etwa 
an, der Balken sei am Anfang [x = 0) und am Ende {x = I) gesttLtzt, 
dort sei also w = 0, und auf seine L&nge mit der Last q pro Langeneinheit 
in Riohtung der 2 -Achse belastet. Die daduroh hervorgerufenen Duroh- 
biegungen seien w (®). Andem wir jetzt die Durohbiegungen in w + <Jw, 
so muB hierbei die Anderung der Fonnanderungsarbeit gleich der von 
der Belastung geleisteten Arbeit sein, d. h. 


' EJvf'* j 
. ■ £— dx 


"1 ,( 


x) 6 wdx. 


Die Anderung von w darf die Auflagerbedingungen niobt verletzen, d. h. 
fiir x = 0 und x = l, wow == 0 gegebenist, muB dw = 0 sein. Integrieren 
wir (13) zweimal partiell, so ergibt sich 

i i 

6 j = j EJwf'&uf'dz = [E Jw"&wJ Q 

0 0 

l 

— (EJu>") <5wJ + | <3 w (EJv/')dx 

0 

oder mit Beriioksichtigung von dw (0) = 0, dw (/)'= 0, aus (13) 

\ 

(14) j 6w (E JvT) - gji* + [EJw" d«']J = 0. 

« 

Soli diese Gleiohung fiir alle mogliohen dw erfUllt sein, so mufi 

(15) £ {EJvf') = , 

und 

(16) E Jw" (0) = 0, EJw" ( l) = 0 

aein Spalten wir (15) in zwei Gleicbungen zweiter Ordnung 

d*M / v _ T d® w 

(17) dtf = ej t ?— M> 

Miiei-Frank, DHfeientiftlglelohongen. II 18 
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ao baben wir die Differentialgleiobungen der Balkenbiegung in der gft- 
wohnliohen Bona. M ist an der Stelle x das Moment, mit welohem alle 
links dee Quersobnitts angreifenden Kr&fte den linken gegen den recbten 
Balkenteil zu verdrehen etreben (Biegungsmoment). Dazu kommen m 
dem betraobteten Falle die Randbedingnngen 

(18) w (0) = 0, v> (Z) = 0, «" (0) = 0, w" (l) = 0 


und die Spannungsgleiohung 



§ 2. Torsion prismatischer Stfibe 

1. Difterentialgleiciiung und Randbedingung. Wir betrachten einen 
zylindrisohen Stab. Die untere EndQ&obe falle in die acy-Ebene, die 
z-Aohse sei den Erzeogenden parallel nnd gehe etwa dnroh die Sobwex- 
punkte der zu den Erzeugenden senkrecbten Quersohnitte. Beanspruohen 
■wir diesen Stab an seinem oberen Ende dumb ein um die z-Aohse drehendes 
Moment M, ao wird der Stab auf Torsion beanspraobt. Den unteren Quer- 
sohnitt denken wir uns festgebalten. Verdrehen siob bei der Torsion zwei 
Quersohnitte, die den Abstand 1 b&ben, um den Winkel <u gegeneinandor, 
so drebt siob ein Quersohnitt in der H6he z um den Winkel cox. Wir suolion 
nun eine *Losung der Orundgleiobungen, ftLr welohe die Horizontalver- 
sobiebungen 

(1) tt = — cozy, v — cozx 

(das ist bei ldeinem to eine Drebung caz um die z-Aohse) sind. Die Ver- 
schiebung in der z-Richtung setzen wir unabbEngig von z in der ForUi 

(2) w = o) tp (x, y) 
an. Da bei dieBem Ansatz 


_ 3u dv dw 
~ dx dy dz 


= 0 , 


Au 


0, A v = 0 


ist, sind die beiden ersten Gleiohungen [S. 266, (7)] von selbst erfiillt. 
Aub der letzten erhalten wir fttr w = co<p (x, y) die Gleiohung des logaritb- 
miscben Potentials 


(3) 


" r i _ a 

3* 1 + 3y» “ U ' 


Hierzu kommt els Randbedingung, dad der Mantel des Zylindera spannunga- 
frei sein soil, also 5 = H = Z — 0. Reobnen wir die Spannungen naob. 
dem Ansatz (1) und (2) aus, bo wird 


<r e — o„ — o', — x m — 0, 



vrn, §2 


St. Venanta Toraionatheorie 


276 


es bleiben nur 



tibrig. Die Bandbedingungen [S. 266, (6)] erfordern darrn am Quersohnitta- 

■ mm-w R 


(6) t m oob (n, x) + t„ cos (n, y) = 0. 

Da die Normalen zur Mantelfl&ohe in den Ebenen z = konst liegen, so iat 

(6) cos (n, *) = + ^ . cos (n, y) = — , 


wenn wir xnit dl ein Langenelement des Querscknittsumrisses und mit 
dx } dy Beine Projektionen auf die Aohflen bezeichnen. Die Randbedingung 
(5) wird damit: 


(7) 


dy dx / dy . dx . Owdx Qcpdy\ 

T, “ IT ~ Tl * dl * ~ 0(o Vdi + X dI + dydT dx dl) ~ ° - 

Ihre emlachflte Gestalt nimmt diese an, wenn wir die zu <p konjugierte 
Potentialfunktion ip einfliliren, die mit <p durch die Cauohy-Riemann- 
eohen Gleiohimgen 


d <p dip d(p dip 

dx dy * dy ~~ dx 


verkniipffc ist und mit <p zusammen eine komplexe Funktion <p + iy> 
= / (x + iy) bildet (a. 1. Bd., Ill, § 1). Ersetzen wir in (7) q> duroh y, 
bo erbalten wir 


d x 
x di 

oder integriert: 

( 8 ) 


+ 


« _ (h d x j_ ^i\ — o 

y dl \dxdl^dydl)~ 


+ t + 


Da auoh ip der Differcntialgleicbung 


(9) 


Aip = 


d* ip d* ip 

dx * dy* 


= 0 


geniigt, so ist unsere Aulgabe darauf zurtiokgeftihrt, eine Funktion ip (x, y) 
zu linden, welohe der Gleiohung A ip = 0 geniigt und am Bande des Quer- 
x * 4- y * 

sohnitts die Werte —-- -)- C annimmt. Haben wir diese Aulgabe geldst, 

so sind die Spannungon bestimmt, welch e bei einem gegebenen Yerdrehungs- 
winkel a auftreten. Es bleibt dann nook tibrig, den Zusammenhang 
zwischen a und dem Torsionsmoment M zu linden. Legen wir einen Quer- 

18* 
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Momentenformel 
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echmtt senkreoht zur z-Acbse, so mu£ offenbar das duioh die Sohub- 
spftTiTinngen (4) vom obexen auf den unteren Toil tibertragene Moment 
gleiob M eein, d. b. 

(1°) AT = JJ( t tv x — r tm y)dxdy. 

TJm dieses Moment auszureclmen, setzen wir 

m x = ^-+o- v . 

Dann ist 

(12) Ax = 2 tmd am Rande % — 0- 
Femer 

(13) = 
also 

(U) M = 

Der Integrand ist nun 

* Tx + y gf ^ S'* 4 - grad^-- y - — 2 *. 

\lso ergibt, da am Rande ^ = 0 ist, der GauBsehe Satz 

(16) M = <7eo || grad ■ gr&d%dxdy = —2<?<u|j jfdastZy. 

DaJ3 die Schubspannungen insgesamt koine Resultierende, Bondern 
nui das Moment ergeben, erhalt nmn ebenfalls, worm ragm die Spannungen 
durcb % ausdrQckt. Es wird 



weil am Rande % = 0 ist. 


2. Elementare FMlle. Zur Integration seblagen wir zunaohst im An- 
Bohlufl an de Saint-Venant ein inverses Yerfahren ein, indem wir 
Funktionen suohen, die der Differentialgleiohung genligen, und dann als 
Querschmttsbegrenzungen diejenigen Kurven nehmen, auf welchen die 
Funktaonswerto die in der Randbedingung (8) fostgelegte Bedingung 
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Der Kreis. Ale einfaohsten Fall erhalten wit den Kreis, wenn wit y> 
konstant annehmen. Die Integratdonskonstante C ist unwesentlioh und 
kann gleich Null ge&etzt werden. Wir setzen also 

(16) v = B»/2. 

Dann ist die Randbedingang erfilllt, wenn wir als Quersohnitt einen Kreis 
vom Radius R nehmen. Die Spannungen werden 


(17) 


Ti„ =— ©toy, T iV = Ga>®, 


d. h. wir erhalten eine Sparmnng, welohe anf dem Radius senkreoht steht 
nnd deren Betxag 

(17') r = Vr?» + ri v = Goof 

dem Abstand r vom Mittelpunkt proportional iBt. 

Das Toisionsmoment bei der Drehung co pro Langeneinheit wird 


(18) M = JJ (r, v x- — r„ y) dF = G o> jj r* dF = Geo J„ , 

wo J 9 das polare Tragheitamoment des Kreises in bezug anf seinen Mittel- 

Puakt 


ist. Bei praktasohen Anwendnngen ist meist das Moment M gegeben 
und es wird naoh der Gesamtverdrehnng bei einer Hohe h des Zylinders 


(19) 


d = Aeo = 


Mh 
OJ „ 


und naoh der grofiten Spannung 

(20) w = GcoR - ~ 

J a 

gefragt 

Der elliptisehe Quersohnitt. Die Torsionsbeanspruohung ftir 
einen eUiptisohen Quersohnitt erhalten wir, wenn wir ftir y> die quadratisohe 
Potentialfunktion 


(2i) v = c — y 1 ) + e* 

(c < 0,5 = konst, q = konst) setzen. Suohen wir die Punkte, ftir welohe 
die Randbedingung y> = —erftillt ist, so erhalten wir die Ellipse 

c(*'-y*) + e - = ^ 


oder 


-+^ = i 
s* + 6 J ’ 
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wean 


a = -- 6 = — E—. 

yo ,6 - o yoJT^ 

gesetzt wird. Drtioken wir a und q duroh a und b aus, so erhalten wir 
ala Losung unserer Randwertaufgabe ftir die Ellipse mit den Halbaclisen 
a und b 


( 22 ) 


V - 


1 o*—6* 

2 a* + b‘ 


(**-y*) + 


o*6* 
o* + 6* * 


Daraus ergeben sioh die Spann ongakomponenten 

( _n ( , #V\ 2<7o>o*y 

T„-Go)^—y + 0 > + 6 * » 


(23) 


+ < 

2 Qcob*x 


~ / drp\ 2Gcob*z 

*—si)- 

nru^ d ius Torsionsmoment 

= Jj (*»**—r. e y)da;dy = ^" jo* Jj y*da:dy + 6*|| **d*dyj • 
Piir die Ellipse ist 

|| x'dxdy = ^-2-, || y*dxdy — 


so da8 das Moment 
(24) 


n0(oa* b 8 

31 “ -y+Tr 


wird. 

Wir bestammen nooh die groflte auftretende Spannung. Ziehen wir 
vom Mittelpunkt der Ellipse einen Halbmesser zu cinem Randpunkt P, 
so bemerken wir zun&ohst, daJJ langs dieses Halbmeasers die Spannungen 
proportional mit dem Abstand vom Mittelpunkt waohsen. Es kann deshalb 
die groBte Spannung nur auf dem Rande vorkommen. Eflr die Randpunkte 
lessen unsere Spannungsformeln eine einfaobe Deutung zu. Hat der 
Randpunkt P die Koordinaten x, y, so bat der Endpunkt P des konju- 
gierten Halbmeasers q' die Koordinaten 


x — 


ay 
b ’ 


y' = 


bx 

a 


Setzen wir dieae in die Spannungaformeln ein, so wird 


(26) 


20coab , _ 20o>ab , 

T, “ — o* + 6**® ’ T> * “ o* + 6* y * 
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d. h. die Spannung im Punkte P hat die Richtung des konjugierten Halb- 
messers imd 1st seiner Lange q' proportional. Denn der Betrag des Span- 
nungsvektors wild 


T 


V ^sx "1“ fly — 


2G<aabQ 
a* -f- & 9 


Daraufl ersehen wir, daB die groBte Spanxrang 


.(26) 


^nuz 


2Qa>a*b 

o» + &» 


am Endpunkt der kleinen Aohse auftritt, nioht, wie man vielleioht er- 
warten wttrde, am Bndpnnkt der groBen Aohse. 


3. Das Rechteck. Methode der Reihenentwicklungen. An dem Beispiel 
des reohteokigen Quersohnitts wollen wir die Methode der Reihenentwiok- 
lung ftlr unsere potentialtheoretisohe Aufgabe erl&utem. 

Es sei in der zj/-Ebene der reohteokige Quersohnitt so gegeben, daB 
der Koordinatenanfang in den Mittelpunkt fallt, die groBere Seite b der 
y- Aohse, die kleinere a der x- Aohse parallel ist. Gesuoht wird eine 


Potentialfunktion ip, die am Rande die Werte ip = 


__ g* + y* 


annimmt, d. h. 


(27) 


auf der groBeren Seite x = ± die Werte ip = 

1 Z o Z 

6 ft* a? 

auf der kleineren Seite y = ± die Werte y = o" + 7T' 

Z o Z 


Die Randwertaufgabe konnen wir daduroh vereinfaohen, daB wir an Stelle 
von ip seine zweite Ableitung 


(28) 


5 s yi _ d*ip 

~~ dv? ~ dy* 


betraohten. Die beiden Ableitungen naoh x und y sind entgegengeaetzt 
gleioh, weil ip der Differentialgleiohung A ip = 0 gentigt. Wir erhalten 
dann fiir t die Randbedingungen 


(29) 


auf der groBeren Seite 

-±t) 

auf der kleineren Seite 



t = — 1 bzw. t* = 0, 


t = 4- 1 bzw. t* = 2, 


wenn £* = 1 —£ gesetzt wird. t* ist ebenfalls eine Potentialfunktion. 
Die Losung stellen wir in Form einer Reihe 


t* = s c > (*)9v (y) 

0 
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lied der Beibe der Differentialgleicbung gentigen, so muB 


dx* 

1 <p?r _ 

f,(x) die* 


1— < ^^ 1 ' _ I 3* 

?,(») iy* “ ± r 


Der gemeinsame Wert der beiden Quotienten kann mu eine Kou- 
ein, da niobt von y and -jp nioht von * abh&ngt. Nebmen wir 
rhalten wir 

i, = <Zo\X,x oder Sin X,x, q, = cos X,y oder sin X,.y, 

* wird 

o f — oos X,x oder sin X,x, q, — (Eof X, y oder Sin X, y. 

c erbalten also eine Losung der Potentialgleiohong, wenn wir einen 
ilisoben Sinns oder Kosinus von x (bzw. y) mit einem gewdbnliohen 
der Kosinus gleicben Argumentes von y (bzw. x) multiplizieren. 
m den Bandbedingungen sehen, daB t* eine gerade Function von x 
_np mnfl, kommen bloB die Kosinus in Frage. Verlangen wir noob, 

a 

daB die Partikularlosungen auch noob die Bedingung t* = 0 fiir * = ± -g 
erfflllen sollen, so bleiben nur die Glieder von der Form (Eof X, y cos X, x 
Ubrig, und fiir diese muB X, = — - sein. Wir setzen also an 


( 30 ) 


t* = 2 c r (Dof A,ycos^ r ®, X r — 


(2 v + l)w 


Jetzt bleibt bloB noob die Bedingung t* = 2 fiir y = ± tibrig, 

b 

welcbe wir benutzen, am die Koeffizienten o r zu bestimmen. Mit y = + g 
wird 


(31) 


f = 2 = 2 c,Uf ?’ - + }) . ».» 00, . 

. 1 2a a 


Die Bestimmung der c, 1st aus der Tbeorie der Fourier-Beiben bekannt 

(1. Bd., IV, § 4). Multipliziert man (31) rechts und links mit cos ——-* 

, a & * 

und mtegnert von — -g- bis + so bleibt auf der rechten Seite allein 

das Glied tibrig, fiir welobes v = h ist, und man erbalt 


+ all + a/a 

„ f (2A +l)jra; , .(2A + l)j*&f s (2A + 1)7t:b, 

2 | cos — dx = c*(£oi ^— J cos* v ■ L ^- L — d 


x 
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oder, auflgereohnet, 


8 (— 1)* _1___ 

n(2h + l) (2A + 1)«6' 

tt0f -2~S 


Dnroh Integration naoh x nnd y erhalten wir ans 

. (2» + l)?ty 

* _ 8 - (-1 Y 1 a ^ (2» + l)»* 

n ? (2v + 1) ,(2y + l)»6 a 

2a 

( d ly - t *—l 

dx i ~ t 


a * — (C).„_ i_i 


(2y + l)3ty 


o ( 2y + l)* n-. c (2v + l)gr6 


u . (2v-)-l)ji.r 
_—_ sin' —-—: 


z_x _ 1 _ t* 

dy'- 1 ’ 

3y _ _8a “ (—1)' __6__ 

3 V V i* o (2 v + 1)* " "(2 r +1) a b 008 

m 2a 


(2v + l)jr® 


Die IntegrationBkonBtanten verschwinden, weil die Spannungen 

T.. = e»(-ir+|j). r„-<?«(«-|J) 

im Mittelpunkt (as = 0, y = 0) aus Symmetriegriinden Null werden. 
Die Spannungen ergeben sicb zu 


Stn (2^D 71 y 


8 Gtcoa^ (-l) 11 a (2y + l);rcas 

T *““ sn* . (2y + l)« - . (2y + l)»b 008 a 

' 2 a 

(j; 0 f L 2 .^^ 

_ . 8a “ (-1)' 1 a . (2r + l)«as 

* n* Y (2v + l) J _ . (2v+l)3i 6 a 

a °' ‘ '2a 
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Die grSBte Spannung tritt in der Ifitte der groflen Seite, also fOr 
* == -j-, y = 0 auf, da das Glied 2 Oca x die Reiben liberwiegt. Sie wird also 

(S«) r.„ - g»«|l -1 S (iiTTf" (a.+pst ■' 

2 a 

Da 6 > a vorausgesetzt war, konvergiert diese Reibe auQerordentlioh 
rasoh. Es genligt, ftir alle praktdsohen Zweoke yon der Summe nur das 

erste Glied -r zu nehmen, denn im ungiinstdgsten Falle b — a 

ist der Wert dieses ersten Gliedes -~ 0,4. Der Wert der iibrigen 


Glieder ist 




00 1 1 o oo (8 f + 1) tt 9 0 9 

?(2H r T? q . or (2y+l)^ < 9 ? g * = 9 = °’ 002 ’ 

Die Reibe wird also duroh das erste Glied bereits mit einer Genauigkeifc 
von 0,6% gegeben. 

Es wird somit genau genng 

(36') w = Otoa\ 1- 

1 •WbJ 

Das Torsionsmoment 

M = JJ (T,,* —T , t y)dxdy 

erreobnet man durob elementare Integration zu . , 


Goto' 16 Qa>a*b 

M = -r-+—?— ? 

Hier ist 


(2y + l) 4 


(2v + l )jtb 
64(?®a* “ ^ 2 a 

~1F~ f* (2 v + 1)’ 


(2v + l) 4 96 


(2 v -j- 1) i b 


/ni\ hi G(oa*b 64 Q(oa l 2 a 

(37) M 3 ?r* S (2, + i)» 

Auob bier kann man siob auf das erste Glied der unendlioben Summe 
besobranken, denn das erste Glied wird im ungfinBtigsten Falle b = a 


I 0 - 2 - = 0,927. 
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Der gauze Best ist 


£0 


(2v + l)^6 


(2v + l)» (2v + l) i<0,0046 ‘ 

Die Snmme wild also dnroh das erste Glied mit 0,5% Genauigkeit dat- 
gestellt. Somit wild mit praktisoh ausreiohender Genauigkeit 


(37') 


,, Gma a b 64(?coo* nb 
U -5- 


Schliefilioh sei nooh die Versohiebung w hingesobrieben: 

v> = co <p (x, y) 


(38) 


= O) 


8o» * (-1) 

—- 


gin (2v+l) Jt y 


0 (2v -fl)' (2v+l)„b 

U '°' 2a 


sin 


(2v + 1) 


4. Polygonal begrenzte Querschnltte. Funktionentheoretisohe 
Methods. Die Losung der Randwertaufgabe des Torsionsproblems gelingt 
fttr geradlinige Polygons dnroh Heranziehnng der Methode der konformen 
Abbildung. 

/jjl _ I . 

Zunaohflt l&fit sich die Randbedingung ip = —g— wieder besonders 

einfaoh fonnulieren, wenn wir neben der Fiinktion <p + i ip ihre zweite 
Ableitung naob x+ iy einfiihren. 

Setzen wir zuntLohst 


(39) 


so ist 


j> + iq = d j.T+il\ 

y 7 i{x + iy) 

da dip dip da 

P ~ fa ~ by’ q ~ fa dy ’ 


und setzen wir femer 


, \ i t — d (y+ *g) _ <p(y + jf) 
^ d(x + iy ) d(x + iy) a> 


so wird 
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Die Sobubspannungen werden dann 

(41) t m = O(o (— y + f), t v , = O(o (x — q). 

Wir betraobten iran die t^te Polygonseite. Bezeiobnet % y den Winkel, 
den diese Seite mit der x-Aohse bildet, und dl das Lfingenelement auf ike, 
so liefert eine zweimalige Differentiation der Randbedingung naok l 

i 

d? _1 - 

Non ist aber 


d*ip/dx\* d*y dxdy d*ip /dyP dip d % x dy d*y 
dl* dx'Kdl)^ dxdy dl dl + dy* \dl) + dx dl* + dy H 5 ' 
Hier ist 


dx dy 

ri = cos*„, 5 f = ain^, 


— ~*!li — n 
dP ~ dl* ~ 


Wir erbalten daraus 


(42) s am2x r + t cos 2%, = 1. 

Dies ist die Gleicbung einer Geraden, die vom Nullpunkt den Ab- 
stand 1 bat and mit der s-Aobse (in einer s f-Ebene) den Winkel — 2 % y 
bildet. Betraobten wir also die konforzne Abbildung, die durcb die Funktion 
i + it daduroh vennittelt wird, daJJ diese Funktion jedem Punkte der 


Fig. 12 



xy-Ebene einen Fnnkt der s t-Ebene zuordnet, so folgt aus Gl. (42), daft 
bei dieser Abbildung die v-te Polygonseite des Quersobnitts in der x y-Ebene 
in die Gerade s sin 2 + t cos 2 = 1 der si-Ebene iibergeht. Es wird 

also der gegebene Quersohnitt wieder auf ein Polygon abgebildet 1 ). Die 


1 ) Die Eoken des Polygons der st- Ebene kflnnen ins Unendliche falk'ii. 
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Seiten des gegebenen Quersohnitts bilden mit dor aj-Aohse die Winkel 
x*> Xs die Seiten seines Bildes in der *$-Ebene die Winkel — 2 Xi> 
— 2 X2i — 2*3 new. Sind also dieEckwinkel des Quersohnitts a x , a a , a 3 nsw., 
so Bind die Eokwinkel des Bildeo f} l3 /? 2 , /9 S nsw. duroh 

(43) fiy = (2 wi, + 1) w “ 2 a„ 

bestnnmt, wo die ganze Zahlen sind. 

Wir haben somit unser Problem auf die Aufgabe zuriickgefthrt, das 
gegebene Polygon in der xy -Ebene mit den Winkeln a K auf ein dem 
Einheitskreis nmsohriebenes Polygon der st -Ebene mit den Winkeln /?„ 
derart abznbilden, dal} die Ecken den Ecken entspreohen. Nun kdnnen 
natiirlich zwei gegebene Polygone im allgemeinen nioht so aufeinander 
abgebildet werden, daB die Ecken den Ecken entspreohen. Das ist im 
vorliegenden Falle nur moglich, weil es uns nooh freisteht, in der 8 £-Ebene 
Verzweigungspunkte in soloher Zahl und Verteilung anzubringen, daB die 
geiiannte Bedingung erfiillt ist. 

Die Abbildungsaufgabe wird in derWeise gelost, daB zy- und sJ-Ebene 
auf die Ebene einer komplexen Hilfsvariablen £ = £ + so abgebildet 
werden, daB beide Polygone in die obere £-Halbebene iibergehen. Wir 
legen unsere Koordinaten so, daB in der asy-Ebene die n-te Eoke des 
Quersohnitts in den Nullpunkt und die n-te Seite (von der Eoke n — 1 
zur Eoke n) in die a-Richtung f&llt. Der Winkel der n-ten Seite gegen die 
as-Richtung ist dann 

(44) Xn = 2 ». 

Der dem Nullpunkt der asy-Ebene entsprechende Punkt in der f-Ebene 
sci der Punkt £ = oo. Die iibrigen Eoken des Quersohnitts mogen in der 
C-Ebcne den Punkten £ x , £ a • • • f*-i ail£ der £“Achse entspreohen. 
Dann wird die Abbildung der zy -Ebene auf die £-Ebene nach den 
Formeln von Schwarz und Christoffel (l.Bd., XVI, §2, S. 711) 
duroh das Integral 

(46 ) x + iy = l fj .J^, „ = 1 bis n - 1 

ao 

vermittelt, wobei die x x sich aus den inneren Eokwinkeln des Quersohnitts zu 

CLy 

(46) — — 

bcstimmen. 

Betraohten wir zweitens das Polygon in der si-Ebene, so wissen wir, 
daB bei der Abbildung die Ecken desselben den Ecken des Quersohnitts 
entspreohen miissen, also in der £-Ebene den Punkten £ x bis £ ft _i. Die 



Verifikation dee Ansatzes 


vm, $ 2 


Beziehnng zwischen der £- nnd der s£-Ebene wird nun ebenfalls durob 
ein Integral der Form (46) vermittelt, nur erhalt dasselbe cine etwas all¬ 
gem einere Form. An Stelle der Exponenten 1 — x, treten im Kenner die 
Exponenten 

(47) ] _ h. « ?5Er _ 2m, = 2x„- 2m,. 

n n 

AuBerdem kann die st-Ebene verzweigt aein. Wir tragen dem Reohnung, 
indem wir dem Integranden nooh eine gauze rationale Funktion R (f) 
mit reellen Koeffizienten hinzufttgen, deren Nullstellen eben den Ver- 
zweigungspunkten entepreohen. Wir setzen also 

it== 


(48) 




v = 1 bis n — 1 


/7(f-Cr)*^ 

DaB R (£) reelle Koeffizienten haben muB, erkennt man folgendermaBen: 
Ein Punkt f*, ftir den R (£*) == 0 ist, entspricbt einem Verzweigungs- 
punkt der si-Ebene. Spiegelt man nun das Polygon der at-Ebone an der 
v-ten Seite und entspreobend die obere £ - Halbebene an der Streoke 
so muB dem Spiegelbild £* des Punktes £* wieder ein "Ver- 
zweigungspunkt der si-Ebene entspreohen. Es ist also aucb R (£*) — 0> 
also hat R reelle Koeffizienten. 

Wir bestatigen nun, daB der Ansatz (48) tateiiohlich die Losung 
des Problems liefert. Wir betracbten zu diesem Zweoke die Streoke 
Ca _ i -*■ auf der f-Aohsc, die der A-ten Polygonseitc entspriobt. Naob (42) 
ist hier 

«sm2x* + t cos2z* = 1. 

HierftLr sohxeiben wir 
(49) J {J 2 Xh(8 + it)} = 1 

und orhalten durcb Differentiation 


(J — Imaginarteil) 


(50) 


J | e 


it Xk d(s + it) 


d£ 


= 0. 


(51) 


Bilden wir nun aus (48) ftir reelle £ 

d{s + it) n(£-£r)" n ’R(Z) 


d£ IHC-£,)**> ’ 

so ist der Zahler reell, da die m,. ganze Zahlen Bind und R reel! ist. Aus dem 
Produkt im Nenner sind die Faktoren reell, ftir die £,< £k-i “*> a ^ so 
von v=lbisv = A — 1. Ftir die Faktoren (£ — £*)’ y i> bis (f — Cn-iY J *' l_ 1 
wird (f — f ,)* x v = |f — f r | Es wird also, wenn wir alle reellen 

Grofien zusammen durob Z bezeiobnen: 


(52) 


d£ 


= z Y[. e ~ itnXf - 
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Es bleibt zu zeigen, dafi der Faktor gleioh ± e -<s *A ist. 

a 

1st x* Winkel der v-ten Polygonseite gegen die ®-Aohse, so ist 

Xr+i ~X'= n-a t , 
also, duroh Summation von h bis n — 1, 

I I —1 

Xn-Xii — (n-h)n - 2 «»• 

A 

Es folgt, da Xn — 2 n ist, 

»—1 

— £iia t 

e~ iix b = ±e * , 

also, wie verlangt war, 

JJ e - ,u *‘= ±e~ aix K 

A 

In dem Ansatz (48) sind nooh die Ezponenten m, und die ganze 
rationale Funktion R (£) unbestumnt. Wir zeigen zunachst, dad die Ei- 
ponenten m nioht negativ sein kdnnen. Das folgt aus der physikalisohen 
Forderung, dad die Yerzerrungsenergie endlioh bleiben mud. Auf die 
L&ngeneinheit dea Stabes ist cQese pro Fl&obeneinheit des Quersohnittes 

(84) e = 1 0a>* {(y - p) a + (• - ?) 2 } • 

Soil die gesamte Energie JJ edxdy endlioh bleiben, so mud das Integral 
JJ (p* + g*) dx dy konvergieren, also p + iq sohwScher unendlich werden 
ah j(® + iy) — (3, + ♦y»)}“ l/, J wenn wir uns der v-ten Eoke n&hera. 

Bohreiben wir z — x+ iy (z ist also jetzt nioht mehr die dritte Raum- 
koordinate), so ist fiir die Umgebung des A-ten Eokpunktes: 

I * — H = 0 (C — £h)* h H- 

{00) \8 + it =* C7'(f — + » + ... 

C,C' sind Konstante, welohe wir nioht n&her bestumnen, also: 

a 

• + ** = C"(z-z k ) x * + — 
und naoh Integration *» A +i 

p + iq = C'"(z-z h ) 

Boll der Exponent groder als — 4 eein, so ist 
4 wi* +2 — 2 x* > X/, 

1 t x k 

w * > ~2 +T' 
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Parameterdarstellung der Loaung 
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Nan liegt = ~~ stets zwisohen 0 und 2, so dafi m ala gauze Sfa-lil 
(56) m A ^0 

sein muJ3. Yereinigen wir positive Potenzen von (f — f A ) mit R (f), so 
erhalten -wir 


8 + it 


f JtjQ it 


Die gleiohe Betrachtung gostattet uns, den Grad von 5 (f) abzuflohfttzen. 
Wir betraohten hierzu den Punkt z = 0, £ = oo. Die Durohfttbiung 
der Redhnung ist vollkommen die gleiche, und wir erhalten, wenn wir 
den Grad von R mit N bezeiohnen: 


(57) N^2 n- 6. 

Damit wird die vollst&ndige Loaung in Parameter/orm: 


AC 

ntf-Cr) 1 -**’ 


| + << - [-J*®** 

■8(0 = a o + &it H-^a2n-flf 2n “°, Or 


Hier sind in jedem einzelnen Falle nooh die Koeffizienten a 0 bis 
a 2 n-e zu bestumnen. Wir baben zunaohst nur gezeigt, dafl auf den 
Polygonseiten sin 2 x, d8 + cos 2 % V &1 = 0 ist, also 8 am 2 % r + t cos 2 Xv 
= const. Die Koeffizienten mtissen so bestimmt werden, dafl diese Kon- 
stante auf alien Polygonseiten gleich 1 wird. 

Wir wollen uns davon iiberzeugen, dafl die Zahl der Koeffizienten 
und der Integrationskonstanten (eine komplexe gleich zwei reellen ge- 
rechnet) gerade ausreioht, uni die R&ndbedingung zu befriedigen. Ist auf 


jeder Polygonseite ssin2^,.-|- t cos 2x v = 1, so ist damit 


_ i. 

dl* ~ lf 


I .J 

ist auflerdem in alien Eoken yj = ——— } so ist die Randbedingung 

iiberall befnedigt. Diese ti Bedingungen fiir die Seiten und n Bedingungen 
filr die Eoken ergeben zuaammen 2 n Bedingungen, zu deren Erfullung 
uns gerade 2nKonstanten zur Verfiigung stehen, namlich: 


2 n — B Koeffizienten a 0 bis a 2n _ (i , 

2 Integrationskonstanten fiir 8 it, 
2 Integrationskonstanten fiir p + iq, 
1 Integrationskonstante fiir y. 
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Beiflpiel: Gleiohzeitigefl Dreieok 
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Das einfaohste Beispiel, das sioh iibrigens auoh aus der inversen Methods 
ergibt, ist das gleiohseitige Dreieok. n ist gleioh 3, R (J) reduziert sioh 

7t 

also aui eine Konstante, die Winkel sind a,. = j-, also ist 

x 1 = x a = x 9 = 1 / 3 , 

= */s» 1-** = */»• 



Die beiden Konstanten bestimmen sioh aus der Bedingung, dafi aui den 
Seiten s sin 2 %, + t oos 2 % r = 1 sein soil. Yon der speziellen Festsetzung 
liber die Lage des Koordinatensys terns kSnnen wir uns frei maoben; wir 
legen das Dreieok so, dafi es einem Kreise vom Radius g, dessen Mittel- 
punkt ixn Knnr di-nii.tPi-nn.Tifn.Tig liegt, derart eingesohrieben ist, dafi die dritte 

Seite der x-Aohse parallel liegt, es sei dies die Gerade y = — -g * Eiir 

diese Wahl des Koordinatensystems versohwiadet die Integrations- 

2 

konstante, und es wird a = — —, wie man leicht bestatigt. Es wird also 

i ■# 2z 

Q 

Duroh Integration ergibt sioh 

, . * 

p + tq = - -• 

Die Integrationskonstante fallt weg, weil im Sohwerpunkt des Dreieoks 
die Spannungen aus Symmetriegriinden verschwinden. Eine nochmakge 
Integration liefert 

p -f i ip = — ^ + C l + iC l9 
also fiir den Imaginarteil 


Mltoa-Franlc, 



— 3ag*y 

3 e 


+ 


lhfferentialtflelohungen. II 
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Beokong ebener Flatten 
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Die nooh zu bestimraende Konstante C t erhalten wir, inHam veir 
verlangen, dafi im Mittelpunkt der dxitten Seite, d. h. ftir x = 0, 

0 o a , 

y = — ~2 » y> — — 2 — = g - Bein soil. Be ergibt Bioh 


also 

(60) 



V> = 


y*_3®*y 

3e 


Damit werden die Spannnngen: 


g! 

6 ’ 



s 8 - y* \ 

Q )’ 

M*)- 


Die grofite Spannung tritt in der Seitenmitte aul, wird also 


( 61 ) 


SOcog _ Qcol V3 
~4 4 


Das Torsionsmoment bereohnet sioh zn 


(62) 


M = 


QcoV.fi 

80 


wo 1 die L&nge der Dreiecksseite ist. 


§ 3. Beanspruchung ebener Flatten dnrch Krftfto, 
die in der Flattenebene wirken 


1 . Die SpMinungsfuiiktlon. Wir betrachten eine ebene Platte, d. h. 
einen zylindrisohen Korper, bei dem der Abstand der parallelen oberen 
and unteren Begrenzungsebene Idem ist gegen die Abmesaungen der 
Grundflache. Beanspraoht werde dieee Platte duroh Kxtifte, welohe an 
dem UffiriJl angreilen and in der Ebene der Platte wirken. 

DaB Koordinatensystem legen wir bo, dafi die x- and y-Aohse in die 
Mittelebene der Platte fallen, die z-Achse ist dann senkreoht zar Platte. 

Wir wollen nan Gleiobungen ftir die Mittelwerte der Spannungen, 

+ a/a 


genommen iiber die Plattendioke, also a — -r 


f 


adz ubw., aufstellen. Zn 


-A/S 

diesem Zweoke bemerken wir zun&ohst, dafi an den Oberfl&ohen z = + hj 2 
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SpannungHtfunktion 


und z = — A/2, wo keine Karaite angreifen, die Bpannungen a a , r**, 
verschwinden miisaen. Daraus folgt naoh der GleiohgewiohtsbediQgong 

d*na , i _ a 

o _ "r a I q — u > 


daB hier auoh Null warden muB. Wir nehmen deshalb an, d&B <r. 
oz 

tiberhaupt oder wenigstens der Mittelwert Null wild. Diese Annahme 
iflt um so beaser erftillt, je dtirmer die Platte ist. Fiir die Mittelwerte der 
Bpannungen + a/b + a/ a 

- hi a —A/a 

die wir duroh Dberstreiohen bezeichnen, erhalten wir dann aus den Gleich- 
gewiohtsbedingungen duroh Integration der Gleichgewiohtsgleiohungen: 

^ . d ^gv rt 

9^ + "97 = °’ 

(1) 

gSa i = o 

a® ^ a y 

Ihren Zusammenhang mit den Mittelwerten der VerzerrungsgrSBen 

+ A/I + A/2 + A/S 

= | = J* | ^ ^ BydZ 

-A/a -A/a -A/a 

erhalten wir duroh Integration der Spannungs-Dehnungsgleiehungen 
nach 2 ; zu 


du 

- 

i 

Is 1 ) 

dx 

— £* 

“ 20 

i • » + il 

dv 

. 

1 



= € v 

~ 20 

t * m+ll 

du 



1 _ 


! 

+ dx 

= y«* 

= O'”' 


Das allgemeine Integral der Gl. (1) ist 

3* F _ _ fflF _ _d*F 

"■-aT’’ T ® v ~ a®ay J ^“a®*’ 

Die GroBe J* wird als Spannungsfunktion bezeiohnet. 

Die Differentialgleichung fiir F erhalten wir, wenn wir beaohten, 
daB zwischen den Groflen 

^ _ du _ __ 3t> _ du dv 

*•- Ti' e '~d-y' Uv ~dy + dx 


19* 
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Differentudgleiohiing der Spannungafunktion 
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die ana der Vertausohbarkeit der Differentiationen folgende sogenannte 
Kompatibnitatagleiohung (Vertraglichkeitsbedingung) 

u\ _ 9*S d l v 9*e„ d*e y 

w 9*9y dxdy* dyda? ~ dy* dx* 

bestebt. Setzen wir dies in (2) ein, wobei wir wieder als Abktirzung 

A = + ^—5 sohreiben, so erbalten wir 

1 d*F _ 1 ld*F d‘F 1 /d*AF d'JJvi 
( ) 0 da?dy* ~ 2G\ 3y i + dy* ro + lV dx? + dy* )\ 


PF , a ffF 1 „ , „ A 

d^ + 2 d^dy i + d^~mVi d 


Nun ist aber 


AAF = d -^-i *-**- + *! 
AAF dx? '' 2 da?dy* + dy*’ 


also ergibt (5), wenn wir den Faktor ~ — kiirzen: 

(6) AAF = 0. 

Zu der Differentialgleichung ( 6 ) treten die Randbedingungen, welohe 
ausdriioken, daJB am Rande die Spannungen mit den dort angreifenden 
ftuBeren Kraften im Gleichgewicht sein mtissen. Bezeichnen wir duxch 
Eh und Hh die pro Langeneinheit am Rande angreifenden auBeren 
Krafte, und mit cob (n, x ), oob (n, y) die Richtungskosinus der Rand- 
normalen gegen die x- und y-Aohse, so erfordert das Gleichgewioht 

( 008 (». *) + ?xv ^ (», y) - ^ 

| r w cos (n, £c) + 9„ cob (n, y) — //. 

Drftoken wir die Spannungen durch. die Spannungafunktion a us und setzen 

( 8 ) cos(n, x) = ^, cos(«,y) = - 57 * 

wo dl das L&ngenelement langs der Randkurve, d x und d y seine Projoktionen 
auf die AohBen sind, so erbalten wir 

d%F jl *1L *1 - p 

dtf dl + dxdydl~~’ 

( ) ] 9 s P dy d?F dx _ 

, 9*9y dZ + 9®* dZ “ 
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Bandbedingungen 


Hier konnen wir naoh x und y integrieren: 


( 10 ) 




Da eine Integrationskonstante die Spannnngen nicht beeinfluflt, konnen 
wir die Integrale der reohten Seite von einem beliebigen Pnnkte aus 
nehmen. P und Q ednd die Komponenten d§r Resultierenden aller Krafte, 
welobe zwischen dem Anfangspnnkt der Integration und einem beliebigen 
Punkte angreifen. 

Duroh nochmalige Integration ergibt aiob 


( 11 ) 


^ = -T- f f (Pdy — Qdx). 


Eine partaeUe Integration liefert die physikalisohe Bedeutung von F, 
hF ist das Moment aller zwisohen Anfangspnnkt und Endpunkt der Inte¬ 
gration angreifenden auJBeren*Krafte, bezogen auf den letzteren. 

Die Randbedingung (10) konnen wir noch in einer vereinfaohten 

Form schreiben. Bezeichnen wir das langs der fiuBeren Normalen ge- 

nommene Langenelement mit dn, so ist 

dx __ dy dy _ dx 

dn~~ dl* dn ~~ dl* 


und wir erhalten aus (10) 

( 12 ) 


dF dF dx dF dy _ 
dn dx dn dy dn 


-T («» + '«)■ 


Die Integrationsaufgabe, auf welche wir das Spannungsproblem 
zurilckgefiilirt haben, konnen wir also folgenderm&fien formulieren: es 
ist eine Funktion F zu bestimmen, welche der Differentialgleichung 


AAF = 0 

genii gt und am Rande mit ihrer Normalableitung die vorgegebenen Werte 
(11 u. 12) P = I|(Pdy-<?dx), | -j( P JT +Qd di) 

annimmt. 

Berechnungder Vers chieb ungen aus der Spannungsfunktion. 
Die Bereohnung der Verschiebungen bei gegebenen Spannungen erfolgt 
systematisch bo, dall aus den Spannungs-Dehnungsgleiohungen zunaohst die 
Verzemmgakomponenten bereobnet werden; aus i l i n e n gewinut man durch 
Differentiation die samtlichen zweiten Differentialquotienten von u, v, w 



Differentialgleiohung der Spannungsfunktion 
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dear Vertauflchbarkeit der Differentiationen folgende sogenaimte 
bilitatsgleielnmg (Vertaragliohkeitsbedingung) 

d*v _ d*e a d*e v 

I Q -.2 "I" Q aJ 


dxdy 


dyda? dy* da? 


jeht. Setzen wir dies in (2) ein, wobei wir wieder als Abktirzung 

= sohreiben, bo erhalten -wir 

da? ' dy* 


oder 


1 PF _ 1 (PF d*F 1 (d*AF d*AF\ i 
G da?dy* ~ 2<?\ dy* + dy* m + l\ da? + dy* )\ 


9*F a d*F _1_ 

da ?~^ dx*dtf~^ dy* m-fl 


A AF = 0. 


Nun ist aber 


d*F d*F 


PF 
+ diT 


also ergibt (B), wenn wir den Faktor ^ —j kiirzen: 


(6) A A F = 0. 

Zu der Differentialgleiohung (6) treten die Randbedingungen, welche 
auedrCLoken, dab am Rande die Spannungen mit den dort angreifenden 
auberen Kraffcen im Gleiohgewicht eein miisscn. Bczeiohnen wir durch 
Bh und Eh die pro Langeneihheit am Rande angreifenden aufieren 
Ki&fte, und mit cos (n, x), cos (n, y) die Richtungskosinus der Rand- 
normalen gegen die x- und y-Achse, so erfordert das Glcichgewicht 


(7) 


COB (n, x) + Tgy cos (n, y) S , 
t w ooa (n, x) -f- a, cos (», y) — H. 


DrfLoken wir die Spannungen durch die Spannungsfunktion aus und setzen 

( 8 ) 


cos(», ®) = 


dx 

cos (n, y) — jj, 


wo dl das Langenelement langs der Randkurve, d x und d y seine Projektionen 
auf die Aohsen sind, so erhalten wir 

d?F dy.JPF dx _ p 

I dy* dl + dxdy dl ~ 

‘ I *F dy PF dx 

dxdy dl + da? dl ~ U ' 
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Randbedingongen 


Hier konnen wir naoh x und y integrieren: 

i - 

(10) \dF f 1 

-*«(!). 

Da eine Integrationfikonatante die Spannungen nicht beeinflulit, konnen 
wir die Integrale der rechten Seite von einem beliebigen Punkte ana 
n ebm en. P nod Q Bind die Komponenten dqr Resultderenden aller Rrafte, 
welobe zwisoben dem Anfangspunkt der Integration und einem beliebigen 
Punkte angreifen. 

Durch nochmalige Integration ergibt sioh 

(11) P = ijf(Pdy-Oda ! ). 

Eine partielle Integration liefert die physikalisohe Bedeutung von F, 
hF ist das Moment aller zwisohen Anfangspunkt und Endpunkt der Inte¬ 
gration angreifenden auBeren«Kxlfte, bezogen auf den letzteren. 

Die Randbedingung (10) konnen wir nook in einer vereinfaohten 
Form schreiben. Bezeiohnen wir das lings der auBeren Normalen ge- 
nommene Langenelement mit dn, so ist 

dx __dy dy __ dx 
dn ~~ dl 9 dn dl 9 

und wir erhalten aus (10) 

(v2 ) W^Wix + dFdy^_±( Q dy + p dx^ 

' dn dx dn dy dn h\ dl dl) 

Die Integrationsauigabe, auf welche wir das Spannungsproblem 
zuriickgef ulir t haben, konnen wir also folgendermaBen fonnulieren: es 
ist eine Funktion F zu bestimmen, welche der Differentialgleichung 

AAF = 0 

geniigt und am Rande mit ihrer Normalableitung die vorgegebenen Werte 
(11 u. 12) P = ij(Pdy-<?dx), + 

annimmt. 

Berechnungder Verse hie b ungen aus der Spannungsfunktion. 
Die Berechnung der Versohiebungen bei gegebenen Spannungen erfolgt 
Bystematisch so, daB aus den Spannungs-Dehnungsgleichungen zunaohst die 
Verzerrungskomponenten berechnet werden; aus lhnen gewinnt man durch 
Differentiation die samtlichen zweiten Differentialquotienten von u, v, w 
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Bereohnung der Veraohiebnngen VTTT, } 3 

naoh *, y,z, aus denen naan duroh. zweimalige Integration die Yearsohie- 
ungen bet ennittelt, welobe dadnroh bis auf eine deformationslose 
l^araUelvarsclnebnng und Drehnng des ganzen Korpeis bestimmt sind. 
Ine Rexiaiung selbst bietet kein besonderes Interesse. das Resultat ffir 

: Am * = 'A* folgt Aa = 0, siat also eine 
ebene Potentialfniiktion. Bezeichnen wir die konjugierte Potentialfunktion 
mxt ^ so ut 8 -(- it eine analytisohe Pnnktion der l™™pW»n Variablen 
diJ %V ^T^ ™ fSmer dnMl1 8 + iT *»* komplexe Integral 


(13) 


ar _ 

dx dy ** 
flo warden. die Voxsohiebungen: 


8 + iT = J + idy), 

38 3T 


— — = __ t 

dy dx ~ *» 


(14) 


u _ If _» o dF ) 

s&\z+i Fsl ~ y9 + V » 

. * = 2©{i^l T ~^) + V^ + \. 


Ver8Chiebmigeri die ri ° htigen S P annun «*' 
d u _ J_| m I 1 I s \ 

dx 20U + 1* M’ - 

dy m m + l 8 ff -i’ - 2 Gl <y *~ 5 m( > 

, dv If m /ji e* % 

»» + 55 = 2s(^+T<'- i )-2-5^ ? ) -'y. 

TO di. SfM mmigi-Ddmmpghidii^ a verlmgen. Die IntegmtioM- 
koMSmtea «, bad «, ergeben on, PendMverBohiebnng der Pbrtte v 

*¥““.'7 ”>$ *» dete^tiond™, Drdaag Zden WbS y 
Mtoro dg.Wrt el d- Tto 

1 » “ ~ d “ ~ 


( 16 ) 

S* " ~ 


m 


dy 2G^wi-)~1^9a/ 5 y) 


-ml 

* l_ 0(nmj 


list TOnit bis abf denPa]Etar der Wirbol dee Vereohiebungs- 

SjT' deseen HUH. gtob der mittlerm TerdwHuig der von einem 
ausgehenden Lmienelemente ist. 
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Mehrfaoh zusammenh&ngende Bereiohe. Die Formeln fttr die 
Versohiebungen Bind von Wiohtigkeit, wenn die betraohteten Bereiohe 
nioht mehx einfaoh zuflammenh&ngen, d. h. wenn wir eine Platte mit 

dF 

Ldchera haben, In den Randwerten fttr F und -5— steoken drei wiILkiirliohe 

dn 

Integrationskonstanten. Bel einem einfaoh 9m«MTiTnATihnTigftnrlftn Bereioh 
ist diese Unbesthnmtheit nnweeentlioh. Die versohiedenen Los ungen, bei 
versohiedener Wahl dieaer Konatanten, nntersoheiden sdoh bloB duroh 
lineare Funktionen in x und y, welohe bei den zur flp anmmgw Wt immiiTig 
erforderliohen Differentiationen fortfallen. Haben wir aber einen mehrfaoh 
zusammenh&ngenden Bereioh, so haben wir an jedem Rande drei unbe- 
stumnte Konstanten, von welohen alien nur drei willkttrlioh sein konnen; 
die anderen bestunmen sioh aus der Forderang, dafi nioht nur die Span- 
nungen, sondero auoh die Veroohiebungen eindeutige Funktionen von x 
und y sein mttssen. 


2. Einzdkraft am Rande elner Halbebene. Wir betraohten die Halb- 
ebene y ^ 0 von der Dioke h = 1, auf welohe im Nullpunkt eine Einzel- 
kraft K in Riohtung der y-Aohse wirke. Wir bestunmen zun&ohst die 
dF 3J? 

Randwerte von und — l&ngs der as-Aohse, indem wir die Integrationen 
bei * = — 00 beginnen. Es war (10) 


dF _ _ dF 
dx ’ dy 


P, 


wo P und Q die Summe der horizontalen und vertikalen Krafte zwisohen 
dem Ausgangspunkt (x = — 00 ) und dem betraohteten Punkte sind. 
Folglich ist 


( 20 ) 


fiir x <. 0 
fttr x > 0 


dF 

dx 

dF_ 

dx 


0 , 

-K, 




F = 0, 

F — — Kx. 


Um die Losung zu finden, bemerken wir, daB, wenn <p 1 und <p t ebene 
Potentialfunktionen sind, die Funktion 


(21) F= ^4- yqi t 

der Gleiohung A AF = 0 genttgt. Fttr y = 0 ist F = <p v Die Randwerte 
von <p x sind also einfaoh die Randwerte von F. Eine Potentialfunktion, 
welohe die fttr die Randwerte von F oharakteristisohe Eigensohaft hat, 
auf der positiven und negativen Seite linear zu verlaufen nnd im Nullpunkt 
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einen Sprung in dear Ableitung aufzuweisen, finden wir in dem Imagin&rteil 
der komplexen Funktdon 

(as + iy) In (a + iy) = (a + iy) (In r + * 0 ) 

= elnr — yd +»(ad + y to* 1 ). 

wo r und d gewohnHohe Folarkoordinaten Bind. Setzen wir 


( 22 ) 


<Pi — -(ad + yin r) — Kx, 

71 


so sind die vorgesohiiebenen Randbedingungen erflillt. Soli ferner lings 
dF 

der ganzen a-Aohse - 3 — = 0 sein, so mnB 


sein. "Wir erhalten also 

oder, ausgereobnet, 

(23) 


<Pt = “ -j 




F = — (ad — y) — Kx. 

7t 


Ky 


Lassen wir die ftir die Spannmigen unwesentliohen Glieder — und 
— Kx weg, so erhalten wir einfach 


(24) 


F = 


Ada 


Duroh Differentiation erhalten wir die Spannungen 


(26) 


Om = 


d'F __ 2Aa s y 


dy 1 


d*F 2 K y » 


2 K y_ 
n r* 


d*F 2 Kxy' 
T " ~ dxdy ~ 


n 


4 » 


Axis der Losxmg erhalten wir die Spaimungsfunktion fiir den all- 
gemeinen Fall, dafi Nonnalkrfifte langs der aj-Aohse verteilt sind, in 
folgender Weise: Wirkt an der Stelle ( eine Kraft 1 , so ist die zugehorige 
Spannungsfnnktion 

/(*. y, f) = ^(* - £)aretg • 
n x — £ 


(26) 
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Wirkt daselbst lSngs dea Elements if die Kraft p (f) if, so gehort zu ihx 
die Spamnmgafunktion 

?(£)/(*. V , £)<*£ = —(* - f)arotg p (f)if• 

Wirken nun an beliebigen Stellen pro Langeneinheit die Krafte p (f), 
so summieren sick die Spannungsfunktionen, und wir erhalten (lurch 
Integration liber die Einzeleinfllisse die Spannungsfunktion 
£ = + °° + 00 

(27) F*(x,y) = f)p(f)if = ^ j(®- fjarctg^^f? (*)<**• 

$=S — 06 — OO 


3. Die von Nonnalkriiften am Rande beanspruchte Kreisscheibe. Eine 
Kreissoheibe, deren Dioke wir der Einfachheit halber gleich 1‘annehmen, 
sei von Druokkraften am Rande beanflpruoht, welche normal wirken und 
pro L&ngeneinheit des Umfangs die GroBe p kg haben sollen. Znr Be- 
rechnung fiihren wir zweokmaBigerweise Polarkoordinaten r, ft cin. 
Schneiden wir dann aufi der Soheibe ein von zwei benachbarten Kreisen 
und zwei benachbarten Radien begrenztes Vierook aus, so wirken auf das- 


selbe die folgenden Spannungen: 

Normal zu den Radien . ... a# 
Normal zu den Kreisen . ... a r 
SchubBpannungen.r 


Da die Darstellung der Spannungen durch eine Spannungsfunktion 
unabh&ngig vom Koordinatensystcm ist, konnen wir dieso Spannungen 
aua einer Spanmmgsfunktion folgendermaBen ablciten. Aus den Formeln 
fiir die Spannungen in rechtwinkligen Koordinaten 

_ d*F d'F _ d*F 

dy*’ ° v " dx*' T ’ v ~~~dxdy 
lesen wir die folgenden Regeln ab: Wir erhalten die Spannung, welche 
senkrecht zu einom geradlinigen Sehnitte wirkt, indem wir die Spannungs- 
funktion zweimal langs dieser Geraden differenzieren, also fiir die Sehnitte 


in Richtung der Radien 
( 28 ) 



Dio Sohubspannimgen langs dieses geradlinigen Schnittes erhalten wir, 
wenn wir die Gefallkomponente von F in der zum Schnitt senkrechten 
Richtung cinmal langs des Schnittes ableiten. Die Gefallkomponente 

1 dF 

von F senkrecht zu einem Radius ist also wird 

r otr 


(«) 


dr ' r dft) 
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Urn a T zu erhalten, bemerken wir, dafi die Summe der Normalspannungen 
unabhangig vom Koordinatenaystem ist, also 


/0ft . , d'F , d*F 

(30) <j T -L -03 =* o a ~r o t = —^— = Ab. 

Nun ist, in Polarkoordin&ten auflgedriickt [s. 1. Bd., S. 86, (43)], 

. p d'F 1 d*F , ] dF 

J dr• + r* dd* 1 ‘ r dr ' 


Ziehen wir a a ab. so bleibt 


(31) 


1 d*F , 1 dF 
° r r® dd*^ r dr" 


Nun bemerken wir, dafl sich jede Funktion F, die der Gleicliung A AF 
gentigt, in der Form 


0 


(32) F =■- q. t 1 * <fi t 

darstellen laBt [s. 1, Bd., 8.849, (13)], wo und q t ebene Potential- 
funktionen sind. Diese lassen sich im Kreisc dureh Reihen der Form 

tf' = S (®n cos n d - /?„ sin n d) 
darstellen. Wir setzen also 


(33) F = 2 r "(“n c08 w^ -i-/3«sm«d) 2 1 '" ^ * (a'„ cob « 0 p' n amnd) 

« 0 

und suohen die Koeffizienten a, /?, a', /3' so zu bostimmen, daB am Ramie 
des Kreises, d. h. fur r = R, die Bedingungen 

t = 0 , o r = — J> (0) 
erfiillt sind. Soil zunaohst 


d /I dF\ - 

Ob 

— 2 n ( n "T 1) r n (— aj, sin nd -j p'„ cos n 0) 
0 

fib 1 r — R bei alien Werten von d veraehwindeu, so mull 
(« - l)a.R—‘ + (n + 1) a ' (1 R n = 0. 

(«- l)fti*-* + (» + l)ftJ&‘ = 0 
sein. Um diese Gleichungen zu erfiillen, setzen wir 

_ —a„ 

(ft - 1) £»-=>• *» (w 4 1) R" ’ 

__ o' _ — K 

(«- 1 )#*-*’ P " (n-\-l)R»’ 


(34) 
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(35) F = a - n ^ ^ } Kcoan» + b n mnn#) 

erhalt. Wir sehen, dafi wir daa Glied n = 1 fortlassen miissen, d. h. es 
mufl a 1 = b 1 — 0 sein. 

Aub dem Ansatz (35) ergeben sioh die Spamrangen 

1 , 1 dF 

° r ~ r* 5P + r dr 

= S 1 ~^= 7- + 1 ( a » ooaw ^ + 6 " ainwfr )’ 


^ I 

I Rn-a 


a*f 

= d? 
(n + 2)f*) , 


(o„ cob n d + 6„ sin n -0), 


T dr\r d&) 

S 1 ^= 1 - ^r} (- a*8innd + &«cosn0). 


Insbeaondere wird fiir r = fi 


<r r — — 2 2 (a n cosn0 + Minntf), 
o 

oo 

or,., = — 2 2 (°n cos n a + i> B sinn$), 


Da fiir r — R o r = — p (0) gegeben iat, mufl 


2(fl»oosn# + 6 B Bm«#) = ip(0) 

0 

sein, und die Koeffizienten a n , b n bestimmen sich als Fourierkoeffizienten 
Ll.Bd., 8.210,(1), (2), (3)] zu 

2 * 

«0 = ^ 

0 

a * 

(38) On =■■ ^ j V W COB n&d 0, 

0 

2 rt 

b „ = F- f p^sinjidi#. 

2 71 J 
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Oben war verlangt, dafi = 0 sein solle. Das ist in der Tat der Fall, 

denn da die Druckkr&fte im Gleiokgewickt sein mtissen, versohwmden die 
Komponenten Hirer Besultierenden in der x- und y-Biohtung: 

| pdy — | RpcoaQdQ = 2 no t 22, j pdx — — J RpeinGd# — — 2a*f>,22. 

Yon praktischer Wioktigkeit ist die folgende Bemerkung: Die gefakrdeten 
Stellen der Platte liegen — was bier oioht n8ker belegt werden moge — 
am Bande der Platte. Zur Beurteilung der Festigkeit geniigt es also, wenn 
wir die Bpannnngen am Bande kennen. Da — 0 vorausgesetzt war 
und o r gegeben ist, brauohen wir mrr nooh o$. Dies ist aber nacb (37) 
gleiok o r> so d&fi wir ohne Beohnung auskommen, wenn es nur aui die 
Festigkeit anknmmt. Dies gilt natflrliok nur flir reine Normalbeanspruobung 
am Bande und nur fttr Kreissokeihen. N&herungaweise kann es aber auoh 
auf normal belastete sogenannte „unrunde Soheiben" libertragen werden. 


4. Der gelochte Zugstab. Wenn duroh einen Streifen, der auf Zug 
beanspmobt ist, ein Look gebokrt wird, so kann man fttr einen Locb- 
durohmesser, der Mein gegen die Streifenbreite ist, die in der Umgebung 
des Lockes hervorgerufene Spannungserkokung dadurok nakerungsweise 
bereoknen, dafi man den Streifen als unendliok breit ansiekt und die 
Aufgabe folgendermafien idealisiert. Gegeben sei eine Ebene, die im Un- 
endlicken rein auf Zug beanspruokt ist. Gesuokt werden die Spannungen 
am Bande ernes Braises, der mit dem Badius R um den Nullpunkb ge- 
soklagen ist. Ftlkren wir eine Spannungsfunktion F ein, so ist im Unend- 
lioben 


(89) 


o B = 0, o„ = o, 


= 0 , 


also ist im Unendlicken, bis auf Funktionen, weloke im Unendlioheu keine 
Bp ammug en ergeben: 

c®* or* cos* # or* 

= -j- (1 + cos 2 V). 


(40) 


F = ~ = 


2 2 

Am Bande des Lockes greifen keine Erfifte an, d. k. es ist 
(41) 




Wir setzen die Losungen zusammen aus Funktionen, welohe nur von r 
abb an gen, und solchen, welohe den Winkel # nur in dem Faktor cos 2 # 
enthalten. Das sind 


und 


1, t* lnr, f^lnr 


cos 2 1 ? 
~r 5- ’ 


cos 2#, r* cos 2#, r 4 cos2#, 



VIII, §4 


KAumliche Probleme 


301 


welohe samtlich der Differentialgleiohung A AF = 0 geniigen, weil aie 
teils reine Potentialfunktionen sind, tells Potentialfunktionen mit dem 
Faktor r*. Die beiden letzten, r 2 In r und r 4 cos 2 0, sclieiden aus, weil 
Bie un Unendliohen zu stark anwaohsen. Es bleibt 

(42) F = —■ (1 + cos 2 o + 6 In + a' cos 2 d . 

Soli fttr r = 22 



sein, so muB 


c R* 


oR * , 

cR* 


b' 


cR 

2b' n 

4 

+ a = 0, 

+ b = 0, 

A 

4 

+ a,' -f 

R* 

= 0, 

T~ 

' R» ~ ° 

ein, 

also 







cE 4 

4 ’ 


a — — 

cK‘ . 

1 • b =- 

cie* 

2 ’ 

a 1 = 

t 

2 ’ 

b' = 

und 

wir erhalten 





+ r* / 


(48) 


(r*- E a -2fi*ln-g-j 

l + T< 

>- 

- 2iJ* 

(cos 2d. 

Am 

Rande des Loch.es wird 










= 0, 

T = 

0. 





Die Tangentialspannung a 9 wird 


<«> —E-tO+SK^)-” 


also 1 m*i r — R 

(4f>) o> = c (1 + 2 cos 2 #)- 

Der groiite Wort tritt bei # = 0 auf: 

(46) Oi) m« = 3c - 

Wir Hcheu also, dafi die hoohste auftretende Spanning genau drejmal so 
jrroli wird wic die Spanning c im Unendliohen, welche ohne das Loot in 
der gtinzrn Platto herrscben wiirde. 


§ 4. RSumliche Probleme 

1. Glelchgewlcht elnes von elner unendllchen Ebene begrenzten Korpera. 

Wir denkeu uns einen elastischen Korper, der von einer Ebene, e wir 

zur sf/-Ebene nclimen, einseitig begrenzt ist, soxist aber kerne 

hat <legen dim* Flaelie sollen aufiere Krafte wirken, und zwar pro Flache 



302 


Der Halbraum 


VIII, | 4 


einheit in den dxei Achsenrichtungen die Krafte S, H, Z. Von Volumen- 
kr&ften werde abgesehen. Der Korper bilde den Halbraum z > 0. 1m 
l soil der Korper in seinem natiirlichen Zustand verharren, 
lw , eraohiebungskomponenten u, v, w sollen im Unendliohen so 
rinden, daB die Werte Rtt, Rv, Rw endlich bleiben, wo R die Ent- 
icxuuiig eines Punktes vom Nullptmkt bezeichne. 

Der Gleiohgewiohtszustand des Korpers ist eindeutig bestimmt, 
wenn an der OberQ&che z = 0 entweder die auBeren Krafto 5, II, Z 
gegeben sind oder die Verschiebungen u, v, w, oder noch allgemeiner, 
wenn yon jedem der drei Paare S, w; H, v\ Z, to eine Grofle fUr z = 0 
bekannt ist (e. S. 265). 

Das Problem ist aflgemein gelost von Boussinesq durcb Anwendung 
potentialtheoretischer Method en, auf anderem Wege von Ceruti nach einor 
Method© von Betti, die der Greenschen Method© der Potentialtheorie 
verwandt ist (a. 1. Bd., XVII, § 1). Wir wollen die Method© von Fourier 
benutzen, welohe die allgemeine Losung derartiger Problem© durch Sum¬ 
mation von partikularen Losungen herstellt. Die von uns zu benutzende 
Hauptformel wird das Fouriersohe Integraltheorem sein (a. 1. Bd., IV, 
§ 3, S. 208), welches wir in komplexer Form, auf zwei Variable erweitert, 

+ oo + oo 

(1) f(x, y) = ^ j f /(f. *,)*•*-*»+W-OJM* 

— oo — oo 

Bohreiben konnen. Die Fnnktion f (®, y) kann bier auob komplex sein : 
/(*, V) — fi(x,y) + if»(x,y). 

Die pro FliLoheneinheit der Ebene z — 0 angreifenden auBeren Krafte 
batten wir mit 5, H, Z bezeiohnet. Das Gleiohgewicht an dieser Ebene 
erfordert also, daB fflr z = 0 

(2) t m — —S, r„ = - H, a, = - Z 


ist. Damit lantet unser Integrationsproblem: Es sollen die Komponenten 
der Yersohiebung u,«, w so bestimmt warden, daB sie den Differential- 
gleiobungen [8. 266, (7)] 


W 


Au -|- 
A v + 
Av>-\- 
8 = 


m 

_dd _ 

■ 0 

m — 

2 dx 


m 

38 __ 

■ 0 

n * — 

2 dy 


m 

36 

- 0 

n — 

2 3z 


du 

. dv . 

dw 

Tx + Ty + 

dz 



VIII. §4 


Partikularlbaungen 


303 


(cenligcn, und dafi an der Ebene z = 0 entweder 

(4) u = U, r - V, tc = W 
odor 

(5) T tr — — S, T t y = - H, — — Z 

ist, wo V, Y , W und E, H, Z gegebene Funktionen von x und y sind. 
Noch allgemeiner konnen wir verlangen, daQ von den Paaren S, u\ H. v; 
Z< %r je eine Punktion gegeben ist. 

AuQerdem sollen im Unendlicben die Verschicbungskomponenten und 
die Dilatation verschwinden, d. h. 

(6) lim u = 0, v = 0, w =0, 0 = 0. 

X~- * 

I>a die Differentialgleichungen linear sind, so kann man aus mehreren 
Partikularlosungen tf], c’ lf w l9 u 2t v i9 w 2 usw. allgemeinere Losungen: 

/<=«! + « a +w 3 d v = « 1 +« 2 +v 8 4-, W ' = tri-t-ir a +ffl s 4 ••• 

/.uaammeiisetzen, und wenn man unendlich viele Partikularlosungen hat, 
so kann man auf diesem Wege je nach den Umstanden Losungen in Gestalt 
von uncndlichen Reihen oder bestimmten Integralen ableiten. Es kommt 
also zunachst darauf an, geeignete Partikularlosungen zu bekommen, die 
noch liinlanglich viele Parameter enthalten, um die allgemeine Losung 
den Grenzbedingungen (4), (6) anzupassen. Ein solcheB partikulares 
Integral finden wir in der Form 

| u = (a ^ ihoLz)e l *' + i , * + > £ \ 

(7) ! v = (b - 4 - i+ + 

[ ( C -rihyz)e^ ax ^^^y s \ 

uo a, 6, c. a, 0, y, h Konstante sind, liber welche noch in geeigneter Weiae 
verfugt werden wird. Wir setzen zunachst feat, daQ 

(8) a 2 + p* 4 y 2 = 0 oder y = + O a 8 + /** 
sein soil, und erhalten damit 

(9) 0 = i \aoi +bfi + cy *r ty] *** + + y,> 

und ferner 

| Au = - 2 /i«ye ,(0/ + ^ + r:, J 

(10) Av = -2 

I A iv = — 2 h y y e 1 {ax + P v +1 . 

Setzt mnu ■ ' . se Ausdriicke in die Differentialgleichungen (3) ein. so 
findet man, da Li dieselben befriedigt sind, wenn 

'll) (3 m - 4) hy = — m (fla + 6j8 + cy) 
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ist. Damit ist A als Fuuktion der librigen Konstanten bestiiomt, a und 
seien reell, y iflt also rein imaginar. Flir z = + °o aind u, v, tr dann Null. 
Wir setzen jetzt 

1 a — A (a, p) da dp. 

(12) \b = B(*,P)dadp, 

I c = C (a, P) da dp, 

wo A, B, C willktirliche Funktionen der Parameter a und p sind. Ferncr 

(13) li = H(a,p)dadp, 

wo naoh (11) 

< 14 > H = ~ *£=i( iA±£ f ±i -) 

zu setzen ist. 

Dirroh S ummati on liber die Partdkularldsungen gewinnen wir dann 
ftir u, v, to die allgemeinen Ausdrlioke 


u= Jf (A +iaHz)e!«‘* + ('v + r"dadp, 


(15) 


+ 00 

v = ff (S + ipEz)e«** + i‘v + v)dadp, 


— oo 
+ 00 

w= Jf (0 •+ iyHz)<t‘«‘* + t l v + r‘>dadp. 

i — OO 

Die Funktionen. A, B, C werden im allgemeinen komplex sein. Bollen 
m, v, w reell werden, so miissen 

oc, — /?), B(-oc,-/?), C(-a, —/?) 
konjugiert komplex sein zu 

A(a 9 p) t B( a,/?), C( a,/?), 

d. h. die reeflen Teile musaen gerade, die imaginaren Teile ungerade Funk- 
tionen von a und ft sein. Aus (14) ergibt sioh dann, daB die gleicbe Eigen- 
sohaffc auoh den Funktionen 


A toe Hz } B -|- ijS Hz, G -)- %y Hz 

zukommt. Daraus ergibt sioh aber, daB die Ausdriicke in (15) ungeandert 
bleiben, wenn man t duroh — i ersetzt, weil man gleichzeitig unter dem 
Integralzeiohen die Integrationsvariablen a und /} durch — a und — fi 
ersetzen kann. Also sind u , v } w tatsachlioh reell. 

Bestimmung der willkiirlichen Funktionen aus den Rand- 
bedingungen. Die Verschiebungen an der Oberflache seien gegeben: 

u — U t v = 7, w = W. 



VIII, § 4 


Gegcbenc OberflftohenverBohiebungen 


Sollen «, v, to fttr z = 0 die Werte U {x, y), V (x, y), W (x, y) annehmen, 
so muB 


77 = A <?<■“*+ W dadp, 

— oc 
+ 00 

(16) J V = B#<■“* +Wd*dp, 

— ao 
+ 00 

C + M d*dp 

— 00 

sein, woraus naoh der Fourierschen Integralformel (1) 

+ 06 

— IV) 

+ oo 

(17) ) B(ol,P) = ~ Jj V (f, //)<>-*<»’•« i>'»d$d> h 

— oo 
+ «■ 

C (k, P) = jjF(£,>/)<’ ‘"‘^""dl-dt! 

— oo 

folgt. Da hiermit auoh die Bedingungen crfttllt sind, denen A, B, 0 ge- 
niigen muasen, wenn u, v f w Teell aoin aollen, ist daH Problem gclost. 

Sind die Oberflachenkrafte gegeben, ho mufl ftir 2 = 0 

T mt = — £, r vz — - //, <t s — — Z 

werden. Drucken wir die Spannungen r, a , r MZ , o z (lurch die Verzorrungn- 
groQcn aus: 


n (du dw\ (dv <lw\ aa( dw , 9 \ 

■ -°(r, + >;)■ “ "(si 1 n)’ '• ” h — 2 )' 


dv , 




so folgt aus (15) 


r xe = 0 JJ (i(<4y H- Ca + tfa) — 2ay Hz) e l( “ 2 + dv ^ r*>d<xd/J, 

— »Ki 
¥ •** 

r„= (7jf {i(By -h Cp -I- HP) - ipyHz) c“«* H»» + v*daidp. 

00 

+ cn 

a, —2(71| ji(C + H)y -y'Kz 

“*H-- Tl -(4a-h 5/? f-Oy H-£fy)le‘(“» Mv + r^iae?^, 

fW — 2 J 


Miana-Frank, DlfTeruntlalglelohungen. 11 


20 
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Oogebene OberflichenkrWte 

oder mit Benutzrmg von (14) 

+ <* 

- ~~^ B )Y-Y i Hz\#< at + ?v + r*doLdp, 

also fttr z = 0: 


vin, i» 


(19) 


+ ou 

= ~ T *« = _JJ A ' («. P) eF<** + W d« dp, 

■f OB 

fl = ~ 7,9 = JJ 5 '(«.0e* ( “* + ^>dadfl, 

— oo 
+ oo 

" ~ a ' = Jf C ' (a,/j)«*<«* +MdoidB, 

— x r 


( 20 ) 


wo znr Abktirznng 

£<*•£>“- «Hr + (o + H)4 

F(a,/?)-Gtt-By + fC + ffJfl, 

C'(«,/J) = -2<?tjcy + 2LZ-! fly ] 

»°MiJ!L^i££uS e ^ “■ dem 


( 21 ) 


+ oo 

—- oo 

+ OO 

S' (#, ^) = j__ j J ^ V )e-*M+H did r/, 

-BO 

+ oo 

= 47 ? J ( [^(&^)«- <w + ^ , i£d 1? . 

— OO 


md (20) dfe I*? c 6 ^’ 80 bereohnet man (14) 

w j v, W7 ennittelt sind. * J *** womit die Versohiebungen 

Ste^ef ^“ ^ I ! teria 8 e * Wir denken uns einen 
sohnitfc und ebener Gnmdfl&che — auf j^ 61 , von kreiflf6:rmi g em Quer- 

*•*-* «* rt*x 
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eingedriickt wird. Zur Berechnung der Spannungen und Form&nderungen 
nehmen wir die Unterlage ale unendlich ausgedehnt an, d. h. ale einen 
Halbraum z > 0, deasen Begrenzung die Ebene z = 0 sei. Die x- und 
y-Achse legen wir bo, daB der Nullpunkt dea KoordinatensyBtems mit 
dem Mittelpunkt der Grundflache dea Stempels zusammenfallt. Um die 


Fig. 13 



Aufgabe eindeutig zu maohen, wollen wir femer annehmen, daB die Be- 
riihmngsflache zwisohen Stempel und Unterlage gesohmiert sei, so daB 
keine Schubspannungen von dem Stempel auf die Unterlage ausgetibt 
werden konnen. Mit diesen Yorausaetzungen lautet das elastische Problem 
dann folgendermafien: Die elastisehen Yersobiebungen u, v, to aind in dem 
Halbraum z ^ 0 so zu bestimmen, daB sie den Differentialgleichungen 


( 22 ) 


Au 


m dd 


m — 2 9 * 


= 0, 


, , m dd A 

Av +^2 5 ^ = 0 ' 

A . mdd 

Aw-\ - 0 = 0 

m — 2 oz 


geniigen und folgende Randbedingungen erfiillen: 

Langs der Ebene z = 0 sollen auBerhalb dea Stempels, also fiir 
a? + y 2 ^ a 8 , die Spannungen 

(23) T| fl = 0, t zv = 0, cf M == 0 


sein. Innerhalb des Kreises x 2 + y 2 = a 2 , d. h. unter dem Stempel, sollen 
die Spannungen 


(24) 


X tm - 0, Tgy - 0 


20* 
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Bern. Auflerdem ist die Verschiebung in der ^Richtung 
(25) t o = h 

konstant gleich der Tiefe, um welobe der Stempel eingedrtickt worden ist. 

Die Anfgabe lSJJt sioh. in folgender Weise auf eine gemisohte Rand- 
wertauigabe der gewohnlichen Potentialtheorie zuruckfuhren. Sind 
<Pi, <p 2 , 9a, y> Potentialfunktionen, welche also den Gleichungen 

A q> = 0 

genligen, so setzen vrii u 9 v,w in der Form 




V = <p t + z- 


an. Die Differ entialgleiohungen (22) sind d a nn erfiillt, wenn wir 

(27) 9y_ m / fl yi 0y, 8y,\ 

4 dz 3 m — 4 \ d x ' dy dz) 

nehmen. Daduxoh ist ip bestdmmt, denn fiir z = + oo soli ip verschwinden. 
Jetzt sind nooh die Funktionen <p l9 cp t3 <p 3 bo zu bestimmen, daiJ die 
Randbedingungen erfiillt sind. Zunachst mlissen an der Oberflache z = 0 
die Sohubspannnngen und t mv verschwinden. Diese sind: 


f d<Pi , 

Kdx ^ dy dz / 


(28) ** 9 z ' Id® dz ^ dx dxdzr 

T -q( dw | dv \-Q\ d <P* , d( P* , 9 V> , d%f P 

Sollen sie ttr z = 0 verschwinden, so mufl daselbst 

<h!i | 9 (f 8 + V) __ 0 

(29) 32 dx 

d <p% i 9 (y a + y) 

,8z + dy ~ U 

sein. Diese Gleichungen gelten zun&chst nur fiir z = 0, da aber die linken 
Seiten Potentialfmiktionen Hind, so mtissen sie iiberall verschwinden, wenn 
sie an der Oberflaohe Null sind. Die Gleiohungen gelten also im ganzen 
Halbratun. Differenzieren wir sie naok x und y und addieren, bo ergibt sicb 

(30) JL( d JPx i d( P%\ , 9*(y»4-y) . 9*(y» + v) __ n 

1 dz\dx dy) dx? ' 9t/* 
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oder wegen A <p a — 0 end Aip = 0 

d_ <3^ , fly, d(<p t + y >) } _ n 
9a 10® dy dz J ~ ’ 
und duxob. Integration 

(3i) d J£i i - Olll +V 1 ) 

9® ' 9y dz 

I ntegrationskonstanten fallen fort, da hn Unendliohen die Versobiebungen 
mit ibren Ableitungen versohwinden miiflaen. Setzen wir (31) in Qlei- 
chung (27) ein, so ergibt rich 

<*» - 4)|s _ _„(to + to + to\ _ _ m f 2 to + to, 

'9a \dx^dy^dz) V 9a ^ 9a/ 

oder nach Integration und einfacher Umrechnung 
f3‘21 — “*??» 


' ' V 2 (to — 1) ’ 

und Homit 

,33) g _ 9« a« 9 m 9y t 9y, 9y, , 9y _ to - 2 9y, 

9® ~ 9y 9a 9® ^ 9y ' 9a ’ 9a m — 19a 

Damit ist die Bedingung erfiillt, daB an der OberQ&cbe die Sohubspannungen 
versohwinden sollen. An den Punkten auBerhalb dee Stempels mutt dazu 
no< h a t — 0 sein. Es ist aber 

<*> '-”l£+sbM=^i$+*■£!• 

Soil fiir a = 0 a z = 0 sein, so muB also 


werden. Unter di*m Stempel ist 

(36) w— <p a — Jc, 

so daB unsere Aufgabe darauf zuriiokgefubrt ist, eine Potential fan ktion <p a 
zu finden, fiir welche an der Oberfl&obe 

f innerhalb des Stempelkreises, d. b. fiir ®* + y* o s , q> a = k, 

I auBerbalb des Stempelkreises, d. b. fiir ®* + y®> a\ = 0 


ist. 

DieBe Randwertaufgabe der Potentialtbeorie, die man als eine „ge- 
mischte“ bezeiohnet, weil siob die Bandbedingungen teilweise auf die 
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Analogic ans dor Elektroatatik 
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Funkfcionswerte, teihveise auf die Werte ibrer Normalableitung 

ist xnit einer bekannten Aufgabe der Elektrostatik identiBcb. enit^ 

man aioh eine unendKoh dtone Ereisplatte vom Radius a in der 

* = 0, deren Mittelpunkt im Koordinate nanfa ng liegt. elektriscn a ®U\ 

konstantes Potential k aufgeladen, so ist das elektrostatische Po n 

l&ngs der Platte (z = 0, a? + y* <^a») «p = k, aufierhalb deruolben Wt, 

in der Plattenebene 2 = 0 aizs Symmetriegrflnden ^ =• 0. Das elektro- 

statiselie Potential erftUlt also gerade die in unserem elastischen 
geforderten Randbedingnngen, wir benutzen deshalb die aus der ® 
statik bekannte Losnnc. Da das Potential offenbar nur von 2 un em 

Abstand r von der 2 -Ajohse abklngt, fiihren wir z und r als Zy er " 

koordinaten ein und setzen 

00 

(38) p g = J/(«) J(ar)e-*-'da, 

0 

wo / (a) eine Funktion des Parameters a ist, die so zu bestdmmen ist, daB 
die Randbedingungen erfttllt sind. Der Ansatz erfiillt die Differen ia - 
gleichung des Potentials 

■ 91 ft | ld <P* o 
0z* + 17 + r d7 

wenn J (ar) der Besselschen Differentdalgleicbung 

2i + I«i + a v -0 

9f» + r dr + a 

gentigt. J (ar) muB abo die Besselsobe Funktion nullter Ordnung des 
Arguments ar sein. 

Die Randbedingungen ftir z = 0: 

q> t — k fur 


erfordem dann: 


(39) 


dz 


r<a. 


- = 0 fin r > a 


J f (a) J (ar) da. = A- Air r^a, 
0 

06 

I J a/(a) J(ar)ia = 0 ftir r>a. 


Diese sind erfiillt, wenn wir 
,40) 


71 
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Loaung dutch Beaselfiche Funktionen 
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setzen. Die Best&tigung erhalten wit aus den Integralformeln ftir die 
Beaselsohen Funktionen (1. Bd., VIII, § 3, S. 419). Danaoh ist: 


<41) 


<42) 


oo 

f einaa T/ . , n ... . 

I —— J(ar)da= j ftir r^a. 


| BiaauJ(ar)doi = 0 

o 

1 


Vo® —r® 

Die gesuohte Potentialfunktion ist also 

oc 

2k |* sin a a 


ftir 

VI 

ft* 

ftir 

r^o, 

ftir 

r>a, 

ftir 

r<,a. 


(43) 


2 A f sin a a ,, , , 

= — l - J(a.r)e- uz dai. 

n J a 


Die Bestimmnng der Funktionen und q> t wird duroh die Gl. (29) und (32) 
geliefert. Danaoh ist: 

d<h _ _ d(< Pt + y) _ _ m — 2 d<p t 
dz dx 2(to — 1) dx ' 

^ _ d(q>, +_y) = _ to - 2_ dp, 
dx dy 2(to — 1) dy ’ 

also 

oo 

dw l * k m — 2 f sin aa T ,, .ax , 

=-r -J (ar) — e~ as da, 

dz ji wt — 1 J a v r 

o 

«a = _ * 

dx to — 1 J a v 

0 

Nun ist die Ableitung der Beaselsohen Funktion nullter Ordnung gleich 
der negativen Beaselsohen Funktion erster Ordnung [1. Bd., S. 405, (7)]. 
Also wird (mit Integration nach z): 


(44) 


<Pi 


k 

m 

- 2 

X 

f sinaa 

7t 

m 

- 1 

r 

J“ 





0 





oc 

k 

m 

- 2 

L 

C sin a cl 

n 

m 

- i 

r 

a 
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Die Deformation der Unterlage 


VIII. §4 


Olt 

Die Funktionen <*>i und <Pt gebm fto ^ 0 ^ ^ u m die 

komponenten. Bezeichnen wir also dumb den Index u, aa» 

Werte fflr * = 0 bandelt, so wild 


(46) 


u « “ n m—1 r J a 
0 
oo 

It ffl-2 y f ( ar )i a . 

*• - n m -1 f J « 


Die Venebiebuiig erMgt oflenbtt k Biohtmg dee ItadiM- We O 168 *" * 
der Badifllverschiebnng ist 


(46) 


Tt m—2 f sin a a 

— n «t— 1 J 


J x (ar)d«. 


Die Verachiebung ist mch aufien positiv gereohnet. Es^ 
to d^J»g.ti™ Werte «pbt, dJ *. to MetemL^kllctl® 

Stempel naoh innen zusammengedrtickt wird, xuoht, wie ma 
erwarten wtirde, auseinandergepreflt. .,.,- 

Die Gesamtkraft P, welche erforderlich iflt, um den Stempel n 
zudriicken, erhalten wir zu 

a 

P = — In j a t0 rdr. 

0 

Setzen wir hier den Wert fiir a g0 aus Gl. (34) ein: 

OQ * 

Qm dm, Om 2k f . 7/ v ^ 

a ~ __L zJL* =-- _ \ sinaa J (ar)rfa, 

0 »t-l 0z m —1 tt J 

o 

so ergibt sich bei Bertlcksichtiguiig von (42): 

' ' m — 1 J y a > _ T «i — 1 

oder, wenn wir Jc duroh P ausdrlloken: 


(48) 


*“ 4<?ma"’ 


XU HIW 

Damit ist unaere Aufgabe gelost. Aus den ermittelten Funktionen <p x , tp 3 . V s 
lessen sick die Verachiebungen nnd dann die Spanmmgen bereohnen. Auf 
erne ausfBbrliche Diskusaion des Besultats wollen wir verzichten. 
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Neuntes Kapitel 

Dynamische Probleme der Elastizitatstheorie 


§ 1. Die schwingende Saite 1 ) 

1. Die Dtfferentialglelchungen der schwingenden Saite. Das einfachste 
Beispiel von BewegungBVorgangen elastischer Korper lietert das Problem 
der Schwingungen einer gespannten Saite. 

Mechanisoh ist eine Saite dadnroh charakterisiert, daB jedes L&ngen- 
element nur eine Zugkraft in Richtung seiner Erstreckung tibertragen kann, 
d. h. in Riohtung Beiner Tangente. 

Wir stellen uns vor, daB die Saite durch eine Zugkraft S zwischen den 
festen Punkten A und B geradlinig auagespannt sei. Diesen gespannten 
Zustand bezeiohnen wir als „ Auagangszustand 4 4 und charakterisieren die 
Massenpunkte der Saite durcb den Abstand x, den Bio in dieser Ausgangs- 
lage vom linken Ende A haben. Bezeiohnen wir fcmer die Verschiebungen 
der Saitenpunkte in der y- und z-Richtung mit v (x) und w ( x) 9 so sind 


y = v(x) und z = w(x) 

die Gleichungen der Kurve, welche die Saite bei einer Deformation ein- 
nimmt. v und tv betraohten wir als kleinc GroBen, d. h. wir vemachlfissigen 
Produkte dieser GroBen und ihrer Ableitungen gegen linear© Ausdxlicke. 
Ebenso nehmen wir an, daB die Spannungsanderungen bei einer Defor¬ 
mation als klein gegen die Anf angsspannung 8 vemachlassigt werden konnen. 

Wir fragen zunachBt nach der Gleiohgewichtslage, welche die Saite 
einnimmt, wenn wir auf ilire Element© in der y- und z-Richtung pro Langen- 
einheit die Kraftc p (sc) und q (x) wirkcn laasen, also auf ein Stuck von der 
Lange dx die Krafte p (x) dx und q (sr) dx . Zu dem Zweck betraohten wir 
ein Limenelemcnt dx in der deforrmertcn Lage. Am Anfangspunkt a 

dx 

des Elementes sei die Tangente durch den Einlieitsvektor t = - gcgeben, 

am Kndpunkt P durch den Vektor t + d\. Hier konnen wir, wenn nur 
Verschiebungen in der y- und z-Richtung erfolgcn, das Linienelement da 
bis auf kleine GroBen hoherer Ordnung durch dx ersetzen. Dann wirkt 
auf daB Element infolge der Vorspannung S bei a die Kraft — St, bei f} die 
Kraft S (t f rft). Als resultierende Kraft des Saitenzuges 3 wirkt also auf 

d* r 

das Element die Kraft S dt = S - % ds bzw. bei kleinen Deformationen 

(L 8 


d 2 x 

S d jdx. 


Die y-Komponente des Saitenzuges wird also 

dY --=S^dx 
dx* 


l ) Niche Bd. 1, XVIII, $ 4. 
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Differentialgleiohong der sohwingenden Saite 
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die z-Komponente 


dZ = 8 


<J*10 

da? 


d x. 


Diese stehen im GHeiohgewioht mit den Belastungakomponenten p(z)dx 
in der jr-Richtung und q (*) dx in dear z-Riohtung. Das gibt die Gleioh- 
gewiohtebedingungen. 

Sj£ a dz + p(x)dx = 0, dx-)-q{x)dx = 0. 


"Wir e rhalt en daraus die Bewegnngsgleiolmngen, iuflwm wir am den aufieren 
Kr&ften die Tr&gheitswiderstfinde zuffigen. 1st ft (as) die Masse der Saite 
pro L&ngeneinhjeit, so hat daa Element der L&nge dx den Tr&gheitswider- 
stand 




— Masse. Besohleunigung = — p [x)dx bzw 


. ,, d*w 
■ ft (z)dx • 


Damit erhalt en wir ala TtiffaT imtiftlglAin hTiwgATi dgj Bewegung naoh KtLrzung 
duroh dx 


3 >(*» 0 — PW-jyp ~ °> 
0 d*w . . .. , s d'w n 

8jg + q(x,t)-n(x) j¥ =0. 


p und q kftnnen, wie die Sohreihweise andeutet, anch you.der Zeit t ab- 


Wir wollen nun die sogenannten freien Sohwingungen der Saite 
untexsuohen, d. h. die Bewegungen, die die Saite naoh einer anfSnglichen 
Storung des Gleichgewiohtes ohne weitere Wirkung ftufierer Krhfte aus- 
ftthrt. Setzen wir demgem&B in den Differentialgleiohungen die aufieren 
Krafte p und q gleioh Null, so bekommen wir die Differentialgleiohungen der 
freien Sohwingungen 


(1) 


8 

S 




9 a v 
3?’ 
d* w 
di 1 ‘ 


Yon der Etobwerkraft konnen wir absehen, denn aus der Linearitat der 
Gleiobungen folgt, daS die freien Schwingungen siob der von der Schwer- 
kraft bervorgerufenen Deformation einfaoh tiberlagem, also von der 
Schwerlaraitwirlning unabhangig sind. 

In den Gl. (1) Bind die beiden Yeracbiebungskomponenten vollstandig 
getrennt. Die Form der Gleichungen ist fiir v und w die gleiche. Ebenao 
sind in beiden Fallen die Rand- und Anfangsbedingungen dieselben, welohe 
zu den Differentialgleiohungen hinzutreten, nanai^h folgende: 
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An den Enden der Saite, also ftix x = 0 and x = l ist ftlx alle Werte 
von t v == 0 and to = 0. Zui Zeit t = 0 ist l&ngs der Saite L&ge and Gte- 

scbwindigkeit vorgesohrieben, d. b. v, , to and sind als Fonktion 

von x fiir 0<j l gegeben. 

Naob dem Qeeagten geniigt es, wenn wir uns mit einer der Kompo- 
nenten beaoMftigen, etwa mit v. Wir betraobten zunaohst den Fall bei 
konstantem /t. Wir aetzen 



and baben also die Aufgabe, die Differentialgleiobong 


(3) 


d*v _ , d a v 

m* ~ c hi? 


zu integrieren, mit den Nebenbedingungen 


( 4 ) 

(*) 


[ fiir 

x = 0 

ist 

© 

II 

fttr alle Werte t ^ 0, 

\ „ 

x = l 

99 

II 

o 

99 99 99 1 ^ 

»> 

t= 0 

99 

V = /(*) 

•9 „ O^x^l, 

99 

t = 0 

99 

dv . . 

51 -*(■>> 

99 99 99 0 X^l. 


2. Die Methode der Relhenentwicklung. Da die Differentialgleiohiing 
und die Randbedingungen fiir die Saitenbewegung homogen und linear 
in der abhangigen Yariablen v Bind, so stellen wir zunaohst fest, daB ein 
aus irgendwelchen Partikularlosungen v l9 v 2 usw. mit konstanten c r 
gebildetes Aggregat C\V± c 2 v 2 wieder eine Loaung der Differential- 

gloichung ist. Wir best imm en deshalb zunachst partikulare Losungen der 
Differentialgleiohung, indem wir fiir v den Ansatz machen: 

(6) v = P (z) • 2 (0. 


wo p nur von x , q nur von t abhangt. 

Durch Division mit *pq erhalten wir 
gleichung (3) 

1 d*q _ . 1 


dann auB der Differential- 


J _ 

q dt* p 


dx 1 


Da in dieser Gleichung die linke Seite nicht von x, die rechte nicht 
von t abhangt, so kdnnen beide Seiten nur einer Konstanten gleioh sein, 
die wir ipit — v 2 bezeiuhnen. Es wird also: 


<Pq 


| .3 _ i\ 


d-p . 
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PartdknlarlflBungen 


IX, § 1 


Die Losungen dieser Gleidmngen. sind: 

q = coe v ( oder sinvt, 

vx , . vx 

p — cob — oder sin.- 

r O 0 

Wenn das Produkt pq der Bandbedingung genligen soil, naoh weloher 
zu alien Zeiten t Anfangspnnkt tmd Endpunkt der Saite festgehalten 
sein 8ollen, so ko mm en fiir p nor solobe Sinnsfunktionen in Frage, fiir welohe 

( 7 ) vl = cm t 

ist, wo « irgendeine gauze Zahl ist, die wir positiv annehmen konnen. 

Wir erbalten anf diese Weise also als Fartikularldsungen, die die 
Differentialgleiohung (3) und die Bandbedingung (4) befriedigen: 

(8) p — sin —und. q = d n cos-y -1 + B n sm —y— *, 

ana denen wir, da die Differentialgleiohungen linear sind, eine allgemeinerere 
Losung mit den willkiirlichen Konstanten A n und B n in Form einer endliohen 
oder unendlioben Reihe: 

. —- nnx < * _ . . nnc 

(9) v(x 9 t) = —{A n cosv n t + B„amv n t|, v n = — 

herstellen konnen, welche die Randbedingungen v = 0 fiir x = 0 und 
x = 2 erftQlt. Wir werden gleich sehen, wie die zunachst willkiirlichen 
Konstanten A n und B n zu besthnmen sind, wenn zur Zeit t = 0 die Saite 
eine bestdmmte Lage iynrl eine bes timmt e Gesohwindigkeit haben soli. 
Zun&ahst wollen wir aber die durch die einzelnen Glieder der Reihe dar- 
gestellten Sohwingungen etwas naher betraohten. 

Eine Sohwingung der Form 


nvz x 

(10) = sin—j—{d, cos v„i+B, sin 

wofiir wir mit C n = 1 A * + -B, und tg y n = B n /A n auoh 


(11) v n (®, t) = C n sin cos (v n t-y n ) 


sobreiben konnen, ist eine harmonisohe Sohwingung, d. b. jeder Punkt 
ftthrt eine haimoniscbe Bewegung aus, und zwar derart, daB alle Punkte 
gledobzeitig ibren Hoohstanssoblag erreiohen und alle Punkte gleiohzeitig 
durob die Nullage bindurobgeben, namlioh dann, wenn der cos (v n t — y n ) 
gleich 1 bzw. gleich 0 ist. Die Sehwingungsdauer dieser periodisohen 
Bewegung ist 


( 12 ) 


T n 


Q,n _ 21 

~v^~nc’ 
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I hr reziproker Wert 
(13) 


Vn = no 

2 7t 2 1 


iat die Schwingungszahl, d. h. die Zahl der in der Zeiteinlieit (der Sekunde) 
ausgefiihrten Schwingungen. Von dieser Zahl hangt die „Tonh.6he“ ab. 
Wir sehen, daB eine gegebene Bait© nioht mit jeder Schwingungszahl solohe 
fiarmoniflohen Schwingungen ausfiihren kann, sondem nur mit denjenigen, 
die wir aus (7) erhalten, indem wir der Reihe naoh ftix n die ganzen.Zahlen 
einsetzen. Fiir w = 1 erhfilt man den tiefsten Ton, den die Saite geben 
kann, den sogenannten ,, Grundton". Die iibrigen heiBen die „harmoniaohen 
Obertone". Fiir n = 2 erhalt man die Oktave des Grundtones, fiir n = 3 
die Quinte der Oktave, fiir n = 4 die zweite Oktave, fiir n = 5 die groBe 
Terz der zweiten Oktave. 

Aus (11) ersehen wir noch, daB, wenn x ein Vielfaohes von l/n iat, 
v fortdauemd gleich Null bleibt. Die Saite teilt sich also bei der n-ten 
harmonischen Schwingung in ngleiche Teile, deren jeder fiir sioh so 
Bchwingt, wie wenn emo Saite von der Lange l/n mit ihxem Grundton 
schwingen wiirde. Die Teilpunkte 

(*-"■ 


heiBen die Knotenpunkte. 

Unsere Formeln zeigen die Abhangigkeit der Hohe des Grundtones 
von der L&nge, der Spannung und der Masse der Saite. Die Konstante C n 
(11) heiBt die Amplitude der Schwingung. Ihr Quadrat bestimmt die 
Starke oder Intensitat des Tones. 

Wenn wir mehrere Partikularlosungen zu einer Summe vereinen, so 
erhalten wir kompliziertere Schwingungsformen der Saite, bei denen der 
Grundton und mehrere dor harmonischen Obertone zusammenklingen. 
Von der relativen Starke dor Obertone hangt nach Helmholtz die Klang- 
farbe ab. 


3. EinfBhrung des Anfangszustandes. Wir setzen jetzt die Losung des 
Problems der schwingenden Saite wieder in der Form (9) 

p(x, J) ■= S sm {A n cos v n t + B n smv n t} 9 = 

an, und verlangen, daB die Konstanten A n und B n so bestimmt warden, 
daB fiir t = 0 die vorgcgobene Anfangslage (5) 

v (x, 0) = / (x) 
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und Anfangagesahwindigkeit (B) 


<?«(*, 0 ) 

dt 


= ff(*) 


angenommen wild. Es muB dann 

(14) f(x) = S 

i 1 

und 

no 4-, » • nnx 

(15) }(*) = 

werden. Die Anfgabe, die Koeffizienten A n und B n zu bestimmen, ist 
also daxaui zurtiokgeftthrt, die gegebenen Funktionen g (x) und h (x) in 
trigonometmebe Beihen zu entwiokeln, d. b. in spezielle Fourierreihen 
(vgl. 1. Bd., Kap. IV, § 4). Danaob wild 

i 

(16) A n = j j / (*) ain dx, 

0 

(17) B n = ~ j ?(*)sm~(I®. 

0 

Mit der Bestimnmng dieser Eoeffmenten ist die Aufgabe der Bestimmung 
der Saitenscbwingung voUfit&ndig geloet. 


4. Die d 9 Alembertsche Form der Lttsung. Die eben gegebene Losung 
gehtauf Daniel Bernouilli zuriiok 1 ); sobon friiher hatte d’Alembert 2 ) 
eine Loeung angegeben, die man direkt gewinnen kann, die wir aber aus 
der Bernouillischen Form hexleiten wollen. 

Ztmaohflt erweitem wir den Definitionsbereich. 0<gx^l der Funk- 
tionen / ((c) und g (x) dadurch, daJS wir / und g fiir alle Werte von x duroh 
ihre Fourierreilien defimeren. / (z) und g (x) aind danaob ungerade perio- 
disobe Funktionen von der Periode 21, d. h. es ist • 

#ig\ |/(—*) = -/(*). ?(—*) = -?(*); 

I / (® + 2 1) = f (x ), g (x + 21) = g (a). 


x ) Mdmoixea de l’acad&mie de Berlin 1768. S. 147. 
*) Ebenda 1747, S.214. 
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Mit Hilfe bekannter trigonometrifloher Umformungen sohreiben wix 
jetzt die Losung: 


Nun ist 


. . . nil in | . n jivi, , _ . njlOt | 

V (x, t) = sm — M„ cos —j-|- B„ Bin —y—J 

1 a f • ««(» — ct) , . »jr(a: + ci) 
= j2i.(an-^-Z + Bm —1 — 




»?r(a;— of) «n(® + ei) 


/W-24 Bin^, 


Ferner ist 


f(x — ct) = ^liA.ain ^” --|—— 
/(x + c«) = S-^nBin— 

9 (£) = 2 B„ ^ sin , 


| = -c2B„ {cob - 


»w(* + ct) 


-- — cos 


W7t(® — Ct)) 


Wir erhalten damit als neue Form der Losung: 


Cl 

(19) o(x,t) = j\f(x-ct)-{ f{x + ct)\ + ^ | 

x — et 

Durch direktes Ausrechnen bestatigt man, dafi diese Losung wirklioh 
die Diffcrcntialgleichung befriedigt, wenn / zweimal und g einmal diffe- 
renzierbar ist; im iibrigen konnen / und g willkurliche Funktionen sein. 
Die Randbedingung v = 0 ist fiir x = 0 erfiillt, weil / und g ungerade 
Funktioncn sind; fiir x = l aus dem gleichen Grunde und wegen der 
Periodizitat. Die Rechnung sei angedeutet; es ist: 

/ (Z -h 6t) — f (2 l — l -f- ct) = / (— l -f- ct) ~ — f (1 — ct) 9 

ebenso n , , v n 

g (l + ct) = -g(l — ct) y 

also i + P t 

= 0 , 


v (l) = 0. 
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Die Benutzung dieser Beziehungen geatattet uns nooh einerL allgemeinen 
Schlufi. Wir bemerken zunaohst nooh, dafl fiir die ung erade periodisohe 
Funktion g 

** as + * I 

= also f ? (f)<Zf = 0 

0 x 

ist. Wir konnen also in den Integrationsgrenzen 2 l beliebig hinzufiigen 
odor abziehen. VergroBem wir jetzt t um Tj 2 = Z/c und schxeiben 

x — Z — x, t* = t -f- Z/c, 

so wird: 

J-s + cJ + i 

j{f(l-x-ot-l)+f(l-z+ot+l)} + ±- j g(£)d£, 

l — x — ct— l 

1 *“ Ci 
i{/(-®-et)+/(-*+ct)| + ^ f g(?)dp,? = - f, 

* + C< 

I * + Ct 

-j{f(x + ct) + f(x-ct)\-l- j g(e)d? t 

X — Ct 


( 21 ) v(l — zj+l/c) = —v {x s t). 

Wir erkennen, daB nach der Zeit Z/c an der Stelle Z — x die entgegen- 
gesetzt gleiche Verschiebung berrscht, wie zur Zeit t = 0 bei z. Es er- 
scheint also naoh der Zeit * T /2 = Z/c der Ausschlag in doppelter Weise ge- 
spiegelt, einmal von reohts naoh links, dann von oben naoh unten. Bin 
gleich.es gilt fiir die Geschwindigkeit, wie man duich Differentiation sofort 
erkennt. 

5* Die endlose Saite* Wenn wir die Befestigungspunkte der Saite 
ins TJnendliche rficken lassen, also die endlose Saite betraohten, so fallen 
in der d Alembertschen Losung (19) die Bedingungen, periodisch und 
ungerade zu sein, fiir die Funktionen g und / fort, es bleiben nur die Be¬ 
dingungen der Differenzierbarkeit librig, sonst sind / und g ganz will- 
kflrlioh, mtissen nur jetzt von vomherein fiir alle Werte des Arguments 
gegeben sein. Yon der allgemeinen Losung betraohten wir zunaohst den 
einfachsten Spezi&lfall: 

( 22 ) 



v = f(x+ ct). 
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Die hierduroh dargestellte Bewegung stellt uns eine ,,Welle” dar, welohe 
xnit der Gesohwindigkeit c naoh riiokw&rts iiber die Saite lauft. Legen 
wir n&mlioh zur Zeit t das Koordinatensystem am das StHok ct naoh 
rtiokwarts: xl = x + ot, bo ist in bezug auf das neue Koordinatensystem 
die Gestalt der Saite 

(23) v(t) = f(xf) 

die gleiche wie zur Zeit t = 0 in bezug auf das urspriingliche System 

v(0) = f (*). 

Ftir einen mit der Gesohwindigkeit c nacb rfickwarts sich bewegenden 
Beobaohter wird also die Gestalt der Saite stets die gleiohe sein. Wechseln 
wir das Vorzeichen von c: 

(24) v = f(x- ct), 

so erhalten wir das gleiche Ergebnis, nur lauft die Welle jetzt vorwarts. 
Setzen wir 

(25) <?(£) = ^ Jjf(f)*ft 

so konnen wir die allgemeine Losung in der Form 

(26) v (x, t) = {/ (* + ot) + 0 (x + ot) + / (x — ot) — 0 (x — ct)) 

schxeiben und erkennen, dad sie sioh aus einer rtickwartslaufenden Welle 
(26') v x (x, t) = £ {/ (x + ot) + 0 (x + ct)) 

und einer vorwartslaufenden 

(26") v a (*, t) = i {/ (x - ct) - 0 {x - ct)) 

zusammensetzt. 

Wir wollen zwei Spezialfalle noch etwas genauer betraehten, daB 
einmal die Saite aus einer Anfangslage olme Geschwindigkeit losgelassen 
wird, dann, daii sie mit gegebener Anfangsgesehwindigkeit ibre Bewegung 
aus der Geraden beginnt. Im besonderen wollen wir dabei voraussetzen, 
daB sich die Storung zu Beginn auf ein endliches Gebiet — a< x<^ -I- a 
zu beiden Seiten des Koordinatenanfangs besohrankt. 

Ist / {x) die Anfangslage, auB weloher die Bewegung ohne Gesohwindig- 
keit beginnt, so ist 

(27) v (x, t) = i f (x + ct) + i f (x - ct). 

Das bedeutet, daB die Halfte der Storung als Welle naoh reohts, die andere 
Halfte als Welle naoh links fortlauft. Fig. 14 zeigt einmal die Anfangs- 
storung, dann die Lage nach einer gewissen Zeit t, wo die Storungen — 
auf die Halfte verkleinert — nach rechts und links fortgeriiokt sind. 

Miiea-Prank, Dlffuroutift]0lelohuugan. II 21 
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Beispielc 
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1 st zweitens g (a?) die Anfangageschwindigkeit einer Bewegung, welohe 
ana der Glrichgewiohtalage beginnt, so ist 

arc t 

( 28 ) v(x,t) = ^ j g(£)if. 

a — ct 

Da die Stftrung rich zu Begmn (t = 0) auf die Streoke von x = — ct 
bis x = + a beschi&nkt, so werden rich zn irgendeiner Zeit t alle diejenigen 
Punkte in Ruhe befinden, fiir welohe lrnlra x + ct < — a, reohts x — ct 
> + a ist. Erst wenn links x + ct = — a, reohts x — ct = + a wird, 
reioht das Integrationrintervall in den Bereioh von — a bis + a hinein. 


Eig. 14 



fiir welches g (f) ^ 0 ist. Die Stoning pflanzt rich also von den anfang- 
lichen Grenzpnnkten x = a nut der Wellengeschwindigkeit c naoh 
reohts nnd links fort. Ist t so groB, daB links z + ct^ + a, reohts 
x ct a ist, d. h. fiir ct | x | -f- ct, so sohlieBen die Integrations- 
grenzen das Gebiet von — a bis + a vollst&ndig ein, und es wird 

»+ei +o 

(29) v(x,t) = 27 { 9(£)df = ^ j ?(f)if ^ konst. 

n~ct — a 

Die Bewegung geht also so vor sioh, dafl von der Mitte aus eine Yersohiebung 
naoh. reohts und links lauft, derart, daB ein Punktbis zurZeitt = 

in Rnhe bledbt. Yon t = — - bis t = - a wSohst die Versohiebung 

+ A 

an bis sum Betrage ^ j g (f) if und bleibt von da an konstant. In Kg. 15 
• . ~~ a 

ist gr (f) gestrichelt, der Aussohlag v ausgezogen gezeiolmet. 
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Unstetigkeiten 


6 . Unstetigkeiten. Wir hsben biflher ausdrtioklioh die Forderang 
gestellt, dafi die Funktion f ( x ) and g (x) stetdge Funktdonen von x sein 
sollten. Es kommen aber in den Anwendungen Fftlle vor, welobe zweok- 
mafiigerweise durob Unstetigkeiten in diesen Funktdonen dargestellt werden. 
Wir erinnem an das Beispiel der gezupften 3aite: Denken wir uns eine 
gespannte Saite dnrch eine Einzelkraft an einer bestimmten Stelle aus der 
Gleiohgewiohtslage abgelenkt, so erhUt 
sie eine Anfangslage, wie sie etwa Pig. 16 
daretellt. Am Angriffepunkt der Einz el- 
kraft ist f (a), d. h. die Tangente an die 
Anfangslage unstetig. (KB. Eine TJn- 
stetigkeit des Anfangsaussohlages / (x) 
selbst ist natiirlioh ausgeschlossen, wenn der Zusammenhang der Saite 
gewahrt bleiben soil.) Man wird von vomberein vermuten, dn.B unsere 
Losungen auoh fiir diesen Pall giiltig bleiben, denn die Konvergenz der 
Reibenentwioklung bleibt bestehen, und die d’Alembertsohe Losnng 
bleibt formal sioher anwendbar. Ehe wir uns von der Bereohtigung 
dieser Anwendung iiberzeugen, wollen wir die L 6 sung betraohten. Wir 
erhalten die Bewegung der Saite, indem wir eine Welle, wie sie Pig. 17 
zeigt, von links naoh reohts liber die Saite laufen lassen und ihr eine 


Pig. 17 



Pig. 16 




gleiohe Welle liberlagem, welobe von reohts naoh links lauft. In irgend- 
einer Stellung der beiden Wellen gibt das Mittel der Ordinaten fflr irgend- 
einen Wert von x den Aussohlag der Saite an. Man erhalt als Aussoblag 
fflr irgendeinen Zeitpunkt t einen Streokenzug, der sioh aus zwei oder 
drei Stiioken gerader Linien zusammensetzt. Der Kniokpunkt der An¬ 
fangslage teilt sioh bei Beginn der Bewegung in zwei solohe, die sioh 
naoh vorwarts und rtiokwarts mit der Gesobwindigkeit c fortbewegen. 

Den Beweis fiir die Anwendbarkeit unserer Gleiobungen auoh in 
diesem Falle verdankt man ChriBtoffel 1 ). Er beruht auf dem direkten 

1 ) Untersuohungen liber die mit dem Fortbeetehen liaearer partiel ler Di fferen- 
tia]gleiohungen yertr&gliohen Unfitetigkeiten. Annali di Matematioa VUE, 1876. 
Ges. Abh. 2, 551. 
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Christoffels Methode 


EX, §1 


Ans&tz der Newtonsohen G-mndgleichiing (bzw. des Impulssatzes) fiir 
ein Massenteilchen, fiber weloh.es ein Knick hinwegl&uft, £ sei die Abszisse 


Fig. 19 



aufeteigenden als auoh anf dem 


des Knickpunktes K. Bewegt sioh 
der Punkt K mit der Gesohwindig- 
keit a naoh vorwarts, so lauft er 
in der Zeit dt fiber ein Stfiok 
df = adi hinweg. Zunaohst for- 
mulieren wir die Bedingung, daB 


der Kniokpunkt K sowohl anf dem 
absteigenden Aste der t>-Kurve liegen 
muB. Wir bezeiohnen die Anssohl&ge Buka yon K mit v l9 rechts mit 
nnd erhalten die Versohiebung dv des Knickes in der Zeit dt 




dt 


oder 

(30) 


dx 


dt 


dt 


dVi dv, dv, dv, 
dx dt “ + ai' 


dx 1 dt 


d.h. der Ausdruok + muB stetig bleiben. Wahrend des ttber- 

ganges tfber die Untetigkeitsstelle bat das Langenelement df folgende 
Kraftwirkung erfahren: Von links her wirkte die Spannung S mit der 

Neigung ~Q^- B®?® 1 die Horizontale, also senkreobt zur Saite die Kraft- 
dv 

komponente 8 -g- 1 • Ebenso wirkt infolge des Zuges S von rechts her 
eine NormalkraJt S insgesamt 


l( d l» - dv A 
\3* dxy 


Anf das Element df wirkt diese Kraft in der Zeit dt, so daB die gesamte 
StoBwirknng 



kfc. Diese haben wir dem Impnlsgewinn des Elementes gleichzusetzen. 
Da das Element von dem reobten anf den linken Ast wandert, ist dieser 
Impulsgewinn 


dv,\ _ _ , .(dv, dv.\ 
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(ft = Masse pro L&ngeneinheit). Wir erhalten daraus als zweite Bedingung, 
indem -wir wie frtiher S = ft <? setzen, die Gleiohung Impulsgewinn 
= Stoflwirkong 



dv,\ (dv, dv t \ 
dx)~ a \dt dt) 


oder 


( 31 ) 


.dv, . dv, „9t>, dv a 


Dec Vergleioh mit Formel (30) ergibt dans munitfcelbar 


e® = a® oder a = ± c, 


d. h. ein Rnickpunkt kann nur mit der Wellengesoliwindigkeit c naoh 
vorwarts oder riickwarts fortschreiten. 

Bezeichnen wit den Sprung in der Neigung mit 


(32) 



9«, 

9^’ 


und den Sprung der Gesohwindigkeit mit 


(33) a{g) = |2s 

so liefem unsere Gleichungen: 


dv^ 

dt’ 


(34) 


oor(n)+o(g) = 0, 
c* a (n) + a a (g) = 0 


g(g) 

(nj 


±o, 


es muQ also der Geschwindigkeitssprung zu dem Neigungsaprung in einem 
ganz beHtimmten Verhaltuis stehen. 1st diese Bedingung nicht erftillt, 
•a H. worm wir cine Saite durob eine Einzelkraft ablenken und ohne Qe- 
Hohwmdigkoit loslasscn, ho dall zwar cin Neigungsaprung, aber kein Qe- 
whwindigkeitswprung an der Unstetigkeitsstelle eintritt. so miisaen wir die 
Urwtetigkeit als Summe zweier Kniokc auffassen, von denen der eine von 
links naoh rechts und der andere von reobts nacb links lauft. Sind a (n) 
und a (g) die vorgegebenen IJnstetigkeitcn der Neigung und der Gesohwin- 
digkeit, a 1 (n), a, (g) und <r a (n), er a (g) die Spriinge ffir die vorwarts- 
(a - c) und riickwarts- (a = + o) laufenden Unstetigkeiten, so haben 
wir zur Bestimnmng von <r 1 (»), ( g ), er 2 (n), cr s (g) die vier Gleiebungen: 

| c«r x (n) — a x (g) = 0, (n) + <r s (n) = a (n), 

l c.a t (n) + ff a (g) = 0, <r x (g) + a t (g) = a (g). 

Priift man die d’Alembertsobe Losung, so sieht man (ebenso wie bei den 
Reihenentwicklungon), daJJ sie die Unstetigkeitsbedingungen erftillt, also 
ohne weiteres auf diesen frliber ausgesohlossenen Eall ausgedehnt werden 
kann. 



Beispiel: Violinsaite 


IX, gl 


BeispieL Wir konnen in maoben Fallen die Bewegung einer Saite 
time die allgememe Tbeorie mit Benutzong der Bedingnagen fftr die Be- 
wegung der Unstetigkeiten gewinnen. Dies soil das folgende Beispiel zeigen. 

Wir bemerken zonaohst, dafl die Diffe- 
rentialgleiolmng der Saitenbew egnng 

identified befriedigt ist, wenn v ( x , t) so- 
wobl in bezng anf x als auf t tine 
lineare Fnnktion ist. Efl bestebt dann 
die Gestalt der Saite in jedem Angen- 
bliok ans geradlinigen Streoken. Wir 
betraebten den Fall, daS siob die Saite nnr in zwei soloben Streoken 
teilt .tmd also die beistebende Gestalt bat (a. Kg. 20). Da v in x nnd t 
dv 

linear ist, so mufi 57 sine lineare Fnnktion von x sein, also 


Jig* 20 



(36) 


d Uj . _ 


9«j 

dt 


o>j(Z- x) + «a- 


Die Integiationskonstanten a t nnd a B verscbwinden, da fiir den linken 

Ast bei x — 0 nnd fttr den molten bei x — l versobwinden mufl. Die 

Bewegnng der beiden geradlinigen Streoken besteht also in einer Drebung 
mit den Winkalgeeohwindigkeiten co 1 nnd a> t um die beiden Bndpnnkte, 
als ob die Streoken starxe Stftbe waren. Dnrob Integration erbalten wir die 
Versahiebung 

(37) ^ = m 1 x (t — t 0 ), = — x)t 


(to = Integrationskonstante). Die Absasse f des Kniokpunktes K liegt 
da, wo v x = v t ist, es ist also 

(38) | = 0>ilt 


(ffli + fflo)* — <V 0 




Der Kniokpmnkt soil siob mit konstanter Gesohwindigkeit ^ 


4- e 


bewegen. Das ist nor mogliob, wenn im Nenner die Gbeder mit t fortfallen. 
Es wird also 

(39) co 1 = — co i — a 

sein, nnd 


<«) n = i = f = ±»‘- 

Mit dem positiven Vorzeiohen erbalten wir 


*0 — Ifa 

(41) v x = (ux{t — l/o), 

. v t = — o> (Z — x) t. 
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Aub der Abszisse £ = of des Kniokpunktes erhalten wir die Ordinate 
(42) 

c 

d. h. der Kmokpunkt lauft mit konstanter Horizontalgesohwindigkeit vom 
linken. zum reohten Endpnnkt auf einem Parabelbogen. Die geradlinigen 
Yerbindungen des Kniokpunktes mit den Endpunkben liefa™ die Aus- 
sohlagefigur der Saite. 

1st der Kmokpunkt am reohten Ende angelangt, so springt seine Ge- 
aohwindigkeit von c auf — c; er wandert auf dem Parabelbogen 

<«> , = ^o_f 


der zu dem vorher durchlaufenen symmetrisch liegt, zum Anfangspunkfc 
zuriick. Bei dieser Umkehr bleibt die Gesclrwindigkeit der Saitenpuukte 
stetig. 


Betrachten wir die Gesohwindigkeit eines gegebenen Punktes der Saite, 
ao Behen wir aua unaeren Eormeln, daJ3 er sioh mit gleiohm&Biger Gesohwin¬ 
digkeit abwarts bewegt, = — co (l — sc), solange der Ejoiokpunkt 
aich zu seiner Linken befindet. Liegt derselbe zu seiner Reohten, so bewegt 
der betraohtete Punkt sich mit der Gesohwindigkeit = cox aufw&rts. 


Lauft der Knickpunkfc liber ihn hinweg, so springt seine Gesohwindigkeit 
von dem positiven auf den negativen Konstantwert bzw. umgekehrt. 

Naoh Helmholtz bewegt sich nahezu naoh diesem Gesetz eine 
Violinsaite. Der Bogen erteilt dem gestrichenen Punkte der Saite eine 
Bcwegung, wie sie bier besohrieben wurde. 


§ 2. Schwingungsprobleme und Integralgleichungen 

1. Ableitung der Integralgleichung 1 ). Wir wollen jetzt dazu tibergehen, 
die Methode der Integralgleichungen zu erlautem, die wir als eine Yer- 
allgemeinerung der Methode der Reihenentwioklung naoh Partikular- 
losungen betrachten konnen. Wenn wir sie zunaohst an dem Beispiel der 
sohwingenden Saite mit festgehaltenen Endpunkten entwickeln, so konnen 
wir vor alien Dingen die Einsohrankung iiberall gleicher Dichte fallen lassen. 

Wir gohen aus von dem Falle einer statischen Belastung. Es wirke 
auf das Langenelement dx der Saite die Belastung q .dx (q — Belastung 


«) Siehe 1. Bd., XI, § 1, 8. 



Statisohe Betrachtung 
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pro LSngenemlieit). 1st v die Durobbiegung der Saite unter dieser Last, 
so verlangt das Gleiohgewicht an dem Element dx naoh § 1,1: 


( 1 ) 



= -?(*)■ 


Wir bemerken zun&ohst, da& sioh wegen der Linearit&t der Diffe- 
rentialgleiohung und der Homogenit&t der Kandbedingungen (v = 0 flir 
x = 0 und x = I) die Durohbiegungen der Saite addieren, wenn wir ver- 
sohiedene. Belastungen superponieren; d. h. wenn die Belastungen Ji(*) 
nnd q t (x) die Dorobbiegungen (x) nnd v t (x) hervorrufen, so bewixkt die 
Belastung J — Jx + die Durobbiegung t> =» i>x + v t (Superpositions- 


gesetz). 

Einzellast. Wirkt an der Stelle £ eine Einzellaat Q = 1, so besteht 
die Defozmationsfigur ans zwei geradiinigen Stticken; von x = 0 bis 
x = £ ist 


( 2 ) 


F,(*) = 


y (D* 
f • 


von x = £ bis x == l: 

(3) V % (x) = 

and das Gleiobgewioht erfordert 


ym- if) 

i-f 


w 




Das ergibt: 

(5) 


F(£) = 


si 


Diese Gleicbtmg liefert nns die Deformation: 

[ links der Last, d. h. x ^ £ V (as, £) = 


( 6 ) 


rechts der Last, d. h. x [> £ V ( x , £) =• 


*(!-« 
SI ’ 

*(*-*> 

SI 


Wir bezeiobnen die Dnrobbiegungen mit V (sc, £), um die Abhangigkeit 
von der LasteteUnng anzndeuten. Wirkt an der Stelle £ niobt eine Last 1, 
sondem eine Last P, so ist die Durobbiegung bei x die P-faobe 


p y (®. £) = 


P*(l-£) 

SI 


bzw. 


P £ (I — *) 
Bl ' 


Wirken an den Stellen £ lf £ s , £ s usw. die Lasten P lf P a usw., so super- 
ponieren siob die Durobbiegungen und wir erbslten 

o(*) = S F(s, £,)P». 
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Haben wir stetig verteilte Lasten, derart, daB auf das Stiiok d£ eine Last 
g(£)d£ wirkt, so geht die Summe in das Integral 

i 

(?) v(x) = J 7(*,£) 3 <f)df 

0 

iiber. DaB diese Losung die Differentialgleiolmiig befriedigt, kann direkt 
beatatigt werden. Wir Bchieiben: 


also wird 


= J V(x,£)q(£)d£+\V{x,£)q{£)d£, 
0 0 


Nun ist im ersten Integral 

x S> f, also 
im zweiten Integral 


dV(x,5) _ 
dx “ SI 3 


also wird 


und somit 


s d* £Z ’ 


8 dv = _ f + [(*-*) gtf)<gg 

dx J l J Z 


C <Z S »> . , 

5 d/ a ” ' 


die Differentialgleiehung ist also tatsachlieh erfullt. 

Die wiehtigste Bigensehaft der Funktion V ( x , £) ist ihre Symmetrie 
in bezug auf x und £. 


( 8 ) 


V (sc, f) = 7 (£, x), 


d. h. eine Lastl, welohe bei £ wirkt, ruft an der Stelle x die gleiche De¬ 
formation hervor, die an der Stelle £ hervorgerufen wird, wenn die Last 1 
bei :r wirkt. Zum Beweise setzen wir einmal x — h, £ = k (h<k), dann 
wird: 


V(h,k) = 


h(l — k) 

SI 


Zweitens setzen wir x = k, £ = h, x > £, und es wird: 


V (A, A) = 


A (Z — k) 
SI ’ 
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alBO ’ V(k,h) = V(h,k), 

'wie za beweisen war. 

Die Integralgleiohimg ftir die Saitenbewegung erhalten wix durdh 
die Anwendnng dee d’Alembertsohen Prinripa. Dieses sagfc ans, dafi in 
jedem Augenbliok die Saite im Gleichgewioht ist, wenn wir die Tragheits- 
widexstfinde wie &nSere Kr&fte anbringen. 

Wie maohen nun von vomherein ftir die Bewegung einen naoh der 
Zeit periodisohen Ansatz: 

{9) v ( x, t) — <p (*) oos v t. 

Ein Element von der L&nge dx hat die Masse pdx (n = Masse pro LSngen- 
flinheit an der Stelle x) und erleideb eine Besohleunigung 

(10) ^4 = - v® ?> (®) cos vt. 


Der Tr&gheitswiderstand ist also: 


— nix-Q-p ~ o® n <p (®) cos v tAx, 


oder pro Langeneinhait: 

(11) v*/tp(®) oos vt. 

Dieser Tragheitswiderstand ist als Belastung q in die Gleiohgewiohts- 
gleiohung (7) i 

o = j7(®,£)?(e)df 
0 

einznsetzen. Dec Faktor oos vt hebt sioh reohts und links heraus, und 
fftr <p ergibt sioh die Integralgleiohimg'. 

(12) ?>(*) = o*jF(®, (£)?(£) <U, 

0 

also eine homogene lineare Integralgleioh-ung. Ist die Masse niolit iiberall 
die gleiohe, so ist der Kern dieser Integralgleiohimg niolit symmetrisoh. 
Man gelangt aber za einer Integralgleioluing mit symmetriBohem Kern, 
wenn man die Integralgleioluing (12) reohts and links, mit V p (®) multi- 
pliziert, was stets znl&ssig ist, da /x positiv ist. Setzt man jetzt 

( 13 ) y>{x) = <p (x) yfjx (®), 

(14) K (x, 0 = 7 (x, 0 V/i(®)A*(f) = K (f. *)> 


so erhalt man ftir die Funktion ip die Integralgleiohimg, 
ip(x) = v»j K(x,Ov(£)d(, 


(15) 
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deren Kern K (x, £) — K (£, x) symmetriaoh ist. Naoh den aUgemeinen 
Satzen (s. 1. Bd., XII, § 8) ist diese Integralgleiobuiig niobt ftkr beliebige 
v*-Werte losbar, sondem nnr claim, worm v 2 mit einem der Bigenwerte des 
Kernes K (x, f) libereinstimmt. Die Saite harm also niobt mit drier be- 
bebigen Sohwingungszahl periodisobe Sobwingungen ausflibren, sondem die 
moglioben Sobwingungszablen bilden als Quadratwurzeln der Eigenwerte 
eine diskrete, sioh im Endiiohen nirgends baufende Folge, die 'wir naob 
waohsender Grbfie geordnet mit v lt v s , v 8 usw. bezeichnen. Die zuge- 
borigen. Eigenfunktionen der symmetrisierten Integralgleiobung ip x (x), 
ip t {x) usw. und die Funktionen <p h (x) = ip h (*)/V p (®), welobe uns die 
Amplitude!! angeben, mit denen die Punkte der Saite siob bewegen, sind 
nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt, iiber den wir so ver- 
ftigen, daB 

< i 

(16) J y>h (®) d * = \p(x)<p\(x)dx = 1 

o o 

wird. Zwei Eigenfunktionen, welobe zu verscbiedenen Eigenwerten (Sobwin- 
gungszahlen) geboren, sind zueinander orthogonal, d. b. es ist flir h=f=k: 

i i 

(17) J ifr(x)ip h (x)dx = j fi(x)<p h (x)<p t (x)dx = 0. 

0 0 

Gehoren zn ftinftm Eigenwert mehrere Eigenfunktionen y" new., so 
ist auoh jede mit konstanten Koeffizienten gebildete linear© Yerbindung 
cf yj' + o" y" + • ■ • eine Eigenfnnktion fiir diesen Eigenwert, und man 
lrarm die c stets so bestimmen, daB die Orthogonalitatebedingungen (17) 
und die Normierung (16) auoh in diesem Ealle geltem 

2. Potentielle und kinetische Energie. Belasten wir eine Saite duroh 
eine Belastung von q kg/cm, so wird von diesen Lasten wahxend der Duroh- 
biegung eine Arbeit geleistet, die als „potentielle Energie der Deformation 0 
in der Saite aufgespeiohert ist und. bei der Entlastung wieder frei wird, 
bzw. bei den Sohwingungen sich in kinetisohe Energie umsetzt. Um sie 
zu berechnen, denken wir uns die Belastung q (f) und 6q vermehrt, hierbei 
vergroBem sich die Durchbiegungen der Saite um 

dv(x) = J7(s,f )Sq(()dl 
0 

und es wird eine Arbeit 

i i i 

(18) dA = [q(x)dv(x)dx = J J V {x, £)q{x) &q(£)dxd£ 

o ' o a 
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geleistet, welohe gleich der Yermehrang dear potentiellen Energie ist. 
Yertausohen wir unter dem Integral x und f, so wird 

l ! 

(19) dA — j j V({,x)q(()dq(x)dxd£. 

0 0 

Dwell Addition von (18) und (19) erhalten wir, indem wir beachten, dafl 
V (x, £) = 7 ({, x) ist, 

dA = ijj7(*,f){s(*)<52(£) + j(£)(5?(*)}d®df 
0 0 

Z l 

= | V(x,£)q{x)q(g)dxd£). 

0 0 

Ea ist also die Vemehrung der potentiellen Energie gleioh der VergroBerung 
des Integrals auf der reohten Seite, so d&B wir, wenn im unbelasteten 
Zustande die potentielle Energie gleicb Null gesetzt wird, 

(21) A = * jjv(x,£)q(x)q(()dxd( 

0 0 

erhalten, 

Eiihrt die Saite mit der Erequenz v eine Eigensohwingung 

(22) v (b) = (p (®) coa (vt — y) 

aus, so erhalten wir zu irgendeinem Zeitpunkt t die Durchbiegung, indem 
wir den Tr&gheitswiderstand der L&ngeneinheit als Belastung q aufbringen: 

(23) * q (sc) = v 2 cos (vt — y) p (x) <p (®). 

Damit erhalten wii als potentielle Energie der Deformation 

1 1 

(24) a = — j j v(xj) li (x)p(t)<p{x)<p(e)dxd£. 

0 0 

Hier konnen wir unter dem Integral die Integration nach £ ausfiihren. 
Es ist auf Grand der Integralgleiohung 

+ iv(*,nr®9 (£)de = q>(x), 

o 

also 

1 

(25) A = i v* cos *(vt — y) j [i (x) p* (x) d x . 

0 

Die kmetdsohe Energie der schwingenden Saite wird 
1 1 

(28) B =g-j/i(a:)(^) dx = ij-*sin s (vf-y) ^n(x)q> % (x)dx. 

0 0 
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Aus den Fonneln fiir die kinetisohe und potentielle Energie wollen wir 
eini ge Folgerungen ziehen. Zunachst folgt der Energieaatz: wir erhalten 
ala Stunme aus kinetisoher und potentieller Energie: 

i 

(27) E -f A = | fi (x) q>* (*) d x, 

o 

d. h. die Qeeamtenergie ist von der Zeit unabhangig, Zweitens erhalten 
wir dnroh Integration iiber eine voile Schwingungsperiode: 

T J T 

(28) Jtfdt = V -~ J fi(x)<p'(x)dx = j" Adt, 

oo o 

d. h. fur jede Eigrnachwingung sind die zeitlichen Mittelwerte der kinetischen 
und der potentiellen Energie einander gleich. 

Schreiben wir den Mittelwert der potentiellen Energie in der Form 

/ i 

v* T f f 

4 li I" ( x > £)/* (®)/* (£) V(®) <p(£)dxd{;, so erhalten wir aua dem 
0 0 

letzten Satze: 

i i i 

f/i(a)^(*)dar JJ V(xj)p(x)p(S) <p(x)q>(£)dxdt 

0 0 0 

und achlieflen daraus, daB die Eigenwerte v 2 der Integralgleichung nicht 
uur reell, aondern aueh positiv sind. Die rechte Seite ist namlioh ala 
potentielle Energie jodenfalls positiv. Auf der linken Seite ist J p(z) q?(x)dx 
aucli positiv, so daB aueh v 2 positiv sein mufi. 

SchlieBheh erhalten wir aus unseren Gleichungen noch diemechanische 
Doutung der Orthogonalitatsbedingungen (17), wonaoh fiir zwei ver¬ 
se hied ene Eigenfunktionen 

i i 

f V»»(*)V* (*)<** = $P( x )<Ph ( x )<Pk( x ) dx = 0 
0 0 

ist. Sie besagen, daB boi der Superposition zweier Eigensohwingungen 
Bich nicht nur die Ausschlage, aondem aueh die Energien addieren. Sind 
die beiden Schwingungen 


v h = A h <p h (x) cos ( v h t - y h ) und v k = A k qj k {x) cos (v k t — y*), 
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so ist die kinetisohe Energie der einzelnen Schwingungen: 

‘j 

E* — i vJ^sin s (v A t —y A ) ^ fi{x)<p\{x)dx, 

0 

I 

•E* =■ i J'J-4* sin* (v k t- y fc ) J /*(*) $ (x) d a:. 

0 

Erfolgen teide gleiohneitig, so ist die kinetisolie Energie der resultierenden 
Schwingung v = v h +v k 

o i 

— E % + -B S +- v h v h A h A i> tan(v h t-y k )wa.(v l .t- y t ) | /u ( x ) <p h (x) q> lt (x)dx. 

0 

Wegen der OrthogonaUtatsbedingimg fallt das Integral fort, so dafl tat- 
sacblicb 

(29) E = E* + E k 

heratLskommt, was zu beweisen war. In gleioher Weise folgt die Addition 
der potentiellen Energie. 

Wir scbliedBen darans, daB der Energieeatz auch fiir eine beliebige, 
durcb Superposition yon Eigenscbwingungen gewonnene Bewegung seine 
Giiltigkeit bebalt. 


3. EinVfihning des Anfangszustandes. Wenn wir die Bewegung er- 
mitteln wollen, welcbe die Saite aus einer gegebenen Anfangslage 

(30) *(*,0)«/(•> 


mit gegebener Anfangsgesohwindigkeit 
« 1 \ dv(x,0) _ 


= ?(*) 


auflfiibrt, so verfahxen wir genau wie bei der bomogenen Saite (siebe 
S. 317f.). Sind die zu den Sobwingungszahlen v lt v 2 usw. gehorenden 
Sobwingungen 

1) = <P\ (*) oob v h t oder tp h (x) sin v h t, 
so erfullt aucb jede gleiobm&flig konvergente Reibe 
(32) v(x, 0 = 2 <Ph( x ) cos v h t + 5 A ein 

die Integralgleiebung der Saitenbewegung: 

i 

0 
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wenn die Reihe fiix 9 2 v/dt 2 gleichmaBig konvergiert, wobei die Koeffi- 
zienten A h , B h zunachst beliebig Bind. Sie Bind so zu bestimmen, dafi 
ein gegebener Anfangazustand herauskommt. Soil der Anfangsauasohlag 
f{x), die Anfangsgesohwindigkeit g(x) sein, so muB 


(S3) ( /(*) = 2A?a(*), 

l 9 (*) = 2 n <p h (*) 

warden. Multiplizieren wir bier reohte und links mit p(x)<p n (x) und 
integrieren von 0 bis 1, so fallen anf der reebten Seite alle Integrate bin 
auf (16) 

i 

J I* (*) <P*n (*) d X = 1 
0 

heraus, und wir erhalten: 


(34) 


i 

K = J / (x) (a:) <p n (a) d x, 
0 

l 



0 


Ee konunt nun darauf an, zu zeigen, dafi diese Reihen konvergieren und 
die Funktionen / und g tats&chlioh darstellen. Um dies zu beweisen, 
s chreib en wir unter Benutzung der Funktionen y, indem wir (33) mit. 
\ fi(x) multiplizieren: 

(35) f(x) V/i (x) = V^(a5)^(®) = S^Va(®)- 


Es muB aich also die Funktion Y fjt(x)f(x) duxoh die Eigenfunktionen 
y> h (x) der symmetrischen Integralgleiohung (15) nach Fourierart in eine 
Reihe entwickeln lassen. Das ist nach der allgemeinen Theorie dann 
der Fall, wenn Yp .f in der Form 

(36) V/7fc)/(x) =j£(x,{)e(£)d£ 

0 

darstellbar ist, wobei die Funktion g quadratisoh integrabel sein muJJ,_ 
Schreiben wir diese Bedingung: 


(37) f(x) =jy(x,f)V/i(f)e(f)df =f7(*,f)?(f)i£, 

0 o 

so bedeutet sie, dafi sioh die Anfangslage durob eine stetig verteilte und. 
quadratisoh integrable Belastung j(f) berstellen lassen mufi. Da die* 
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Belastung, welohe eine gcgebene Durchbiegung / hcrvorbringt, naoh 
Gl. (1), S. 328, durch 

bestiramt ist, so bedeutet unsere Bedingung, daB die Anfangslage der 
Saite einen quadratisoh integrablen zweiten Differentialquotienten haben 
muB. 

Eine analogs Bedingung ergibt sich fiir g(x). Die Resultate lossen 
sjch jedooh dahin erweitem, dafi die in der angegebenen Weise gebildeten 
Raihen fiir jeden mit endbohem Energieaufwand herzustellenden Anfangs- 
zustand absolut und gleichmaBig konvergieren 1 ). 

4* Erzwungene Schwingungen. Bis jetzt batten wir den Fall be- 
tracbtet, daB eine Saite mit gegebenem Anfangszustand zu schwingen 
be ginnt 3 obne daB weitere auBere Krafte wirken. Nun wollen wir die 
Saite einer periodischen Erregung aussetzen, die wir in der einfachcn Form 

(38) Q(x , i) = j (a?) cos gt 

annehmen wollen. Die allgemeine periodiscbe Erregung setzen wir dann 
durob Fourierzerlegung aus solcben Partikularfallen zusammen. Setzen 
wir die Losung in der gleichen periodischen Form an 

(39) v{x 9 1) = y (a*) cos pf, 

so erhalten wir als Ausdruck des d , Alembertachen Prinzips die Integral- 
gleichung: 

i 

V(x,t) = <p(x)coa Q t =f (*,*)<*£, 

0 

oder nach Wegheben von cos pi: 

/ 

(40) <p( x ) = + f 

Hier ist 

( 41 ) *(*) = J V(x,f) S (£)d£ 

0 

die Durchbiegung, welohe durch die statische Belastung q(() kg/om hervor- 
geruien wird. Nach Symmetrisierung des Kernes: 

K(xJ) = V(xJ)]/x(x) f t (f), 

_ _ v(*) — 

. E ' Trafft *’ ■ wingungBprobleme und Integralgleiehungen. Math. 

Ann. o7, 307. 
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und mit der Abktirzung /(a) = It (a) Vp{x) ergibt sioh: 

< 42 ) V (*) = / (®) + J K (a, £) yi (£) i f. 

0 

Diese „niobt homogene“ Integralgledchung hat (naoh 1. Bd., XII, § 3, 4) 
muner darn eine Ldsung, wenn die Eiregungsfrequenz g vereohieden’ ist 
von einer der EigenBchwingungszahlen v n dee homogenen Problems, d. h. 
Aufier im Falle der,,Resonant c . Die Schmidtsolie Losung dieser Integral- 
gleiohung gewinnt man in rein fonnaler Weise folgendermaflen (wenn 
•wir wieder direfct mit dem unsymmetrisohen Kern und s emen Eigen- 
funktionen q> h (x) operieren): Wir denken uns ife(a) naoh den Eigen- 
funktionen entwickelt: 


(43) k(x) = 2 K <p n (a), k n = ( k (a) p (a) <p n (a) d x 
und setzen die Losung in der Form 

(44) 9>(*) = 2M»9> »(*) 

an. Gehen wir mit dieaem Ansatz in die Gl. (40) ein, so erhalten wir 


(45) 


2^n9>n(*) = 2*n9’«(*) + e a 24 B jF(a,f) / i(f) 9 , fl (f)d^ 

0 

2 (^n + —f A n ^j <Pn {*)• 


Diese Gleichung ist offenbar erfiillt, wenn 

(46) A„ --- k n + 0 "f" oder A„ = k n 

K n 

int. Also wird die Losung 




( 4 ^) v (*) — 2*»(i + < f >n (*)• 

Beriioksichtigen wir, daC (43) 


2 k n <p n {x) = k(x) 
ist, so kdnnen wir (47) schreiben: 

(48) 9»to = + 

Vn — Q 

Dies ist die Schmidtsche Form, der Losung fiir die nicht homogene 
Integralglcichung. Die Giiltigkeit dieser L5sung ist ^unachst daran ge- 
bunden, dafl die Reihenentwioklung (43) fiir Jc(x) gleiohm&Big konvergiert. 
Dali die Losung in der letzten Form (48) auch ohne diese Konvergenz- 

MlHes-Frank, Different ial{{lelahuagpu II 09 
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b eding un g nocb giiltig bleibt, ist der wesentliche mathematisoho Inhalt 
des Scbmidteohen Beweises. (1. Bd., Kap. XII, §3.) 

1st g = v hi d. h. die Erregungsfrequenz gleioh einer der Eigenfrequenzen, 
so ist die Integralgleichong nor dann losbar, wenn 

t 

(49) h = J k (x) <p k (x) fi(x)ix — 0 

(I 

ist, was man mechanisch dahin deuteu kann, daB die auBeren Kxdfte 
koine Arbeit leiflten, wenn die Saite die zu der betreffenden Eigenschwingung 
gehorende Bewegung ausfiihrt. 

5. Stabschwingtingen. Die Tbeorie der Integralgleichungen l&Bt siob 
in der Form, wie wir sie auf die Saitenbewegung angewendet haben, 
wortlich auf das Problem der Stabschwingungen iibertragen. 

Wir betrachten einen Stab von der LSnge i, der irgendwie festgchalten 
sei — entweder an beiden Enden gelagert, oder an einem Ende eingespannt, 
oder an beiden Enden drebbar gelagert oder eingespannt. F (x, £) sei 
wieder die Duicbbiegung an der Stelle x infolge einer an der Stelle £ 
wirkenden Last 1. Fiir F (x, f) gilt dann vot allem wieder die Symmetne- 
bedingnng V (x, £) = F (f , x), wie durch folgende Energiebetrachtung zu 
erkennen ist. Die in dem Balken aufgespeioherte Formanderungsenergie 
ist gleioh der beim DeformationBvorgang von den auBeren Kraften ge- 
leisteten Arbeit. Bringen wir an der Stelle x eine Last P auf den Balken, 
nnd an der Stelle f eine Last Q (Einzelkrafte), so rufen diese 

bei x die Dnrchbiegung v(x) = F(x, x)P + F(x, f) Q , 
bei f die Durohbiegung u{£) = F(£, x)P + F(£, f)Q 

hervoT. VergioBem wir nun P urn 8P, so vergroflert sich 

die Durohbiegung bei x um 8v(x) = F(x, x) 8P, 
die Durohbiegung bei £ um dv(£) = F(f, x) 8P 

und die Formanderungsarbeit vergroBert sich um die Arbeit der auBeren 
Ej&fte bei der zus&tzlichen Deformation 


Es ist also 


also 


8A = F(x, x)P6P+ F(f, x)Q8P . 
d A 

~ = F(x,x)P + F(f,x)Q, 

d'A ^ _ d*A , v 

dPdQ dQdP~ 7 ( X '®’ 

7{x, £) = 7(£, x). 


Von hier aus sind die Ableitrung der Integralgleichung und die daraus zu 
ziehenden Schliisse genau so wie bei der schwingenden Saite. 



IX, §3 


Die schwingende Membran 


339 


Ala AbschluB der Untersuohungen fiber die sobwingende Saite ware 
bier noob die allgemeine Integrationstbeorie von Riemann zu erwahnen. 
Da dieselbe bereits im ersten Bande eine ausfiihrliche Darstellung eriahren 
hat, sei hier darauf zuriickverwiesen. (1. Bd., Kap. XVIII, § 4.) 

§ 3. Die Schwingungen einer Membran 

1. Die Differentlalgleichung der schwingenden Membran. Eine Membran 
ist ein elastisoher Korper von der Gestalt eines diinnen H&utohens, 
das einer Biegung keinen Widerstand entgegensetzt, wohl aber einer Aus- 
debnung. Eine solobe Membran sei in einer gegebenen, ebenen Randkurve 
durch eine iiberall konstante Zngkraft S kg/cm ausgespannt. Im Gleich- 
gewiohtszustand liegt die Membran in der Ebene der Randkurve, die wir 
zur xy-Ebene machen. Es herrscht dann iiberall der gleiche Spannungs- 
zustand, d. b. langs irgendeines Schnittes, den wir in der xy-Ebene duroh 
die Membran legen, wird eine Zugkraft von S kg/cm von einer Seite des 
Schnittes auf die andere iibertragen. 

Wir fragen nun zunachst naoh der Gleichgewichtslage der Membran, 
wenn wir auf die Flaohe der Membran in der z-Richtung pro Flaohen- 
einbeit eine Kraft von q(x, y) kg/cm 2 wirken lassen, also auf ein kleines 
Recbteck mit den Kanten dx und dy die Kraft q dydx. Bezeiohnen wir 
die Verscbiebungen senkreoht zur Membranebene mit w(x, y), so ist 
z = w(x, y) die Gleichung der deformierten Membran. Die Ausschlage w 
wollen wir als klein betracbten, derart, dafi wir die Produkte aus den Yer- 
sobiebungen oder ibren Ableitungen gegeniiber linearen Ausdxiioken vemacb- 
lasaigen. Ebenso nehmen wir an, dafi die Spannungsanderungen bei der De¬ 
formation gegeniiber der Anfangsspannung S vernachlassigt werden konnen. 

Um die Gleichgewichtsbedingungen zu bekommen, betracbten wir 
ein Flachenelement der deformierten Membran, dessen Projektion auf 
die xy-Ebene / sei. Auf ein Randelement ds (vektoriell), dessen Pro- 
jektionen auf die Aohsen dx, dy und duo sind, wirkt dann in der Tangential- 
ebene und senkreoht zu dem Randelement die Zugkraft Sds. Ist n der 
Einheitsvektor in Richtung der Normalen an die deformierte Flaohe, 
so ist die Kraft auf ds durch das vektorielle Produkt S [ds xn] gegeben, 
denn dieser Vektor steht senkreoht auf der Normalen, liegt also in der 
Tangentialebene, steht senkreoht auf ds und bat den verlangten Be- 
trag Sds. Die z-Komponente des Vektorproduktes erhalten wir aus den 
Komponenten dx, dy, dw des Randelementes und den Komponenten des 
Normalenvektors, welobe nach -bekannten Formeln der analytisoben Geo¬ 
metric bei kleinen Verscbiebungen 

cos(n,x) = - cos(n,y) = - cos(n, z) = 1 


22* 
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siadj zu 

[is x n], = cos(», y)ix — coa{n,x)dy — dy - 
Also ist die z-Komponente der aui das Element is wirkenden Zugkraft 

** = 0-^*) 
mid die Kraft aui das gauze Flackenstiick 



Das Integral ist um die Projektion des Fl&ohenstiicks in der ®y-Ebene 
zu erstrecken. Dieses Randintegral konnen wir nmformen, indem wir 
boachten, dafi das iiber die Flfiohe der Projektion zu nehmende Integral 

ff/d’ie 3®u>\, (/<?«, 9» j \ 

})\d¥ + wr xiy =\^ dy -^j dx ) 

ist. Damit erhalten wir die in der z-Riohtung auf das Flaehenstuck wirkende 
Kraft zu 

Dieee ist im Gleiehgewicht mit der Belastung y) dxdy. Ks ist also 

] f [ s (IS + 37)+ ti] ixi y * °- 

Soli diese Gleichung gelten, wie immer das Flaehenstuck aus der Mem bran 
herausgesohnitten ist, so muB 


( 1 ) 



seicu Das ist die gesuohte Gleiohgewichtsbedingung. Wir erhalten rlaraus 
die Bewegungsgleichungen, indem wir zu der Belastung, die jetzt auch 
von der Zeit t abhangen kann, den Tragheitswiderstand der Flachen- 
einhert zufiigeiL Ist /jl die Masse der Fl&chenemheit, so ist ihr Tragheitn- 

widerstand — // (a?, y) Damit erhalten wir also als Bewegungsgleichung 


( 2 ) 



= 0 . 


Wir wollen nun die sogenannten freien Schwingungen der Membran unter- 
snohen, d. h. die Bewegungen, welche die Membran naoh einer Storung 
d® Gleiohgewichtes ohne weitere Einwirknug auBerer Krafte ausfuhren 
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kann. Die Bewegungsgleiobungen fiir dieses, speziellen Fall, wo also 
9 = 0 ist, warden daivn 

„/<?*«> , d*w\ d*w 
(3 > S \da? + dy*) ~ t* d?' 


Von der Sobwarkraft konnen wir abseben, denn aus der Lineantat der 
Differentialgleiobungen folgt, daB die freien Bohw mgung en siob der von 
der Sohwerkraffc bervorgerufenen Deformation einfaob tiberlagem, also 
von der Sobwerkraftwirknng unabb&ngig sind. 

Sohxeiben wir zur Abkiirzung 
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so wild die Differentialgleiohung 

( 5 ) c*1w = -qj- 

Zu der Differentialgleiohung kommen die Randbedingungen und die 
Anfangebedingimgen hinzn. Am Rande soil die Membran festgehalten 
sein, d. b. langs der Randkurve ist 

(6) fiir alle Werfce f 0, w = 0. 

Zu Begins der Bewegung {t = 0) sei die Anfangslage und die Anfangs- 
gesehwindigkeit der Membran gegeben, d. h. es sei 

(7) fiir t = 0, w = f ( x , y), ^J = 9( x > V) 
gegeben. 

Genau wie bei den Saitenschwingungen, bemerken wir wieder zu- 
niichst, daB wegpn der Homogenitat der Differentialgleicbung und der 
Randbcdingtmg cine aus irgendwelchen Partikularlosungen w^, w^, Wj usw. 
mit konstanicn Koeffizicnten c 1( c 2 , c 3 usw. gebildete Reihe w = Ec n w n 
wieder die Differcntialgleiobung und die Randbedingung befnedigt. Wir 
suchen deslialb wieder unter vorl&ufigem Verzicbt auf die Anfangs- 
bedingungen periodisohe Partikularlosungen 

(8) 10 (x, y,t) = W (x, y) cos vt (oder sin vt), 

aus denen wir dann eine Reibe bilden, in der wir die Koeffizienten so 
bcstimmen, daB die Anfangsbedingungen erfiillt sind. 

Goben wir mit dem Ansatz (8) in die Differentialgleicbung (B) em, 
so erhalten wir fiir die Funktion W(x, y), die uns fiir jeden Punkfc die 
Amplitude liefert, mit welcher er die barmonische Scbwingung ausfiihrt, 
die Differcntialgleiobung 

<*AW + v*W = 0 
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bzw. mit dec Abktirzung 

(9) = 

< 10 ) AW+X*W = 0. 

Genau wie bei der Saite werden wir auch hier aehen, dafi die Membran 
nui mit g&nz bestimmten Frequenzen v periodisohe Schwingungen aus- 
ftihien kauri, d. h. dafi die Differentialgleiohung Aw-\- X*w = 0 nur flic 
ganz bestimmte Warte von X a , die wir als die „Eigenwerte des Randwert- 
problems" bezeiohnen wollen, am Rande versohwindende Losungen hat, 
die rdoht identisoh Noil sind. Es fried sioh also darum handeln, die „Eigen- 
werte“ zu bestimmen und die zugehorigen Funktionen W (x, y), die so- 
genannten „Eigenfunktionen“ zu ermitteln. Wir beginnen mit einem 
Beispiel. 


2. Die rechteckige Membran. Wir betraohten zunaohst den Fall, dafi 
die Membran dtrroh ein Reohteok von den Seiten a und b begrenzt ist, 
und legen den Koardinatenanfang in eine Ecke dieses Reohtecks, die 
s-Aohse in die Seite o, die y-Aohse in die Seite b. Suohen -wir partiknlare 
Lbeungen der Differentialgleiohung, die ans einem Produkt einer Funktion 
von x und einer Funktion von y bestehen, 


W = p(x)q(y), 

so finden wir umnittelb&r, dafi jedes der Produkte 

(11) sinassin/Jy, sin a x cos /Ss, oosazsinjSy, oosazcos/Jy 

der Diiferentialgleiohung genllgt, wenn die Eonstanten a und /? der Be- 
dingtmg 


( 12 ) 


a* + 0* = X a 


entsprechen. Yon diesen vier partikularen Losungen hat nur die erste 
die Eigenschaft, an den Randlinien x = 0 und y = 0 des Rechtseeks zu 
versohwinden. Boll sie auoh an den Randlinien x = a und y — b ver- 
sohwinden, so mufi 


oder 


sin ao = 0 , sin/96 = 0 


(13) 



sein, wo m und n positive gauze Zahlen sind. Aus (12) ergibt sioh dann 
fttr X der Ausdruck 


(H) 


i 1/ m * _j_ ** 

* — n + pi' 
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Multiplizieren wir dies nut o, so erbalten wir alle moglioh.en Frequenzen, 
mit denen das Reokteok sokwingen kann, wenn wir fiir m und n der Reike 
naok alle poaitiven ganzen Zahlen einsetzen. Zu diesen Frequenzen ge- 
koren die Sohwingungszeiten 


(IB) 



2 



Dea tiefsten Ton der Membran erhalten wir, wenn wir m = n = 1 se tzen 
Die koheren Tone bezeiohnen wir als „Obertone“. 

Die allgemeine Sokwingung einer Membran setzt siok ans den ge- 
ftindenen Partikularlosungen in Reikenform zusammen 


( 16 ) « - SS l^oo. W + V.«l -in "**. 

ii a o 

^wi|« -®m, n Konstante sind, welohe bo zu bestimmen sind, 

fiir t = 0 eine gegebene Anfangslage und Anfangagesohwindigkeit (7) 

«’ = /(*.»), Y t =g(x,y) 
angenommen werden. Es mufl also 


(17) 


11 CO 


f(*.y)=22 Vnsin —sin !***, 


d. k. die Funkfcionen f(x, y) und g(x,y) sind in Fourierscke Doppel- 
reiken (s. 1. Bd., IV, § 4, 6) zu entwiokeln, was fiir die ELoeffizienten die 
Gleickungen 


(18) 


An '* = ab\ : sm”^ dxdy, 

°° b 

| |g(®, y) Bin^—sin^^dadj/ 


B *" n ~ abi, 


ergibt. 

Earmonisoke Obertone. Wir fragen, weloke unter den ftmfn/Vh«n 
Tonen der Membran untereinander barmonisck sind oder, mit anderen 

Worten, weloke der durok J>m, n = nc |/™ f -f- ~ t dargestellten Werte von v 

untereinander in rationalem Verhaltnis steben. 
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Es seien also v, zwei solohe Werfce, die den ganzen Zahlen m, n 
nnd m\ »' entepreohen, and v:v' — h:h\ worn h and h' positive ganze 
Zahlen sind, die to ohne gemeinsohaftlichen Teller annehmen kSnnen. 
Dann ist 


(19) 

also 



(19') 


V'm* — h*m'* A'*n*-A 8 »'» 

o» - 6* 


and wenn nan a® and b* nioht in einem rationslen Verhaltnis stehen, so 
mtlssen beide Seiten von (19) versohwinden, also 


( 20 ) 


m _ n _ h 
m'~ n' ~ h 1 ' 


Wenn wir to and n ohne gememschsftlichen Teiler annehmen, so folgt 
hierans, wenn l eine ganze Zahl ist, 


( 21 ) 


to' — Im, ri = In, 


and es ergeben sich also Reihen von harmonischen Tonen, aus 


(22) v = v*, 2 v*, 3 v*, v* = ffl C |/^ + p, 

wenn v* daduroh gebildet ist, daB fiir m s n in (22) irgend zwei positive 
teflerfremde Zahlen genommen warden. Zu jedem solohem v* gehort 
also eine Reihe (22) von harmonischen Tonen, fiir welche wir v* als den 
,,rel&tiven Qrundton“ bezeiohnen. Den absolut tiefsten Ton (Orundton 
der Membran) erhalten wir, wenn wir m = 1 und n = 1 setzen. 

Nehmen wir nun irgendein anderes Paar teilerfremder Zahlen m li 
so erhalten wir eine zweite Reihe moglicher harmonischer Tone 


v = v* u 


2 y*, 3,r 


nnd so fort, and wenn a®, 6 s nicht in rationalem Verhaltnis stehen, so 
sind je zwei Tone verschiedener Reihen nioht harmonisoh. 

An ders ist es aber, wenn a® und 6® in einem rationalen Verhaltnis 
stehen, dann konnen auch die Tone verschiedener Reihen harmonisoh 
sein. Setzen wir unter dieser Voraussetzung 


(23) 


JL. J_ 

a 8 : ft* 


— a: P> 


worin a, /J positive ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler sind, so lautet 
die Bedingnng (19) fiir die Harmonie zweier Reihen (v) und (/) 

(2±) A'®(am* + j 8n*) = A*(am'®+ £»'»). 
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Wenn irgend zwei Tone einer Beihe (v) untereinander harmonisoh Bind, 
bo sind je zwei Tone dieser Beihe harmonisoh, und wenn also ein Ton 
der Beihe (v) mit einem der Eeihe (/) harmonisoh ist, bo ist jeder Ton 
der einen Beihe mit jedem Ton der anderen harmonisoh. Wir nennen 
dann die beiden Beihen harmonisoh. Snohen wir also alle zu einer be- 
stimmten Beihe (v) harmonisohen Beihen auf, so konnen wir in {v f ) m f 
und n' teilerfremd annehmen und erhalten, wenn wir 


(25) 


j am 8 + (in* = y, 

\hm r = x, An' = y, A' = z 


Betzen, aus (24) die Gleichung 

(26) ocx 2 + jSy 2 = yz 2 

und eB kommt also auf die Losung der zahlentheoretischen Aufgabe an: 

Alle Losungen der unbestimmten Gleichung ax 8 + /iy 2 = yz 8 
in ganzen Zahlen x, y, z zu finden, wenn oc, 0, y gegebene ganze 
Zahlen sind. 

Die Losung dieser Aufgabe ist dadurch vereinfacht, daB man eine 
Losung von (26) kennt, namlioh z = 1 , x — m, y = n. 

Um alle einfachen Tone der Membran zu finden, die untereinander 
gleiche Schwingungsdauer haben, hat man also alle ganzzahligen Werte 
x, y zu ermitteln, die dem Ausdruok 

a tf + py* 

einen und denselben ganzzahligen Wert y ertcilen [worin a, die aus (23] 
zu entnehmenden ganzen Zahlen sind], oder, wie man sich in der Zahlen 
theorie ausdriiokt, alle Darstellungen einer Zahl y durch die quadratisohe 
Form oex® + /? y a zu finden. Die Anzahl dieser Darstellungen ist imm er 
endlich, weil es nur eine endliche Anzahl ganzer Zahlen geben kann, filr 
die die positive ganze Zahl ax 8 -} - J / 2 eine gegebene Grenze nioht iiber- 
schreitet. Wir wollen hier auf diese zahlentheoretisohe Aufgabe nioht 
n&her eingehen, ftir die wir auf den vierten Absohmtt von Diriohlet- 
Dedekinds Vorlesungen liber Zahlentheorie verweisen, und begniigen 
uns damit, fiir den besonderen Fall a = = 1, also fiir die quadratisohe 

Membran, einige cinfache Beispiele anzuftihren: 

y= 2 = l 2 + l 2 , 

5 = l a + 2 2 = 2 2 + l a , 

10 = l 2 + 3 a = 3 2 + l 2 , 


65 = l 2 + 8 2 = 8 2 + l 2 = 4 2 + 7 a = 7 2 + * a - 
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Knotenlinien. Eine einfache Sohwingung der rechteokigen Membran 
hat die Form 

w = (Aoos v n>n t + Bam %, n t} sm —-«m- ft — ■ 

Durch. erne passende VerfOgung liber den. Nullpunkt der Zeitmesaung 
konnen wir dies stets auf die Form bringea 


(27) 


_ . . . mnx . nny 

t o = C amv-, t sm-sin — r- 2 -, 

O 0 


wo 0 die Amplitude der Schwingung genannt wild. 1st t ein ganzes Yiel- 

faohes von — —jjp 5 , so ist to = 0, d. h. alle Ponkte der Membran 

gehen gleiohzeitig durch die Gleiohgewiohtslage. AuBerdem bleibt tor 
alle Werte Ton. t to = 0, wean x oder y ganzzahlige Vielfache von 


— oder — 
m n 


sind. Wir.habea also zwei Systeme gerader Linien, die den Seiten des 
Reohteokes parallel Bind, in denen die sobwingende Membran dauernd in 
Rube bleibt. Solohe Linien heiBen „Knotenlinien“; sie teilen die reoht- 

a ,0 

eokige Membran in mn rechteokige Felder Ton den Seitenlangen — una n 


und to ist in benaohbarten Feldem zu jeder Zeit abweohselnd positiv 
and negativ. 

Wenn nan bei einer zusammengesetzten Schwingung, die durch erne 
Summe mehrerer Ausdrtioke 


n . , . mnx . nny 

« = 2j Om,* on v m ,« t sm —— sm —g- 

dargeatellt wird, Knotenlinien, d. h. Linien, in denen to dauernd gleioh 
Null ist, Torhandea sein sollen, bo muB der von der Zeit abhSngige Fakfcor 
sin in alien Ghedern der Summe derselbe sein. Eb mufi also die 
Sohwingungsdauer in alien Gliedem der Summe dieselbe sein. Ea kann 
dies nux Torkommen, wean a* and ft* in rationalem Verhaltnis stehen, 
and man erh&lt unter dieser Voraussetzung ala Bedingang flir die Knoten- 
liniea: 


. mnx . nny - 

, sm-sm —t- 2 - — 0 , 

& b 


worin sich, wenn gj = a:0 ist, die Summe auf alle Werte m, n er- 


streoken kann, ffir die die Summe am* + j3»* denselben Wert y hat. Derm 
die Gleiobhett der floh wingnnga^a'hlft Ti ? erfordert 


m 2 n? _ in'* n ' 3 
a * + p - ' 0 * + IT 
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am® + /?»* — am'® + /in'®, 

wo m, n und ml, ri die za versohiedenen Gliedern. der Somme gehorenden 
Werte Bind. Da jedes Glied der Somme mit einem beliebigen Faktor 0 
moltipliziert ist, so iat in der Gl. (28) eine grofle Menge von mogliohen 
Geetalten der Knotenlinien, oder wie man auoh sagt, von „Klang£iguren“ 
entbalten, deren Diskussion aber nioht ganz einfaoh ist. 

Fig. 21 
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Setzen wir sie mit beliebigen Koeffizienten zusammen: 

w = sin vt [A sin x sin 3 y — B sin 3 x sin y} 
w = A sin»»t{ain ® Bin 3 y — fi Bin 3 x Bin y), 
so erbalten -wir ale Rnotenlinien die Kurven 

sina!sm3y = /ism3a!8iny 
bzw. mit elementarer Umforomng 

cos 2 y + J = /({ cos 2 ® + i). 

Diese Knotenlinien aind in den Figuren fiir /» = — 1; — 4> *» 

— i; 0; 4; 1 gezeichnet. Nehmen w statt dieaer Werte die reziproken, 
bo vertauBohen aich x und y. Alle gezeiohneten Kurven gehen duroh dio 

Pnnkte x = y und , y = ^ ^ welehe beide Seiten. der 

Knotenliniengleichung versohwinden. 


3. KreistBrmige Membran. Wexm die Membran dnrch einen Kreis 
begrenzt iat, bo ftihrt man zur Integration der Differentialgleiohung (10) 


AW-\- X 2 W = 0 


Polarkoordinaten r und Q in der zy-Ebene ein. Die Differentialgleiohung 
nimmt dann in diesen Koordinaten ( 1 . Bd., II, § 3, S. 86 , Formel 43) 
die Form 


(29) 


d 2 W 

dr 1 


1 SW 
r dr 


ld l W 
t* d& 


+ A *W = 


0 


an. Hat die Membran die Gestalt einee vollen Kreises vom Radiua ■ 
so muB W endlioh bleiben, wenn r die Werte von 0 bis a durchlauft, um. 
mufl dieselben Werte wieder annehmen, wenn i? um 2 n w&chst. Wir 
warden also die Partikularlosungen in der Form 


(30) W = R (r) cob md oder W — R (r) sin md 

aunebmeu, wo m eine gauze 7.»bl und R eine Funktion von r allein ist, 
fiir die sich aus (29) die Differentialgleiohung zweiter Ordnung 


oder 

(31) 


(PR 1 dR 
di* ‘ *r ir + 

<PR 1 dR 
d(kr)' + Xrd(kr)' 



0 


ergibt. Man erkennt hieiin die DifferentialgleielLung der Beaselsohen 
Funkfaonen jn-ter Ordnung ( 1 . Bd., VUI, | 3 ); die Funktion J m (Xr) ist 
die einzige Losung dieaer Differentialgleiohung, die fiir r = 0 endlioh ■ . ibt. 
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Es ist also, worm. A und B Konstanten sind, 

(32) W = AJ m (Xr) cosm^+ -B.7 CT (Ar) sinwi# 

eine Losung der Differentialgleicliung (10). Damit die* Randbedingung 
W — 0 am Rande den Kreises, d. h. flir r = a erfiillt ist, muB 

(33) J n (Xa) = 0 

scin Diese transzendente Gleichung hat nur reelle Wuxzeln ( 1 . Bd., VIII, 
§ 3, ' 431), von denen wir nux die positiven zu beriicksichtigen brauohen. 
Wir wot' n sie, der GroBe nach geordnet, mit f CTl , usw. bezeiohnen. 
Dann lmticn wir fiir A einen der Wortc 

(34) = V t*w. !■»,« = C ^ ,n 
zu setzen und wir erhalten 

(35) W m , n = C08 m {) -I- B m<n Hill m 0} J m (^ n '” • 

Die allgemeine Sehwingung der Meinbran setzt sicli huh diesen Partikular- 
lttaungen in dei Form 

XJ TCI £ 

«' = 224 T r ) l(^n.,«co 8 m 0 + £„„»sinm d) cos v„, n t 
oi \ a / 

4 (■'I'm,,, cos m 0 4- B' m> „ sin m ■&) sin v^ n t) 

zusummen. 

Urn die JLosung eiiiem gt r ; Men Anfangszustandc anzupassen, mufl 
liber die willkiirliuhen Konstanten A , A! und B , B r noeh passend verfiigt 
werden Soil z B zur Zeit t ~ 0 w — f(r, />) scin, so muB 

i 'Mi 

(37) / (r, i)) =--- 2 2 J,n (X m ,„ r) {A m< „ cos m 0 + B^„ sin mi?} 

0 1 

Hein. Multiplizieren wir diese Gleichung mit cos und integrieren von 
0 bis 2 .t, so erhalten wir 

2 7 

(38) \f(r,i)) cos d» 0 d i) n 2 J m (!„,„. r) A m>n (bzw. 2w2 fttrm =0), 

J n -1 

u 

TnuItiphziercn wir jetzt nooh mit Tj m (^ n , ih r) und integrieren von 0 bis a, 
bo ist 

n 

(39) \ JmfiiH,* • r ) Jm(Xm, h- r ) r ^ r — 0» ftt H =p k. 

0 

Diese Gleichungen sind (1. Bd., IX, §3) fiiT J 0 (Ar) bewiesen, gelten aber 
fiir jeden Index m. Wir sparen diesen Beweis, da er als Spezialfall der 
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spater zxx bespreohenden OrtbogoELalitatsbediagungen ersch.ein.en wird. 
Es ergibt aioh also 

as* a 

( 40 ) - j j/('> #)coBm&J m (X„, h .r)rdrd# = [/A (*„,*»-) rdr; 

0 0 0 

setzen wir hier nooh 

a 

| (Am,*?) rdf = 'g'/fR+x o), ! ) 

0 

bo erhalten wir 

a 9 it 

(41) j | /( r >0) ooBm#J m (A m ,*r)r(irdi? 

0 0 

und ebenso 

a an 

(42) j j f{r,^)anm^J m (^ h r)rdrd&. 

0 0 

Die Bea tinurumg der Konatanten A f und S' erfolgt in gleioher Weise aus 
der gegebenen Anfangsgeflohwindigkerfc. 


4. Analytische Eigenschaften der LUsungen. Zur analytischen Unter- 
suohung unserer Differentialgleiohung bedienen wir uns der folgenden 
Formeln (vgl. l.Bd., II, §3); die aus dem GauBachen Integralsatze 
gewonnen werden: 

(43) |Jdivtd®dy = j t, ds ®) 


(Flachenintegral fiber die Divergent = Randintegral fiber die Normal- 
komponente des Vektors), wo, wenn t B und t ¥ die Komponenten des 
Yektora t sind, 


und 


, at* . at ¥ 
to'-TS + fi 


t, = t. oos (v, x) + t, cos (v, y) 


ist. oos (v, x) und oos (v, y) sind die Richtungskosinus der auBeren 
Normalen v gegen die Aohsen. 


J ) Siehe 1. Bd., X, § 8, 4, Forrnel (23), 8.44B. 

*) Hier und ijn folgenden Bind Doppdintegrale ateta liber die von der Membran 
bedeokte Flftohe, emfaohe Integrale liber deren Band an nehmen. 
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1st <p eine Funktion des Ortes, so bezeiohnen wir duroh grad q> den 

Q fl 

Vektor, dessen Komponenten und ^ sind. D&nn ist 


(44) 


div grad rp = = A q> 


und die Normaltomponente in Richtung der auBeren Normalen wird 
(45) oos (»,»)+oos (», y) - ?-J. 

Ist rp eine weitere Funktion des Ortes, so ist 


(46) 


div (, grad ,) = ^ (y,^) + f - (rp ^ J) 

= w fi'jP, , d * <P\ i 

v \da^^3y a /" t ~da;92c~ t d yd y 

= y A (p + grad <p grad y, 


wo grad <jp grad \p das skalare Produkt der Vektoren grad <p und grad y 
bedeutet. 

Wenden wir den GauBsohen Integralsatz auf die letzte Gleiohung 
an, so ergibt sich 

(47) J rp^ds = 11 rp A rp dxdy 11 grad <p grad rpdxdy. 
Vertauscben wir <p und rp, so wird 

(48) | rp ^ da = || <p Arpdxdy + ^ grad <p grad rpdxdy 
oder, wenn wir (48) von (47) abziehen [s. 1. Bd., XIV, § 1, (9)], 

(49) || (rpA rp - <p A rp) dxdy = |(v|“ ~ <P 

Fiir das Randintegral der rechten Seite wollen wir einen speziellen Fall 
betrachten, den wir unten brauchen werden. <p sei eine stetige Funktion 
mit stetigen ersten Differentialquotienten und y> eine Funktion, welohe 
in einem Punkte P mit den Koordinaten x = £, y — r\ logarithmiscb 
unendlioh wird, so daB 


(50) 


rp = C In r •+ y( x, y), r =- T(® - £)* + (y - rj)* 
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ist, wo y stetige orate Differentialquotienten hat. Eretrecken wir das 
Randmtegral liber einea klemen Kreia mit dem Radius e um P und lassen 
e gegen Null gehen, so erhalten wir daa folgende Resultat: 

jr|f 




Im. Limea e 0 verachwinden samtliche Integrale bis auf daa Integral 

1st v die in das Innere dea Kreises weisende Noimale, so wird 

dl &f _ __ 91nr 1 

dv ~ ~fjT ~ ~ T» 

' a 

und es ergibt sioh 

(eI) -o»«w(» - *„«,,<** 

r 

’'“ de “ ™ ™ ««• Untwsueliunji a™ 

AW + PW = 0 

aimly&che^nilrH 11 ^ 0 ^’ • ^ ^ Losungen dieser UiiferentialgltMclnmg 

53TmS» !^° nea £$• Zu Zwecte setz ™ ^ » <2 

gleichun g ist^ Tifir ’ W °v ^ ™ ™ teraiJD hende Losung der Differential- 

CEtWr * 1r ^* 

wird die auf * Si&iz* K^nV* 6 P r ^ & Polarkoordinatcn, so 

wenn v von d nioht “ um 8 erecimete Differentialgleicliung, 

Sf+ifc+iw 

Chdnu^.^IhSsdbr^^Su 1 ® dCT B888el8ohen Funktionen nullter 
ftr alle Werte v 0a r etetig und beliebig oft diftexen^bl ^Xd ft 
zweiter Art, die dort mit - ^ d ^ etthrte Be8a9lsche Funktion 
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r — 0 logarithmiscb unendlioh, und zwar hat es die ftir w verlangte Form 
[s. 1. Bd., VIII, § 3 (2)] 

K (A r) — — — In r + y, 

7t 

wo y stetige crate DiHerentialquotienten hat. Liegt jetzt der Punkt P 
innerhalb eines Gebietes 6, in welchem W stetige Differentialquotienten 
hat, so wenden wir die Formel (49) auf ein Gebiet G' an, das wir aus G 
erhalten, indem wir den Punkt P durob einen kleinen KVaih von ver- 
schwindendem Radius e aus G ausschlieBen. Da sowohl W als aucb K 
der Differentaalgleicbung geniigen, so ist 

y>A<p- (pAy> = KAW -WAK= X*(KW -WK) = 0 

und Formel (49) ergibt 



wo wir (las Uandintegral libor die gesamte Umrandung des Gebietes G' 
einschlieBlicb des Kreiaea um P erstreckcn mlissen. Zerlegen wir es in 
die beiden Teilintegrale iiber den eigentlichen Rand von G und den Kreis 
um P, ho liefert das letztore nach GI. (51) den Bcitrag 

~ ~ 2jlW (S>V) == ~ 4 W (f, rj) 

und wir orhalton 

-4 

odor 

(53) 

Jotzt ist das Randintogral nur noch Uhcr den eigentliehen Rand von G 
zu orstroeken. 

Die Formel (f>3) ist dan Analogon zum Greenscben Satze der Potential- 
theorie (s. 1 Bd., XIV, §1,3). Liegt der Punkt P auBerhalb des Gebietes G, 
so ist die AussehlioBung des Punktes P unnotig, der von dem kleinen 
Kreis herriih rondo Anted fiillt fort, und cs ist (P auBerhalb G) 



Ebenso, wenn wir ail SteUe der Bessclschen Funktion K die Funktion 
erster Art J nehmon ( P auBerhalb oder innerhalb G) 



Miboh- Prank, Ditfrreatfalgleiahungeu II 
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Liegt P innerhalb von 6, bo ist in (63) r von Null versoliicdon; dn ii (Ar) 
fiir rdt 0 beliebig oft differenzierbar ist, so folgt, dall auch W im Inncrn 
des BegularitStsgebietes beliebig oft differenzierbar ist, z. B. 

dW _ [\dK(Xt)dW w d'K (Ar)i . 

at ll at a.. ” 6id&. 


dS 


J { d£ dv " d(dv 
H’ ist abo eine analytische Funktion von x und y. 

Der Mittelwertaatz. Nehmen to fiir 0 ein kreisformigcH Gobiet, 
so erhalten wir ans (53) einen Satz, der dem Mittelwertsatzc tier Potontial- 
theorie entspricht (b. 1. Bd., XVI, § 1, S. 691). r sei der Badiun ties Knwm. 
Dannist ftir die Integration K (A r) eine Konstante, die Normnlafoleitung wird 
6KM 8K{1 r) 

dv dr ~ AK ' Xr >> 

frrner da = rid. Damit erhalten wir ans (53) nnd (55), indent wir den 
VVert von W im Mittelpunkt duroh den Index 0 kennzeichnen: 


(56) 


(57) 


^ = jK(Xr)r^dd~jXK'(Xr)r \wd0, 

» o 

»* an 

0 = J J $r)r jU'(Xr)r jwd-O. 


^ tCri rf 1 e i°r Boaung W der Differentialgleichung. 

" en< ^ en TO 8ie 8 P ea eII auf die Bnnktion J (Ar) an, bo wird, da J (0)-= 1 i«fc, 


(58) 


1 « 


fair 


T \ K ^ T ) J '^ r )~K'{Xr)J{Xr)). 


so fofiS^flcbkhffirjsS ) (Xr) ^ (B7) m ‘ tJ{(Ar) und suhtrahieren. 


m 


ix 

J (^ r )K = ~jwdd, 


indem wir den W ^ Mittel P unkt KreiHea, 

und diesen dutch J(Ar) auf dem Railde Widen 

menials isoliert ^ PUDkte ’ “ denen W versch WinJet, 

^•hwindet.somT^jrrK,? 61111 ~ W “ einem ^unkte I> 

Werte annehmen, also mindlsteM ™ 5pBitive aL * negative 

*W Punkt P eine Kurve W ~ 0 hind j, "i Werden - ■^ fl0 muB duroh 
wheidet also Flachenteile Jed * R nrve W - 0 

* « >st. Qenen W > 0 von solohen, in denen 
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Die Gleichung J (Ar) = 0 hat unendlich viele Wurzeln (a. 1. Bd., 
VIII, § 3, 10), deren kleinate A r = 2,405 iat. Setzen wir also r — 2,405/A, 
bo wird 

J Wdd = 0. 

Es muB also auf einer Rreisperipherie, deren Radius den Wert 2,406/A 
hat, wo immer auch der Punkt P liegt, die Funktion W ihr Zeiohen weohseln, 
vorausgesetzt, daB das Gebiet, in dem W gegeben ist, hinreiohend groB iat. 

5. Die Integralgleichung der schwingenden Membran. Setzen wir in 
Formel (49) fur \p die Greensche Funktion des logarithmischen Potentials 
(s. l.Rd., XIII, §3, 1 und XVI, §2, 3) ein, d. h. diejenige Potential- 
funktion G r (f tj t jy), welche im Punkte £, )/ eine logarithmische Singularitat 
hat und am Rande des gegebenen Gebietes 6 vcrschwindet, so erhalten 
wir mit y — W das folgende Ergebnis: 

(60) 77, xy)A Wdxdy = j - IP 

Das Randintegral der rechten Seite ist wieder einerseits liber den Rand 
des Gebietes zu erstrecken, andererseits iiber einen Kreis von versohwin- 
dendem Radius, durch den wir den singularen Punkt f, r) ausschlieflen 
mtissen. Da auf dem eigentlichon Rande Bowohl G(£yj, xy) als W ver- 
schwinden, triigt dieser zu dem Randintegral nichts bei. Es bleibt nur 
der Anteil iibrig, dor von dem kleincn Rreise herriihrt, und dieser ist nach (61) 
2 7iW (£ rj) Setzen wir noch AW — — A a TF, so erhalten wir also 

(61) ^ ^G^ n ,xy)W(x,y)dxdy. 

Dies ist eine lineare homogene lntegralgleiohung fiir die Eigenfunktionen 
(s. 1. Bd., XII, §3). Der Kern ist symmetrisoh, da 

(62) <*(£*/, xy)=G(xy, fr/) 

ist (1. Bd., XVI, §2, S. 699). Die Eigenwerte sind also alle reell. DaB 
sie auch positiv sind, beweisen wir, indem wir die Differentialgleiohung 
beiderseits mit W multiplizieren und iiber das von der Membran bedeckte 
Gebiet integrieren: 

\\WAWdxdy + P\\W*dxdy = 0. 

Nach Formel (47) wird, wenn wir (j) = setzen, 

[ j WA W dsdy + j j grad® Wdxdy = j W is . 


28* 
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(63) 


das Randintegral fallt fort, weil W auf dom Rande verschwindet. 
folgt JjTF JWdxdy — — JJgrad 2 Wdxdy, 

jjgt&d'Wdxdy 
= Jj \Wd7dy 

/? L*t also sicher positiv. 

Die Theorie der Integralgleichungen (1. Bd., XII, §3) liefcrfr die 
folgenden Satze. Es gibt eine unendliche Folge von Eigenwerten, Ittr 
welche die Integralgleichung losbar ist, die Differentialgleicliung alao 
eine am Rande verschwindende Losung (Eigenfunktion) besitzt. Diene 
Eigenwerte und Eigenfunktionen bezeiohnen wir mit A ls A a , X s uaw. b»w. 
IIV ir 2 . If 3 usw. Sie sind nur bis auf einen konstanten Faktor bcstiinmt, 
ulK?r den wir so verfQgen wollen, daB 

JjTFj dxdy — 1 

ist. Zwei Eigenfunktionen, die zu verschiedenen Eigenwerten gclioren, 
sind zueinander orthogonal, d. h. es ist 

^ dxdy = 0, ftir n qfc m. 

Gi'huren zu einem Eigenwerte mehrere Eigenfunktionen, so ist aueh jetle 
lineure Verbindungderselben Sc (1 F,, eine Losung der Differentialglekdumtf 
zum deichen Eigenwert. Durch paasende Bestimmung der c. kunnon 
ww erreic en, daB die Orthogonalit&tsbedingungen (65) und die Normicrung; 
(6i) aueh in diesem Falle gelten. 

, Die ailgemeine Bewegung der Membran setzt sich dann aus <kn xu 
den Eigenwerten gehorenden Partikularschwingungen zusammen : 

(o*>| ic( x , y t f) - 2 F n (z, y) \A % cos v„t + B n sin v n t). 

“t mitHilfeder Ortliogoimli U.U.- 
b K I 1" Noraienmg (84) m dem Ariupmtand. Koll 
' 2Ur Zeit 1 = 0 *e Membran aus einer Anfangslage 

w = /(*» y) 

tzsszstir— *e *-«—*» B 

.. 

»u. Multipliaeren wir rechts und lmlra mit W a • 4 . 

uW das gauze Gebiet, so ergibt sich ’ y) inte ^ ricren 

ifiei 


4 * = Jf/(s, y)W h (x,y)dxdy. 
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In gleicher Weise beatimmen sich aus einer gegebenen Anfangsgesohwindig- 
keit die Koeffizienten B, 

Die Reihe ^A n W n (x, y) konvergiert abaolut und gleichmaJBig, wenn 
fur die Anfangslage f(x 9 y) eine Darstellung 

( 69 ) f(x,y) = -±^G(xy,er,)p{lr,)d£dri 

mit quadratisch. integrablem p exiatiert. Physikaliach bedeutet dieses, 
dafl die Anfangslage durch eine Belastung von p kg/cm 2 bervorgerufen wrrd. 

$ 4. Die Bandwertaufgabe der schwingenden Membran als Problem 
der Variationsreehnung 1 ). 

1. Das Minimalproblem fiir den ersten Eigenwert. Wir wollen jetzt 
dazu iibergehen, die Methoden der Variationsreohnung in ihrer Anwendung 
auf daa Problem der sohwingcnden Membran zu erliiutem und werden 
zu dieaeni Zweeke zunachst unsere Aufgabe, die Differentialgleichung 

(1) JW + A 2 B' = 0 

mit der Randbedingung 

( 2 ) W = 0 

zu mtegrieren, als Variationsproblem formulieren. Wir betrachten zu- 
niiehst. die zu dem niodrigsten Eigenwert gehbrige Losung der Differential- 
gleiehung und /.eigen, daB sie die Minimalcigensehaft besitzt: 

Unter alien am Ramie verscliwindenden, sfcetigen und stiickweise 
stetig differenzierbaren Funktionen, fur welchc 

(.">) J(W) Jf W’Hrdy = 1 

ist, das Integral 

(4) />( W') - JJ ^rviid 2 Wdjrdy 

zurn Minimum zu maehen. 

Zur IjOHung dieses Variationsproblems verfahren wir nach den klasai- 
sclien Methoden der Variationsreehnung folgendermaBen. Wir nehmen 
an, W sei die Losung dieses Minimalproblems. AuBer W betrachten wir 
eine Eunktionensohnr: 

(H) U - W + f ?'(*, y) + >/ v(*. y)- 

Die Funktionen 7 1 und y wind dabei willkiiilich gewahlt, nur miiSBen aie 
differenzierbar sein und die Randbedingung 
(0) p — 0 und \p = 0 

1 ) U. Weber, (Uxsr die Integration der Differentialgleichung usw. Math. Ann. 
1, 1, IHOK (h. aueh 1. Bd. v XX. Kap.). 
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erfttflen. Ftlr die folgende Rechnung werden sie, einmal gewahlt, fest- 
gehalten. Das zum M inimum zu maohende Integral ist dann nur nooli 
eine Funktion von { und r\\ 

D(U) = || grad *Udxdy = || grad *Wdxdy 
+ 2f || grad If grad ipdxdy-{■ 2ij || grad W grad ipdxdy 
+ I® || grad* ipdxdy + 2 £ rj || grad <p grad ipdxdy 
+ »}* || grad* ipdxdy, 
ebenao das Integral 

I J (17) = || U*dzdy = | ^W*dzdy 4- 2 f ||lf tpdxdy 
+ ||If ipdxdy + f® || qPdxdy + 2 Sr] || <p ipdxdy 

+ »7* || yPdxdy. 

Unsere MunmaJfordemng verlangt, daS ftii die Funktion If, d. h. ftir 
f = 0, rj — Q unter der Nebenbedingung J = 1 D ein Minimum aein 
muB. Da <p und ip feet gew ahlt sind, aind nur noob f und ij veranderliob, 
und wir haben die gewohnliohe Minimnmn.nfgfl. hp., eine Funktion X)(f, 7 l) 
unter der Nebenbedingung J (£, rj) = 1 zum Minimum zu machen. Soli 
das Minimum fiir £ = 0, rj = 0 eintreten, so muB fin £ = rj = 0 


( 9 ) 

sein, d. b. 


ap = „aj Q_D _ v dJ 

3£ d£’ dr) dr) 

(A* = LagrangeBcher Faktor) 


( 10 ) 


11| grad If grad ipdxdy = A* || If ipdxdy, 

\ || grad If grad ipdxdy = A* ||lf ipdxdy. 

Da am Rande tp und ip verachwinden, werden die Integrale der linken 
Seite [ 8 . Formel (47), § 3]: 


( 11 ) 


|| grad If grad q>dxdy = — || tpAWdxdy, 
|| grad If grad ipdxdy = — [| ipAWdxdy, 


so daB die Minimalbedingung die Form 

{\lip{AW+kW)dxdy = 0, 
\Hip{AW+PW)dxdy = 0 

annimmt. Sollen. diese beiden Gleichungen fiir jede mogliche Wahl von 9 - 
und yp erfiillt aein, so mufi 


AW+ AW = 0 
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sein. Wir sohen also, dafl unsere Minimalaufgabe mit der Randwert- 
aufgabe fiir die Gleiohung der sohwingenden Membran identisoh ist. Der 
Wert des Minimalintegrals wird [vgl. wieder Formel (47), § 3], da am 
Rande W = 0 ist, 

D(W) = JJ grad Wdxdy = - jjWA Wdxdy = A*JJ W*dxdy. 

Nun sollte JJ W*dxdy = 1 Bein, es wird also 
(13) ^® = D(W) = JJ grad®Wdidy. 


Es ist also der Eigenwert unserer Differentialgleichung unmittelbar durch 
den Minimalwert des zum Minimum gomachten Integrals gegeben. 

Bei dem hier eingeschlagenen Verfahien muBten wir die Nachbar- 
funktionen in der Form (J =W ^ + )/ y> schreiben, statt einfach 
V =■ W + £<p, weil sonst bei beliebiger Wahl von 9 * die Nebenbcdingung 
nur einen Wert von £ zugelassen hiitte, so daB wir nach £ niclit hatten 
differenzieren kbnnen. 

Die Schwingung mit freiem Rande. Wir kbnnen noch fragen, 
wie die l^osung unseres Variationsproblcms aussieht, worm wir auf die 
Randbodingung W = 0 verzichten. Die Rechnung ist zuniiclist genau 
die gleiche wie ohen, und wir crhaltcn wieder als Minimalbedingung 


(14) 



grad IF grad cpdxdy = )? J cpdxdy 
(und ebenso fiir ip). 


nur tritt bei der jetzt folgenden partiellcn Integration ein Randintegral 
auf, da mit der Randbedingung W - 0 auch die Rand bed ingungen </> = 0 , 
ip =- 0 fortgefallen Hind. Wir erhalton alwo: 


odor 

(15) 


j | grad W grad cpdxdy = — J j 9 * A W dx dy | j di 

= tf^tpW&xdy 


|| q>\A W+X'W\dxdy = J 

|| y> | J W + VW)dxdy - | Vj^ds. 


Hier kbnnen wir 7 * und y ganz belicbig wahlen. Wiihlen wir sie speziell 
so, daB am Rande <p und y* verscliwinden, so folgt genau wie oben fiir 
das Innere des GebiotoH die Differentialgleiehung 

AW+ A 2 W- 0 . 
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Das Integral der linTren Seite wird also auf alle Falle zu Null und die Rand* 
integrale mttseen fttr sioh Null warden, wie immer wir die Randwerte 
von <p nnrl y> auoli wfihlen. Daa iet offenbar nux dann moglich, wean 
am Rande 


(16) 


dW 

dv 


= 0 


iet. Auoli in diesem Falle wird der Wert des Minimalintegralfl gleicb dan 
Eigenwert. Physikalisoh entaprioht dieaer Fall einer Schwingung, bei 
weloher der Rand nioht festgehalten wird; die die Membran ausspannende 
Kraft j8 wirkt dabei auob wtLhrend der Bewegung normal zur Randkurve 
parallel zu der GleaohgewichtBebene. 


2. Die htfheren Eigenwerte. Nehmen wir an, der erate Eigenwert und 
die erate Eigenfunktion (wieder fttr die Randbedingung W = 0) w&ren 
ermittelt, so konnen wir den zweiten Eigenwert und die zweite Eigen- 
funktion,- von der wir wiaaen, dad Bie zur ersten orthogonal iat, 

(17) 0{Wjy 2 ) = \\WJV t dxdy = 0 

dumb das gleicbe Variationsproblem wie oben bestimmen, wenn wir zu 
der Nebenbedingung jj W\dxdy = 1 nook die Orthogonalittttsbedingung 

(17) ala weitere Nebenbedingung hmzuftigen. 

Neben der wahren Losung TF a betracbten wir wieder eine Funktionen- 
sohar, die wir mit drei Parametem f t , f„ f a und den beliebig, aber feat 
gewtthlten, am Rande verachwindenden Eunktionen <p 1> <p t , f 3 m tier Form 

(18) = 

anaetzen. Die Integrale D(U), J(U), 0(0) werden dann als Funktion 
von f x , f a , f a 


D(D) = grad* Vdxdy = jj grad®W a da:dy 

+ 22^ fj gradTF a grad qi^dxdy + quadrat. Glioder, 

J(U) = }J ZPAxdy = JJT Vidxdy 

+ <P e dxdy-i. -, 

0(U) = jjWjUdardy = {{F^d^dy 

+ \\W x cp v dzAy -j-. 


Soil Z)(TP) wieder daa Minimum liefern, so mufl fur f a = f B = f 3 = 0 

dD „ so 
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sein, wo Aj und 2 p die Lagrangeschen Faktoren der beiden Neben- 
bedingungen Bind. Das ergibt 

JJ gradTP,grad <p t dxdy = Aj ^W^dxdy + p^W x q) t dxdy 
oder nacb partieUer Integration 

( 21 ) cp^AWi-^ ixWx)dxdy = Q. 

Soli dieses Integral wieder fiir beliebige Wahl von <p x , <p it <p a verschwinden, 
bo muB 

( 22 ) AW t +HW 9 +pWi** 0 

sein. Der Faktor fi wird Null, denn wenn wir die Gleicbung mit W x multipli- 
zieren und iiber die Membranflache integrieren, so wird wegen der Rand- 
bedingungen W x = TP S = 0 

jj W A W>-W t A Wjdxdy = j (W, ^ - W^)ds = 0, 
also 

\\W x AW z dxdy = \\W a AW x dxdy = - A? fj W a W x dxdy = 0, 
und folglich 

0 = jjVxl "I" ^*^2 + ftW^dxdy — jti ^W\dxdy — /i, 

d.h. 

(23) /i = 0. 

Unaerc Minimalbedingung ist also tataiichlich idcntiach mit der 
Diflorentialgleichung. I)er Wert dew Minimalintegrals wird wieder gleioh 
dem Eigenwcrt. Vcrziehten wir wieder auf die Randbedingung W 2 = 0, 
flo wird die Lbaung des Variationsproblcma durch die Losung der Diffe- 

3 W 

rentialgleichung fiir die Randbedingung ^ * = 0 gelost. 

In dicser WeiBe fortfahrend, konnon wir durch Rekursion die samt- 
lichen Eigenwertc und Eigenfunktionen durch iliro Minimaleigenflchaften 
fcatlegen. Zu dor Minimalforderung JJ grwPWdxdy — Minimum mit 
der Nebenbedingung J Jw 2 d:rrfy = 1 treten fiir den w-ten Eigenwert 
noch die Orthogonalitatabedingungen 

(24) fj W n W h dxdy = 0, h = 1, 2,.. n — 1 

ala weitcre Nebenbedingungen hinzu. Der Wert des Minimalintegrals 
wiTd gleich dem betreffenden Eigenwert: 

(25) A* = JJ grad 2 lK n <Za:iy. 
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Unabbangige Beatimmung dea n-ten Eigenwertes duroh 
ein Maximum-Minimumproblem 1 ). Fiir allgemeine Unterauobungen 
1st die letzte Formulierung niobt aehr brauchbar, da aie nui eine rekurrieiend© 
Bea timmung der Eigenwerte zulaflt. Man kann aber durch die folgende 
Ander un g dea Vaiiationaproblems zu einer direkten Beatimmung dea 
n-ten Eigenwertea kommen. Wir fragen nacb dem Minimum dea Integrals 

(26) jD(£7) ~ JJ grad® Udxdy 
bei der Nebenbedingung 

(27) J (£7) = JJ V'dxdy = 1 
und der Bandbedingnng 

(28) £7 = 0 , 

wenn wir statt der Orthogonabtatabedingungen (24) fordem, daB 

(29) JJ Z7/*(a:, y)dxdy = 0 , h = 1,2,3,.. .,n - 1 

aein soil, wo die /»($, y) beliebige, gegebene Funktionen von x und y 
sind. Damn konnen wir zeigen, daB der Wert dea Minimutna steta zwisohen 
X\ und A* liegenmuB. DaB er oberbalb Aj liegenmuB, iat selbstverstandlich, 
denn Aj stellt daa Minimum dar, wenn wir auf alle Ortbogonalitiits- 
bedingungen verziohten, kann also auch nicht unterschritten werden. 
wenn wir die 7<w.bl der zulasaigen Funktionen dureb die OrthogonalitatH- 
bedingungen einsohranken. DaB daa gesuohte Minimum unter A* liegt, 
wird offenbar bewieaen aein, wenn wir eine einzige Funktion £7 angeben 
konnen, ftir weLobe bei alien Nebenbedingungen der Wert des Minimal- 
integrals Meiner ala A* bleibt, denn daa Minimum muB tiefer liegen als 
jeder apezielle Wert, den wir fUr irgendeine Funktion auarecbnen. Diesc 
Funktion £7 bilden wir als lineare Funktion der eraten n Eigenfunktionen 

(30) U = i£c e W <! (T,y). 

1 

Die Konstanten c tt bestimmen wir so, daB die Nebenbedingungen (29) 
und die Bedingung (27) erfiillt sind. Das ist sicher moglioh, denn die 
Gleiclmngen 

fl 

JJ Uf h (x, y)dxdy = *2>c v $W„f h dxdy = 0, h = 1,2,— 1 
__ 1 

l ) Vgl. Courant, t)ber die Eigenwerte bei den Differentialgleiohungen der 
m&thematisohen Phyaik. Math. Zeitaohr. 7, 1— 57 , 1920. 
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stellen n — 1 lineare homogene Gleichungen dar, die dnroh n Groflen c auf 
unendlioh viel Arten erfiillt werden konnen. Dnroh Multiplikation mit 
einem konstanten Faktor wird dann erreioht, dal! auch nooh 

(31) J = JJZ7*i*iy = 2c* = l 
ist. 

Bilden wir nun JJ grad 2 Udxdy , so erhalten wir 

(32) f|grad«Z7i*dy = Sc>A*, 
und dieB ist, da X x bis A n _! kleiner als A w ist: 

(33) ff grad* Udxdy ^ A* S c* = 

Die obere Grenze A* wird dann erreiebt, wemi wir die Funktionen f x bis 
gleich den ersten w —* 1 Eigonfunktionen nehmen. Wir konnen also 
den w-tcn Eigenwert als das Maximum aller Minima bezeichnen, welche 
bei irgendwelchen w — 1 Orthogonalitatsbedingungen angenommen werden. 

3. Folgerungen aus den Mlnlmalelgenschaften. Aus den Minimal- 
eigenscliaften konnen w T ir fiir die zum niedrigsten Eigenwert gehorige 
Kigonfunktion einige Folgerungen ziehen, die wir hier zusammenstellen 
wollen. Zuniichst zeigcn wir, dafl die erste Eigenfunktion keine Knoten- 
linien aufweist, d. h. daB sie im Innern des von der Membran bedeckten 
Gebietes G nicht verschwindot. Die orate Eigenfunktion macht bei ge- 
gebenem J{W) = ^W*dxdy — 1 das Integral D(W) = JJ grad *Wdxdy 
zum Minimum. Wenn wir also zeigen, daB wir fur irgendeine Eigen¬ 
funktion, welche eine Knotenlinio besitzt, cine bcnachbarte Funktion V 
finden konnen, fiir welche bei festbleibendem J das Integral D(U) kleiner 
wird als fur W , ho wird unser Satz bewiesen sein, denn es ist dann gezeigt, 
daB diese Eigenfunktion das Variationsproblem der ersten Eigenfunktion 
sicher nicht lost, daB sie also nicht die erste Eigenfunktion sein kann. 

Wir haben friiher gesehen (s. S. 3.54), dafl eine Knotenlinie stets 
Gebicte mit positivem W von Gebicten’mit negativem W trennt. Wir 
bezeichnen die Gebicte, wo W positiv ist, mit I, wo es negativ ist, mit II. 
Nun ersetzen wir zunachst die Funktion W durch ihren Absolutwert 

(34) W = \W\ % 

d. h. wir drehen iiberall da, wo W negativ ist, das Vorzeichen um. Dann 
haben die Intograle J und 1) fiir W und W' offenbar den gleichen Wert, 
da die Funktionen und ihre Ableitungen in D und J nur quadratisch 
vorkommen. 



364 


Die exste Eigenfunktion iat poeitiv 


IX, $4 


Um nun eine Funktaon V zu finden, welohe bei festem 
(36) J(U) = J(W) = J(W') = l 

ftinfiw Wert deB MfnTmRlin+ .ftgrft]B 
(36) D(U)<D{W') = D(W) 

liefert, eetzen wir U in der Form 

V t=W’ + (f+ijip 

an, wo tp und ip beliebige, am Rande der Membran verschwindende, stetig 
differenzierbare Funktionen sein mo gen. £ und rj sind zwei Parameter, 
fiber die wir noob verfiigen werden. Sie sind daduroh eingeschrfinkt, daB 
wir verlangen, daB J ( TJ) — J (W') sein soil, d. h. 

\[W*dxd, y = || W’*dxd y + 2 £ JJ W <pdxdy 

+ 2 rj JJW' ipdxdy + JJ (f 9 + V ipfdxdy 

oder 

(37) f 0 = 2 ^ <pdxdy+ 2 rj ^W’ ipdxdy + £® JJ q?dxdy 
\ -f- 2 £*7 JJ <p ipdxdy + if JJ ifdxdy. 

Sind <p und tp gegeben, so konnen wir uns in einer £j/-Ebene die zulassigen 
Werte von £ und rj aufzeichnen. Sie liegen auf einer durch den Nullpunkt 
gehenden Ellipse, wenn die Punktionen cp und ip so gewahlt sind, was 
wir immer annehmen konnen, daB nicbt gleichzeitig jj W' q>dxdy und 
W' ipdxdy = 0 ist. Wir bemerken vor allem, daB wir Btets beliebig 
Heine Werte f und rj finden konnen, welohe (87) nocb m erftillen. 

Bereobnen wir nun das Integral D (£7), so erhalten wir 

D (V) = JJ grad® TJdxdy = JJ grad 2 PP'da:dy 
(38) 4 - 2 JJ grad W grad (£?>+ i]ip)dxdy 

+ JJ grad* (£ (p + rj ip)dxdy. 

luhren wir hier eine partielle Integration aus, so miissen wir die auf- 
tretenden Randintegrale um die Gebiete I und II gesondert mtegrierm 
und erhalten 

JJ grad W grad (£ q> + >/ ip) dxdy = — JJ(£?>+ rjip) A W' d xdy 
+ j(i^ + >?^)^ds+ j(£9> + ?7V>) <*»• 

I n 

Die Randintegrale sind, da am Rande der Membran q>= y> = 0 sein sollte, 
nur noch iiber die die Gebiete I nnd II trennende Knotenlinie zu nehmen. 
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Da W' aus dem urspriingliohen W dadurch hervorgegangen war, daB 
das Vorzeiohen von W in den Gebieten II in ein positives verwandelt 
wurde, so hat W' langs der Knotenlinie einen Sprung in der Normal- 
ableitung, und die Anteile der Randintegrale, welche von den Gebieten I 
und II herriihren, heben sich nicht gegeneinander fort. Berticksichtigen 
wir noch, dafl AW' = — X 2 W' ist, ao wird 

D(U) = D(W f ) -f 2 A a JJ W (£ <p + 7] y))dxdy 

+ grad" (f <p + n v») d x d y 

- 1 -1 {£<p+v v) d fo* ds + | (f H- >iv>) d Jl* ds - 

I II 

Ziehen wir hiervon die mit X s multiplizierte 01. (37) ab, so ergibt sieli 

D(U) — D(W) = I (ly+ »/y) ds+ f (£y+ qy)^“ dx 

(4i) ] i dVl i dvn 

+ JJgrad*(f <p + r)ip)dxdy — A a jj(f <p + 1 \ y>)*ds. 

Wahlen wir jetzt f und 7] so klein, daC die quadratischen Gliedor in dem 
Ausdruck ftir D (V) — D (W) das Yorzeichen nicht melir becinflussen 
konnen, so ist das Vorzeiohen der Randintegrale maBgebend fur don Wert 
der Differenz. Da nun aber die Vorzeiohen von f und ?] gleiohzeitig ge- 
wechselt werden konnen, so konnen wir der rochten Seite durch passende 
Wahl hinreichend kleiner f und r/ cm beliebigea Vorzeiohen geben. D. h. 
wir konnen tatsaohlich eine Funktion U finden, fur welche bei gleiohem 
J (E7) — J (W) D (U) *' T) (IF) iat, wie zu beweisen war. 

Auh dem ebon Bewieaenen konnen wir sclilieBen, dali zu dem eraten 
Eigenwert ateta nur eine einzige Eigenfunktion gehoren kann. (Jabe es 
niindich zwei Eigonfunktionen und W 2i ao ware lhre Differonz eben- 
falla eine Eigenhinktion. Nun kann, da jj W\dxdy ~ JJ W\dxdy = 1 
iat, W 2 nicht liberal 1 kleiner oder liberall grolier sein als W x . Die Differenz 
W 2 — W 1 ware also eine Eigenfunktion mit Knotenlinien, kdnnte also 
nach dem obcn Bcwiesenen niclit zuni kleinsten Eigenwert gehoren. 

4. Das Rltzsche Verfahren. Elliptische Membran. Eine direkte 
Metliode. zur Bestimmung der Eigonwerte und Eigenfunktionon auf Gnmd 
ihrer Minimaleigenschaftcn vcrdankt man Ritz. Wir wollen bier nur den 
Reehnungsgang andcuto.n; bcziiglieh der IJnterauchung iiber die Kon- 
vergenz der Methode verweiaen wir auf Bd. 1 , XX, §3. 

Wir benutzen unnuttelbar das Variationaproblcm, aus alien am Rande 
verachwindenden atetigen und difforenzierbarcn Funktionen diejenige 
herauszuauchen, fur welche Jj W 2 dxdy — l ist und [^giw&Wdxdy ein 
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dD dJ 
dd h 


MiBimum wd. Haben wir eine Reihe vonFunktionen Pl (x, y), p 2 (x, y) usw., 
w . e auf dem Rande verschwinden, und welche so besoh&ffen sind, dafl 
wir lrgendeine am Rande verschwindende stetige und differenzie*bare 
on durcb due Reihe der Form p* {%, y) samt ihren Differential- 

quo en mrfc^ beliebiger Genauigkeit approximieren konnen, so setzen 

■wji ano a Losiing unfleree "V ariationsproblems naherunasweise in Form 
emer endbohen Sunume 

(42) U = 2 

. Non beatunmen »ir die Koeffijdenten a demit, dad die Nebea- 
bedingung J = jj JPdxdy = 1 erfifflt ist und D (17) =. ff grad* Udxdy 

f£ 4 TU ^- W ^' v ^ a ^ )en a ^ 80 i wexm A* wieder den Lagrangescben 
iaktor fbr die Nebenbedingung bedeutet, die Gleiobungen 

(43) 

aufzuldeen. Da 
3 f) ? f d CT 

9a* ~ 2 J j grad —~dxdy = 22a? Jjgrad p Q grad p h dxdy 
und 

iat, kSnnen wir diese Gleiobungen 

n 

<44) 2«, fjemdp,gredp»i*dj, = ?,ndxiy 

Q^Semoen 11 ^ ^ d® 0411 80 eiele iineare homogenc 

Qta^eogen vor aae babeu, . 1 , Koeffinmteo au beethnmen emd. Die 

w t b “- T? *• D®*™*”"*® vereobwindet; aeteen 
Jiiraelbe gaiob Neil, «o erhalten air me elgetayedie Qleielimig zer 

^TSSTer^lTT^ Gmd dieeer Gleietag 

2 tTj* 2,1,1 tee: da die Deteneiaaeto syiometrieoh 

5 it"*.*? ** a®»® eooh peaae eJTSnmMi 

eowoU Jim Imtaimaltipliziereniiieieommieren. Danamliob 

eowohl J (U) aia D(U) qoadratieohe Forman in den a aind, so ist 

2J = 2«, W 




so daB wir mit J = l 
(46) 


‘6a*’ 


J) = AV, A® = JJ grad 1 Udxdy 
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bekommen. Sind die Werte von X ermittelt, so erhalten wir fiir jeden 
Wert A 2 , der eine Wurzel der Determinantengleichung ist, auB den Gl. (44) 
je ein System von Koeffizienten ot,„ aus denen wir Funktionen TJ bilden. 
Mit wachsender Koeffizientenzahl n konvergieren die Wurzeln der Deter- 
minantengleiohnng gegen die Eigenwerte unseres Variationsproblems. 
Wegen der Konvergenz der Eigenfunktionen s. 1. Bd., XX, § 3. 

Brau'chbar ist die Methode vor alien Dingen zur Bestimmung der 
Eigenwerte. Wir wollen sie anwenden, um den ersten Eigenwert fiir eine 
elliptiflohe Membran zu bestimmen. Wir bemerken zun&chst, daB wir 
durch das Naherungsverfahren sicher einen zu groBen Wert erhalten, 
denn da der wahre Wert das Minimum von D liefert,' so muB irgendeine 
Naherung einen groBeren Wert ergeben. 

Fiir die Ellipse machen wir noch eine vereinfachende Vorbetrachtung. 
Da zum kleinsten Eigenwert nur eine Eigenfunktion gehoren kann, so 
sehen wir, daB dieselbe symmetrisch zur x - und y-Achae sein muB. Ware 
Bie namlich gleich f(x, y), wo /( — x 9 y) ± /(x, y) ware, so miiBte aus 
Symmetriegriinden auch /(— x, y) eine Eigenfunktion sein, es gabe also 
zwei Eigenfunktionen, was ausgeschlossen ist. Wir konnen uns also zur 
Bestimmung der ersten Eigenfunktion auf gerade Funktionen in x und y 
beschranken. 

Die Halbaohsen der Ellipse seien a und b, ihre Gleiohung ist also 
a 2 6* — ft 2 ® 2 — a 2 ^ 2 = 0. 

Wenn wir die allereinfaohste Naherung nehmen, welohe nur die Band- 
bedingung befriedigt, 

U = C[a*b*~ 

so bestimmt sich die Konstante C aus der Bedingung 

JJ UHxdy = 1 

ZU 



Weitere Koeffizienten, durch deren Bestimmung der Wert des Minimal- 
integrals noch herabgedriiokt werden konnte, stehen nicht zur Verfligung. 
Reehnen wir das Minimalintegral aus, so erhalten wir durch elementare 
Integrationen 

D ( U) = jj grad* Udxdy = C*jra a 6* (o* + &*), 

woraua wir mit dem errechneten Werte fiir C® ala Naherungawert fiir 
den ersten Eigenwert nach (45) 

_ 3(o*+ 6*) 

1 “ «* 5 * 



008 „ 

Nameriaohes Beiapiel IX, §4 

2£T ^' nr Verbeesenmg dieses Wertee maohen wir jetet den erweiterten 

{aa^ + p^+ya^). 

*>M «• ErffiUnng der RandbJKL p - 0*• beliebi 8 en 
die Werte der Int**™.!* n "°^ 1I1 € Tul g ^ — 0. Rechnen wir uns nun 

Mien wk MW *‘* B 1 * MMon von «, ft r .«* so er- 

jy /? ] _ A 


■®{P) — wo T 6 7 (a* -f &*) 

^ die Gleiohuogen. 


, a/H-o y,Py 
3+24 


?5 _ ,, d/ 

a.. — 4 3 — UBW. 
0oc 


“Men nwh Wejheb™ mneewnM,™ Jektaen ^ Abkltelmg 

A 2 a* 6® 


** = 


die Form an: a -{-b 

: + Vt , =^ + -* + £> 

I + ft (TOi , + (s+^+^ 5 ). 
* + “ + 7 '< W+v >- + a)=** (h+4+&) ■ 

Die 

?-±'* + *-*»+»-'+ =0 
,j“ + J 2,3 - °> 3 “*)/> + (0,5 - 0,1 «•)y = 0 ’ 

** * >« + (0,5 - 0,1 *■)£ + (4J _ 0 3 J }r = 

’* «* ** «• Dilen-n^ntengWoio,. 

l(24-8x*), (4-x*), (4-*») 

(4-x*), (2,8-0,3x*), (0,6-0,lx*) 

(4-x*), (0,6-0,1 x*), (4,7-0,3x*) 


-167,44-78,08x»+8,72x*-0,24x«= 0 



IX. 54 


Asymptotiaohe Vortoilung der Eigenwerte 


360 


erhalten, deren kleinste Wurzel x\ — 2,8654 ist. Es wird somit 


A? = 


*?(a a + 6 a ) 

a a 6 a 


a* 4- b* 

= 2,8654 - = 3,568. 


Vergleichen wir dies mit dem Ergebnifl der ersten Naherung 


(3a a + 6 a ) 
a* 6* 


3,75, 


so sehen wir, d&B der verbesserte Naherungswert um 5 % tiefer liegt als 
der erste Wert. 

Bestimmt man noch die Koeffizienten, so ergibt die elementare 
Reohmmg 

a = 1,560, p = - 1,178, y =■ - 0,399. 

Eine Abschatzung des Felilers, die hier nicht ausfiihrlich dargcstellt 
werden kann, ergibt fur den Eigcnwert die Orcnzen 

3,49 -.)?< 3,57 *). 


5. Die asymptotische Verteilung der Eigenwerte 8 ). Den AbsohluB 
unserer Betrachtungcn soli die Frage der Verteilung der Eigenwerte bilden, 
d. h. pbysikalisch gesprochen, die Frage, wieviel Schwingungszahlen einer 
Mombran unterhalb einer gegebenen Zahl z liegen. Die exakte Beant- 
wortung dieser Frage wiirde natiirlich die Bcstimmung der Eigenwerte 
in jedem gegebenen Falle erfordern, wir konnen aber zeigen, daB fiir sehr 
groBes z die Anzahl N ( z ) der Eigenschwingungen, welche unterhalb z 
liegen, fiir alle Membranen gleichen Fliioheninhalts asymptotisch die 
gleiche wird. 1st F der Flacheninhalt dcr Membran, und N (z) die Zahl 
der Eigenwerte unterhalb z, so wird 


(46) 



F 

4 71 c* 


Diese asymptotische Formol konnen wir zunachst fiir den Fall des Reoht- 
ccks beweisen, wo wir die Verteilung der Eigenwerte kennen. Die variations- 
theoretische Betrachtung des letzten Abschnittes wird uns dann die 
Mogliehkeit geben, die Formel auf den allgemeinen Fall zu tibertragen. 

Das Rechteck. Dio Eigenschwingungen eines Rechtecks von den 
Seitcnlangcn a und b haben nach § 3, (16) (S. 343) die Form 


(47) 


, . mnx . nny . . . 

w nu n = A mt „ sin sin -y- cos (?«,„*- y m , w ), 


*) Vgl. E. Treff tz, Ober Fchlerachatzung bei Boreohnung von Eigonwerten. 
Math. Ann. I OH. 595, 1933. 

a ) Vgl. Cou rant, Ober die Eigenwerte bei den Differontialgleichungon der 
mathematiBchon Phyaik. Math. Zeitschr. 7, 1—57, 1920. 

MUoa-Prank, DiifereuUaltfleichungeu. II 
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wo m und n gauze Zahlen sind. Der Eigenwert X der Differentialgleichung 
AW + %*W = 0 wird 


(48) 



Die zugehorigen Schwingungazahlen sind, wenn wir wieder 

(49) c = Sln 
setzen, 

(50) 


i/m* 

—y^ 


b* 


Wollen wir also wissen, wie viele Sohwin gnngngn.'hlATi unterhalb einer 
gegebenen Qx6fle z liegen, so miissen wir fragen, wie viele ganzzahlige 
positive Losungen m, n der Ungleiohung 


CM) 


no 


n 


+ V<* * + 5<A 


n a 


_ _ Ftir einen endliohen Wert yon z kfinnen wir die Zahl dieser 

Lfisungen duroh Abz&hlen gewinnen, wenn wir hub in einem Koordinaten- 
system mit 7n ale Abszisse und n als Or dinat e die ^Ellipse 


m 


. T» 

' W ~ 


b a 71*0* 


zeiobnen. Diese Ellipse hat die Aohsen — und —— alle Gitterpunkte 

no no' r 

(Jrunkte mit ganxzahligen Koordinaten), welohe innerhalb des ersten 
Ellipeenqnadranten liegen, entspreohen dann Schwingun g s zahlen 


ftr Punkte anflerhalb der Ellipse ist v*, n > z. Es ist also die Anzahl 
der Erequenzen unterhalb z gleich der Anzahl der Gitterpunkte innerhalb 
d« ersten Ellipsenquadranten. Die Anzahl derselben ist naherungsweise 
gleioh dem Elacheninhalt des Quadranten; in der Zahlentheorie wird 
geze^gt, dafl der prozentuale Fehler, den wir bei dieser Approximation 
begehen, mit waohsendem z gegen Null geht. Es wird also angenahert: 


(52) 

oder genauer ausgedriiokt: 


N(t) — — &^ ^ ®_ o 6 z* 

4 no no ^no 1 ' 


Irm 

*-*■ SO 


N(z) a b 

z* 4nc*' 
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Wenn wir die Randbedingung W = 0 durch die Randbedingung 
dW 

— = 0 ersetzen, was (s. S. 359) darauf hinauflkommt, dab wir in der 

variationstheoretischen Behandlung unseres Problems auf jede Rand- 
bedingung verziohten, so erhalten wir als Eigensohwingungen der recht- 
eokigen Membran mit freiem Rande: 

mnx nny . . . 

«y«= ^nOOS — C50S -^COS^^-y*,*). 

Die Sobwingungszablen 

n —■ c p —■ c 



werden also die gleicben wie ftir die Randbedingung W = 0, nur treten 
noch alle diejenigen Werte hinzu, welohe wir erhalten, wenn m oder n 
gleiob Null ist; beim Recbteck mit iestgebaltenem Rande Bind diese aus- 
gesohlossen. Die neu hinzutretenden Eigenwerte liegen bei der graphischen 
Darstellung in den Gitterpunkten der positiven Aobsen. Die asymptotisohe 
Formel ftir die Anzahl der Eigenscbwingungen bleibt die gleiobe, da die 
neu hinzutretenden Frequenzen der Zabl nach gleiob der Summe der 
Halbaohsen sind, so dab sie in der asymptotisohen Formel versobwinden: 

N(z)_ ab 


(53) 


lim 


i 7tC* 


Wir wollen nun zeigen, dab diese Formel ftir eine beliebige Gestalt der 
Membran ihre Giiltigkeit behalt. Der Grundgedanke des Beweises ist 
der, dab bei einer Verscharfung der Bedingungen ernes Yariationsproblems, 
d. b. wenn irgendwelche neuen Bedingungen hinzugefiigt werden, welcbc 
den Kreis der zuliissigen Funktionen einschrankon, die Minimalwerte 
nur steigcn konnen, somit auch in dem Maximum-Minimumproblem, 
welches die Eigenwerte ftir die Differentialgleichung def Membran- 
schwingungcn charakterisiert, die Hochstwerte der Minima, Wird urn- 
gckehrt das Yariationsproblem „gclockert“, d. h. wenn duroh Weglassen 
von Bedingungen (Randbedingungcn odor Stetigkeitsforderungen) der 
Kreis der zuliissigen Funktionen erweitert wird, so konnen alle Minima 
und deren Hochstwerte nur fallen. Physikaliscb heibt das also: Bei einer 
Verscharfung der Bedingungen steigen, bei einer Lockerung fallen alle 
Schwingungszahlen. 

Um diese Grundtatsache aller Variationsrechnung auf unseren be- 
sondcren Fall anzuwenden, verfahren wir folgendermaflen. Wir legen in 
die Ebene der Membran — welcbe das Gebiet 0 bedecken moge — ein 
Koordinatensystem und zeichnen uns das quadratisohe Netz aus achsen- 
parallelen Geraden, die den Abstand e voneinander haben. Fassen wir 
nun die samtlichen kleinen Quadrate, welche keinen Punkt auberhalb 


24* 
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dee gegebenen Gebietes haben, zusammen, so bilden sie eine Flaohe, die 
wir abktirzend als das „Ineck ct bezeichnen wollen. Fassen wir zweitens 
die Quadrate ins Auge, welche mindestens einen P unk t mit 0 gemeinsam 
haben, bo bilden sie eine Flaohe, die wir abktirzend als das „Umeok c 
bezeiohnen wollen. Die Membr anf l&che 0 liegt d».rm zwischen Ineok und 
Umeok, und mit abnehmender Masohenweite nahem sioh die Flachen- 
inhalte von Ineck und Umeck dem Flacheninhalt der Membran. 

Versoh&rfung des Yariationsproblems. Wix gehen von dem 
Variationsproblem der gegebenen, am Rande festgehaltenen Membran 
aus, und verscharfen die Bedingungen fur die Eigenfunktionen zunochflt 
dadureh, dafi wir all© diejenigen Flaohenteile festhalten, die zwischen den 
Randem der Membran und des Inecks liegen. Dazu fugen wir die weitere 
versoharfende Bedingung, dafi wir auch nooh die Gittergeraden fest- 
halten. Wir betrachten also unter den verscharfenden Bedingungen die 
Schwingungen, welche das Ineok mit festgehaltenem Rande und fest- 
gehaltenen Gittergeraden ausftihren kann. Dabei schwingen offenbar 
alle Quadrate des Inecks unabhangig voneinander, so dafi wir die Zahl 
der Eigensohwingungen des Inecks unterhalb z erhalten, indem wir die 
Zahl der Schwingungen ftix alle einzelnen Quadrate addieren. Nun ist 
asymptotisch die Zahl der Schwingungen unterhalb z ftir das einzelne 

Quadrat , also ftir alle Quadrate 

u* 

inc" 

wo der Inhalt des Inecks ist. Nun sind bei der Versoharfung alle 
Sohwingungszahlen gestiegen (oder wenigstens nicht gefallen), so dafi 
ihre An zahl unterhalb z gefallen (oder mindestens nicht gestiegen) ist. 
Die ermittejte Anzahl ist ako sicher kleiner als die Anzahl der Sohwin- 
gungen unter z ftir die ursprtinglich betrachtete Membran, d. h. 


(54) 



U 

4:71 C* 


Lockerung des Variationsproblems. Wir gehen wieder aus 
von dem Yariationsproblem der gegebenen Membran und lockern die 
Bedingungen, indem wir zunachst die Flachenteile zwischen Umeck und 
Membran loslassen. Dann lockern wir weiter, indem wir auch nooh den 
Rand des Umecks loslassen und das Umeck langs der Gittergeraden auf- 
sohneiden, oder mathematisch* gesprochen, indem wir auf die Stetigkeit 
l&ngs der Gittergeraden verzichten, Damit werden die einzelnen Quadrate 
vollkommen voneinander unabhangig, sie schwingen, da auf jede Rand- 
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d. h. mit freiem Rande, und die Schwingungen des zerschnittenen Umecks 

setzen sioh aus dieaen Schwingungen der einzelnen Quadrate zusammen. 

Es ist also die Zahl der Schwingungen unterhalb z fiir das zcrsohnittene 

Umeck gleich der Srnnme der Anzahlen fur die einzelnen Quadrate. Nun 

ist nach (53) die Zahl der Schwingungen unterhalb z fur jedes Quadrat 

Sp 2 “ / 2 ® 

asymptotisch gleioh --=■, die Siimme fiir alle Quadrate also - -—wo / 

4 710 4 n c* a 

der Inhalt des Umecks ist. Da bei der Lockerung alle Scbwingungszahlen 

gefallen (oder mindestens nicht gestiegen) w^ren, so muB ihre Anzahl 

unterhalb z gestiegen (oder mindestens nicht gefallen) sein. Es ist also 

die ermittelte Anzahl grofler oder gleich der Anzahl fiir die urspriinglich 

betrachtete Membran. Mit (54) zusammen erhalten wir also die Ungleiohung 

<“> 

Nun konnen wir aber durch hinxeichend feinc Maschenteilung die In- 
halte /, und f a von Ineck und Umeck beliebig nahe an den Flacheninhalt F 
der Membran heranbringcn, bo daB in \mserer Abschatzung obere und 
untere Grenze gleich werden. Damit erhalten wir als asymptotische Formel 
die eingangs behauptete Beziehung 

(56) 

Die hier angestellten Betrachtungen lassen aich auf viele andere Eigen- 
wertprobleme iibertragen. 
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ZehntcH Kapitel 

Grundlagen der Hydromechanik 
§ 1. Aufstellung der Grundgloichungon 

1. Kinematische Begriffe. Die Strom ung einer Fliissigkcit 1 ) ist kine- 
matisch voIlHtiindig beschricbcn, wenn entweder der Gcschwindigkeits- 
vektor n als Funktion des Ortavoktors x und dor Zeit t bekannt iat oder 
wenn n fiir jedea Toilchen ala Funktion der Zeit t gegeben iat. Eh sind 

x ) Dor Begriff Fluafligkeit int liier irn allgomcinon Sinne vorstanden und umfaflt 
die tropfbar flussigon wio die ganfornugun Kontinua. 
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d&hex zwei zeitliohe Ableitangen zu untersoheiden, die 1 o k a 1 e Differentiation 
bei feetem Ortavektor (d/dt) and die substantielle Differentiation fftx 
dasselbe Kteaigkeitsteilolien (d/dt). Zwisohen diesen besteht folgender 
Zusammenhang: 

d d , e . d . d 
\Tt=di+' , *Tx + v 'Vy+ v 'dH 

i 

««, ®v, «. Bind dabei die drei reohtwinkligen Komponenten, v der Absolut- 
betrag des (Jeaohwindigkeitsvektors. d/ds bezeiohnet die Ableitung inRich- 
tung von o, also in Riohtung der Bahnkuxve. Der Operator d/dt kann auf 
jede dam HUssigkeitsteiloben zukommende skalare oder vektorielle Bigen- 
sohaft, wie z. B. die spezifische Masse (Dicbte) oder den Qeschwindigkeits- 
vektor v selbst, angewendet werden. fOber v V vgl. 1. Bd., II, § 3, S. 77 
und 90.) Die Differentialgleicbimg der Bahnkurven der Jliissigkeits- 
teiloben ist gegeben duroh 

P) g— m. 

die der Stromlinien, d. h. der Linien, die zu einer festen Zeit £ 0 iiberall 
die Riohtung des G^chwmdigkeitsvektors n haben, duroh 

( 8 ) dx xv (x, t 0 ) = 0. 

Die Stromlimensobar ist also im flll gp-mpinATi zeitlioh ver&nderlioh. Die 
Bahnkurve eines Teilohens, das sioh znr Zeit £ 0 in i 0 befindet, berilhrt 
die znr Zeit £ 0 duroh Iq gehende Stromlinie in diesem Punkt. Ist aber 
die Bewegung station&r, gesohieht also an jedem Ort zu alien Zeiten 
dasselbe, so daB alle Differentialc[uotienten d/dt verschwinden, dann be- 
halten die Stromlinien ihre Gestalt und fallen mit den B ahnk urven zu- 

Legt man duroh die Punkte einer gesohlossenen Raumkurve die Strom¬ 
linien, so umhitilen diese eine Stromrohre; eine Stromrohre von eehr 
kleinem Quersohnitt heiBt Stromfaden. 

2* Differentiation eines Volumenlntegrals mit verfinderiichen Grenzen. 
Den folgenden Betraohtungen moge zunaohst die Herleitung einer oft 
anzuwendenden Pormel liber zeitliohe (substantielle) Differentiation eines 
Volumenintegrals vorangestellt werden. Der Integrand sei eine, z un& chst 
skalare, Funkiaon des Ortes t und der Zeit t. Das Integrationsgebiet soil 
stets von denselben matenellen Teilohen gebildet werden, sei also dor 
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Gestalt and Grofle naoh zeitlich veranderlioh und werde vorlaufig mit V ( t) 
bezeiohnet. Es ist 

F(o r« + ^o no 

Wird in der eckigen Klammer 

\n*,t)dv 

mit positivem und negativem Zeiohen hinzugefiigt, so entsteht rechts ein 
Anteil, der mit At ^ 0 gegen 

Vit) 

geht. Der Restanteil 

AV 

wobei das Integral liber das Differenzgebiet A V = V(t + At) — V (t) 
zu erstreoken ist, geht gegen 

J/(i, t) v v dF =- J div(/u)d7. 

Fit) no 

F (it) ist die Oberfl&che von V (t), v r = o v ist die in Richtung der auBeren 
Normalen v von F genommene Komponente des Gesohwindigkeitsvektors 
der Punkte von F zur Zeit t. Das Oberflachenintegral laBt sich dann, wie 
angegeben, nach dem GauBsehen Satz [1. Bd., II, § 3, 2, (29)] als Volumen- 
integral schreiben. Somit folgt 

(4) ^\lMiV=\[l{ + aiyUc)]d7. 

no no 

Gl. (4) mt die mehrdimensionale Verollgemeinerung von Gl. (9) im 1. Bd., 
I, § 4, 1, R. 29. Die reohte Seite liiBt sich noch umfomicn, wenn man setzt 
[l.Bd., II, §3, 2, (26)] 

(5) div (fu) = (o V) / + / div t> = u grad / + / div o 

und die in (1) definierte substantiellc Ableitung unter dem Integralzcichen 
wieder einfiihrt. Rtatt (4) kann daher gcsclirieben werden 

(O ^ |/(j,f)d7 = j(^-h/divn)d7. 

r </) no 
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Wendet man dies auf die diei skalaren Komponenten eines Vektors a (s, 0 
an, so erhllt man die der Gl. (4') en.tepreche.nde Formel fttr einen vek- 
toriellen Integranden 

(4 " } Ji i a(M)dF “ J (^j + adivD)d7. 

ViO 

3. Die KontinuitiUsglelchimg. Mit Hilfe von Gl. (4) laflt sioh sofort 
eine wiohtige Beziehung zwischen p und o herleiten. Da die Gesamtmasse 
eines stets von denselben Teilohen gebildeten Yolumens zeitliob konstant 
ist, so folgt 

(6) It J /idF=s ( + 

V V 

Dies gilt ftir jedes Yolumen V, folglioli mufl der Integrand versohwinden: 

<7) + div(jtto) = 0. 

Befinden sioh. im betraohteten Volnmen ranmlioh verfceilte Quellen 1 ), deren 
Ergiebigkeit pro Yolumen-, Zeit- und Massendichteeinheit (Quell- 
diohte) q ist, dann tritt an SteUe von (7) 

(7*) + div (/* t>) = fiq. 

Dies ist die sogenannte K on tinuit lit sglei chung, die sich nooh in viel- 
faoher Weise umformen l&flt. Mit (B) und (1) erh&lt m^n an Stelle von (7) 
die gleiohwextigen Beziehungen 


(7') 

d u 

■^j + ograd^ + ^divt) = 0, 

(7") 

yt+^+ra iv„=c,, 

(7'") 

3? + '*®’' = °- 

Ftlr den station&ren Znstand = o) vereinfaoht sich die Kon 

tinuithtsgleiohung zu at / 

(8) 

div (jmb) = 0. 


!) B&umlioh verteilte Quellen finden rich phyrikaliaoh nioht verwirklioht, 
ihie Ei nfflhm ng empfiehlt sioh aber ftlr die mathem&tisohe Behandlung von 
StrOmungen. 
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Behalt jedes Teilohen seine 


Diohte = 0^, ist also die Fliissigkeit 


inkompressibel, oder ist p sogar ixn ganzen Stromungsfeld eine Kon- 
stante, dann folgt 


(9) 


div o = 0. 


Beide SpezialfaUe iiberschneiden sioh. 

Eine ansohauliohe Deutung der Kontinuitatsgleiohung fiir stationare 
Bewegung entsteht, wenn man sie auf ein Stiiok eines Stromfadens an- 
wendet. Die (beliebig geneigten) Begrenzungsfl&chen an der Eintritts- 
und Austrittsstelle der Fliissigkeit seien dF x und dF 2 , ihre auBeren Normalen 
entspreohend v x und die Geschwindigkeiten und Diohten dort o lt o 2 
und ft l9 /z 2 . Dann liefert die rechte Seite von Gl. (6) nach Umwand- 
lung in ein Flachenintcgral 

( 10 ) dl 1 2 = 0 . 

In gleichen Zeitcn gehen durch jeden Querschnitt gleiohe Fliissigkeits- 
massen. Ist die Diohte der Fliissigkeit konstant (/^ = // 2 ) und ist auBerdem 
— ViKox und v 2 ||o 2 , dann aTlfl (I®) 

(10') v x dF x = v 2 dF 2 . 

In diescr Form findet die Kontinuitatsgleiohung in dor Hydraulik, d. h. in 
den technischen Anwendungen der Hydromechanik, vielfach Anwendung. * 


4. Deformation eines Fltisslgkeitsteilchens. Wirbelvektor. Es soli 
nunmehr die gestaltliclic Veriinderung untersueht werden, die ein kleincs, 
stets von denselben KuHHigkeitsteilehon erfiilltes Voluinen um den Punkt X 
erfalirt. Dieser Punkt habe die Ucschwindigkeit o, die Gcsohwindigkcit 

eines benachbarten Punktes x |- dx ist dann o | d \) mit 

« 

(11) dx> = ^ di. 

' ' dx 


Der doriviertc Tensor du/dx (1. Bd., IJ, §4, H. 90 und 90) laflt sioh eindeutig 
zorlegcn in cinen synunotrischen Teil clef o und in einen antisymmetrischen 
Toil, deaaen Matrix in Cartoaiacheu Koordinaten 


0 

2 \dx dy) 

1 / () v, d v.\ 

2 \5z dx) 


l / dvy _ dv»\ 
2\dx dy) 

0 

1 /dv s dVj, \ 
"2\Iy ~ dz) 


2 \dz dx) 

1 /dv t dv v \ 

2 'dy dz) 


0 
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iat, also die drei Komponenten des VektoiB 55 = Jrotn (1. Bd., II, $ 3, 
S. 76) enth&lt. Formt man nooh diesen Anteil tun (1. Bd., II, § 4, 
S. 93), bo arhittt man sohliefllioh 

(12) t + is s v + 55 x dx + def v . ix. 

Die Matrix von deft) enth&lt nur Foim&nderungsgroBen (1. Bd., II, § 4, 
S. 97), das zweite Glied rechta in Gl. (12) bedeutet eine Drehung. 1st 
ea allein vorhanden, so lotiert die Fltssigkeit in der Umgebung von x 
wie ein starrer Korper, wobei 55 der Vektor der Drehgeaohwindigkeit ist. 
Der Vektor 55 heiflt Wirbelvektor. Der momentane Bewegungszustand 
ernes kleinen Fltisaigkeitsvolumeiifl iat nach Gl. (12) durch Angabe von 
Translation, Rotation und Deformation besohrieben. 

Ea sei darauf hingewiesen, daB die Bezeichnung ,,Wirber‘ dem Spraoh- 
gebrauoh oft stark widersprioht. So gehfirt z. B. zu einer Stromung in 
geraden parallelen Bahnen mit konstanter Gesohwindigkeit jedes Teilobens 
liberall ein Wirbel 55 =f= 0, wenn u nioht an alien Punkten dasselbe ist; 
dagegen ist eine Bewegung in konzentrisoben Kreisen liberall mit Aus- 
nahm e des Mittelpunktes „wiibelfrei“, wenn |n | dem Radius umgekehrt 
proportional ist. Analog wie die Stromlinien, Stromrohren und Strom- 
f&den^kann man Wirbellinien, die in jedem Punkte die Richtung 
von o) haben, also aus der Differentialgleiohung 

(13) di X 55 = 0 

zu bestimmen Bind, und aus diesen gebildete Wirbelrohren und Wirbel- 
f&den definieren. 

5. Die Bewegungsgldchungen tUr ein deformierbares Kontinuum. Bei 

der Aufstellung der Bewegungsgleiobungen ffir ein Kontinuum ist zu 
bertioksiohtigen, daB an einem Volumen nioht nur r&umlioh verteilte 
ErSfte angr eifen, sondem daB man auoh an der Oberfl&che Flaohenkxafte 
als wirksam annimmt. Auf ein Element d V des Volumens V wirke die 
Kraft x d V und auf ein Element dF der Oberflache F mit der auBeren 
Normalen v die Kraft p v dF, wobei die spezifisohe Kraft x (Kraft pro 
Volumenemheit) und die Spannung p„ endliohe Vektoren sind (vgl. 
Kap.VII, § I). Aus der Bedingung, daB der Quotient aus der Resultierenden 
der Oberfl&chenkrilffce geteilt durch das Volumen beim tlbergang zum 
tmendlioh Hemen Volumen endlioh bleibt, folgt wie in Kap.VII, § 2, 
Gl. (1) fiir die Ab hftngigVe it der Spannungen von der Riohtung v 

(14) p v = p a cos (v, x) + p v cos (v, y) + p, cos (v, z\ 
insbesondere 
(16) 


Vv = — P_ T . 



X, §1 


Bewegn ngagleio imngen fflr ein Knntfnn nm 


370 


Die Oesamtheit der Spannungen bildet also einen Tensor zweiter Stufe 
(Dyade) II, der der Riohtung v den Vektor p„ zuordnet. 

Nun soil auch bier die zeitliche Anderung des Impulses gla™h der 
Sunune der angreifanden Rr&fte sein, also 

(16) It f / ivdV = f J 

V V F 

Das Integral auf der linken Seite ergibt, naoh Gl. (4") und (7'") umgeformt, 

V 

das zweite Integral auf der rechten Seite IfiBt sioh in das Volumenintegral 

j divIIdV 

(1. Bd., II, § 4, S. 100) verwandeln. FaBt man alle Volumenintegrale 
wieder in ein einziges zusammen, so muB, da das Volumen wiUkiixliob ist, 
der Integrand verschwinden. Die Bewegungsgleiohungen lauten 
demnach 

07) + (#7)i] = i + diri7. 

Fordert man aiich die Gliltigkeit der der Gl. (16) enteprechenden 
Momentengleichung 

( 16 ') j; | xXfivdV = f txfi^dV = f xxxdV + [ xxp,dF, 
v v r p 

so folgt wie in Kap. VII, § 2, (5) die Symmetric der Spannungsdyadc II 

< 18 ) P*v = Pyx, Pvz = P,y, P,x = Pm.- 

x rcduziert sich fast immer auf das spezifisoho Gewioht y (mit y = fig). 

6. Die ideale Flilssigkeit. Ein wichtiger Sonderfall des ftll gemaingn 
Kontinuums — die sogenannte ideale Fllissigkeit — ist dadurch ge- 
kennzeichnet, daB der Spannungsvektor stets senkreobt auf dem Flaohen- 
element steht, daB also 

(19) p r = p v v 

mit p, = |p r | fur jedeR v gilt. Hieraus folgt 

ip, = p v cos (v, x). 

Ferner ist nach Gl. (14) 

I?.- = Px cos (v, x). 
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Eb ist also p y = p m , also auck = p„ = p„ der Betrag von p r ist also 
von v unnbk&ngig. Da in dan Eltissigkeiten, die ala ideal angeaeken 
warden konnen, fast inuner nur Druckspannungen auftreten und diese 
poaitiv gereoknet zu warden pflegen, setzt man 

(20) p, = — pv, IJ = — pE, p Sg 0, 

wo E der Einkeitstensor (1. Bd., II, § 4, S. 92) nnd p der Dr uok sokleckthin 
ist; er ist fiir die FHiBBigkeiten eine Beaktionsgrofie. Der Druok ist isotrop, 
ganz gleiok, ob die ideale Eltissigkeit in Bake oder Bewegung ist. Ftir den 
in (20) definierten Spannungstensor gilt 

(21) div II = — grad p. 

Setzt man (21) in (17) ein, so ergeben aiob die Euler sckenBewegungs- 
gleiobnngen ftir ideale ITtiasigkeiten 

(22) fijL = s_gradp. 

Eine wiobtige Umformung iBt [vgl. 1. Bd., II, § 3, (26), S. 77] 

(22') /* Jgrad(o J ) — nxrotoj = S — gradp. 

Haben die auf die Masseneinheit bezogenen auBeren Krafte ein Po¬ 
tential U, gilt also 

(23) - = «* = - grad 17 
und wird durob 

(24) P = ( ^ 

J f* 

eine nur bis auf eine additive Konstante bestmunte Funktion des Druckes p 
eingeflihit, dann wird aus Gil. (22) 

(22") ^ = -grad(l7+P). 

Wirkt das Sobwerefeld in der negativen z-Bicktung, dann ist das Potential 
£7 = gz. DaB P in der Begel allein von p abk&ngt, ergeben die folgenden 
Auaftiknuigen. 

7. Die Zustandsglelcbung. Da die (dreifaob z&hlende) Gl. (22) oder 
allgemeiner Gl. (17) ftinf Yer&nderlicke enthalt, nBmlieb die drei Kom- 
ponenten yon a, die Didhte p und den Druok p, so sind nook zwei weitere 
Gleiokungen zur Bestanmung der unbekannten Punktdonen notig. Die eine 
ist die Kontinuitategleickung (7), ala letzte Gleickung tritt in der Begel 
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istandsgleiohung ein, die eine Beziehung zwisohen Druek und 
angibt. In der Hydromeohanik wird moistens vorausgesetzt, 
)h Druek und Diohte gegenseitig eindeutig bestimmen, was z. B. 
11 ist, wenn der betrachtete Yorgang isotherm oder adiabatisoh 
t. Bei Beschrankung auf isotherme Vorgange ist ein verh&ltnis- 
umfassender Ansatz 

P = M o 0 + <*?)• 

e Eltiflsigkeiten im engeren Sinne, wie Wasser, Ol, Quecksilber, 
as als MaJJ der Kompressibilitat angesehen werden kann, sdhr klein, 

• das Glied ap vemaohlassigt werden kann. Ist a = 0, also 
, dann ist die Fliissigkeit inkompressibel. In diesem Falle reduzieren 
i Bewegungsgleichungen auf vier, namlich (22) oder (17) imd (9). 
lercr Grenzfall ist der, dall ap schr groB gegen l ist, so daB // dem p 
ional gesetzt werden kann 

— = — = const. 

V Po 

i'orm der Zustandsgleichung kommt fur Gase in Betraoht. Die 
ite hiingt bei fester Temperatur nur von der Natur des Gases ab. 
*ende Zahlentafcl gibt fiir einige gebrauchliohe Fliissigkeiten die 
C gemessenen Werte von y 0 — g/ii 0 und a. 



Yo In kg-(}»w /dm 3 j 

(t In om 3 /kg-(l-ew 

Atbyldthcr . . 

1 

0,72 

1 

178 . 

, 10 <> 

Athylalkohul 

0,79 

IK) . 

. 10-• 

Petroleum 

0,8 

77 . 

10- 8 

Olivuuul 

0,92 

58 . 

, 10-0 

Wasaer 

! 1,00 

4-1 . 

, 10-0 

(llK'CkHlllHT 

| 13,55 

:i,7 

'. 10 u 


He z&he Fliissigkeit. Obwohl die Gloichungen fiir die idealen 
eiten die wirklieh beobachtcten Krscheinungen in vision Fiillen 
end wiedergehen, erreicht man oft besserc Ubereinstimmung mit 
lining, wenn statt (20) der umfassendero Ansatz gemacht wird: 

II = ( — p - X div o) E + 2 v . def o. 

‘ziohung wird der (Intersunhung der sogenannton reibenden oder 
FliiHfligkeiten zugrunde gelegt, bei donon, im Gegensatz zu 
ilon, das Auftrcton von Tangentialspannungen moglich ist; X 
ind zwoi Materialkonstanten. Man vergleichc die analoge Be- 
zwischen deni Spannungs- und (him De formations tensor m der 
itstlieorie (Kap. VII, §3, 1). 
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Eb ist also j>„ = p a , also auch — p v — p„ der Betrag von p r ist sIbo 
von v unabh&ngig. Da in den Flussigkeiten, die ala ideal angeseben 
werden konnen, feat immer nur Druokspannungen auftreten und diose 
positiv gerecbnet zn werden pflegen, setzt man 

(20) p, = - pv, II = - pE, p ;> 0, 

wo E der Einheitstenaor (1. Bd., II, § 4, S. 92) und p der Druck aohleohthin 
ist; er ist ftir die Fltissigkeiten eine ReaktionsgroBe. Der Druok ist iaotrop, 
ganz gleiob, ob die ideale Fltissigkeit in Rube oder Bewegong ist. Ftir den 
in (20) definierten Spannungstensor gilt 

(21) div 17= — grad p. 

Setzt man (21) in (17) ein, so ergeben siob die EulersobenBewegungs- 
gleiohnngen fllr ideale Fltissigkeiten 

(22) fitjj = x - gndp. 

Eine wichtige Umformung ist [vgl. 1. Bd., II, § 3, (26), S. 77] 

(22') igrad(o 2 )- nxrotoj = x — gradp. 

Haben die anf die Masseneinheit bezogenen auBoren Krtifte ein Po¬ 
tential U, gilt also 

(23) — = £* = — grad 17 

A* 

und wird durob 

(24) P=(i£ 

eine nur bis auf eine additive Konstante bestimmte Funktion des Druokcs p 
eingeftibrt, dann wird aus Gl. (22) 

(22") l[i~~ + p )- 

Wirkt das Schwerefeld in der negativen z-Riohtung, dann ist das Potential 
U = gz. DaB P in der Hegel allein von p abhfingt, ergeben die folgenden 
Auafulirungen. 

7. Die Zustandsgleichung. Da die (dreifaob zahlende) Gl. (22) oder 
allgemeiner GL (17) fiinf YerSnderliohe enth&lt, namlioh die drei Kora- 
ponenten yon t>, die Diohte /* nnd den Druok p, so sind noch zwei weitere 
Gleiohungen zur Bestimmung der unbekannten Punktionen notig. Die eine 
ist die Kontinuitatsgleichung (7), als letzte Gleichung tritt in der Regel 
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die Zustandsgleichung ein, die eine Beziehung zwischen Druok und 
Dichte angibt. In der Hydromeohanik wird meistens vorausgesetzt, 
dafl sich Druck und Dichte gegenseitig eindeutig bestimmen, was z. B. 
der Fall ist, wenn der betrachtete Vorgang isotherm oder adiabatisoh 
verlauft. Bei Boschrankung auf isotherme Yorgange ist ein verhaltnis- 
maBig umfassender Ansatz 

(25) /< = // 0 (I + ap). 

Fiir die Fliissigkeiton im engeren Sinne, wie Wasser, Ol, Quecksilber, 
ist a, das als MaB der Kompressibilitat angesehen werden kann, sdhx klein, 
so dafl das Glied ap vernaohlassigt werden kann. Ist a = 0, also 
p s= dann ist dio Fliissigkeit inkompressibel. Tn diesem Falle reduzieren 
sich die Bcwegungsgleichungen auf vior, niimlich (22) oder (17) und (9). 
Ein anderer Grenzfall ist der, daB ap sehr groB gegen 1 ist, so daB // dem p 
proportional gosctzt werden kann 

(25’) ii = if® = const. 

T Po 

Diese Form der Zustandsglcichung kommt fiir Gase in Betracht. Die 
Konstante hangt bei fester Temperatur nur von der Natur des Gases ab. 
Die folgendc Zahlentafel gibt fiir einige gebrftuchliohe Fliissigkeiten die 
bei 18° C gcmessenen Werte von y 0 == gp 0 und a. 



Yq in kK'lJBW./clin 3 

a in om*/kg-(taw. 

Atbylather . . 

0,72 

178 . lO-* 

Athylalkohol . . . 

0,79 

116 .10-* 

Petroleum 

0,8 

77 . 10-® 

Ohvenol 

0,92 

58 .10 * 

Wasser 

■ 1,00 

44 .10-* 

(lurcksilher 

| 18,"|5 

H,7.10 « 


8. Die zahe Fliissigkeit. Ohwohl die Gleich ungen fiir die idealen 
FliiHHigkeiten die wirklich beobachteten Ersoheinungen in vielon Fallen 
befriedigeml wiedergehen, erreicht man oft bessere Ubereinstimmung mit 
der Erfalirung, wenn statt (20) der umfassondere Ansatz gemacht wird: 

(26) II p — A div d) E + 2 v . def u. 

Diese Beziehung wird der Untersuehung der sogenannten reibenden oder 
ziihen Fliissigkeiten zugrunde golegt, bei donen, im Gegensatz zu 
den idealen, das AuHroten von Tangentialspannungcn moglich ist; A 
und v sind zwei MaterialkonNtantcn. Man vergleichc dio analoge Be¬ 
ziehung zwisehen deni Bpannungs- und dem Deformationstensor in der 
Elontizitatstheone (Kap. VII, §3, 1). 
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Die erste iavariaiite (1. Bd., II, § 4, S. 96) der durch (26) gegebenen 
ymmefcriaohen Dyade II ist 

(27) ?*.+ ?»*+ P.« = -3p+ (2v- 3 A) div o. 

Da die Beriioksiohtigung der Kompressibilitat bei zaben Fliissigkeiten 
wenig Interesse bietet, sei fiir sie bier die zusatzliohe Voraussetzung 
div o = 0 gemaobt. Dies gibt 

(26') II = — pE + 2 v . def o 


und 

(27') p aa + p vv + p„ = - 3 p. 


Das negative aritbmetische Mittel der drei Nonnalspannungen wird jetzt 
als Druok definiert. Fiir den Fall der Rube (o = 0) reduziert siob der 
Ansdruok (26') meder auf (20); es Bind dann keine Tangentialspannungen 
vorbanden. 

Um die Konstante v ansohaulicb zu deuten, betraobte man eine 
Flbsaigkeitsstromung in der z-Ricbtung, bei der in jeder zur x-y-Ebene 
pprallelen Ebene ttberall die gleicbe Geschwindigkeit berrsoht; es sei 
also o = u(z)t, wobei i der Einbeitsvektor in der x-Riohtung ist. Dann 

(26') 3 „ 




Die zwisohen zwei benacbbarten Schiobten wirkende Tangentialsponnung 
ist also proportional dem Gesobwindigkeitsgefalle senkrecht zu den 
Sohiobten. Eine einfacbe Reobnung zeigt, daB 

(28) 2 div def o = A o, 


falls div o = 0 ist. Durob Einsetzen vou (26'1 in (17) erbalten wir die 
Navier-Stokessoben Bewegungsgleicbungen der zaben, inkom- 
pressiblen Fllissigkeit 


(29) 


do 

t*dt = 


v A o 


oder nmgefonnt [1. Bd., II, § 3, (27), S. 77] 

(29') ft = a — gradp — vrotroto. 

Die Zahl e ntafel gibt die Zabigkeitszabl Z = v//i in om a /sec fiir die 
Temperaturen 20° 0 und 40° C. 


TempenUup 

Waster 

Laft ron I Atm. 

Queclullber 

OliTonfil 

20® 0. 

1 

0,165 

0,001 17 


40*0. 


0,100 

0,001 10 

■ 
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Die Theorie der zahen Fliissigkeiten wird im Kap. XII ausflihrlicb 
behandelt werden. 

9. Die Randbedingungen. Zu den Bewegungsgleichungen (22) oder (29) 
treten ftir jede spezielle Aufgabe nooh bestiminte Randbedingungen 
binzu. Sind begrenzende Wande vorhanden, so muB deren Gesobwindig- 
keitskomponente senkrecht zur Wand gleich der normalen Geschwindig- 
keitskomponente v, der Fliissigkeit sein. 1st insbesondere die Wand 
(Normale v) fest, so ist v„ iiberall an der Wand gleiob Null. Bei z&hen 
Fliissigkeiten verlangt man femer, in Ubereinstimmung mit dem experimen- 
tellen Befund, daB auob die tangentiale Xomponente der Gesohwindigkeit 
relativ zur Wand verscbwindet. An der Trennungsflaohe zweier Bliissig- 
keiten mtissen p,. und v, fiir beide libereinstimmen, bei z&hen Fliissigkeiten 
auob nocb die Geschwindigkeitskomponenten tangential zur Grenzflache. 
Grenzt eine Flllssigkeitsoberfl&ohe an die freie Atmosphere, so muB dort p, 
senkreobt zur Oberfl&che steben und in der GroBe mit dem Luftdruek 
ttbereinstimmen. Durcb welche Angaben eine Losung bestimmt oder 
sogar eindeutig bestimmt ist, ist eine fiir ideale und zahe Fliissigkeiten 
noch nicbt vollstandig erledigte Frage. Im Kap. XI, § 4, 3 wird mit 
Hilfe der Helmholtzsoben Wixbels&tze die Frage fiir das Anfangswert- 
problem erortert werden. 

10. Die Energlegleichung fUr ideale FHissigkelt. Zur Ableitung der 
Energiegleiobung fiir eine ideale Fllissigkeit multipliziert man die Be- 
wegungsgleiobung (22) mit u und integriert liber ein Volumen V: 

(30) j ^^-dV = j oxdV - j VfrradpdV. 

Setzt man nun vorauB, daB ein zcitunabhangigea Potential U der auf die 

3 TJ 

Maaaeneinheit bezogenen auBeren Kriifte existiort, daB also (23) mit -rj = 0 
gilt, dann ist duroh 

(31) = j/iUdV 

die potenticlle Energie der Fliissigkeitsmasse im Folde der auBeren Krifte 
gegeben. Fiir die zeitliche Ableitung der potentiellen Energie ergibt sich 
nach (4'), (7"') und (1) 

(32) Tt\ liVdV = \ /iJ JT dV = j^ogradUdF, 
fiir die zeitliche Ableitung der kinetischen Energie 
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Auf daB zweite Integral reclits in (30) wird die Umformung (5) an- 
gewendet: 

(34) J o grad p d V — J div (p o) ilV — J p div n d V. 

Wird nrrn in (34) auf der reohten Seite das erate Integral in ein Oberflacken- 
integral verwandelt und das zweite mit Hilfe der Kontiuuitatsgleichung (7"') 
umgeformt und schlieBlich (23), (32), (33) und (34) in (30) eingcsetzt, 
so folgt der Energiesatz 

(85) 

Auf der reohten Seite steht die Lciatung der Oberflachendrucko und die 
Leistung der aogcnannten Dilatationaarbeit. Man kann namlich 

- P d(±) M dV = +Zd,ifiV 

als die Kompreasionaarbeit deuten, die ein iiuBorer J)ruck p an 
der Fliiflsigkeitsmengc fi&V lcistet, wenn or bei der zugrundc gelegten 
Zustandsgleichung zwischen p und ft die Diolite uni d/t vergrnflert. 

Fiir die ziihe Fliiasigkeit wird die Energiegleiohung im Kap. XII, 
§1,1 aufgeatellt werden. 


11. Die Bernoullische Gleichung. Fine andere ho hr wichtigo Form 
des Energieaatzes entsteht, wenn wir von der EulerHchon Bewegungs- 
gleichung (22") fiir stationdre Bewegung 

(36) v d £ = -grad(U + P) 


mit U = gh J ) die Komponente in der Bcwegungsriehtung nehnien. ds ist 
daa Bogenelement der Bahnkurve, die hicr auch zugleich Stromlinio iat. 


Man crhalt 


dv d v* 

V ds ds 2 



P) 


oder nach Diviaion durch g 

(37) — = H = const 

2<7 9 

liings einer Stromlinie. Bei Inkompreasihilitat (ft ~ const) tritt p/y an 
die Stelle von P/g . Gl. (37) wird BernoulliHche Gleichung genannt; 
aie spielt in der Hydxaulik eine beherrschende Rolle. Da die drei Glieder 
auf der linken Seite die Dimenaion einer Lange liaben, kann man den 


x ) Ea iat hiorbei ilblich, die vertikal nach oben poeitiv zahlende Raumkoordinate 
mit h zu bezeiohnen. 
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Irihalt der Gl. (37) auoli so ausspreohen: Langs einer Stromlinie ist die 
Summe aus der Ortshohe A, der Geschwindigkeitshohe v*j2g und 
der Druckhohe Pjg (bzw. p/y) konstant. Da die Bewegung als station&r 
vorausgesetzt ist, gilt die Konstanz der Summe (37) auoh fiir jedes Teilohen. 
Zur Deutung der Bezeichnungen sei bemerkt, daS v*/2 g die Hohe ist, 
die ein mit der Anfangsgeschwindigkeit v senkreoht emporgeworfener 
Massenpunkt erreioht. Femer liegt bei einem U-formigen Barometer, 
das mit einer Fliissigkeit vom spezifisohen Gewioht y geftillt ist, das obere 
unter dem Druck 0 stehende Niveau urn die Lange p/y tiber dem unteren, 
unter dem Druck p Btelienden Niveau A = 0. Nach Multiplication mit g 
kanti Gl. (37) auch als Beziohung zwisohen drei auf die Masseneinheit 
bezogenen Energion angesehen werden. Die Konstante auf der rechten 
Soite von Gl. (37) heifit hydraulisohe Hohe (nach v. Mises „Stro- 
mungsenergie“) und werde mit H bezeiohnet. 

Es soil nun untersucht werden, wie sioh H beim Gbergang zu einer 
anderen Stromlinie andert, wieder unter Annahmo der stationaren Stromung 
einer idealen Fliissigkeit. Setzt man in der Bewegungsgleichung (22') 

dv __ _ 

= 0 und y an Stelle von x, femer nach Gl. (23) 

J — - grad(jfA), 

dann folgt 

(38) grad {^ + gh-\- P^ = ox rot o. 

Die hydraulisohe Hohe ist also dann und nur dann in einem Gebiete konstant, 
wenn entweder die Bewegung dort wirbelfrei (rot u = 0) oder die Strom- 
linien iiberall die Richtung der Wirbellinien haben (d X rot v = 0). 

Konstruiert man die Stromflachen H = const, so liegen nach (37) 
die Vcktoren n und rot o fiir jeden Punkt in der Tangentialebene der duroh 
den betrcffcnden Punkt hindurchgehenden Stromflacho. Die Verhaltnisse 
werden im Kap. XI, § 1, 2 fiir die ebene Bewegung und im Kap. XI, 
§ 4, dort auch fiir nichtstationaro Bewegung, niiher untersucht werden. 

12. Die hnpulssitze. Die Bewegungsgleiohungen in ihrer Integralform 
erlauben noch eine wichtige Umformung. Wir benutzen, dafi fiir zwei 
Vektoren a und b 

(39) div (a; b) = (b V) a + a div b 
und 

(40) J div (a; b) d V — J a (bv)dF 

MiiaB’Frank, Dlffereutialgleiobangen. II 
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gilt (1. Bd., II, § 4, S. 90 und 100), setzen //u fiir a und x> fur b und erhalten 
aus Gl. (16) unter Beriickaichtigung von Gl. (4") und (1) 

(41) | ^{fiv)dV -+ j fivv r dF = J xdV j p r dF. 

Das zweite Integral links gibt den Impulstransport durch die Fliiche F . 
In gleicher Weise folgt aus Gl. (16') 

(41') J * * (A 1 °) <* ^ + j (S X /i d) t), dF = J 3E x xdV j ixp v dF. 

Gl. (41) und (41') werden als Impulssatz und als Impulsmomentsatz 
bezeiohnet; sie sollen im folgenden noch weiter umgefonnt und verall- 

gemeinert werden. Wir setzen der Einfach- 
heit halber voraus, daB die — nioht not- 
wendig idealc — Fliissigkeit inkompressibel 
sei (// = const) und betrachten eine Stro- 
mung langs einer atarren Begrenzungsflaohe. 
Von der Fliisaigkeit wird ein endliclier Raum- 
teil V durch ein Stuck F dieaer Fliiohe und 
eine beliebige daran anachlieBende Obcr- 
flaclie 0 abgegronzt (vgl. Fig. 22). Die 
Grofie der resoltierenden Kraft, die auf F auageiibt wird, iat 

(42) a = -Jp r d*\ 

ihr Moment in bezug auf den Nullpunkt 
(42') an = -JxxMF. 

Als auflere Volumenkraft wirke auf dn> FltiHHigkcit nur die Schwerkraft 

(43) © = J ydV 
mit dem Moment 

(43') = JxxydF. 

Wir erhalten aus Gl. (16) und (16') 

(44) j/* ^jjdV — © - ft -|- j p,dO 
und 

(44') j ix/t^- <2 f = an«« - an + f r xp.do. 

Unter der Voraussetzung, daB das ganze FluHaigkeitavolumen von einer 
Fliissigkeitsmenge mit regularer Gesohwindigkeitaverteilung voll ausgefiillt 
wird, konnen die linken Seiten von (44) und (44') in folgender Weise um- 


Fig. 22 
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geformt werden 1 ). Dabei ist zugelassen, daB sich die Flache F selbst als 
starrer Korper in Bewegung befindet. Fiir deren Bewegung bezeichne c die 
Gcschwindigkeit eines beliebigen Raumpunktcs. u sei der Geschwindigkeita- 
vektor eines Fliissigkeitsteilchens relativ gegen die Flache F, p der Vektor 
der absoluten Gesehwindigkeit, so dalJ also p = c + u ist. Das Symbol 
d'fit bezeichne die zeitliche Differentiation einer GroBe bezogen anf ein 
im „abBoluten*‘ Raumo als ruhend angenommenes Koordinatensystem 
bei Festhaltung des betref fenden Punktes im mit der Flaohe F mitbewegten 
,,relativen u ttaum. Dann gilt, wenn da' die Ortsanderung im relativen 
Raum bezeiclinet, 


(45) 


do 9 'p . do t . d'u , dp 
dt ~ Jt +U dV ~ l + dt +u 'd7’' 


u ist dor Absolutbetrag von u, b = d't/dt die Fuhrungsbeschleunigung, 
d. h. die Besclileunigung eines Punktes des mit F verbundenen Raumes 
in bezug auf den absoluten Raum. Der Beschleunigungsvektor b* des 
Schwerpunktes des Volumens V berechnet sich aus 

(46) jfibdV = (tVb*. 

SchlicBlich zcrlegen wir das Volumen in einzelne relative Stromf&den, 
deren jeder die Fliissigkeitsmasse dQ* = /uudf (d/ # Quersohnitt, d/'. da' 
Volumenelement des Stromfadens) transportiert, und erhalten 

(47) jjrudr§jds' = jdO'd**- 0 (0) = _9i. 

p t2) und p (l) sind die Vektoren der absoluten Gesehwindigkeit beim Austritt 
bzw. beim Eintritt eines jeden relativen Stromfadens. 91 wird Reaktion 
(manchmal auch t)berschuB der „Reaktion“ iiber die „Aktion“) genannt. 

In aualoger Weise wird unter Benutzung von Gl. (45) die Momenten- 
gleichung, (44') umgeformt. Der Ausdruck 

(48) j/i(3EXb)dF = ~ 

ist von der Wasaerbewegung unabhangig und stellt die zeitliche Ableitung 
des Impulsmomentvektors 3 dar, der der Masse in V zukame, wenn sie 
mit F starr verbunden ware. Wir bertioksichtigen noch die Identitat 


(49) 


IX 


d'u 

dt 


+ «(* x 


dn \ 

ds'J 





l ) K. v. Mi sob, Theorie der Wasserr&der, Leipzig 1908 [= Zeitsohr. f. Math, 
u. Phys. 57 (1909), S. 1—120], § 9 und 10. 
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in der die let/,ten beiden Gliodor rechta fortfallen, und fiiliren analog zu 
Gl. (47) durdi 

(47') /i f« (t X v) d V = j dQ' [(i x o)® — (i x b) (1) ] = — 

das Reuktionamomont pin. Wird sclilieBlich fur dio Resultierende 
der ()1 >erf liieliendruoke auf 0 die Abkiirzung «p, fiir ihr Moment die Ab- 
kurzung 5Ui l,>) grttclirielien, bo erhulten wir aua Gl. (44) und (44') 

(50) « = W + ^ + 5R- /t Fb*- 

und 

(5o') an = an<«> + an>« + s»» - $5 - j fi |1 (i X u)d v. 

Die. Ableitimg zeigt, dail in (50) und (50') fiir die lctzten beiden Glieder 
auf der reehten Peit« aueh 

-- /< J \ * t AV bzw - /« j ~ dt (*xv)d V 

gesrlirirhon wordon kann. 

|)n» Anwondung dor IinpulHgleichungcn (50) und (GO') geBckieht 
voraigawnw* in don Fiillrn, in donen diom* Integrate vorschwinden, d. h. 
die abaolute (bwhwmdigkeit rolativ gogon dio hewcgte Fiihrungaflilolie 

atationar mt. Wcncntlioh ist dabei, 
duU din (Sloiehungen unabhangig 
von dor Natur dor FlUsaigkeit 
gelten, Hio moge als ideal, ala zfUie 
oder sonatwie vorauHgoaotzt werden. 

13. Anwendungen des Impulssatzes. 

Ala Beiapiol betraohten wir zun&chafc 
daw Negne radio Waasorrad, doraen 
UrundriB die Fig. 23 zeigt. Aua oinom 
uin eine vortikalo Achfle drohbaron 
Bnhiiltor atromt Waaaer aua melireren 
Armen mit aoitliohon Oftuungen in 
tangontialer Hichtung ontgcgon dem 
Drehainn des Radea aus. Dio Off- 
nungon nicigni aioh im Abatande r 
von der DreharliHo hefindon und don (loaamtquerHehnitt 0 haben. Die 
Dreluiehae aoi die* z-Aeliae, poait.iv naoh oben gereelinot. Wir wenden 
nun (11. (GO') auf daa geaamte mit Waaaer geflillto GefaB an und 


Kir. 23 
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berechnen fur die stationare Bewegung des Hades das Drehmoment. 
Da die Fltiflsigkeitsstromimg relativ stationer verlauft, versohwindet 
das Yolumenintegral. Das Impulsmoment I % ist konstant, wenn die Dreh- 
gesohwindigkeit <o des Hades sich nicht Sndert. Femer ist = 0, 
und ebenso versohwindet falls wir annehmen, daB das Wasser an 
den Offnungen unter atmospharisohem Druck austritt und die Zfihigkeits- 
spannungen hier vemachlassigt werden. Wir erhalten also M % = M { ®. 
Fiir die Bereohnung von M ( c ft) naoh GI. (47') ist zu beaohten, daB bei der 
Bintrittsstelle des Wassers x = y = 0 ist und daB das G^sohwindigkeits- 
moment beim Austritt den Betrag rv = r [r<o — u) hat. Wir erhalten 
somit 

(51) M n = = fiuOr (tco — w) = Qrv. 

Hierbei ist Q = fxOu die in der Zeiteinheit ausflieBcnde Fliissigkeitsmasse, 
u die relative und v die absolute AusfluBgeschwindigkeit. M % orreicht 
sein Maximum fiir u = | rco. 

1m allgemeinen Fall tritt bei einer Turbine die Fliissigkeit in einer 
Kntfemung r x von der Drehachse ein und verlaBt sie in einer Entfernung r a 
wieder. Die tangentiale, zur Drehrichtung parallele Komponente der 
absoluten Geschwindigkeit sei beim Eintritt v™ und beim Austritt 
Die positive t-Richtung ist die der Drehung des Rades. Statt Gl. (51) 
erhalten wir so fiir das Drehmoment an der Turbinenwelle unter den 
gleiohen Voraussotzungen und Vernachlassigungen die sogenannte Euler- 
schc Hauptgleiohung der Turbinentheorie 

(52) M, = — Q — fj t> ( r n ). 

8 2. (Jloiehgewiehtsprobleine (Hydrostatik und Kapil lari tat) 

1. Die Gleichgewichtsbedingungen. Bei dor Untersuohung von 
Uleichgewiohtsaufgaben ist. v 0 in der Bcwegungsgleiohung (22) oder 
(29) des {j I zu setzen. Ks much l also keinen ITntersohied, ob die Fliissig- 
koit ideal oder zahe ist. Dividie.ren wir vorher duroh // und fiihron k* 
statt x naeh C21. (211) des § I ein, so folgt 

M) -- * gradp — grad P, 

P 

wo P die (lurch Gl. (24) des § 1 dofiniortc Funktion des Druckes ist. Fiir 
die Kraft k* folgt. also ini Fall des Gleiohgewiohts aus (1) die Existenz 
eines Potent in Ih U, ho dali k* - grad U Nehmen wir U als zeitunab- 
hangig an, so liefert Integration von (1) 

(2) V | P -const. 



390 


ArohimediBohes Prinzip 


X, $ 2 


Wickt allein die Schwerkraft, daxm ist Z7 = gh, wobei die positive A-Rioh- 
tong vertikal naoh oben angenommen ist. Setzt man femer Inkompresai- 
bilitSt <ji = oonst) voraus, dann ist P = p/g, und man erhalt aus (2) 

(3) ng (A - A 0 ) = p - j> 0 . 

Hierbei ist p 0 der Wert von pftir A = A„. Die Flachen konstanten Druckes 
sind horizontals Ebenen. 

Zur Ableitung der barometrisohen Hohenformel in der 
Gestalt fiir die AbMngigkeit des Druckes in der Atmosphere von der 
Hohe legen wir die ZuBtandsgleichung in der Form [§ 1, (25')j 


zugmnde und erhalton 


P 


und waiter nach (2) 



I [— = clog-^ 

j P 8 Po 




V = Vo e 


— /lol 


2. Das Archimedlsche Prinzip. Wir betraehten forner eincn teilweise 
in eine inkompressible Flitesigkeit eingetnuehten Korper mit dem Volumen V 
und der Oberfliiche F. Der unterhalb der Wasseroberfloeke befindlioke 
Toil von V sci mit F„ <ier entspreehende Teil von F mit F x bezciohnot 
Dio Druckkriifte, die das Wasser auf die (Mierflaeho «ieH Kornc-rs aiiHflbt 
lialnm die Result,ierende 1 ’ 

(5) ft-- — J p i 'd F - f ,,j\h )•</ F, 

/■’t 

da f - ftgfi ist, werm an der Olierllaelie des WaHsers (h - 0) der 
Druek j> -- 0 hermelit. Auf der redden Keite von (5) darf man dasselbc 
Integral, erstreekt iiber die Hdinitlflaehe vom Wasserspiegid mit dom 
Korper, addieren, da es wegen h 0 verseliwindel. Man erhiilt somit 
ein fiber die geselilossene (Hierflaebe von I', erstreektos Integral, das naoh 
dem Gauflschen Kate unigoformt, ergibt 

(®) ft “ // 0 J grad/id!' fig\\\ h . 

ii 

i» ist der liinheitsvektor in der pomtiven A-Rirhlung. Die Kraft ft ist 
mudi (t) vertikal naeh olien genehtii't uiul der ( J robe nach gleich dem 
Gewioht der verdriingten WaHsenmwse (Arehimedisehes Prinzip). 
Hefindet sieli der Korper ganz miter Wusser, so ml. reditu in ((>) das Gesamt- 
volumen V zu setzen. VoraiiHsetzung ist, iiur, dull die FKissigkeit im Gle ic h- 
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gewicht iflt, der Korper kann im Zustand des Absinkens oder Anfbauchens 
sein. Er Bohwimmt, wenn das Gewicht <5 des Korpers gleioh — A ist. 
Der bewiesene Satz gilt auoh ftir kompressible FltiBsigkeiten. 


3. Rotlerende Flflssigkeitsmassea. Zu den Gleichgewiohtsaufgaben. 
rechnet man aucb die, bei denen sich die Flilssigkeit in bekannter Weise 

dv 

wie ein starrer Korper bewegt; man kann dann — p ^ als gegebene 


Scheinkraffc betraohten. Der Ausdruck A o in Gl. (29) des § 1 ver- 
schwindet ftir eine solche Bewogung. 

Ein mit einer schweren inkompreasiblen Eliissigkeit gefiilltes GefaB 
rotiert urn eine vertikale Aohse mit der konstanten Winkelgeschwindig- 
keit a>. Man darf annehmen, daB auf jedes Teilclien auBer der Schwerkraft 
nooh die Zentrifugalkraft wirkt. In Gl. (22") des § 1 ist einzusetzen U = gh> 
P — p/fi und 


(7) 


do . _ 


wobei q der Abstand des Teilchens von der Drehaohse und q der Einheits- 
vektor ist, der senkrecht zur Drehaohse radial nach auBen zeigt. Man 
erhalt 

(o* q Q =■ grad ^7* + 

Integration liefert ftir den Druck p in einem Punkt mit den Zylinder- 
koordinaten p, h 

(8) p = J p q* — p g h + const. 

Dio Fliichon kouHtanton Druokes - wie auch die froie Oberflache. (p = 0) — 
sind Itotationsparaboloido um die Drehachse. 

Worden die. Toilohen einer nut der konstanten DrehgOHchwindigkeit co 
rotieronden FlUflsigkeitHnMsse von einem teuton Zentrum angezogen mit 
einer Kraft, die deni Quadrat doH Alwtandes r von diesem Zontrum um- 
gekelirt proportional ist, so liaben wir U -- — cjr zu setzcn und orhalten 
auf demselben Wego 

(9) p + ^ + const. 


Die Fliichon konstantcn DruekoH sind fiir m — 0 konzentrische Kugeln, 
ftir nielit /u grofles w Rotationsf Inchon, die in Kichtung der Drehachse 
cine Abplattung aufweison. 

Weit Hchwioriger ist die Frage nauli der GleiehgewichtsgeHtalt ro- 
tierender Fliisnigkeitsma«sen, falls Hioh die Teilclien untereinander 
nach dem Newton when (Jravitationsgcsetz anziehen. Auch hier gilt 
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far die Gestalt der freien Oberflficbe, wenn die z-Achse Drehachse ist, 
die Gleiohung 

(10) | o) a (rc 2 + y a ) — V ( x , y, z) = const, 

aber der Ausdruck ftir das Potential V dor Gravitationskrafte ist, im Gegen- 
satz zarr eben behandelten Aufgabe, nicht gegeben, sondern hangt von der 
gesuohten Gestalt der Oberflache ab. 


Fig. 24 



4. Die Grundgleichungen der Kapillaritatstheorle. Um die sogenannten 
Kapillaritatserscheinungen, die an der Oberflache von Fllissigkeiten 
auftreten, zu erklaren, muB man iiber die Ansatzo der Hydro- 
mechanik, sowohl der idealen wie der zahen Fliissigkeit hinansgehen. 
Man pflegt anznnehmen, daB sowohl die Flaoho, langs der zwei Fllissig- 
keiten aneinandergrenzen, wie auch die Grenzflache einer Fliissigkeit 
gegen eine feste Wand Sitz einer besonderen potentiellen Energie 
ist, die proportional der GroBe der Oberflache ist. Von einer tatsachlioh 
vorhandenen Abhangigkeit von der Temperatur sei hior abgcsehen, 

Zur Ableitung der Gleichgewichtsbedingungcn botrachten wir 
drei inkompressible Fllissigkeiten 1, 2, 3, die sick in cinem allseits ge- 
schlossencn Gefafl befinden. Eine davon kann auch ein komprcssibles 
Gas sein, dcssen Volumen abcr wegen der vorausgcsetzten Fnkompressi- 

bilitat der anderen erhalton bleibt. Die 
Trennflachen scion mil 0 J2 , 0 23> 0 31 
bezeichnet und so orientierfc, daB die 
Emheitsvcktoren u 12 , n 23 , tt 31 in 
Riehtung dor positiven Flachcnnormale 
stots nacli dom Medium mit zykliBch 
niedrigorem Index zeigen. Fur die 
GefiiBwand, die aus don Teilen O lw , 
0 21P , 0 3w besteht, die cntHprocIicnd 
an 1, 2, 3 gronzon, w(‘iso die Rioh- 
tung der positiven Fliicliennormalen n w nach nuBcn. Die Grenzlinion 
zwischon don Flussigkciten soien mit E 12a , (£, 2l( „ tt 23w „ (£ 31W1 bezeielinet; 
langs E l23 stoBen also alio drei FlusHigkoiton ziiHanmion, (£ 12l0 ist die 
Schnittkurvc von 0 12 mit dor GcfaBwand usf. (s. Fig. 24). In der NiLhe 
diescr Knrven soil die GofaBwand keme Knnton und Eckon haben. 1st 
die Schwerkraft die cinzige wirkende iiuBero Kraft, dann ist die ge- 
samto potenticlle Energie des bctrachteton Systems bei Ansutz der 
Kapillaritiitsonorgie 

f «®pot = fl + T a3 0 28 -f- T ax 0 8 , + T xIP O x l0 -)- T2 W 0*ir + 

+ 9f l i y + 9/t a [zdV. 

' Vx r, I 


(11) 
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V v F s , V s sind di^ Yolumina, ft 1} ft a , u a die Dichten der drei Fltissigkeiten. 
Die Schwerkraft wixke in der negativen z-Richtung. Die K onata nte T ia 
hlngt nur von der Natur der beiden Fliissigkeiten 1 und 2 ab, und heifi t 
Kapillarkonstante oder Oberfl&chenspannung zwisohen 1 und 2 
da sie sich als Spann ung in einer zwisohen 1 und 2 befmdlichen elastiaoh en 
Haut deuten lafit. T lw heifit die Randspannung von 1 gegen das be- 
treffende Wandmaterial. 1st 1 ein Gas, dann karin T ia als nur von 2 
abh&ngig angesehen und T lw gleich Null gesetzt werden. Es ist 
2*12 = T ai . Die T haben die Dimension erg cm -a . 

Die Gleiohgewichtslage der Trennflachen ist daduroh ausgezeichnet, 
dafi die potentielle Energie des Systems einen Extremwert annimmt, 
dafi also 


( 12 ) ’ 6E lmt = 0 

ist, wenn die' Punkte der Oberflachen virtuelle Verriickungen dx erfahren. 
Zu beaohten ist, dafi die Oberflachenelemente von 0 lg , O ja , 0 81 beliebig 
variierbar sind, die von 0 1U , O av , 0 3w nur tangential zur Flaohe, da die 
Gefafiwande starr sind. L&ngs der Kurven (C 123 , (£ 12M , ... miissen die 
Variationen der Punkte der dort zusammenstofienden Flkchen iiberein- 
stimmen. 

Erleiden die Punkte ernes berandeten FlSchenstilokes vom Fl&chen- 
inhalt 0 Variationen dx, so gilt fur die Variation des Flaoheninhalts naoh 
GauB 1 ) 

(13) 60 = -2 jj?d«dod-^<5£(dsxn). 

o 

Hierin bodeutet tt den Einheitsvoktor der Fliiehennormalen, do das Fliichen- 
element, d s das Linienelcmcnt der Randlinie; ferner ist bn = n<5x und 


(14) 



die mittlere K riimmung im Fliichonpunkt x. R t und R 2 sind dieHaupt- 
krummungsradien. Die R sind positiv zu reclinen, wenn der Krtimmungs- 
mittelpunkt des Normalsehnittes der Flaohe auf der Scite des Flachen- 
punktes liegt, naeh der die Normalc n liinweist, sonst negativ. H andert 
also sein Vorzeiehen, wenn die Richtung von n umgekelirt wird. 

I)us ersto Integral in Gl. (13) hiingt nur von der Normalkomponente bn 
der Variation fix ab, das zweite ist iiber den Rand von 0 m jener Riohtung 
zu erstrecken, die von der Scite, nach der die Flachennormale weist, als 


! ) Kino Ahleitung dieser Formel findet well bei W. Biaschke, Differentia]- 
geometric, Bd. I, 3. Aufl., Berlin 1930, §109, S. 241-243. 
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positive Drehriohtung erscheint. Das Randintegral hangt nur von der 
in der Tangentialebene von 0 liegenden Komponente von dx ab. 

Nebenbedingungen bei der Variation sind, daB die Volumina V v 
V t , V 3 konstant bleiben, daJQ also 

(15) dV 1 = — J dndo 4 J dndo, ... 

ola 

(Fiir Y t sind — n 18 und tt 18 auflere Normalen.) Diese drei Bedingungen 
werden durch Einfii hjung L'agrangesoher Multiplikatoren A!, A 8 , A s in 
Rechnung gestellt. Wird nun Formel (13) auf die ersten seohs Glieder 
der rechten Seite von Gl. (11) angewendet und ferner beriioksichtigt, dafl 

(16) <3 Jzci F = — j zdndo[ zdndo, ... 

T’l On 

ist, so folgt 

T 19 [~ 2 J Hdndo+ J (5i(dsxn is ) 4- J di(dsxn ia )] -|- 

°ia (Etas ^1210 

+ Z'lK.f— 2 J Hdndo + J dx(dsxn v )- J di^sxn*)] -|- 

+ (— J zdndo-{-^zSndo)-\ - 

oil 

4A,(—J«5ndo4-|d»do)4-- 0. 

() l 2 () i 1 

Wir Iwnutzen mm, daB auf der GefaBwand, alao auf () luJy 0 2Vi 0 3WI 
iiberall <5w = 0, und orhalten nach den in der Variationarcchnung tib- 
liohen SohluBwcisen, daB 

(18) -2T 18 tf+J (fi t - ft) 2 -M. - K = 0 

fiir die Grenzflache zwcior Fliiaaigkeiten gilt (orator Satz von Laplace). 
Die Konatanten und X 2 konnen aus V x und V 2 boatinimt wordon. 

Bevor wir nocli weitere Folgerungen aus GL (17) ziohon, nollen noch 
einigc Bezeichnungen eingcfiihrt werden. Bezeichne a (lo.n Kinheitsvektor 
der Richtung von bx und ferner v lx langs C 123 don Einhcitsvoktor, der 
in dor Tangentialebene von O lA liegenden auBcrcn Normalen doa llandes 
von O tr . Dana iat 

(19) di(ds X n |y ) = dx. v ix ds = |<5x|rZ« coh (cr, v ti( ). 

Schliefllich wird mit v l2w liinga (E J2u , der Einhcitsvoktor dor in der 
Tangentialebene der GefaBwand liegenden von 0 1 w nach 0 2 „ weiaenden 
Normalen bczeiohnet. Dann iat 

(®>) dx(d& x TtJ — |di|dwcos (cr, r 12ir ). 

Analog weiat v 23v} von 0 2w nach O aw und v 31u , von 0 3w nach () lw . 
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Mit dieaen Bezeiohnungen folgt aus 01. (17) waiter: Es ist 

(21) T la oos (a, v 12 ) + T a3 008 (5, v 2Z ) + T 31 coa (a, v 31 ) = 0 

langs der Grenzlinie Ct 189 dreior Fliissigkeiten fUr eine beliebige Riohtung a 
(Satz von F. Ne um a nn). Langs einer auf einer feston Wand verlaufendon 
Trennlinie C 12w zwcier Fliissigkeiten gilt fur eine beliebige Riohtung 5 
tangential zur GefaBwand ' 

(22) T x a cos (or, v x a ) + T x * cos (d, v X2v ) — T 2V oos (d, v xaw ) = 0. 

Analoge Gleichungen gelten fiir die anderen Fliissigkeiten. Wahlt man 
insbesondere a = ~v 12V} und fiihrt den im Medium 1 gemessenen Rand- 
winkel & l2 = 2i(v l2W1 v 12 ) der Grenzflaehc 0 12 gegen die Wand ein 
(# 21 = n — # 18 ), so folgt 

(2.3) T x 2 cos # 12 + T lw T 2v , = 0 

(zweitcr Laplacescher Satz). Gl. (18) int die Diflerentialgleiolnmg 
der Grcnzflache, (21) und (22) oder (23) geben die Randbcdingungcn. 
Ist der in einer Fliissigkeit gemessene Randwinkol spitz, so hciBt die 
Fliisfligkcit benetzend, ist or stumpf, nicht benetzend, ist er Null, 
vollkommen benetzend. Von zwei aneinandergrenzendon Fliissig- 
keiten hat nach (23) die benetzendo die kleinere Randspannung. Gibt 
es bei gegebenom T ia , T lw , T 2¥J keinen Winkel, der der Gl. (23) geniigt, 
so kommt kcine Grenzlinie zustande; vielmehr lauft die Fliissigkeit mit 
der kleineren Randspannung an der Wand entlang und liberzieht sie in 
einer sehr diinnon Schioht. Tn iihnlicher Weise kann sich aueh bisweilen 
eine Grenzlinie zwisehen drei Fliissigkeiten nicht ausbilden. 


5. Folgerungen aus den Grundglelchungen. Wir l>etraohten jetzt 
zwei ubereinandergeHohicditeto FlusHigkeiten 1 und 2. Die obere sei 1. 
Wir nehrnen f4 x =£ // a an und setzen 


(24) 


— 


Ay - A, 

- t l l) 


und fiihrcn z - z 0 als neue Koordinate ein, fiir die wir sohliefllich der 
Einfachheit lialber wieder z schreiben, dann lautet Gl. (18) 


(2T>) 2 T 12 H~ flr (// a - ft x )z . 

Die Hbho z ist jetzt von der Niveauebene aus gemessen, d. h. von der 
ISbene aus, in dor alle Flachenpunkto mit der mittleren Krummung Null 
licgon. Sie kann positiv odor negativ sein und wird als kapillaro Steig- 
hohe an der betreffonden Stelle bezciehnet. 1st /t 2 ' - //j und ist von den 
beiden Hauptkriimmungen 1 : It x und 1 : R 2 der Fliiohe an einer Stelle 
die absolut grbBere positiv, hegt also der Krummungamittcdpunkt dea zu- 



396 


Unstetigkeit dea Druokee 


X, §2 


gehorigen Normalsohnittes im Medium 1, dann liegt die Flaohe dort liber 
der Niveauflache, ist dagegen von den Hauptkriimmungen die absolut 
groBare negativ, dann liegt die Fl&che dort unter der Niveauflache. 

Wir wollen nun annehmen, daB beide Fliissigkeiten in der vertikalen 
Rohre, in der wir die Trennflache beobachten, mit einem Behr grofien 
Gefafl in Yerbindung stehen, in der die gleiohen Fliissigkeiten iibereinander- 
Btehen. Die FliLche 0 12 besteht also aus zwei Teilen, was der Gill tigkeit 
unserer Formeln keinen Abbruoh tut. Im groBen GeffiB kann von der 
Wirkung der Kapillaritat abgesehen werden, so daB die TrennQfiohe 
naoh Gl. (26) bei z = 0 liegt. In ihr herrsohe der Druok p 0 . An einer 
beliebigen Stelle im Medium 1, ganz gleich in welohem GefaB, herrscht 
der Druok Pi = p'o — Pi!?* und im Medium 2 der Druck p B = p 0 — p t gz. 
Aus Gl. (26) folgt, daB an der Trennflaoho eine Unstetigkeit des 
Druokes von der GroBe 

(26) * Pa ~ Pi — — 2 T ia H 

anzunehmen ist. 

Die Integration der partiellen Differentialgleicliung (18) bzw. (25) 
bereitet im allgemeinen erhebliche mathematisebe Sohwicrigkcitcn. Wird 
die Flaohengleiohung in der Form z — z(x, y) in rechtwinkligen Ko- 
ordinaten angenomnnen, dann ist zu setzen 

(27) 2 H - ( 1 + z x)g»v- 2 g«Zi,?«v + (l + s;)gx i8 

' ' (l+*2 +2jj 3 '=> 

(Die partiellen Ableitungen Bind durch Indizcs angedcutet.) Wir be- 
BchriLhken uns im folgenden auf Fiille, in denen din Form dor Oborfliiohe 
durch eine Funktion einer Variablon gekennzoiehnot i«t, und zwar auf 
Zylinder- und Rotationsfliichen. 

6. Beisplele ffir Kaplllaritatserscheinungen. Dio Limiing dor Gl. (18) 
hange nioht von y ab, stelle also eine Zylinderflache mit zur y-AoIisu 
parallelen Erzeugenden dar, bo daB nur ihre Schnittkurvc z = z (a:) mit 
der x-z- Ebene zu betraohten ist. Die Fliiclionnomialc woisc wieder in 
das obere Medium 1. Die positive Bichtung dor Bogenlange a liege zur 
Normalennchtung wie die x- zur z-Richtung. Die «'ine Hauptkiiimmung 
der Flache verschwindet, die andere ist d q>/dx, woboi q> dor Winkol ist, 
den die s- mit der ar-Richtung einschlieBt. Rs ist sIho zu setzen 

(28) 2 II = 4*. 

da 

Differentiiert man Gl. (18) naoh s und boachtot, daB dz/dx --- sin q> ist, 
so folgt 

(29) T x = g(p t — /<,) Hin q>. 
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Diese Gleiohung hat denselben Typus wic die Differentialgleichung des 
Pendels ftir endliche Aussohlage q>. Bei der Integration lrminnn ,jj e . 
selben Methoden angewendet werden. 

Um die Gestalt einer Fliissigkeitsoberflaohe bei Vorhandensein einer 
senkreohten ebenon Wand, die als Ebene x = 0 gew&hlt werde, zu be- 
stimmen, wollen wir x und z als Veranderliche beibehalten und auf Gl. (26) 
zuriickgchto. Dort ist zu setzen 


2 H = 

VI _L «'** 2' 


1 d 


(30) __ _ _ _ 

Vi + z'* s «' d x yi _|_ 9 >» 

(Strjoho bezeichnen Abloitungen naeh a:). Die aus (26) entstehende Diffe¬ 
rentialgleichung ergibt einmal integriert 

,3„ 

wobei zur Abkurzung 

(32) a * = — - T '* — 

t) 

geaetzt ist. Die Integrationskonstanto ist so beatimmt worden, dafi fiir 
z = 0 auch z* = 0 ist. Nochmalige Integration ergibt 

Die Integrationskonstanto h bes timmt sich aus der Bedingung, dafi 
1: Vl + z' 2 = oos cp fur z = h gleich cos (n/2 — -0 12 ) ist, wobei die 
Steighohe h an der Stelle x = 0 mit dem aus jP 12 , T lvn T 2tD zu bereoh- 
nenden, im Medium 1 gemessenen Randwinkel & l2 durch 

(34) h — a Vl — sin # ia 
verkniipft ist. 

Als Fall einer Trennfliioho mit axialer Symmetric besprechen wir 
das Verhalten von Fliissigkeiten in diinnen Llohrcn von kreisformigem 
Quersohnitt (Kapil 1 arrohren). Vondenhier beobachtoten Ersohoinungen 
her triigt der ganzc Problemkreis seinen Namen. Ist die z-Achso die Ro- 
tationsachsc und stellt z = z (r) die Gleichung der Meridiankurve dar, 
dann ist 

(35) ** -3-4^sr+-/ 1 d f2 ' 


Vi + 




rVl + *'" r dr Vl + z'» 


zu setzen (Striehc bodeuten jetzt Ableitungen nach r). Die Integration 
von Gl. (26) gclingt hier nur n&herungsweise. Wir nehmen die Kapillar- 
rohre als hinreichend eng an und setzen 


(36) 


z = h + C, C < h, 
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Tro|»f<‘« uiul Blown 
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wohci h ciii iuk'Ii iiiilit*r xu l)i‘«ljniiii«‘iiiior Mittolwcrt ili*r r-Koordinsten 
der TriMinfliiclic wt, (in* m>gc*»mi»t.i* mittlerc Steigholie. Wird reohta 
in (2. r ») C g<‘g<*n h vcrmudilnNHigt, dnnn ergiht. cine Integration dur fio verein* 
fiwliten (JJeiVliiing mil d«*r in (3-) i*ing< , fiihrti , » Ahkiirzung 


(37) 


1 I I 


7/ r 2 
«* 


Wird C' <g v H rs, did, *l*»*>*> mud urn Unmlc r - r 0 dcr Kapillaren 
(/• ! 0 1 ». iilso J I I 1 mu (/' gloicli eon //, B und dalier 

tiiw'li <11 (■‘•71 

, « s 

(US) // I'dH t) lt 

srin. I >u % imlll'Mv St iml?Im»Ii«“, «Ih• pusitiv odi»r nrgativ sria kunn, ist also 
uingrkrlwf pmjiuilHMinl dnn Radius drr Kupilliimilin*. Drr Randwinkrl 
ist. uirdrr irn nlirrm .Medium I gnursKni. Hint* write re* 1 ntrgnifcion von 
<«M (.57) 

(■™) (1 «‘‘»nMt) 1 *! • 


A Is Nalmum* • 1 i;* 1 1• I i‘*li aim rmr Kugnlllarlie vom Radius r ( ,: j <;oh 0 12 |. 

/hi IkiPi lniiiii!' dn I 1 '* aiiu'ii \nn a\ials\mindrmrhon Tropfen odor 
lilasm, die an li<»n/<ml.d<*N Wandrti lialten, hat man rbrnfalls den in 
(!!. (.*5. r i) (m‘|»i*Ih'iu , ii lir«dnii k Im dir mittlm* Krumimmg. Dagogon ist 
jrtzt <• I (IH) /u Iti*iiul 'i'll, d.i Mill i*iin* Nivoauebnir nielit ungeheu liiBt, 
Die Konnlantr /, In-»tiiimit Midi nua dnn Vnlumen des Tropfens. 

Du* I>f*icl«*n IniiMii.itniti'.kuiriluiitni ergehrn sirh aus dor Rundwinkul- 
hrdinguug und d.nair*. finLS il tit 0 lur r 0 ist, d»* Oberfliichc 
also aid dn Rntntimi'iiiidiM* knur Singulaiitat brsitzt. Dio Meridian- 
lunr uird Mutnllialf run !i d«*m WHalnni drr mimrrmehen Integration 
vnn \ da in ■ (\ »d 1 lid , \I, 1. S ‘21)011 ) dundigrfulirt. 1 ). Dorn Flussig- 

ki'il'iMiIuini'ii I»n (Inn nn huni'nidn Ttoplrn grradr ahreiQt., entspricht 
fine 1 Mnidi.iid.invi\ < 1 c*■ dn* Vrlmr in mirm Rankle heruhrt. 


') rtn pit li uiul l.ihlii /in In i|iitiu«Mi I iiiirhfti lining «l«*r I'if diming fimlnn 
Hifh lie i I-*i Ji.ii.M ni i li .lihI .1 «' \ rl ii iii Aii at tfnipt, to ti-Ht. tho thoorknof 

cnpilliu N «ii fn iii. t'iiintu nli't 1 ss.'l 
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Elites Kapitel 

Ideale FlUssigkeiten 


§ 1. Ebene PotentialstrOmung 


1. Die Stromfunktion. Liegcn die Balmkurven aUer Flussigkeits- 
teilchen in Ebeneu, die parallel zur z-y-Ebene sind, und iat die Stromung 
in alien dieaen Ebenen dieaelbe, dann ist v x = 0, und es versohwinden 
samtliche partiellen Ableitungen djdz. Es geniigt also, die jr-y-Ebene 
allein zu betracliten. Vorausgesetzt ist, daB die Flussigkeit ideal und 
inkompressibcl und der Vorgang Btationiir ist. Femer wird in diesem Para- 
graphen steta von der Wirkung der Schwerkraft abgesehen, wenn es nicht 
ausdriicklioh anders vermerkt wird. Die Kontinuit&tsgloichung vereinfacht 
sioh zu 


( 1 ) 


, d Jy _ 0 

dx^dy 


und ist leioht zu integrieren. Ist namlich y (x, y) wine beliebige Funktion, 
von der wir voraussetzen wollen, daB sie partieUc Ableitungen bis zur 
zweiten Ordnung bat, dann kann man setzen 


(*> 



Vy 


d y 
dx 


Da v a die y-Komponente und v y die negative x-Komponente von grady 
ist, so gilt: Dio Komponente von n in einer bcliebigen Richtung iat gleich 
der Ableitung von y in der um 90° lm positiven Sinne. gedrehten Richtung. 

(Jehen wir von einem Punkte in Richtung dor durch ihn hindurch- 
gehendeii Stromlinie um ein Stuck d s nut den Komponenten dx, dy 
welter, dann bereehnet sioh die Anderung dy) aus 


d y) 



d y> 

dy 


dy 


mit dx m dy — v x : v y . Eh folgt dy) — 0. Die Kurven yj (x, y) = oonst 
sind also die Stromlinien. y (.r, y) heiflt Stromfunktion. Als positive 
Richtung der Normalen (Einhcitsvektor u) zu den Stromlinien sei die 
Richtung bezeiohnet, die aus der Richtung von o durch Drehung um 90° 
im positiven Drehsinn hervorgeht. Dann ist nach dem oben Gesagten 


( 3 ) 



Die Beziehung laBt sioh dahin deuten, daB dy) das Flilssigkeitsvolumen 
ist, das in der Zciteinhcit durch den Querschnitt einer zwischen den Strom- 
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Union y und f + d yi liegenden Stromrolire von dor Broite (In und der 
Hohe 1 flieflt. AUgemeiner ist y x — ip 0 das Fliissigkeitsvolumen, das in 
der Zeiteinheit durch die von den Stromhnicn y> — und y = y 1 be- 
grenzte Stromrobre in einer Sohicht von der Hohe 1 hindurchflieflt. 

2. Uraformung der Bewegungsgleichungen. Wir betrachten jetzt zu- 
nachst noch den allgemeinsten Fall der ebenen Stromung. Die Bc- 
wegungsgleiehungen werdcn in der in X, § 1, Ql. (38) abgclcitetcn Form 

(4) g grad H — t> x rot n 

eingefiihrt, wobei , 

2g y 

ist [vgl. X, § 1, (37)]. Da o keine z-Komponente und rot n nur eine z-Kom- 
ponente hat, so ist o_[_roto, und der Vektor o X rot n liegt in der x-y- 
Ebene normal zur Stromlinie. Ist {, der Einhcitsvektor in der z-Richtung. 
bo gilt [l.Bd., II, §3, 2 (23)] 

fdv v dv x \ 


Aus Gl. (4) folgt 



8H 

9 Ji=* 

n (o X rot o) = 

d (rotox n) 

11 

oder 




( 5 ) 

3H 

(d v t 


9 dt 

~ \dx “ 

" dy ) V • 

Die Vektoren i 

D, n, \ a bilden namlich ein Rechtssystei 

folgt weiter 




( 6 ) 

IB 

fdVy 

dv x \ 

•if 

~ \dx 

' dy)‘ 


dv. 


ii) 


Hier konnten gewobnliche Differentiate gesclirieben werdcn; denn da H 
aul jeder Stromlinie konstant ist, gibt es zu jedem Wert von y> einen be- 
stimmten Wert von E. Gl. (6) zeigt, daB die rechtc Seite eine Funktion 
von y ist, die mit / (y) bezeichnet werde: 

< 7 > 

Die GroJ3e dcs Rotors ist also auf jeder Stromlinie kon¬ 
stant (vgl. § 4, 5). Werden die Werte von v x und v y aus Gl. (2) noch 
eingesetzt, so folgt, dafl ip der Gleichung 

(8) + 
gentlgt. 
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1st naoh Vorgabe einer beliebigen Funktion / (ip) eine eindeutige 
Ldaung ip (x) von Gl. (8) gefunden, so gibt Gl. (2) die Gesohwindigkeit o, 
und der Druok p wird aus Gl. (6) duroh Integration gefunden: 

(9) J f{v)dy> = gH + const = + — + gh + const. 

Eine vemiinftige Bandbedingung fiir die Differentialgleichung (8) wfixe 
die, daB ip am ganzen Umfange eines Bereicb.es gegeben ist. Es l&Bt siob 
aber zeigen, daB dann die Losung niobt eindeutig ist. Der Mangel der 
Theorie liegt offenbar darin, daB f (ip) ganz willkilrlioh vorsohreibbar ist. 

Beispiele. Als Beispiel fiir die vorangebenden Uberlegungen nehmen 
wir an, daB ip nur von einer Yeranderlichen, etwa y, abhange. Die Band- 
bedingungen seien duroh v a = 0 fiir y = 0 und y = 1 gegeben. (Be- 
wegung zwiscben zwei parallelen, unendlioh langen Fllhrungsw&nden.) 
Die Stromlinien sind dann parallels Geraden. Aus Gl. (8) und (2) folgt 

(10) A ip as ip" '= t (v») 

und v t — ip', wobei Striohe Ableitungen naoh y bedeuten. Lafit man 
f(rp) in Gl. (10) ynbestimmt, so stellt jede boliebige zweimal abteilungs- 
weise differentiiorbare Funktion ip(y) mit ip' (0) = ip' (1) = 0 eine mog- 
liche Stromung dar. Jede solche Parallolbewegung mit geraden Bahnen 
ist also Losung der Gl. (1) und (7) und befriedigt die Bandbedingungen. 
Die Bewegung ist nattirlioli im allgemeinen nicht roto rfrei. 

Nimmt man andercrseits an, daB ip nur von r = V x 2 + y a abhangt, 
dann wird 

(11) d ip = ip" + = / (ip), 

wobei jetzt Striche Ableitungen nach r bedeuten. Auch hici folgt, daB 
eine in weitem MaBo beliebige Geschwindigkeitsverteilimg in konzentrisohen 
Kreisbahnen moglich ist, wenn als Randberlingimg nur vorgesohrieben 
wird, daB die Stromung zwiscben zwoi konzentrisohen Kreisen erfolgt. 
Diesc Ergebnisao atehon in gewisaem Widerapruoh zu physikalisohen 
Beobachtungaergcbnissen, naoh denon aich stots duroh die &uBeren Be- 
dingungen beatimmte Geaohwindigkeitsverteiliuigen einstellen. Diese 
Unbestimmtheit wird in der Theorie dor zahen Fltisaigkeit beseitigt (vgl. 
Kap. XII, §1, 2. 

3. Das Geschwlndlgkeltspotential. Bin sehr wiohtiger Sonderfall ist 
nun der, daB von vomherein gegeben ist 

(12) / (tp) s 0. 

Aus Gl. (7) folgt, daB rot n auf jedor Stromlinie identisoh versohwindet, 
die Bewegung also wirbolfrei ist. Da naoh Gl. (6) auch dHfdrp =- 0 ist, 

Mlaea-Vrank, nilfaranlialgleiehungon. II 26 
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so hat H flir alle Stromlinien. den gleichen konatantcn Wert, ist also im 
ganzen Boreioh konstant. An Stolle von Gl. ( 8 ) tritt 

(13) A f = 0 . 


Die Gl. (7) mit verschwindender rechter Seite kann integriert warden duroh 


(14) 


v* = 


_ dtp 


d x 


d (p 

Vy = 

dy 


Die Funktion cp (x, y) a das Gcseliwindigkcitspotontial, cxistiert 
iramer dann und nur dann, wenn die Bewcgung wirbelfrei ist [vgl. 1 . Bd., 
II, §3, S. 77—78]; sie geniigt nach Gl. (!) der Potcntialgleichung 


(15) A y = 0 . 

Man spricht daher im vorliegenden Falle von ebener Potential- 
stromung. Aus Gl. ( 2 ) und (14) folgt 


(16) grad 9 *. grad f = 0 , 

die Schar der Aquipotentiallinien 9 * (x, y) — const- und die Schar der 
Stromlinien y> (x, y) = const sehneiden Rich also reehtwinklig. Duroh- 
laufen bei bciden Scbaren die Konstanten die Werte einer arithmotiHohcn 
Folge nut derselben Different, so teilen die Kurven die x-y-Ebene im 
Limes in Quadrate ein. [Isothcrmo Kurvcnscharen (vgl. 1 . Bd., I IT, § 1 , 
4, S. 131).] 


4, Anwendung der Funktionentheorie. Das geeignete Hilfsmittel 
zur Behandlung dcr Potentialgleichungen (13) und (15) in der Kbone ist 
die Funktioncntlieorie (vgl. 1 . Bd., Ill, § 1 , 3, und XVI). Man darf 97 als 
Realteil und y als Imaginartcil einer analytischen Funktion W der kom- 
ploxen VcriLnderliclien z = x + iy ansetzen. (Die B(‘zeielmung z fiir die 
drittc Raumkoordinate ist jetzt entbehrlich.) Die Funktion 

(17) W(z)=<p + iy> 

wird als komplexes Potential bezeiehnet. Die (11. ( 2 ) und (14) ergeben 
nach Elimination von v x und v v die Oaucliy-Riemunnsohon Differential- 
glciohungen (vgl. l.Bd., Ill, § 1 , 3, S. 128). Wird Gl. (17) nach z diffc- 
rcntiiert, so ergibt sich 

dW 

(17 ) = tv = %v v . 

Deuten wir die komplexcn Zablcn der x-y- Kbeno als Vektoren, dann ist 
w der an der recllen Aohse gespiegolte Gcschwindigkeitsvektor, die konjugiort- 
komplexe Zahl ui = v x -\- iv v der Gcachwindigkeitsvoktor selbst. w heiBt 
komplexe Gcsohwindigkeit. 
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Bekanntlioli bildet eine analytiflohe Funktion W (z) ein Gebiet der 
z-Ebene an alien Stellen, an denen dW/dz endliob und von Null vereohieden 
ist, konfonn auf ein Gebiet der TF-Ebene ab (vgl. ]. Bd., Ill, § 1,8 und 4). 
Die Aquipotcntial- und Stromlinien der z-Ebcno gehen dabei in zwei 
Soharen achsenparalleler Geraden dor IP-Ebene iiber. Jede anal ytiaohe 
Funktion liefort eine Potentialstromung fiir Bereicho, in denen sie regular 
ist. Den Singularitaten dor aualytisoben Funktion entspreohen Stellen 
der Stromung, wo dio Bedingungon div n = 0 odor rot o = 0, d. h. die 
Cauchy-Riemannschen Differontialgleichungen nioht erfiillt Bind 
Flibrt man durch dio analytische Funktion z — g (z') statt z 
noue Verandcrliche z' oin, so kann auch dieBor tlbcrgang ale konforme 
Abbildung angCHohon werden. Fiir daB komplexe Potential W' (z') und 
die komploxo GcHohwindigkeit «>' (z') der transformierten Stromung ergibt 
sich 

(18) W' (s') =W[g (/)], w' (z r ) = w\g (z')l dg /? • 

(t z 

Wir dofinioron &1 h Zirkulation liingH oin or geschloHsonon Kurve 
das Limonintogral dor Gosohwindigkoit 

(19) J - <j> ’) 

und bezoiuhnon dan in dor Zoitoinhoit (lurch cine goachlossene Kurve in 
der Rchiclitlioho J in dor pomtivon Normalonriohtung stromcndo Fliissig- 
keitavolumon mit. Q, sotzon also 

(19') 

(y aulioro Normalo). Kino loichto. Umformung orgibt 

w (z) dz - (j) (Uj, - - iv y ) {dr \ idy) -- J -| i Q. 

DicHoa Integral, inithin auoh »/ und Q, vorHcliwindot naoh do.m Tntegral- 
satz von dauchy ( 1 . Bd., Ill, § 3, 2), wonn dio Funktion w (z) in dem 
von dor Kurvo uniHohloHsonon (oinfaoh zuHammonhangonden) Gebiet 
reguliir i«fc. UnmohlioBt. abor dor Intogrationswog endlioh viele, also 
isoliorte, Hingularo Ktollon von w (z), dann gibt dor Koaltoil der mit 2 at 
multipliziorton Bummo dor RoHiduon (l.Bd., HI, § 3, 6 ) in diesen Stellen 
dio Zirkulation J , dor Jmagiiuirteil die Krgiobigkoit Q dor um- 
sohloRHonon Quollon 

! ) Boi Intcgralon lhngH gcHohloHHcnor, doppclpunktfroicr Kurvon soi, wenn 
nioht ftndorn angcgcbcn, dor UmlftiifHHinn immor dor powitivo, entgogcn dom 
DreliHiun cIoh UhrwigorH. 



20* 
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Die im 1. Bd., Ill, § 2 gegebenen Beispiele sind zugleioh Beispiele 
flii ebene PotentiaJstromungen. Von besonderer physikalisolier Wichtig- 
keit m'nd die Funktionen W (z), deren Ableitung im Unendlichen endlioh 
bleibt, die also dort eine endliobe Geschwindigkeit liefem. Wir betraoliton 
zunachst die lineare Funktion 


( 20 ) 


W (z) = 00 + 0 ! z, 


wobei c 0 und o x (im allgemeinen komplexe) Konstanten Bind. Hierduioh 
iat eine Parallels tromimg mit der in der ganzen Ebene konstanten kom- 
plexen Gesohwindigkeit w = c x gegeben. 

Ftir die Funktion 

(21) W(z) = G log 2 


mit 0 = A + Bi werde die Untersuoliung ftir Bealteil und Im agin& rteil 
von 0 getrennt geftihrt. 1st B = 0, dann folgt, wenn V r® 4' y 8 = r 
gesetzt wird, 


( 22 ) 


9 = ^ log r. 



A arc tg —, 
x 


» = 


Ml. 


Die Potentiallinien sind Kreise um den Nullpunkt, die Stronilinion Geraden 
duroh den Nullpunkt. Femer crgibt sich 

(22') (j> w dz = 2 n iA 

ftir jede den Nullpunkt einmal umschlingcnde Kurve. Die singulare Stelle 
imNullpunktentsprioht eincrpunktformigen Quelle, dionacli <11. (19") 
und (22') die Ergiebigkeit Q = 2 n A besitzt. 

1st dagegen A = 0, dann folgt 


(23) 


9 — — B axetg —, 

X 


V) = 


Bi 

z ' 


V — B log r, 



Hier sind gegenuber dem Falle B = 0 Potentiallinien und Stromlinien 
vertausoht. Der Wert des Oesobwindigkeitspotentials ist unendlioh viel- 
deutig. Es ist 

(23') cj)«>d*= -2stS. 

Im Nullpunkt befindet sioh ein Punktwirbel mit der Zirkulation 
J = — 27cB t der als Durohfltoflpimkt einer zur x-y-Ebene senkrechten 
geradlinigen Wirbellinie aufgefaBt werden kann [vgl. dazu § 4, 6, (33)]. 
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Im Fall© 4^0, B #= 0 sind die Aquipotentiallinien und die Strom- 
linien logarithmischo Spiralen. 

Zu einer hydrodynamischen Deutung der Funktion W (z) = 22E?? 

z 

kommt man auf folgende Weise. Wir betraohten zwei Qnallen, die eine 
im Punkte 2 = 0 mit der Ergiebigkeit —Q (Q > 0) und die andere im 
Punkte 2 = oe'“ mit der Ergiebigkeit -f Q und lessen sie unter gleioh- 
zeitiger VergroBerung von Q so zu einer Doppelquelle (Quellsenke) 
zosammenriioken (a -* 0), daB das Frodnkt M = aQ einen festen Wert 
beb&lt. Man erh&lt so als komplezes Potential 

(24) W(z) = lim r-^-logz + ^-log(z-ae<«)l = - . 

aoL An An J 2 n z 

a iflt der Winkel, den die von dor Quelle negativer Ergiebigkeit (Senke) 
zu der mit positiver Ergiebigkeit ftihrende Richtung mit der poaitiven 
x-Achse einsohlieBt. M wird das Moment der Doppelquelle genannt. 
Offenbar kann diese auch als Doppelwirbel gedeutet werden. 

5. Strttmung um einen Kreiszyllnder. Als ein weiteres Beispiel soil 
die duroh das komploxc Potential 

(25) W(z)=oz + IP- 

z 

dargestelltc Stromung betraohtet werden. c ist dabei eine Konstante, 
c die konjugiert-komplexe Zahl; R sei reell und positiv. Naoh dem Ge- 
sagten kann man sioli die Stromung entstanden denken duroh Uber- 
lagerung einer Parallclstromung mit konstanter Gcsohwindigkeit imd einer 
Stromung, die von einer im Nullpunkt bofindliohen Doppelquelle herruhrt. 
Man iiborzcugt sich loioht, daB der Kreis \z\ — R zur Stromlinie ip = 0 
gehort. 1st c reell, was stets duroh Drehung dcs Koordinatensystems 
erreioht werden kann, dann ist auch die reellc Aohse Stromlinie y = 0 , 
sonst eine andere Gcrade duroh den Nullpunkt. 

Dcnkt man sioh langs einer Stromlinie cine (zylindrische) Wand ge- 
zogen, so wird dadurch die Stromung in keiner Weise gestort. Insbesondere 
stellt Gl. (26) mogliohe Stromungen dar in begrenzten Gebieten, deren 
Wfinde duroh Stiioke dor Stromlinie *p — 0 gcbildet sind. Wir wollen 
hier nur die Stromung im AuBenraum des Kreises \z\ = R betraohten, 
die im Endlichen nirgonds Singularit&ten aulweist. Die Stromung im 
Innenraum, von der ganz abgesehon werden soil, kann etwa duroh einen 
kreiszylindriRohen Korpcr vom Radius R erHctzt werden. Wie die Ab- 
loitung iv (z) von W (z) zeigt, ist die Gcsohwindigkeit im Unendlichen 
konRtant. Wir kbnnen uns daher entweder vorstellen, daB der Korper 
von einer Flilssigkeit angestromt. wird, die im Unendlichen die konstante 
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Gesohwindigksit c hat, oder dafi der Korper in einer ruhenden Fltissigkeit 
mit der Gesohwindigkeit — c bewegt wird, da ja nux Relativgeschwindig- 
keiten bestimmt werden. Duroh die Funktion W (z) in Gl. (26) wird 
sowohl das Auflere me auoh das Innere des Kxeises auf die langs einer 
Streoke von der Lange 4 |o| J? aufgeschnittene Vollebene abgebildet 
(vgl. l.Bd., ID, § 2 , 4, Fig. 17). 

Gl. (26) gibt aber nooh nicht die allgemcinate Stromung um den Ereis. 
Diese wird vielmehr erhalten, wenn man zu Gl. (26) noch eine Zirku- 
lationsstromung hinzufiigt [vgl. Gl. (23)]: 

(26) W(z)=ez + B*j + ~. log'|- 

J darf hierbei beliebige reello Wcrte annehmen. Auoh jetzt ist noch der 
Ereis | z\ = jR ein Teil der Stromlinic ip = 0 . Bildct man die Ableitung %o (i z) 
und unterauoht ihre Nullstelleii, fragt also nach den Punktcn, in denen 
die Gesohwindigkeit Null ist (Staupunkte), so findot man, dal! das 
Aussehen der Stromung verschieden ist, jo naohdom 

(27) J* < 16 n 2 .ft 2 c c 

ist. Fur die weitero Diskussion wcrde c recll angcnommen. lm orHten Falle 
(Kg. 26 a) gibt es einen Staupunkt auf der imaginaren Aclise, dor zugleich 
Doppelpunkt einer Stromlinic ist, im dritton Falle (Fig. 26 b) gibt es zwoi 
Staupimkte, die symmotrisoh zur y-Aehse auf der Kreisperiplierie liegen; 
im Grenzfall fallen sie zuwumnen in don Solmittpunkt der imaginiiren 
Achse mit der Kreisperiplierie. Das Winkelargumont p dieser beiden 
Staupunkte bestimmt sick aus der Gloichung w ( z) = 0 mit z = Re 
Man erhalt so 

(27') J — 4 n Rc sin p. 

Fig. 18 des 1 . Bd. (S. 139) zeigt die Stromung (26) (J = 0 ) fUr R — 1 
nnd c = J. 

Um HchlieBlich die Druckverhaltiiisse langs dor Kontur zu untor- 
suohen, differentiieron wir Gl. ( 2 C) und bildon v 2 - ww mit z =• 
und erhalten 

(28) v a = 4c a sin* & — sin # - 1 - / u jR*. 

Die Bernoullisohe Gleioliung (X, § L, J I) j> ~ const A /id 8 zeigt donn 
beispielswcise, daU fur J > 0 und c - 0 in jodcni dor Konturpunktc in 
der oberen Halbcbonc (0 - /> - ti) oin gcringerer Druck horrscht als 
im zur reellcn Aohso spiegelbildlich gelegenon Punkt, was man aueh un- 
mittelbar aus der Stroinliniondiohtc in den Abbildungon ontnehmen kann. 
Da das Stromungsbild zur y-Aohse symmetriscli ist, wird auf don Korper 
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6. Strbmung tun da beliebiges Profit. Die Aufgabe, das komplexe 
Potential W (z) fiir die Stromung am einen Korper von beliebigem Profil 
zu fi-ndan, laB t, sioh mittels konfonner Abbildung auf den Pall dee um- 
stromten Kreiszylinders zurilokftibren. Wir benutzen dazu eine Polgerung 
dee Pundamentalsatzes der konformen Abbildung: Es gibt eine eindeutig 
bestimmte analytdsobe Punktion z' — f (z), die das AuBengebiet einer 
ganz im Endliohen gelegenen, gesobloasenen doppelpunktfreien Kurve £ 
der z-Ebene umkebrbar eindeutig and konform auf das AuBengebiet 
eines Ereises St der z'-Ebene abbildet, wenn man verlangt, daB sich die 
P unkt e z = oo und z' = oo entepreoben sollen und daB 


(29) 


<*/(*) 

dz t 


gdt; Lage und GroBe dee Kreises ft sind durob diese Pestsetzungen eindeutig 
bestimmt. Die gegebene Randkurve £ wird dabei umkebrbar eindeutig 
und stetig auf die Kreisperipberie abgebildet. Die Punktion / (z) gestattet 
auflerhalb eines genfigend groBen Kreises um den Punkt z = 0 eine Ent- 
wioklung von der Form 

(SO) z' = /(z) -* + 2+3 + -. 

« z 


1st zu einer gegebenen Profilkurve £ die Abbildungsfunktion ermittelt 
worden, sowie der Mitfcelpunkt z' = tn und der Radius R des Bildkreiscs R, 
dann ist naob 01. (26) das komplexe Potential fiir die Strdmung um R, 
wenn w x die komplexe Qeschwindigkeit im Unendlicben bedeutet, 

(SX) WM - - m) + ^ 1®8 S ^ ■) 


und das gesuobte komplexe Potential fiir die Stromung um das Profil £ 
(32) W(z)=W' [/(»)]. 

Die komplexen Oesobwindigkoiten 


(/ ,, dW 

“<‘> = 77 


,, iW 

" w = 77 


und to (z) = 


stimmen naob 01. (18) und (2D) im Punkte z — z' -- oo Wherein. 

Zur Bestimmung der resulticrendcu Kraft und des rcsultierenden 
Moments, die pro Langeneinbeit von der Plnmigkeit mit clem komplexen 
Potential W (z) auf einen zylindrisehcn Korper, deewen Querschnitt von 
der Kurve £ berandet ist, nusgciibt werden, werde zundcdist der Impuls- 


*) Striohe bodouten hior nielit Ablcitungcn. 
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satz [X, § 1, 12, (41)] umgefonnt. Unter der Annahme, dad die Strdmung 
station&r ist und keine auBeren Krafte wirken, erhalten wir 


(33) 


cj) [iw v dl = (j>p v dl. 


Bei einer idealen Fliissigkeit, wie sie tier vorausgesetzt wird, ist nock 
p, = — prza setzen. Die Integrale in Gl. (33) Bind zu eratreoken ilber die 
Begrenzungslinie des von der Big. 26 

Fliissigkeit erflillten Bereiohes, _ 

dessen auBere Normalo der Ein- 
heitsvektor v angebe. Wir wen- 
den nun den Satz auf den zwei- 
faoh zusanunenhilngenden Be- 
reioh an, der begrenzt wird 
einerseits von dem Rand fl x 
des Korperprofils und einer be- 
liebigen geschlossenen doppel- 
punktfreien, in der Fliissigkeit 
verlaufenden Kurvo £ a (Fig. 20). 

Zwiscben £ t und £ a sei die Stro- 

mung regular. Positive Umlaufsriehtung ist die, bei der man das von 
Fliissigkeit erfiillte Innere zur Linken hat. Die Integrale liber £ x sind 
iilso im Uhrzeigersinn, din Integrale liber fl s im entgegengesetzten Sinn 

zu erstreoken. Nun ist (J> p, dl mit p, = — pv die Kraft, die an der 
Begrenzung £ x dos Korpcrs auf die Fllissigkeit ausgcilbt wird, mithin 
(34) \p as — (j> p, dl ss (j> pvdl 





Vil 


die (gesuchtc) Kraft, die die Fliissigkoit auf don KOrpcr uustibt. 
Da v, a= 0 kings i.^ ist, so ergibt sioh aus Gl. (33) und (34) 


(35) 


<P — p,.<22 — ^ ftWrdl 


oder in Komponenten gcschriebcn 

( 36 ) P x — tj> p dy — cj> /iv„ [v« coh (ly) — «, cos ( 2 as)] dl 
und 

( 36 ') P, - 


a» 


<J> '/> djr — (J) fiVy [v, cos (ly) — v y cos (/x)] dl. 
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Dabei ist benutzt, daJJ 

cob ( vx) — oos (ly), ooa (vy) = — cos (lx), 
dloos(lx) — dx, dl cob (ly) = dy 
ist. Eliminieien wix den Druck mit Hilie der Bernoulliscben Gleiobung 

(37) ^ j K +■«») = const, 

wobei die fiber die Konstante erstreokten Integrals fortfallen, dann folgt 
aus Gl. (36) und (36') 


(38) 

und 

(38') 


p« = $ [sT + «*) d y— a* w * d y + p *] 

2 * 

Py = ^ Y ( V * + «»)**“ 0. «,<* y + /* V d xj . 

a. 


Diese beiden Gleiobungen lassen sicb noch nach Einillhrung der kom- 
plezen Kraft 

(39) P = P. - iP v 

und Benutzung von Gl. (17') zusammenfasaen in cine einzige Gleiobung 


(40) 




w 2 dz. 


TJm nun das Moment, das auf den umstromten Korper wirkt, in 
ahnliober Weise zu berechnen, geben wir vom Impulsmomentsatz [X, § 1, 
12, (41')] aus. Dieser lautet, unter den gleichen Spezialisicrungen wio 
bei Gl. (33), 

(41) ^)(s X /tv)v r dl = cj)(* x p,)dl 

und wild wieder auf den zwiseben und A! a bo.findliclien Fltissigkcitstoil 
angewendet. Es ergibt sich so ffir das Moment 

(42) 3tRW) = _ (j> (i x p,.)dl 

B| 

der auf den Korper wirkenden reHultiercnden Kraft SJ} dor Ausdruok 

(43) JTF) =|(IX p„) dl- j> (XX /id) V,. dl. 

Dieser Vektor hat nur eine Komponente M in — 2Jl (2,) I Henkrenht zur 
x-y-Ebenc. (x-Richtung, j/-Riohtung und dor Einheituvoktor t sollen 
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ein Reohtaayatem bilden. iat dabei nioht der Abaolutbetrag von 
<01^.) Beriiokaichtigen wir nun, d&Q 


(x X v) t = — (t X v) X = — x cob (Z®) — y gob ( ly) 
iat, bo folgt 

(44) M iP > = £ p (x dx + y dy) - (j) /i (aw, - yv a ) ( v B dy - v,dx) 

** i 

und mit Benutzung dor Bernoullischen Gleichung 


( 46 ) 

odor 



[(«»-«]) (xdx — ydy) — 2v a v y (ydx + xdy) 


(46) 


M (I ‘> ■= — i-/t5R^aw* daj; 


iiierl>ei bodeutet 91, dafl dor Rualteil den folgcnden Ausdruoks zu nehmen 
iBt. Die Gleiohimgon (40) und (4(5) wcrden als Formeln von H. Blasius 
bezeiohnet. 

Aufl 01. (31) und doni Bostohon dor Entwicklung (30) folgt, daB fiir 
die komploxo OoHehwindigkoit in gonugondcr Entfemung vom Korper 
cine Entwieklung dor Form 


(47) 



bostoht. Die Borechnung von P und M ( n ana don Gl. (40) und (46) verlangt 
die Boroohnung der Koaiduon (vgl. 1. Bd., Ill, §3, 6, S. 1B6) der Funk- 
tionon to 2 und zw 2 im Nullpunkt. Diosc sind ! la 1 w go bzw. 2a a to 00 + aj. 
Da im ITnondlichon koin Quollpunkt vorhandon ist, muB naoh 
GL (22') roin inmginar win, und wir orlialten naoh Gl. (19") fiir die 
Zirkulution 

(4H) (j) w dz ~ 2 7 i ia j -- J . 

SchlieBlioh folgt ho huh GL (40), (40), (47) und (48) 

(49) P - J /ii . 2 n i . 2 ftj / 

und 


(50) AP n - - J //9i [2ni (2« a v> ot -| a?)] — 2rc i t/9l(a 2 u> 00 i). 

Auh Gl. (49) folgt, daB dio Kraft P Honkrecht zur Anstromgcachwindig- 
keit to* Htelit odor, fall« wir uiih dio FluHsigkeit ruhend und den Korper 
bowegt donkon, daB dor Kbrpor ko.inou Widorstand in seiner Bewegungs- 
richtung orfiihrt. Dio Kraft P veradiwindot, wonn dio Zirkulation J gleich 
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Null iflt. 1st J > 0 imd ist negativ reell, dann ist P negativ imagin&r, 
und die Kraft $ wirkfc gemafi Gl. (39) in Riohtung der positiyen imaginUren 
Achse. Das Moment von P ist auf den Nullpunkt des Koordinaten- 
Bystema bezogen. 


§ 2. Spesdelle Probleme der ebenen Potentialstrttmung 


1. Tragftiigeltheorle, Die wiohtigste Anwendung, die die vorstehenden 
Gleiohungen erfahren, liegt in der Bereohnung der Tragfltigel von Flug- 
zeugen. Insbesondere soil hier der Tragflligel stets als unendlioh breit 
voransgesetzt werden, so daB die Formeln der ebenen Stromung an- 
gewandt werden konnen. Die Erfahrung lehrt, daB die um den Trag¬ 
flligel atromende Luft in guter Annaherung als ideale, inkompressible und 
wirbelfreie Fliiflsigkeit angesehen werden darf. Man konnte iibrigens 
auob die Gl. (29) des Kap. X, § 1 der zalien Fliissigkeit zugrunde legen, 
wenn nur rot t) = 0 und divo = 0 vorausgesetzt wird. Dann ist n&m- 
lioh auob Ad = 0, und das Glied v^Id ist Null, auch wenn die Z&hig- 


Fig. 27 



keitszahl v niebt versebwindet. 
Die erbaltenen Losungen be- 
friedigen allerdings niobt die 
bei zahen Fltissigkeiten erfor- 
derliobe Randbedingung, daB 
o = 0 an der Korperoberfl&che. 

Wir betraebten also jetzt 
die ebene Potentialstromung 
um (unendlioh lange) zylin- 


drische Korper mit Quer- 
schnitten, die die Gestalt von 


Tragfltigeln haben, wie sic im "Flugzeugbau verwendet werden (Fig. 27). 
In Ubereinstimmung mit den Voraussetzungcn der vorhergebenden CJlci- 
ohungen wird angenommen, daB der Tragfltigel in Rube ist und duroh 
einen Luftstrom angeblasen wird. Die Anblasegescbwindigkeit 
babe die absolute GroBe u und schlieBe mit der negativen cc-Aohse den 
Winkel oc ein, d. h. wir setzen 


+ ^ = — ue ttt . 


Der Winkel zwischen Anblasericbtung und der von der Spitze des Profils 
an dieses gelegten Tangentc heiBt A ns tell winkel. 

Mit z* = / (z) sei wieder die in Gl. (30) eingefiihrte analytisolie Funktion 
bezeichnet, die das AuBengebiet des in der z-Ebonc liegenden Profile 
auf das AuBengebiet eines Kreises der z'-Ebene mit dem Radius H und dem 
Mittelpunkt m = |m|e dt abbildet. Das gcsuchtc komplexe Potential 
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der Stromung am den Tragflligel ist dann aua Gl. (31) and (32) zu be- 
reohnen. Um Profil and Bildkreis der Lage and GroBe naoh in Beziehong 
eetzen zu konnen, etellen wir uns vor, daB die z-Ebene and die z'-Ebene 
so tibereinanderliegen, daB die Nullpunkte und die Xoordinatenachsen 
siob decken. 

Um nun die bishcr unbestimmt gebliebene Konstante J festzulegen, 
bat Joukowski die Tatsacbe benutzt, daB jedes praktisoh braaobbare 
Tragfltigelprofil eine Ecke (insbesondere eine Spitze), der Tragflligel 
also selbst eine scbarfe Xante besitzt. Bezeiobnet a die Winkeloffnung 
der Eoke, so muB in einer genligend kleinen Umgebung dieser Stelle 
die AbbildungBfanktdon (30) die Gestalt 

* -/(•)- h (*) 4 (* - *o) r “~* h (*) 
baben. Dabei sind h (z) und f t (z) an der Stelle z = z 0 , der Eoke des 
PtoAIb, regulare Funktionen, fiir die f t (z„) 4= 0 und - 4= 0 gilt. 

Mithin wird dort dz'/dz und dabcr auoh die kompleze Geschwindigkeit, 
die siob naob Gl. (32) des § 1 aus 

dW{z) _ dW'[z') iz' 

' ' dz ~ di dz 

berechnet, uncndlioli groB, weim nicbt dW'/dz' flir den Punkt z 9 der Peri¬ 
pherie deH Bildkreises, der der Eckc z # des Profils entspriobt, verschwindet. 
Eine leichte Verallgemeinerung der flir reelles w„ abgeleiteten 01. (27') 
des § 1 , dio fiir di<* Stromung um oinon Kreiszylinder die Beziehung 
zwischen deni Winkelargumont ({ dor Staupunkto aul der Xontur und der 
Zirkulation J liefert, ergibt. ftir u>„ — — u e‘“ 

(2) J — iiruRrin (a-|- fi). 

1st f} jetzt das Winkeliirgumcnt des Bildes dor Profilecke, dann kaim 
mit ibm ein Wert von J aus Gl. ( 2 ) ausgoreebnet werden. Bei diesem 
W'crt von J ist die Gesehwindigkeit der Luft an der Profilecke endlioh. 
Die Annahme, daB in (lcr Natur geradc diose Stromung um den Tragflligel 
zustando kommt, hat Bich bostons bewahrt. Dio Stromung um das Profil 
ist so eindcutig bestimmt worddn. 

Mit 01. ( 2 ) orlialten wir aus § 1 , (49) ftir den Auftrieb 

(3) P - — 4 nfin*Rie l “ sin (a + fl) 
und ftir Heinon Absolutbotrag 

(3') A = | P\ = 4 n f tu*R | sin (a + 0)\ '). 

*) K. v. Mises, Zoitachr. f. Flugtoahnik und Motorluftsohiffahrt 8 (1917), 
S. 1(57—163; 11 (1920), S. 68—73 und 87—80. Dio Beziehung (3) war bereits von 
Joukowski und Kulta fiir eine spcziello Profilform angogebon worden. 
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Ztit Bestiminung der Angriffslinie dea Auftriebs oder, was auf dasselbe 
hmanflkommt, des Auftriebmoments M fiihren wir flir den Koeffi- 
zienten o 1 in der Entwioklung (30) 

( 4 ) c x = 

ein und setzen in 01. ( 1 ) links die Reihe § 1 , ( 47 ) und reohts die duroli 
Differentiieren von § 1 , (30) und §1, (31) entstelienden Ausdriioke ein. 
Werden die Koeffizienten von 1 jz und 1 /z 2 reolits und links ein under 
gleiohgesotzt, so folgt 

(B) fli = ra’ a » = + 2^-« 

und 

(B') SR («,»«») = — « 9 c s sin 2 (a + y) — J u I m I cos (a + <5) 

« 7t 

und hiennit sohliefllioh aus § 1 , (50) 

( 6 ) M (F) = 2 :rc/iW 2 c 2 sin 2 (a + y) + /iJu. |w| cos (a -f b). 

Da das zweite Glied auf der rechtcn Seite von 01. ( 6 ) den Betrag 
A. \m\ . | cos(a+ <3)| hat und das Moment der im Mittelpunkt m des 
Bildkreises angreifenden Kraft P, bezogcn auf den Nullpunkt, darstcllt, 
gibt das erste Glied rechts das Moment der Kraft P bezUglich des 
Punktes m 9 den man auch als Profilmittolpunkt bezeichnet. 01. ( 0 ) 
ist von R. v. Mises angegeben worden. 

Die Verbindungslinie des Profilmittclpunktes nut dexn Bildo der 
Profilspitze wird nach v. Mises erste Profilachse genannt. Sie bildet 
mit der Anblaserichtung den Winkel aH ft. Zweite Profilachse ist 
die Gerade durch das Bild der Prolilecke, die mit der .r-Achse den Winkel y 
einschliefit. Wir bezeichnen weiter als Tiefe t des Profit den maximalen 
AbBtand, den zwei Punkte des Profils voneinander habon kbnnen; die 
Strcoke t kann bei den gebrauchliclicn Profilformen auch erhalten werden 
als Radius des kleinsten Kreises um die Profilccke, der das Profil ganz 
im Innem enth&It. Sohliefilioh definieren wir nooh den Auftriebs- 
koeffizienten, fur den wir aus Gl. (3 ; ) die dimensionslosc Zahl 

(7) Ca j^jr t = in j sin (a H- p) 

erhalten. Pallt die erste Profilachse mit der Anblaserichtung zusaramen, 
ist also /}= — a, dann verschwindet der Auftriel). Fiir den Quoticnten 
R : t gilt nach funktionentheoretischen Siitzen die Abschiitzung 

4 ^ t ^ 9. 


(8) 
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Die untere Grenze wird fiir einen Sohlitzbereioh erreioht. Da Tragfliigd 
nabezu eine solche Gestalt baben und femer der Winkel a + p in den 
praktisch wiohtigen Fallen nie 8° iibersohreitet, so gilt annahemd 

(9) k-* »(« + «■ 

Dicser Wert bat sich bei Messungen best&tigt, falls durob seitliob am Trag- 
fliigel angebrachtc vertikalo W&nde dafirr gesorgt -wird, dafl die Stromnng 
als ebon angesehen worden darf. SchlieBlicb sei nooh ein weiteres Ergebnis, 
das auf Satzen von Bieberbacb und Pick beraht, erw&hnt: Nicbt 
nur das Profil selbst, sondcm jeder Kreis, der durcb konzentrisobe Ver- 
dopplung einps ganz im Innorn des Profils liegenden Kreises entstebt, 
ftillt in dio Verdopplung des Bildkreises. Ferner begt m stets innerbalb 
des kleinsten, das Profil enthaltenden konvexen Bcreicbes. 

Zusammenfassond sei fcstgcstellt, daB zur Berechnung der Auftriebs- 
verhiiltnisse die Kcnntnis von Jt, m, c und der Riehtung der beiden Profil- 
achsen, also von insgesamt Heehs roellcn GroBcn, notwendig ist. Die ab- 
geleitoten Beziebungen gelten nur fiir Profile mit einer Eoke oder Spitze. 

Die Aufgabe, Auftrieb und Auftriebsmomcnt vorgegebener Profil- 
formen zu bcstimmen, sct.zt die Kenntnis der in §1, (30) eingefuhrten 
Abbildungsfunktion z' - f (z) voruus. Zwar ist ihre Existenz gesiohert, 
die tatsilchliche Bcrechnung der Koeffizienten der Potonzreibe bereitet 
immerhin crheblieho iSohwierigkciton. Es liegt dahcr nahe, den um- 
gekehrten Weg einzusehlagen, indem man Funktionen z = g (z') aufstellt, 
die einen Kreis ft der z'-Ebene in eine gcschlossene doppelpunktfreie 
Kurve (£ der z-Ebono von der Form nines Tragflugdprofils mit einer Ecke 
transformiorcn, und dabei die AuBengebie.to von ft und(E einander umkehr- 
bar eindeutig zuordnet. L)ic zu z — g (z') inverse Funktion z' = / (z) 
verraittelt dann die gesuchte konforme Abbildung. 

Joukowski, der zuerst dieHen Weg einschlug, betraohtete die spezielle 
Abbildung 

(10) Z = z'+y (c > 0, reell) 


oder 



Nach der in Gl. (4) cingefiihrten Bezeie.hnung ist also y = 0. Geht man 
von einem Kreis ft, aus, (lessen Mittelpunkt z' --- auf der jy'-Achse 
liegt und der duroh die Pnnkte z' - -]- c hindurchgeht, so liefert die 
Abbildung (10) in dor z-Ebene einen doppclt ziihlenden Kreisbogen, der 
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die Punkte z = ± 2 c verbindet, der als unendlioh dtinnes Profil mit zwei 
Spitzen angesehen werden darf (Fig. 28). Scbreibt man nftmlioh (10) in 
der Form 



^ — c 

und beaohtet, dad 3 log - den Winkel angibt, den das aus den Punkten 

_ o, z\ + o gebildete Dreieok bei z' besitzt, dann folgt die Behauptung 
aus dem Satze liber Peripheriewinkel im Kreis. 

Um nun ein brauchbares Profil mit einer einzigen Eoke zu bekommen, 
versohieben wir den Kreismittelpunkt derart in'eine Nachbailage m und 
suoben das Bild ernes neuen Kreises A, der im Punkte z' — — a berlihrt 

und den Punkt z' — -f- o in seinem 
Innem nabe dem Bande entbfllt, 
Das entstebende Profil (Jou- 
kowski-Profil) hat im Punkte 
— c immer nooh eine Spitze, ist 
im librigen von endliober Dioke 
und zeigt in der Nahe des Punktes 
+ o eine Abrundung. Die erste 
Aobse, die ja mit der reellen Aohae 
der z'-Ebene den Winkel ft ein- 
schliefit, geht duroh die Punkte 
z' = — o und z' — m, die zweite 
Aobse {Slit wegen y = 0 mit der reellen Aohse zusammcn. Die Krtlm- 
mung des Proffls hangt vom Verhaltnis c: R ab, die Dioke vom Abstand 
der Punkte m und m'. 

v. Kdrm&n und Trefftz gehen anstatt von Gl. (10") von der Ab- 
bildungsfunktion 


Pig. 28 



( 11 ) 


z — no _ // — o\ n 
z -f- no ~ \z' + o/ 


aus, wo n eine nahe bei 2 gelegene Zahl bedeutct, und erbalten so Pro¬ 
file, die statt einer Spitze eine Ecke der Offnung \n — 2| . n baben. 

Ein allgemeinea von R. v. Mises stammendes Profilcrzeugungs- 
verfahren benutzt statt des Binoms (61) den (n + l)-gliedrigen 


Ausdruok 

( 12 ) 



mit der Ableitung 


/I Q\ 


dz 


2oi 


no ,; 
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Diese Transformation mufl folgenden Bedingungen geniigen. a) Der Kreis 
\z' — m\ — It muB durch die Transformation (12) in eine einfach ge- 
schlossene, doppelpunktfreie Kurve libergehen, die der Qestalt nach als 
Tragfliigelprohl brauohbar ist. Diese Bedingung kann natilxlioh nur ge- 
priift werden, indem die Bildkurve des Kreises wirklioh gezeiohnet wird. 
b) Die Abbildung muB im ganzen AuBenraum Bchlicht, d. h. umkehrbar 
eindeutig sein. Hier kann vorteilhaft folgender Satz benutzt werden: 
Ist die Bildkurve des Kreises doppelpunktfrei und liegen samtliohe Null- 
stellen der Ableitung dz/dz' im Innem oder am Bande des Kreises, dann 
ist die Abbildung im ganzen AuBenraum des Kreises sohlicht, wenn der 
punkt z' ss 0 im Innem von Si liegt. o) Einem und nur einem Punkt von Si 
muB eine Ecke oder Spitze entsprechen. In diesem Punkte von Si muB also 
dz/dz' verschwinden, wahrend die iibrigen Nullstellen von dz/dz' im 
Innem von Si liegen. d) Dio den Auftrieb bestimmenden Parameter sollen 
vorgeschriebene Werte haben. Ist R 9 m und das Winkelargument /9 des 
Punktes auf Si } der die Eoke liefem soli, angenommen, so ist als letztes 
Bestimmungsstiiek des Auftriebs nur noch der Kocffizient o x von 1/z 
in der zu (12) inversen Funktion zu bestimmen. 

Danach ergibt sich folgendes Verfahren fiir den Fall, daB dem 
Punkte z' -= — o (c > 0, reell) auf Si eine Spitze entsprioht. Wir wahlen 
n komplexe Zahlcn v u u 2) .. v n im Innem von Si und erhalten in 


(14) 




eine Ableitung mit den gewiinnehtcn Nullstellen. Vorgleich mit Gl. (13) 
liefort die Wertc fiir c lt ci, ...» c n und damit die Abbildungsfunktion. 
Die v r sind der Bedingung unterworfen, daB 


(15) Vj + v 2 H-1 v u = c, 

da in Gl. (1.3) der Koeffizient von 1/z' vorschwindct. 


2. Das AusfluBproblem (Problem der vena contracta). Bei den bisher 
behandelten Problemen der ebenen Potentialstromung war immer still- 
schweigend die Voraussetzung gemacht worden, daB dor Gesohwindigkeits- 
vektor n eine stetige Funktion des OrteH sei. Um abor solche Ersoheinungen, 
wie sie beim AusfluB von Fliiarngkeiten aus Gof&floffnungen beobaohtet 
werden, behandcln zu konnen, sollen jetzt Unstetigkeitsflaohen zu- 
gelassen werden, liings derer die Tangentialkomponcnte dor Fliissigkeit 
einen Sprung erleidet. Wir besehriinkon uns auf den Fall, daB beim 
Durchgang durch gewisHe FI lichen die Gesohwindigkeit auf Null ab- 
nimmt. Einen von solehen Flaohen begrenzten Toil einer bewegten 
Fliissigkeit nennt man einen Rtrahl. Kennzeichnend fiir die hier vor- 

MlftOB-Kmnk, DlfTorontialKlolrUunKmi II 27 
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liegenden Probleme ist, daB im allgemeinen die Form der Unstetig- 
keitsflaoken unbekannt und erst noch zu beatimmen ist; man sprioht 
bier im Gegensatz zu den Begrenzungen, die durcb feste Wande gebildet 
sind, von freien Grenzen. Der Druck dagegen sei immer als stetige 
Funktion deB Ortes angenommen, von KapiUaritatserscheinungen an den 
Grenzflaohen wird also abgesehen. Wir besobranken una auoh weiterhin 
aul ebene Probleme; feste und freie Grenzen der Fliissigkeit sind also 
Zylinderflfiehen, deren Erzeugende senkrccht zur ^-y-Ebene verlaufen, 
so daB man nur ihre Spurkurven in dieser Ebene zu betrachten bat. Die 

Stromung soi stationar, ihre Grenzen sind 
also zeitlioh unveriindorlioh und zugleich 
Stromlinien. Dio Fliissigkeit soli nioht der 
Wixkung der Schwcrkraft oder anderer 
auBerer Krafte unterliegen. In dem ruhen- 
den Teil ist daher iiberall der Druok kon- 
Btant; daraus folgt nach der Bernoullischen 
Gleichung [Kap. X, §1, (37)], daB in dem 
bewegten langs dor Trennfliiche der Betrag v 
des GeachwindigkeitBvektors iiberall konstant 
ist. Praktisch am wichtigsten ist der Fall, 
daB der Fliissigkeitsstrahl an Luft von Atmo- 
spharendruck grenzt. 

Die im folgcnden benutzten funktionon- 
theoretischen Methoden sind von Helm¬ 
holtz und Kirohhoff ausgebildet worden. 
Wir betraohtcn sogleich als Beispicl den Aub- 
fluB aus einem Gcfiifl, dessen Schnitt mit 
der z-Ebcne die in Fig. 29 angegebene Ge¬ 
stalt hat 1 ). Die Gcradenstiicko ABGC'D 
bilden die GcfiiBwandung, die Bioh boi G 
und O' ins Unendliohe erstreokt. Die FltiHsigkeit kommt von CG f her 
aus dem Unendliohen und verlaflt dann das GefaB durch den Spalt AD . 
Gesuoht ist die Form der freien Grenzen des Strahles naoh dem 
Austritt, sowie die Gesohwindigkeitsverteilung im ganzen durchstromten 
Qebiet. Die Form des GefaBes ist durch die Streoken a, 6, c und den 
Winkel <5 bestimmt. Durch spezielle Wahl dieser GroBcn erhalt man 
eine groBe Anzahl wichtiger Falle, die sich siimtlich noch mit elemen- 
taren Funktionen behandeln lassen. Boi CO' sei die Stromung im 
Unendlichen eine Parallelstromung, dio iibor die gauze Brcite des Ge- 


*) R. v. Miaea, Zeitaohr. d. Vereins deutaohor Ing .61 (1917), S. 447—452 und 
493-498. 


Fig. 29 
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fafies die konstanto zur AusfluBoffnimg hin geriohtete Gesohwindig- 
keit v 0 und den Druok p 0 boaitzt. Bei D nnd A sohliefien sioh die 
freien Grenzen DE bzw. AE' an. C'DE sei die Stromlinie ip = 0, 
CBAM' die Stromlinie ip = ip v Eb wird weiter angenommen, dafi der 
freie Fliissigkoitsstrahl in nnendlioher Entfemnng von der Offnung, bei 
EE', eine Parallelstromung mit konstanter Gesohwindigkeit liber seine 
Breite ist. Gesueht ist unter andcrein die Breite c' des Strahles bei EE' 
nnd die komplexe Gesohwindigkeit dort, die wir in der Form ud = iv 1 e? d 
ansetzen. Von der Bestimmung der Form der freien Grenzen soli hier ab- 
gesehen werden. (in den Abbildungen sind die freien Grenzen nnd Hire 
Bilder stets gestrieholt angegeben.) 

Da die Gestalt des Randes des durchstromten Gebietes langs DEE'A 
nioht bekannt ist, Bondern dort nur die Bedingung v = const zu erfiillen 
ist, ist es niclit mbglioh, das komplexe Potential W (z) direkt als die ana- 
lytisohe Funktion zu bestimmen, die das Gebiet A BCG'DEE' der z-Ebene 
auf den zwischen ip — 0 und yt — ip 1 gelegenen Parallelstreifen der W~ 
Ebene abbildet. Das Helmholtz-Kirchholfsohe Verfahren bestinimt 
daher W als Funktion von w^-dW/dz und findet sodann durch eine 
Quadratur W (z). Fur w goltcn niimlich langs der Stromlinien ip — 0 
und ip = ipi lcicht anzugobende Randbedingungen: Langs der gerad- 
linigen festen Wandcvl BCD ist die Riehtung der Gosohwindigkeit konstant, 
und langs der freien Grenzen DEA ist ilir Botrag konstant, und zwar 
gleich v l9 deni Worto ini Punkte E. Die Bilder der Stromlinien ip = 0 
und ip — y 1 in der t/’-Kbeno, die dadurch entstohen, daB flir jeden ihrer 
Punkte der zugehbrige, w-Wert oingozoiohnot wird, begrenzen daher einen 
Kroissektor vom Radiim und dom Offnungswinkel d (Fig. 30 a). Der 
Wert von ^ sowio das Winkelargument des Punktes E in der w-Ebene 
sind zunaehst noc.h unbekunnt. Die Bilder Hiimtlicher Stromlinien gehen 
von U aus und endigen in E. 1m Punkte B ist w = 0. 

7t 

Wir setzen x - „ 1 und fill iron alH neue Veranderlioho 



ein. Dies bodcutot. eine Drehung des Hektors um — 90°, eine Streckung 
des Radius im Verhaltnis 1 : i» 1 und eine VorgroBerung des Zentriwinkels 
im Verliiiltnis n : <5, so daB der Sektor der w-Ebene in don oberen Einheits- 
halbkreis um den Nullpunkt der w'-Ebenc iibergoht (Fig. 30b). Wir setzen 
femer 

(i7) Qy 


27* 
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(reell) ist der Bildpunkt von C und ui der Bildpunkt von E. Durch 
die Transformation 

(18) U ” =U '+V 

wird die Halbkreisflache auf die untore Halbcbenc dor u"-Ebene abgebildet 
(Fig. 30o). u'i ist der Bildpunkt von C, = 2 coh xi> der von E. Das 


Fig. 80a 



Fig. 30 b 



Fig. 30c 



u’-Sxne 


t _, j , ■ - 

s —,— rr ^ — 


_ h -4 - 

k 4 3_ 




Ki« 30d 




u m -fbene 


-i 

0 _, 

h 

B 

C D 


- p-pf -- - - 

*c i-o 


B 


Bild von y = 0 ist die reelle Achse von E uber I) biH (\ dor iibrigc Toil 
der reellen Achse cntspricht y -= yj x . SchlieBlioh bring! die* Transformation 


(19) 


u 


u 

u" 


«r 

ui' 


den P unk t C in den Nullpunkt und E ins ITnendliehe (Fig. 30d). Bild der 
Stromlinie y> = 0 (y = yi) ist jetzt die positive (negative) reelle Aohae. 
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Wir konnen leioht das (eindeutig beetinunte) komplaxe Potential W 
als Funktion von angeben, sodaJQ auf der poaitiven reellen Aohse yi = 0, 
auf der negativen y> = fi gilt. Es ist die Funktion 

( 20 ) F — — log 

Mit Hilfe der Ql. (19), (18) und (16) kann W ala F unk tion von u* oder w 
ausgedruekt werden. Ea ist w = 5RTF = — oo flir w"' = 0 und <p == WW 
= -f- oo fiix = oo in Ubereinatimmung damit, dafl die Eltissigkeit 
von C nach E atromt. 

Nadi dem in 1 Gcaagten kann yi x ala ‘Wassermenge gedeutet werden, 
die pro Zeiteinheit jeden Queradimtt der Stromung von deT Hohe 1 pasaiert; 
es iat daher 

(81) Vi = = cX. 

Die Aufgabe beateht darin, die asymptotiscbe Richtung und Breite 
des AusfluBatrahlea zu bereehncn. Hierzu wird der lmpulaaatz [vgl. 
Kap. X, § 1 , IS, (41)] auf einen Fliisaigkeitsbereich angcwendet, der von 
den foaten und froion (Irenzen berandot iat und auBerdem von zwei 
Quorachnitten, die beideraeita in aolcli groBcr Entfemung von der Off- 
nung liegen, dull die Stromung dort ala gleiohformig angesehen werden 
kann. Wir bezeielmon mit. dl daa Bogcnclement des Randes, deseen posi- 
tiver Undaufaainn dureh AliVCDEE r gcgebon aei, s bezeichne die 
Rielitung von d und v die der uuBeren Randnormalen. Dann ist nach 
§ 1 , (*») 

(88) f // (e, | rv v ) v eoa (r#) dl - — (j) p [eoa (i»lt) -f i cos (vy)] dl. 

Setzen wir den Druek an den freien (Jrenzen gleich Null, dann ist naoh 
der Bernoulliaclien Gleiehung 

(2») i /n’ 2 I -/< ■ i /iv * H p 0 -- i pv\. 

Daa Integral auf der linken Seite von (JL (22) ist nur iiber die Querschnitte 
bci CO' und EE' eratreekt von Null veraehiedon. Hier ist v ~ v 0 bzw. 
v x und eoa (y.s) _ I bzw. | I Boriiokaiohtigen wir noeh, daB 

eoa (vx) - eoa (/?/) und eoa (r?/) ~ — cos (lx) 
iHt, dann ergibt (22) und (23): 

(24) // c i’n i — f( c' vf (ain i) + % eoa />) — — tj) ^ (v? — i^) (d y — i d x) 
oder wegen (II (21) nach Multiplikation mit 


(25) — 2 e 0 y>, - 2 v y y* { (— eoa t) \ i ain fl) --- C] 


(j)« 2 dz = cj) 


t )wdW. 
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Die Aiisrwhnung dcs Integrals auf der reohten Seite von (25) liefert 


(2<}') 

J v 2 dz = (a — bi). 

J)K A 


J (»’/ d i v v) d W == v i (— Bin A — i oos A) A *, 
.i n 


f (— vi) d (p H- f (— v Q i) idy> + f (- vi) d <p 

nr m? VD 


=- y>iB*i — «oVi- 


Zur Abkurzung int dabei gesctzt 


W) 


A* 



\n hch?d 


Lungs piiier Strmnlinie stimnit niimlieli dtp rait dW iiberoin. 

Wen leu die bereelineten Werte fiir die Integrale (26'), (26") und (26" # ) 
in C 1 1 (lib) pingpspt.zt, und winl die entutehunde Gleichung in Real- und 
liuaumurfeil zerletrL .“•<> folgt 


(VS) 

Wild 


VS') 


2 com # -- r -|- A* sin A 

t c 


2 sin /> A* c5oh A -|- B*. 

/• r 


|)i»* m (17) puiL'pfubrl.p GmBe r : ,? i bontimmt nach Gl. (21) die 
Kuflbmtp lieu Si rallies mi WrliiilLnw zur AnfmigHweitc des GefiLfles, 
i> iriltt iln* Aii'dluUriebtung. 

Dir let /I«' 11Irielmrit; (2H # ) winl \orteiIliaft erset/t dunth 

(•mj| * ^ 2 cos (A — />) — reus A -|- B*ainA, 

if 

w i •!»•* i 

(I ttv oh A | /isinA 

,| , , lt ,|, , I,’,,, 2*1 f Streekenst.uek <lt*r Senkreehton zu^Bist. 

S. hrcilM-n mi nun W nurh Gl. (IS) bis (20) als Kunktion von u' auf 
Mini ii<-nnt.*•-!> wir tin* bleiildal 
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dann folgt 

/mi dW - v* 

(32) 17 n 


' 1 
u 7 -u; 


U-; 

«1 


1 «' - «*' 




Da l&ngs AB, BC und CD das Differential dW mit d<p iibereinstimmt, 
gilt dort 


(33) 


«1 , « «i 

«'- «» "r_i u '-< 
"1 


«S 


U - ; 




Anf A B ist«' negativ reell, lauft von — 1 bis 0, und es gilt dort — = (— 
auf BC und C'D ist u' positiv reell, lauft von 0 bis 1, dort gilt — = (u') 1,x . 

v i 

Wird soblieBlich noch — u' — £ als Integrationsvariable emgcfiibxt, dann 
ergibt sich 


' e* e* e* 5 * 

.£ + e* + £ + s-* 1 ~ | + ? a * ~ 


d£. 

f+ e-" a 'l 

i J" t* c~ * e* a * 

e - *®* 

]d£. 

U - e x + £ — fi" * — £ -"e*®* 

~ f _ e -* a ‘ 


Ebenso folgt 


Mr die 01. (28) und (29) kann nun gesohricben werden 


(35) 

a 

Q 

= *[/,(*)+ /.(#)] 

und 

J 



(36) 

a 

c 

= 'fo.W + fcWl 

mit don Abkiirzungon 

1 


(35') 

h (*) = -* 

0 

.£+c x + £ + c-*] d *’ 

(35") 

/ a (0) = 2 coh# 

1 

sin <5 f - -1 

- ftX if i e -rU i *1 

_ l £x 

71 J 

0 

_£ + ^ iV * + f + e 

(36') 

< 7 i (0 - — rcoH<5 

Bin S | £ r i 

0 


(36") 

0a W 2 oofl (<3 — 

d)+ w ^jf*' 1 

r e* 3 ' c 1 
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Die hier auftretenden Integrale haben samtlick die Gestalt 


(37) 


f f' 1 

l(y) = y 

0 


wo y poflitiv oder negativ reell bzw. eine komplexc Zahl vom Absolut- 
betrag 1 ist. Ffir rationales x sind die Integrale in gesuklossener Form 
auswertbar. 

Aus Gl. (36) und (36) sind nur die Unbekanntcn e und & zu bcrechnen. 
Mit jhnen folgen dann auoh die Wertc fiir und o'. Gewohnlioh fiilirt 
man gtatt e den Kontraktionskocffizionten k cin, das ist das Ver- 
haltnia der asymptotiflohen Breito des AusfluBstmblcs zur AusfluBweite a 


(38) 


jfe — — — — 


3. Bdspfele zum AusfluBproblem. Jetzt sollen nocli einigo Spozial- 
fgJle der in % abgclcitcten Gleiehungen naher betraehtet werden. 

a) Verallgcmeincrtcr Bordasehcr Fall. Wir sotzon b = — oo 
6 =jc, also d — — a, x = 1 und donkon mis die ontHtohoudc Anordnung 
der Wfinde (Fig. 31a) durch zur Htrichpunktiorton Geradon synunctrisch 
gelegene Wfinde ergfinzt. Eh ontstoht cm Bohr dor Breito 2 r, in das oiu 
engeres Bohr dor Broite 2a hinoinragt (Hogoimnnlo Bordasohe Mflndung). 
Die Fltissigkeit stromt von doni woitrren in das ongoro liinoin. Aus Syrn- 
metriegrflnden ist i9 = 0. Fiir die Funktionon (35'), (35"), (3((') und (36") 
erlialten wiT 

(39) /i(f)--r, h(0) '•*. 9«(0 '> f/ 2 (0) - -- - 2 

und aus Gl. (3D) 

(40) “ = — n* ‘I* 21, / ■■■ 

Der Kontraktionskooffizient ist, 

Nur das negative Vorzeiohen der Wurzol hat phyKikuliHche Bedeu- 
tung. 1st 2c^- 2o, dann gold k -A fiir (t/r - 0. 

b) Seitlichor Ausfluii (Fig. 31 h). ICk nei a - - 0, A — n, womus 
d = 0 und x — I folgt. Fornor ist 

(42) /j(r) - - v, / a (0) - 2 cos 9, 9l (/) » f, <j t (0) = - 2 ooh 0. 
Boidc Gl. (3D) und (36) goben liior 

(43) cos ■O — 
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Ala davon unabhiingige Gleichung benutzen wir Gl. (28'). Die Aus- 
reobnung der Integrate (34) und (34') fiir den Spezialfall ergibt aua (28') 

(44) li =ri„0 + I(« + i)l„gl±i + |co,01ogtg|. 

Der Kontraktionakocffiziont wird hier durch k' = cc/b definiert. 

Fur den Gronzfall cme» unendlich weiten GefkJJes o -> oo ergibt sicli 
^ =0, e - - 0, O' =■- o , v Q = 0 und V — - T o = 0,611. Ein anderer 

C * 7t -j- It 

Grenzfall wird erreicht fiir b/c - oo, r ■= 1. Dann iat k f --- 0 und /> = tt/3. 


Fig. 31a Fig. 31 b Fig. 31 c 



c) (iffining in waagereehleni linden (Fig 31<*) Walden wir 
b =■-- - oo, A .Tr/2, dann lolgi x 2 und d co. Wir clenken uns 
die Figur wie bei Falla) syininetriseli ergunzt, so da 13 wir den AunfluB 
aus einem (Sefiili der Breit-e 2 r dureli eine Olfnung der Breit-e 2 a haben. 
Aus Syinmetriegrunden ist wieder l) 0 (II. (36) isl. bereits befriedigi, 
(SI. (35) gibti 

(45) “ '«[l r) nrc.t.|> / 

Wird noeli ein zwisehen 0 und tt/2 veranderlielier Hilfsw mkel t dmvh dit 
(lleiehung 



(46) 
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eingeftthrt, ao gilt ftir den Kontraktionakoeffizienten k — ec/a 
(47) j = 1 + ^ r ctg r. 


Gl. (46) und (47) gestatten fiir jeden beliebig angenommenen Wert von t 
zusammengchorige Werte von k und o/c zu beroohnen. Ftir ein unendlieh 


wi'itcs Gefofl (e -*■ oo) wird o/c = 0, e = 0, r = 0 und k — WM 

Ji + 2’ 

mit dem bereits unter b) angegebeuen Wert Ilbereinstimmt. Da n&m- 
lieh die Schwerkraft unberticksichtigt geblieben ist, unt era obe i de t aioh 
bei unendliob weitem GefiUJ der aeitliobe AusfluB nicht vom Bo den - 
uuslhiB. Das letztgcnannte Krgebnia butte bereita Kiruhboff gef undo n. 

d) HeitonSffnung am lloden (Fig. 31 d). Es sei <3 = re/2, woraua 
x — 2 folgt. Die Funktioncn (35'), (3B"), (36 ) und (36") reduzieren aiolx auf 


(•18) /, (e) = ^ ( j - - e) uretg e, 

<“') *) |0 4t7’ 

(1!)) /•,(#) = cos 0 d -sin 0 - log tg (* — ?V 

Jt *x a J 

(4SJ') j/, (tf) — sin # -|- — cos 0 log tg IK 

71 


Fig. 31d 


0± 


b 

A" 


// 

f 


Cliristof felsehen 
§ 2, 4, XV, §5, 1) zu benutzcn. 


Dicw AuHdrucke notmt den (31. (SB) und (30) cnt- 
hultcn du 1 vollHtandige Boh ung den Problems. 

I)i(» liier gegcbeneu Aimat/e. crluuben auoh don 
AusfluB aus Trichlern und (JefiiBen mit triohfcor- 
formigcm Ansatz zu bchnndeln, wenn die Noigungs- 
winkul rationale Teilo von it sind. 

Duh allgemeine Problem ties Auflflussos aus 
idnem hclicbigcn (IcfiiB mit gcradlinigen Wiinden 
und me hr als einer Kekc liiBt sioli nicht melir auf 
clemcntaro Funktioncn zuriiekfiihren. Es wird so 
belmndelt, dali nuin Hiatt. dor w-Ebono dio log w>- 
Kbene hetrachtot. Wiihrcnd wir in dor w-Ebono 
cinen von (Jcrnden und Krewen begronztou Boreioh 
batten (Hektor, vgl. Kig. 30a), int dor Beroioh in 
der log w-Kbeno (lurch ein Polygon bogronzt. Fllr 
die konfonne Abbildung Hind dann dio Schwarz- 
Kormeln (vgl. 1. Bd., XVI, §3, 2 und 2. Bd., VIII, 
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4. Die Methode von Levi-Clvita. Wir haben in § 1, 6 geseben, daB ein 
Korper in der obenen stationaren Stromung einer unbegronzten idealen 
wirbelfreien Fliiaaigkeit, die im Unendlichen edne konatante Gttsohwindigke.it 
hat, keino Kraftwirkung in der Bewegungariohtung, d. li. keinen Wider- 
stand erfiihrt. Der Grund hierfUr kommt darin anschaulich zum Auadruok, 
daB Vorderseitc und Rtiokseite des umstroraten Korper s in keiner Weiae 
gegeneinander ausgozeiohnet sind. Das Stromlinienbild bloibt, abgesohen 
vom Durchlaufimgaainn, daa gleicke, wenn die Richtung der Anatrom- 
geschwiudigkeit umgekelirt wird. Die Erfalirung zeigt aber, daB sich 
hinter einem Korper in einer bawegten Fliissigkoit ein aogenanntew Tot- 
wassergobiot befindet, daa nioht an der Tranalation der Ubrigen Fltiasig- 
keit teilnimmt, und in roher Anniiherung ala ruhend angoaoheu werden 
kann. Auch bier wird man aim) dazu gefiilirt, Unatetigkeitafliudian 
fur tlio GeaeliwindigUeit. zu ^ tJl> 

betraohten. 

Ea wunl ho oinmi&l flir 

das Wideratandafproblem ein t’i_ 

Ergobnia herauakunimen, daa 

mit der Erfalirung bowser in stromung 

Einklang at-elit, andoreraoita _ . Tof ** 5Ser 

wird eine zweito Seliwierigkeit ^- -•- 

vermieden. Die Bernoulli- - ^ m 

Belie Gleichung fiilirt niimlicli £ -- 

zu der Folgeruiig, dull in 2 

der Niihe von vorapnngenden 
Eeken oder Ntellen groBer 

Waiidkriiinniung, wo die Geaehwindigkeit liber alle Grenzcn wacbaen 
muB, ein negativer Druek auftreten muB, waa phyaikaliaeh unmbglich 
iHt. Dies wird aber gerade vermieden, wenn aieli dort eine Unatetigkeita- 
til<dle auabildet. 

Jin folgenden noli eine aeiir allgemeine, von Levi-Givita ataimnende 
Methode, ge.m-hildert werden, die die. Stromung urn ein Kbrpe.rprofil unter 
Annahme einea well auf de.r Ilinteraeite anae.hlie.Beiiden Totwaasorgebieies 
bchandelt 1 ). Mit ihr kcmnen auch apeziellere Ergebniaae von Helmholtz, 
Kirohhoff, Bobyleff u. a. wmdergofunden werden. 

Die Kontur (£ dea bctrachtcten IlindermHaca (vgl. Fig. 32) iat in woitom 
MaBe beliebig, doeh werden noeli Einachriinkungen angegeben. Die Ge- 
aehwindigkeiti der Fliiaaigkeit babe der Einfachlieit halbor im Unendlichen 
die Riolitung der poaitiven avAohae und den Betrag 1. Eine emzige Strom- 
linie babe in einem Punktc. dor Kontur, der cine Ecke acin darf, einen 




T. Levi-Oivita, Rend. del. oirc. mat. di Palermo 28 (1907), 8.1—37. 
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Staupunkt, gabele sich dort in zwei Stromlinien, die dor Kontur folgen 
bis zu zwei — noch nnbestimmten — Punkten P x und P 2 , wo sie sich 
ablosen und als freie Grenzen Jfij und fi a ins Unendliche gehen. Zwischon 
2 X und fl 2 befinde sich das Totwasser. Der Staupunkt werde zum Null- 
punkte 0 der z-Ebene gewahlt; er sei der „vorderste“ Punkt des Hinder- 
nisses, das somit ganz in der reohten Halbebene liegt. Dio Gebieto, die die 
Stromung, das Korperprofil und das Totwasser einnehmcn, seion ent- 
sprechend mit [, IT und III bezeichnet, die Wandstiickc OP x und OP 2 
mit ®i und ffi 2 . Femer verlaufe die positive reollo Achse ganz innorlialb 
von II und III. Die Stromlinien und © 2 + mogcn eine stetigo 

Tangente haben. Liings und @ 2 sei das Hindemis konvex; (S t und © a 
sollen iiberdies — abgesehen vom Punkte 0 — iiberall endliclic und stetige 
Kriimmung haben. Die willkiirliche Konstante in W wird so fe-stgclegt, 
dafl W = 0 im Punkte z = 0 ist; dort ist also == yj = 0, und (5 X + 
und ©a + fi 2 sind Stiickc der Stromlinie y) — 0. 

Setzen wir noeh die Diohte /t der Fliisfligkeit gleieli !, den Druek im 
Totwassergebiet gleich p 0 , dann lautet fiir den vorliegenden Kail die 
Bernoullische Gleichung 

(60) p-Po+ia 

da v =-- 1 im Uncndlichen und dalier auch liings und C 2 gilt. Die Judder 
von © 2 d- iJi und ffi 2 + Ii 2 erfiillon in der IV-Ebene die positive reellc 

Aelise. Da das Strum ungH- 
gebiet 1 eiidaeli zusarmnen- 
hangond ist, aulierdein die 
Punkte z --- go und W - oo 

I , _ HI(, h S (, g t,nKr| tig entspreelien, 

^ so lalit sif*h die lungs der 

positively reellen \ehse iiiif- 
geseliinttene W- Khene und 
das Gebiet I der 2-Jfibene in eineindeutiger Weise emander zuordnen; 
das obere Ufer entspricht ©j + das untere © 2 -| fl 2 . Lm Punkte l\ 
sei <p = W x , im Punkte P 2 sei = W 2 (M\ und W x positiv reelI) 
(vgl. Fig. 33 a). 

Die Mothodc von Levi-Civita benutzt nun nieht den Zusanirnen- 
hang von W und w, wie es beim Ausfluflproblem geschah, sondern fuhrt 
statt dieser Veranderlichen zwei neue £ und ro in folgonder Weise (’in. 
Wir setzen 

(51) w = 

und fordern, dafl co = 0 fur W = oo, d. b. fiir w = 1 gelte. Dann ist n> 
als Funktion von W erne m der aufgeschnittenen Ebene euideuhge Funk- 


Pig. 33 a 

W-£b#>e 


<S>i Pi 
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tion, die dort liberal 1 mit IfimselilulJ dor Hander, aber luit Aussckluli 
des 1/unktos IF -- 0 endlieli und stotig ist. Fur IF — U geht |ru | -*■ °o, 
da dort w — 0 i.st, fur |w| 1, also aid Uj und i! a , mrnintro reelle Werte an. 

Die Veranderliehe IF wird mm so dumb ome andere £ ersotzt, dufi 
zunaebsi. dii 1 aulgeseluuttene IF-I5bene dumb 

(5U) W -- F\ F x == |UK,|, F, -- \]W,\ 

in dii* obere /'-llalbebene trunsfonuiert wird, wobei das ohm 1 ftidimttufor 
in dii 1 positive reelle Halbuehse, das untere in die negative iibergelit. 
Zur Abkur/ung wird geselzt 

(5S) !(*’, - '* 

und 

F 1 F 

(M) p p . <> « r o -f- 

Duivli dii 1 Imeare Tiansformat ion 


(fifi) F ft (Z | eonoj 

gehen die Punkte F F X ,F F^F 0 in die Punkte |- 1, I, eosrr 0 

der reellen \ehse der Z Kbene uber SebbeUlieh sei duroh 


(B<>) 




i (‘ 1 c) 


die obeie Z-llalbcbeue so der Fhiebe des Halbkreises vom Radius 1 uni 
den Nullpunkt. ill der oberen C Ilalbebene eiueuideutig zugeordnet, dal.) 
dein Punkt Z 0 der Punkt lT t. entspnebt (vgl. Fig SiJ»l>) V ist 
das Ibid des unendlieli lernen 


Punktes der Z- Kbene Deiu 
Bogen des Halbkreises ent- 
Hprieht dabei die Ktrecke 
I • [I der Z - libene, 
deni Durehmesser die ubnge 
reelle Aelise Jede Fiinktion 
von IF, die in der nulge- 
sebnittenen Kbene regular ist, 
ist ids Fuiikliou \on C mi 
lllliein de; llalbkieises legll- 
lar. Insbesondeie gilt dies lur 
die Funk! loll <»> (.), die nneli 
Halier bestinimt wen leu miili 
\\ ir li.iben e# (...) 0 lur 

reel! aid deni Duiehmesser 


Fig. b 



0, d h lur IF cc . Welter ist to (C) 
I | I und dort endlieh und stetig. 
Nm-li ilcin Srli w sii /sflirn (I. Hi!., Ill, § », 7) knim 
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daher a> (f) in den unteren Teil des Einheitskreisos analytiseh fortgesetzt 
warden, w (() ist also im Innem des Erases |£ | = 1 regular, auf dem 
Kroisumfang endlioh nnd stetig mit Ausnahmo des Funktes £„ = e i0 % dor 
dem Punkte W = 0 entsprioht, und seines Spiegelpunktes. Setzcn wir 

(57) w = 0 +' tr, — n < 0 < jc, 

dann gibt # den Winkel an, den der Gesohwindigkoitsvektor o mit dor 
positiven ai-Aohse einsohlieflt, und es ist r — log v. Naoh dem Gosagton 
ist der Zweig der Funktion co (£) ausgewahlt, filr den co = 0 fiir £ = 0 
gilt. Der Vorteil der Einflihrung von <u und f liegt darin, -daB das Gobiet 
der £~Ebene vom Korperprofil unabhangig ist. E!s wird sieh zcigen, daB 
alle GroBen, die die Stromung und die dabei auftretendcn Krafto charak- 
terisieren, sieh in einfaoher Weise durch £ und co (£) ausdrticken. 

Die Bilder der Stromlinien ip = oonst in der f-Ebene warden erlialten, 
wenn in 

(58) y> — — J * (W — W) = oonst 

naoh Gl. (52), (65) und (56) £ = £ + ir, als Verandorliche eingoftihrt 
werden. Schreiben wir die Konstante auf der rechten fleite in der Form 
| o*6, wo a durch (53) gegeben ist, so ergibt sioh eino Schar von Kurven 
seohsten Grades 


( 69 ) 


[£ (£* + rj*+ 1) - 2ooso 0 (£* + »?*)]. (£* + 7/* -l)r, 

1 = *>( f > + } ?*) 8 , 


deren Verlauf nur innerhalb des Halbkreises interessiert. Um die Bilder 
von rp = 0 zu erhalten, ist b = 0 zu setzen, die Kurve zerfallt dann in 
den Einheitskreis, die ty-Aohse und eine Kurve dritten Grades, die dem 
links vom Hindemis liegenden Teil der Stromlinie entsprioht. 

Aus Gl. (52), (55) und (56) ergibt sioh fiir den ZuBammenhang der 
Differentials 

(60) dW = la* (: + I_2oosa 0 )(f -I)^~ 

Da femer 

(61) dz = — = e *»dW 

V) 


und sioh die Punkte z = 0, W = 0, £ = £ 0 entsprechen, haben wir 


(62) 


z 



e {a ®iW, 


wobei das Integral liber einen beliebigen Weg, der den Halbkreis nioht 
verlaflt, zu erstreoken ist. Fiir d W ist reohts der Ausdruck (60) einzuBetzen. 
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Durohlauft das £ der oberen Grenze dee Integrate (62) den Halbkreisbogen 
f 0 ... — 1 oder C 0 ... + 1 und wird Real- und Iruaginftrteil getrennt, 
so enteteht eine Parameterdarstellung der Wandstucke (5 X und ffi a 

ff 0 

(63) * = 2 a 1 f e-* °P 8 (cob a — cos <r 0 ) sin a da. 

y J sin 

a 

Hicrbei ist C = e'° goaetzt. Aus Gl. (61) folgt fttr das linienelement 
|dz| = e 1 |dlF|. Beaobten wir, dafi cos a — ooscr 0 positiv oder negativ 
ist, je nachdem a $ o 0 , dann folgt fiir die vom Nullpunkt ab gemessene 
BogeuUingo U der Wandstiieke und 05 a 


j = 2 o* f e -r (eosff — cos a 0 ) sin a i a, ° _ a °''' 

* Ct - (J.i . • • TC 


Fiir die freie Grenze ergibt sich in iilinliober Wei so die Darfitellung 


(66) 2 = z, 4- j e' m &W. 

— i 

Hierbci ist z, der z-Wert ini Punkte P x , der aim (62) oder (63) zu crhalten 
tet. Liiuft C von - 1 bis 0, dann durohlauft z die freie Greuze von P x 
bin ins Unendliehe. Almliolies gilt fiir fi B , wobei C die Werte von | 1 bis 0 
zu durohlaufen hat. <1W und m aind auf dioHen Wegcn reell. Bei Boreclmung 
der Bogeuliiuge dor freien Grenzen tet zu be,aehten, dull naoh (61) 
|dz| = |d W | tet, da <» reell ist. Wir erhalten mittete Gl. (60) fiir die 
von Pj bzw. P a geinessenen Bogenliingon L x und von II, bzw. £ a 

(66) L m = io s (|-C)- a 2 coBtr 0 (i-ICf '■*). ^ " 7\ \ [ [ ‘ o! 

Zur Borco.hnung dor auf den Korpor wirkendon Kraft clmrabteriHieren 
wir diene dureh die komploxo Zahl P — /*, \ iP v l ) niit don Kompononten 

cf)p cob (v x) dl = — i | (I — t>*) cor (v x) d l , 

®l \ G»s 

cf)]>eos ( vy)dl — - J j (1 - «*) cob (v y ) dl , 

J (6, I B, 

wobei die Integrate iiber den ganzen Rand (£ von II bzw. die Htiicke. 05, 
und ffi # niit dem Bogenelement ill und der iiuBeren Nortnnleu v zu er- 



i) In § 1, 6* (39) war auB prnktiflohon (irtinden P - P v - i P v goflotzt worden. 
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strccken sind. Eine ahnliohe Reoknung, wio sie in § 1, 6 zu d«‘U Blasius- 
achcn Eormeln fiihrte, ergibt, wenn man (51) und (57) benutzt, 

(68) P = ~ j (1 - *)dz - \*°>dW - ~ j e * r ' ‘“rf W. 

p 1 op l r\ A 

Die beiden letzten Integrale sind liber den oberen HalbkrciH von C — i l 
liber Co bis — 1 zu erstreoken. Beriicksiohtigen wir noch, daB auf der 
Kreisperipherie 

(69) Sr+ *»(£) = *»(y) 

* 

ist, dann folgt flir den Widerstand 

(70) P = n-^-. 

ICI-i 

wobei das Integral im positiven Sinne liber den ganzen Emlu‘ibnkri*m 
zu erstreoken und ftlr dW wieder der Ausdruck (60) • cinzusotwn i»t. 
Da siob der Integrand als Funktion von C innerhulb dca Kreises nut Aus- 
nabme des Ursprungs regular verhalt, ist nur das Residuum in dicaem 
Punkte zu bereebnen, das als Koeffizient von 1/C der Potenzrcilien- 
entwicklung gefunden wird. So ergibt sick schlicBlich 

(71) / P = ^(o'*( 0) + i~ [2 cos<r 0 . »'(0) - i co" (0)J. 

Die Komponente des Widerstandes in der Bewegungsrichtung ist der 
Realtei] dieses Ausdrucks. Hatten wir die Geschwindigkeit im Unendliohen 
nioht gleich 1 gewahlt, so wiirde in der Widerstandsformel noch das Quadrat 
des Absolutbetrages als Faktor auftreten. 

Es bleibt noch. tibrig, die Funktion co (J) naher festzulegen. Ihro 
einzigen Singularitaten auf dem Einheitskreis sind die Punkte Co und Co* 
Der Prmkt Co entsprioht dem Nullpunkt der z-Ebene, in deni zwei Ge- 
schwindigkeitsriohtungen zusammenstoBen. Dies entsprioht einer lln- 
stetigkeit im Realteil von co (£). Die Stiicke ©i und © a schlieflen mit 
der ®-Aehse die Winkel d + a > 0 bzw. d — a < 0 ein mit 1 8 a | *-, ar/2 
und | d — ot | < tz/2. Der Grenzwert von # = SR co muli <5 - a oder <3 + a 
sein, je nachdem man sich von C = + 1 oder — 1 dem Punkte Co niihert. 
Im librigen ist # samt Ableitung stetig, da die Kriimmung von und 
endlioh und stetig vorausgesetzt war. Eine Funktion, die alien Be- 
dingungen genligt, ist 

(72) a, 0 (C) = 6+^log ( - f_ J«! i . 

71 X — 4 L, 0 
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Vom Logarithmus ist (lor Zweig zu nehmen, der f iir f = 0 don Wert 
i (<r 0 — tc/2) liefert. Wird nun allgemein ' 

(73) w(0 = co 0 (0 - Q (C) 

gesetzt, danu muB Q (£) rt*ell auf dor reellen Achse sein und regular flir 
|f | <1 sowie endlich und Btetig auf dem Umfang. Q kann daher als 
Potcnzrcihe 

(74) fi(?) = So»C“ 

=* 0 

angesetzt werden, die fiir 11| fS 1 konvorgiert undreclle Koeffizienten c n hat. 
Dio Bcdingung, dnU S JUJ -- 0 fiir £ = f 0 U ™1 Co *** und (0 — () fur C = 0, 
verlangt 

oo 

(75) S c nCOHMcr () = 0 

tl = 0 

und 

(76) c„ --- U (0) «, 0 (0) b - (or 0 - 

Dio Amvendung der aidgestellten Formeln gelit nun ho vor Rich, 
dafl cine Funktion (£), die den aufgestellten Bodingungen goniigt, go- 
wahlt wird und init ihr alle BestinimungHstueke der Gestalt den Hinder- 
nisseH und der Strdniung bereehnet. werden. Dabei konncn lirgebniyse 
erlialtcn werden, die den gcmaehten Vor- 
aussctzungen (etwa denen liber (lie Lage 
der frcien (Jrenzen oder ahnlieben) wider- 
aprce.hen oder physikaliseh unmdglieh 
Hind. Die Methode iwt. also eine inverse; 
das direkte Problem, zu einem gegebenen 
Profil die Funktion £?(£) zu bestinnnen, 
ist allgemein noeli nieht gelbst. 

Als Anwendung bringen wir das so- 
genannte Ket.hy-Bobvleffsche Problem. 

Eh behandelt die Mtrdmung gegen einen 
Winkel, der seine Npitze der Strbmung 
entgegenkohrt (vgl. Fig. 34) Ks zeigt 
flieh, dali man diesen Full erfaUl, wenn fi "= 0 gcHctzt wird. Man erhiilt 
•0 Q s Jl(o 0 () I a, falls C auf dem Bogen 1 . . C 0 bzw. £ 0 .. . 1 liiuft. 

(f>, und (fj 3 sind also geneigte (Jeraden, die die Winkel <) ; a bzw. 
6 — a gegen die jc-Aehse einsehlielien. Setzen wir nooli |A| |a| vor- 

auH, dann ergibt sieli huh (11. (7b) 

(77) <r„ ~ (l | -j), 0 < a B < 7t 

M Ihoh - V ran k, Uitft'rtmUaltfMphuiiKGii 11 


Fig. 34 

f 4 



‘28 
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mid aus Ql. (72) 

gp- « \-ls 

"t-4• 

so d&B aus Gl. (04) die L&ngen der Geradenstiicke und © a bereohnet 
werden konnen. t)ber die Konstante a kann nooh frei verfilgt werden. 
Das Verh&Itnis der Gesamtl&ngen von ffij und ffi a hangt von den beiden 
Konstanten oc und 3 ab. Fiir die Kraft ergibt sioh 

(79) P = sin* er B — to* a sin 2 a B . 

71 u 

Im symmetrisohen Fall <5 = 0, cr<> = ?r/2 ergeben sich nooh erhebliohe 
V ereinf achungen. 

.Der Fall einer sohrag zur Stromung stehenden Platte (a = nji 9 
S beliebig, a 0 = 3 + w/2) l&Bt sich auoh nach der gleichen Methode be- 
handeln, obwohl nioht alle der bisher hier gemaohten Voraussetz ungen 
erflillt sind. Als Ergebnis sei mitgeteilt, daB sioh, falls noch weiter auf 
3 = 0 spezialisiert wird, fiir die Gesamtlange I = L x + L a ergibt: 

( 8 °) l - a* (4 + n) 

und 

( 81 ) ^ 5 = * . 

I 4+31 

^Die geschilderte Methods ist auoh auf verwandte Fr&gen der ebenen 
Stromung (Ausflufl aus einem QeffiiB mit gekriimmten W&nden, Strom ungen 
inKanhlenusf.) von H.Brillouin, H. Yillat, U. Cisotti u. a. mit Erfolg 
angewandt worden. Die Frage, ob im Falle der Stromung um ein Hindemis 
eine solohe Ldsung mit UnstetigkeitsflSohen bei gegebenem Widerstands- 
kdrpffl eindeutig bestimmt ist, ist zuerst von Yillat duxoh Angabe eines 
Beispiels ftir eine Stromung mit zwei Totwassergebieten im vemeinenden 
Simie beantwortet worden. Neuerdings hat St. Bergmann gezeigt, 
daB auoh beim Auftreten eines eitmgen Totwaasergebietes eine Mehr¬ 
deutigkeit maofern moglioh ist, als fiir den gleiohen Widerstandskorper 
trSmungen mit versohiedenen Ablosungsstellen und verso hiedener 
Druokverteilung exifltieren 1 ). 



5. Wellen In KanSlen. Die Untersuohung von Wellen einer der 
oohwerkraft unte rworfenen FlUssigkeit, die in einem geniigend breiten, 

(10S i) T» V ° n Q ' ZetaKto- 1. angew. Math. u. Meoh. 1 

{imsi), a. ™8—*10 1 8t. Bergmann, ebenda 12 (1982), 8. 95—121. 
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unendlioh langen Kanal auftrcten, kaim ebenfalls ala Problem der ebenen 
Potentialstromung behandelt werden. Wir betrachten einen vertikalen 
LangB8chnitt dea Kanala. In der horizontal angenommenen Kanalsohle 
liege die :c-Aohse, die y-Achse zeige vertikal auf warts. Wir besohr&nken 
uns hier auf permanente Wellen, d.h. solche, die ohne Anderung der 
Gestalt Direr Oberflache mit gleichformiger Geschwindigkeit fortschreiten. 
AIh FortRehreitungsrichtung wird die negative ac-Achse gewahlt, die Ge- 
schwimligkeit habe den Betrag c. Eine solche Stromung ist instationar, 
kann aber daduroh station&r gemacht werden, daQ nooh eine Translations- 
atromung, die tiberall eine Geschwindigkeit vom gleichen Betrag o in 
Kichtung dor positiven r-Aolise hat, iiberlagert wird. Wir haben dann 
einen Flliflsigkeitsstrahl (Wellenstrahl) mit einer (ruhenden) freien 
Greuze von iinver&nderlichor Gestalt und cinor festen Grenze, der Kanal¬ 
sohle, zwisohen denen beiden die Fliifisigkeit atromt. 

Das komplexe Potential diescr Btromung setzen wir in der Form 

(82) W (z) = W* (z) + « 

an; hierbei mt cz das Potential der TranBlatiouastromung und W* (z) 
dan Potential der ,, Stoning* \ W* (z) ist eineiiberall beschrankte Funktion. 
tJesucht sind nun Formen der freien Grenze, die untcr obigen Annahmen 
mdglioh Hind. Die Soldo y — 0 sei Stromlinie ip = 0, die freie Grenze fl 
Rtromlinio yj = Vv bongs dieser mufi p = p 0 gelten. Sowohl W (z) wie 
w (z) kdnnen durch Spiegelung (vgl. 1. Bd., Ill, § 3, 7, S. 157) an der reellen 
Achwe in die untere Halbebene analytisch fortgeBetzt werden, da sie auf 
der reellen Auhse reelle Werte annehmen. 

Die Bor noullisehe Gleiohung gilt hier in der Form 


(83) P-I- l f*v 2 H f(gy = conat. 

Differentiiert man Hie liingH fl, wo p = p 0 gilt, naoh <p> so folgt 

(84) 1,8 % + gV * “ O' 

Hierboi nind die zu den Gl. (2), (14), (17) deB § 1 inversen Gleiuhungen 


m 

(85') 


dx _ dy _v m dy _ 3® 

dtp dip v*' dip dip v*’ 

dz _ w _ v„ iv^ 
dW ~ v* ~ v* 


benulzt worden, zu denun man gelangt, wenn man W als unabhangige, 
z ala abhangige Veranderliohe ansieht. 

Die We.llo wird ferner ala periodisoh angenommen; d.h. die Behnitt- 
kurve der Oberflache mit der z-Ebcne wird dutch eine in x periodiuuhe 

28 * 
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Funktion dargestellt. Die Periode A ist die Wellenlange. W* (z) und w (z) 
haben dann ebenfalls die reelle Periode A; dagegen gilt nanh Gl. (82) 

(86) W(z+A) = W(z) + cA. 

W (z) ist also nicht periodisch; wird daher IV durch cine neue Vorander- 
liche C ersetzt, die durch 


(87) 


f = q = e 


cl 




2n 

-cT* 


definiert sci, wo ist £ periodisch mit der Periode A . Das Bild der froien 

UK 

Grenze fi itat der Kreis mit dem Radius R — e c/ 1 um den Nullpunkt 
der £-Ebene, das Bild des Spiegelbildes von iJ der Kreis mit deni Radius 1 / R, 
und das Bild der Kanalsohle der Einheitskreis. Wir suelien nun eine ein- 
deutige analytiflche Funktion, die in dem Ringgebiot zwisehen den bidden 
Rreisen mit den Radien R und 1 [R regular und auf dem Emheits kreis 
reell ist. Auflerdem muB sie auf dem Kreis mit dem Radius R die Be- 
ziehung (84) befriedigen. 

Die Losung ist im allgemeinen als Laurentwdie Reilie unzusetzen. 
Da angenommen werden soil, daB die Bewegung der Fliissjgkeit nur wenig 
von der Translation mit der GeBchwindigkeit r. ubwrielik beschmnken 
wir uns auf die Anfangsglieder der Reihe und sehrcben die Lr>siing m 
der Form 

(88) «=o[l-I 8 (f + j)], 

wo e so klein ist, daB hohere Potenzen von e vemuehlassigt werden diirfen. 
Jetzt kann = ww gerechnet werden. Die Bedmgung (84) selireibt 
sich unter Beriicksichtigung von Gl. (87) 

(89 > * + 5 = ^( s -s)' 

da q = R auf fl gilt. Wird schlieBlich noch durch ch - - y\ dir mittlere 
Tiefe h des Kanals eingefuhrt, datm kann statt (81)) gescliriehen werden 

(9°) o» = |^q: 0 ^. 


Bei festem h waohst die Geschwindigkeit c mit zunehmender Welleidange 
und nahert sich dem Grenzwert ] gh, der ftir Gezeiten we 1 len briiuoh- 
bar ist. Fiir h -► oo hangt A und o durch die Gleichung 

/QA«\ -4 
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zimuiunivn. Si-hlielllieh folgt fiir dua komplexe Potential 
(91) \Y(z)cz-r^Hin^pz 

&TC A 


und ftir dan (}»wh\viiuli}'ki*i1apot« > ntial und die Stroinfunktion 


(92) 

(92') 


(f i --= <* :r - e 
V =- *y - c 


cX 


2 71 


7t 


2^ n t* M J - 

cX 2ji 2# 

S ». T X tom T ,J. 


Die Rtromlimen, lnsbesoiidere auch die freie Orenzc'sind also SinuRlinien, 
deren Amplitude mit der Hdhe y iiber dcr KanulHohle von 0 an monoion 
wiLelmt. 

Die hior geselulderte Methode Htammt ebenfalls von Levied vita 
und ist* in direr Anwendbarkeii nieht auf uneiidheli kleine Amphtuden 
boHehrunkt. Mit ihr hut bevi-Tivita die Exmtenz periiuinenter wirbol- 
treier Wellen endlielier Amplitude iiaoligewieHen, idlerdingH nur fiir un- 
endheli tiefe Kanule 1 ) Die lner gegebenen ErgebniHHe Hind bereitH von 
Cl B. Airy nut underem Wege gef linden worden. 

l T m nun den Kinfluli der liberlagerten Translation wieder ruekgiingig 
zu maehen, fuliren wir dureh 




j 

li 






//< 



”, 


eni bewegteH //'- Koordinateiwysleni ein. Fiir den mitbewegten Beob- 
aehter Heheint die IlauptmusHo der KliiHHigkeit zu rulien, wahrend die 
Welle mit der (ieseliwindigkeit vom Betrage <* in Kielitmig der negativen 
ir-Aelme wandert, \ue wir e» unfangs vorauHgeHetzt batten. Bo iolgen 
auH (11. (92) niittelH partieller Differentiation nuoli x bzw. y lur die* iiabn- 
kurven der Teilclien 


(94) 




I C com {*' -I r.t) <£o| if, 

- t v Hin (*' -\-ct) Sin ^ if. 


In erster Annaberung ergeben nieli als Batmen der FluHHigkoitHteilohen 
Ellipuen, deren groBe Aelwe parallel der KanalHolde i«t; ini Mittel ruht alao 
die goHamte EliiHHigkeit. 

Urn unsere Annatze den tatHueldiehen VerlialtniHsen noeli weiter 
anzunahern, wird jetzt ungnnninnien, dali liingH der freien Oberflaeko 


l ) T. brvi-Civita, Math Ann. H5 (1922), N.2AU 


279, 98 (I 92f>), B. 204 314. 
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auoh nooh Kapillarkrfifte (vgl. X, § 2, 4ff.) wirksam Bind. Naoh Kap. X, 
§ 2, 6 kiSnnen wir die OberflSohenspannung duroh eine Diskontinuit&t 
des Dmokes beriiQksiohtigon. 1st p der Druok in der Fltisfligkoit, p 0 
der ixn angr engenden Medium (etwa atmosph&risohe Luft), dann gilt 
naoh den GL (20) nnd (28) des § 2 in Kap. X 


(»B) = 

d>8 

Hierbei ist T die Oberfl&ohenspannung, # der Winkel, den das Bogen- 
element is der freien Greuze £ mit der $-Achse eins ohlieflt. Wird der 
ins GL (95) folgende Wert von p in Gl. (83) eingesetzt, rlann folgt duroh 
Differentiation naoh <p statt (84) jetzt die ULngs fi jfiir den Wellenstrahl 
geltende Beziehung 


(96) 


- T JL. 0v\ . P W _i_ 

dtp \dtp ds)^ 2 dtp + 


P 9 ~r = o. 


Hierbei ist d tpfds = v. Femer ist 


(97) — — dtogv _ 1_ _ 1 d(v*) 

dtp dtp v dtp ~ 2ti* ~d%p * 

wovon man Bioh ttberzeugt, wenn man die Cau.ohy-Rieman.nsoh.en 
Differentialgleichungen fur die bereits in Gl. (51) und (57) eingeflihrte 
Veranderliohe 


(9*n a> = i log to = d + i log v 

ah Funktaon von W aufstellt. Werden nooh mit Hilfe von (87) die Ab- 
leitungen naoh tp und tp in solohe naoh q und 9 verwandelt und der aus 
GH. (88) folgende Auadruck fflr v i = ww eingesetzt, dann folgt flir die 
e Grease (q = R und tp = tp x = oh) naoh Vemaohlassigung zweiter 
und hoharer Potenzen von e sohlieBlioh 


(98) o* = f|i + ^.2£E\ % ?irA 

\2 P A A 

Fflr groBe A ist das zweite Glied in der Klammer vemaohl&ssigbar Hwn 
geg^ daserste, und wir erhalten die schon in (90) gefundene Fortpflanzungs- 
gesohwhuhgkeit der Schwerewellen, die von der Natur der Flflssigkeit 
unabh&ngig ist. Ist A dagegen Hem, dann ist das erste Glied gogen das 
zwm zu vemaohlassigen, und wir erhalten die Fortpflanzungsgesohwindig- 
keot der sogenannten Kapillarwellen, die von T und p abhangig ist. 
o" kann moht behebig Hein werden, vielmehr ist (fflr h oo) 


(99) 


= 2 l/— fflr A — o-l/^ 
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Die Gl. (90) und (98) zeigen, daB die Fortpflanzungagesohwindig- 
kpit c von der Wellenlange A abh&ngt, daB also Dispersion vorliegt. 
Um die hierbei auftretenden Ersoheinungen zu behandeln, beaehten wir, 
daB sioh die im gestriobenen Koordinatensystem beobaohtete fortschreitende 
Oberfl&ohenwelle Bioh naoh Gl. (92') mit rp = yj, in deT Gestalt 

(100) rf — A oos ^ (&' + ot) 
scbreibt; dabei ist 

(100') v ' = y'-h = y' - 

die Erhebung iiber der mittleren Oberflaohenhohe. FUr die Amplitude 
ist dabei wieder unter Yemachl&ssigung hdhcrer Potenzen von r gesetzt: 

( 100 ") A = 

Betraohten wir nun eine Anzahl von Wellen verschiedener Wellen¬ 
lange A t und Amplitude A ti dann diirfen ihre Amplitude!] wegen dor 
vorausgefletzten Kleinheit superponicrt werden. Wir setzen 

(101) r/ = S ^.'). 

I 

Wegen der hier vcrwandten komplexeu Darstcllung vgl. Kap. XIX, § 1,3. 
Das Zeichcn 31 pflegt in de.r ttegcl weggelassen zu werden. Der Einfaehheit 
halber werdo statt dor Wcllcnlilngcn A, die ontspreclienden Wellcnzahlen 
k t = 2 tt/A, eingofiilirt. Wir setzen noeh voraus, daB stimtlichc Wertc 
von c, und k t sich wenig von zwei Wcrton c und k unterselieidon und setzen 

d {Jc r) 

(102) k, = k + A k,, k,e, = kc-\ A k,. 

Dann folgt ans (101) 

(103) »y =, Ac'*"-' 1 ' 
mit 

(103') 


und 

(104) 


c d(kc) 
d k 


i / 

°' { ' k dk 


= C - 



(103) kann als Welle mit der WellenliLngo A und der Kortpflanzungs- 
gcschwindigkcit c aufgefaBt werden, deren Amplitude /wisehrn einem 


l ) Um die gol&ufige DarnUdlung zu bokomim-u, ih! die Rirlitumr dor Jforl 
pfl&nzungHgmihwindigkeiteu umgrkehrt wordrn. Aik h mud dir Slnehe 1mm .r und rj 
lortgelaHaen wordcn. 



440 


Gruppengeschwindigkoit 


XI, §3 


groBten und einem kleinsten, nahe bei Null liegenden Wort langsam 
veranderlioh ist, da die A k t ala klein vorausgesetzt waren. Die Amplitude!! 
benaohbarter Wellen sind naliezu gleioh. Es bilden sioh viele Wellen- 
lAngen umfaasende Wellenztige (Wellengruppen), die durch Btrecken 
getrennt werden, an denen A naliezu gleich Null ist. Die Stellen, an denen 
die Amplituden A einen bestimmten Betrag habcn, pflanzen sioh naoh 
®" (108') mit der in Gl. (104) gegebenen Gesohwindigkeit C fort. C hcifit 
die Gruppengesohwindigkeit, wahrend c als Phasengesohwindig- 
keit bezeiohnet wird. Ist etwa C < c, dann wandera die Einzelwellen 
von hinten nach vom durch die Gruppe hindurch. Die Gruppengeschwindig- 
keit ist maBgebend fiir die Fortpflanzung der Energio. 

Aus der durch Gl. (90) gegebenen DisperBionsformel dor Schwerc- 
wellen folgt ftlr die Gruppengesohwindigkeit 


(106) 




i+ 


ink 


4 nh 
Sin -T- 
X 


insbesondere G = c/2 fiir X < h und C = c fiir X > /*. Pur die Kapillar- 
wellen gilt C = | o im Pall X •< h. 


§ 3. Rfiumllche Potentials troinung 

_ Gnmdbegriffe. Existiert f(ir ein von. Pllissigkeit erfiilltes Raum- 
gebiet eine Punktion des Ortes nnd der Zeit <J> (x, t), so daB dort iiberall 

(1) o = grad (P 

gilt, so spriobt man von einer (r&umlichen) Potentialstromung. (P beiQt 
das Gesohwindigkeitspotential. Naoh Bd. 1, II, § 3, 2, S. 77 ist 
dazu notwendig und hinreiohend, daB iiberall rot v = 0 ist, die Stromung 
also wirbelfrei ist. In einem einfach zusammenhangenden Baum ist dann 
das Linienintegral lings einer zwei Punkte (1) und (2) verbindendon Kurve 

(*) 

( 2 ) Jnds = ^j — 

0) 

nnr von den Endpunkten abhangig, vom Wege aber unabh&ngig. Ins¬ 
besondere veraohwindet dann dieses Integral iiber eine gescblossene Kurve. 
1st die PIliBBigkeit inkompressibel, was hier immer vorausgesetzt sei, 
dann genligt naoh X, §1, Gl. (9) der Laplaoeschen Gleiohung 

( 3 ) AQ = 0 , 
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und an Stellen, wo riiumlich verteilte Quollon mit dor Quclldichte q vor- 
handen Bind 1 ), nach X, § 1, Gl. (7*) der Poissonschon Glcicliung 

(3+) $> = (/. 

Ftir die Bchaudlung cIcb Spezialf alios dor Ktationiiron oho noil Po- 
tentialstromung (siehe § 1 und 2) batten aich funktionontheoretiHclio Hilfs- 
mittel als besonders elegant und wirksam erwicsen. Fiir (lie riiumliehe 
Potentialstromung kommen dicse Mcthoden niclit. in Kragc, vielraehr 
werden Bolehe der Potentialtlieorie benutzt (vgl. l.Jid., XIV uud XVII), 
die sioh ihrerseits mngekchrt auf die ebenon Problems tibortragen lasaen. 

Setzen wir die obige Gl. (1) in Kap. X, § 1, Gl. (22') ein und bouehton, 
dab rot o = 0 gilt, dann erhalten wir 



Hieraufl folgt, dab unter don gomaohton Voraussotzungon die auboron 
KrUfte konaervativ sein mussen, dab on also omo Funktion V goben mull, 
so dab x/fi =. - grad U ist. Integration von (4) liofort. 

30 1 

(B) — 4- ~ »* + P+ [J = const. 

Die Konstante rochtfl liiingt ini allgomoinon nooh von dor Zoit. ab. Hoi 
atatiomirer Bewcgung orhulton wir wiodor clio Bornoullisolio Gloichung 
[vgl. X, § l, (37)] in dor orwoitorton Form, dull die Iniko Koito von (5) 
im ganzon Raumgobiet einon konst-anton \V\*rt hat. 

Existiert in eiuem ganz im Kndlichon gologonon, oinfaoh zusutnmon- 
hangenden Gobiot V mit dor Oborflaolio F und dor auboron Normalen n 
tiberall ein eindeutigos Gesehwmdigkoitspotonliul 0, dann folgt huh dom 
Grecnsehen Hatz [L Bd., II, § 3, 3, (34 )|, wonn dort 1 fiir u und 0 ftir v 
gcsetzt wird, 

, 6 , 

oder imch Gl. (1) und (tt*) 

(7) jqdV^jvJF. 

In jodom Zeitintervall Htromt also gonau soviet Flussigkoit durek die 
Oberflaehe ab, wio von don gesamton Quollon im Innorn geliofort wird. 
1st inflboaondoro q — 0, dann stromt duroh die Oborflaolio gonau soviel 
hinein als lioraus. 


] ) Vgl. dn* Kullnote auf H. 370. 
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Ersetzen wir femer in Gl. (33) (1. Bd., II, § 3, 3, 8. 82) die dart ein- 
geftthrten Fuhktionen w and v beide durch das Geschwindigkeitspotential 0, 
dann folgt 


( 8 ) 


J (grad0)*d7 = j<p™dF- j 0d0d7. 


Im FaUe A 0 = 0 versohwindet das zweite Glied reohts. 1st 0 auf dor 
Bandfl&ohe F konstant, oder versohwindet dort 8&/dn, was beispielsweise 
der Fall ist, wenn F eine feste Wand ist, dann versohwindet [im ersten 
Fall wegen Gl. (6)] auoh das erste Glied reohts in (8), und es folgt, daB 
o *= grad 0 tiberall im Innem versohwindet, die ganze Fllissigkeit also 
in Buhe ist. 

Aub der Existenz eines eindentigen Gesohwindigkeitspotentialfl m 
einem einfaoh g iuu»nTnATi}iftTigATu laTi Bereioh folgt femer, dafl die Strom- 
linien dort keine gesohlossenen Kurven sein konnen. Denn das Limen- 



erstreokt liber eine gesohlossene Stromlinie, wtirde einen 


von Null versobiedenen Wert ergeben, was dem im AnsohluB an Gl. (2) 
Gesagten widerapricht. 

Die Methoden zur Besthnmung einer Potentialfnnktion, die gewissen 
Bandbedingungen gentigt, sind bereits im 1. Bd. (XIV und XVII) bohandelt 
worden. Uber die Earistenz und Eindeutigkeit der Losungen vgl, dort 
das XIV. Kap., §3, 4, 8.620. Die zweite Bandwertaufgabe, bei der 
auf der Oberfliohe v n = 90/dn gegeben ist, ist fiir die Hydrodynamik 
die wiohtigste. 


2. Potentiate von Quellvertellungen. Wir beginnen damit, gewisse 
partikulare Losungen von Gl. (3) hydrodynamisoh zu deuten. Wegen 
der Linearit&t und Homogenitat des Ausdruoks A 0 und der Bandbedin¬ 
gungen diirfen Losungen superponiert warden. Die Funktion 


(9) 0 = c,*+ c v y + c,z 

gibt das Potential einer Parallelstromung, in der der Gesohwindigkeits- 
vektor liberall die konstanten Xomponenten c x , c v , c, hat. Duroh 


( 10 ) 



« 


= \Q\ 

4jtr* 


mit r® = (x — £)* -f {y — Tj ) 1 + (z — f) s ist eine Stromung bestimmt, 
die von einer punktformigen, im Punkte ({, r), f) befindlichen Quelle 
mit der auf Einheit der Zeit- und Massendiohte bezogenen Ergiebigkeit Q 
ausgeht. Denn nach dem GauBschen Satz ist das iiber eine beliebig kleine, 
den Punkt (f, »/, f) umschlieflende gesohlossene Flache erstreckte Integral 
von v n dF gleioh Q. Die Funktion 0 genligt tiberall der Gleiolxung A 0 = 0 
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mit Ausnahm e des Quellpunktes r = 0. 1st Q < 0, dann spricht man 
anoh von einer Senke. Die Aquipotentialflaohen Bind konzentrische 
Kugeln um den Punkt (f, rj, £), die Stromlinien das Qeradenbtlndel dutch 
diesen Punkt [vgl. auoh § 1, Gl. (22)]. 

Ordnen wir im Punkte r ({, rj, £) oine Quelle der Ergiebigkeit — Q 
(Q > o) und im Punkte r + es (s beliebigei Einheitevektor) eine zweite 
Quelle der Ergiebigkeit + Q an und lessen ihren gegenseitigen AbBtand e 
so abnehinen und gleiohzeitig ihre Ergiebigkeit Q so zunehmon, dafl 
eQ = M konstant bleibt, so ergibt sioh 


( 11 ) 


<P = - 


M d_ 1 
4 n ds r 



M 
4 nr 


•, cos 


Der Vektor Ms mit dem Betrage M heiBt das Moment der Doppel- 
quelle (Quellsenke) [vgl. §1, 4, (24)]; er ist von der Quelle negativer 
Ergiebigkeit zu der mit positiver geriohtet und gibt die Riohtung ilirer 
Aohse an. Die Differentiation d/ds in Richtung s ist im Punkte ({, Tj, £) 
bei konstanten Aufpunktskoordinaten x, y, z auszufiihren; es ist also 
d d d 

. = a ?- + p — + y - 1 wenn a, (i, y dio Komponenten von s sind. 
ds d£ dy 

& ist der Winkel, den der vom Quellpunkt (£,//, f) zum Aufpunkt ( x , y % z) 
gezogene Vektor mit dem Vektor s einschlieilt. 

Wendot man in Verallgemeinerung von Gl. (11) aut den Ausdruok 1/r 
nachcinander die Opcratoren (zi V)> (Sa V)> ■ • ■> (Sb V) an » w0 Si» s 2 , 

.. . f 3 ^ irgcndwclehe gleioho odor verschicdene Einlioitflvcktoren sind, 
dann bleibt dio cntstchondn Funktion Losung von A0 = O, da jene 
Opcratoren mit dem A -Operator vortauschbar Bind, und kann ale Ge- 
BchwindigkoitHpotontial ciner Quellsenke hdhercr Ordnung im Punkte 
((,?!, Q aufgefallt werden, die nioli ihrerseits wiexlcr aus Quellsenken 
zusammeiiHetzt. Wir konnen diese Darstellung dazu benutzen, um die 
Kugelfunktionen hydrodynamiscli zu douten. Nach. l.BcL, VIII, §2, 1, 
S. 385 nennt man ein homogenefl Polynom n-ten Grades in x, y, z , dafl 
der LaplaooHohen Uleitdiung geniigt, cine Kugelf unktion n-ten Grades. 
Nun hat das ebon erzeugte GeBcbwindigkoitspotential, wenn wir der Ein- 
fachheit halbcr £ -= ■= C = O’ fletzen, die Form (vgl. LBd., XVII, 

§2, B, S. 752) 

(12) 0 = U n (x , j/,3)r- a "-\ 

wo U n cin homogencB Polynom ?i-ten Gradefl iat. Aus A 0 = 0 folgt 
zl t/ n — 0, da mit u ( x, y, z) stela auuh * u (-^, ^^ Losung der Potential- 
gleichung ist. U n ist also eino Kugelf unktion. Maxwell liat bewiosen, 
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dafl Bich jede Kugelfunktion n-ten Grades, abgeaeheu von einor multi- 
plikativen Konstanteu, in der Gestalt (s x V) (s 2 V)... (s„ V) y dar- 
stellen laBt. 

Die Analogie zwischen dem Geschwindigkcitspotential von Quell- 
verteilungen und dem Gravitationspotential von Massenverteilungen, 
die hier fiir den Fall des Quellpunktes (Massenpunktes) zum Ausdruck 
gdkommen ist, geBtattet nns in Berulung auf 1. Bd., XIV, § 1, 1, 8. 590 
folgende Poteniialfunktionen aufzustcllen 


( 18 ) 


1 f qdV _1 _tqdF 1 f qdL 

±n) r ' ~~ in J r * ~ ±n J r ’ 


Das crate Integral ist das Gesckwindigkeitspotential einer kontinuicrlichen 
raumlichen Quellverteilung mit der Quelldichte q. Es gentigt iiberall 
der Gleiohung A 0 = q [vgl. 1. Bd., XIV, § 1, (15)]. Das zweite Integral 
in Gl. (13) stellt das Potential einer flachenliaften Quellverteilung dar. 
Jetzt bedeutet q die Flachendiohte der Ergiebigkeit. Aus dem 1. Bd., XIV, 
§ 1, 6 wiflsen wir, daJ3 zwar 0 selbst und seine tangentialo erste Ablcitung 
beim Durohgang durch die Belegungsflache in der positiven Normalen- 
richt-ung stetig bleibt, aber seine Normalableitung, d. h. die Normal- 
komponente der Gesckwindigkeit, einen Sprung von der GroQe -j- q auf- 
weist. SchlieBlich gibt das dritte Integral in Gl. (13) das Potential tuner 
Quellverteilung auf einer Kurve mit der linearen Dick to der Ergiebig¬ 
keit q. Die Integration ist jeweils bei festem Aufpunkt (x 7 y, 2 ) iiber 
einen dr©]-, zwei- oder eindimensionalen Bcreich des aumes 

auszuflilrren. 


Ordnet man Doppelquellen auf einem Flachenstiick F mit der puai- 
tiven Normalen it derart kontinuierlieb an, daB auf das Flacliencleinent (IF 
eine Doppelquelle mit dem Moment mdF entfallt, deren Achse jeweils 
mit dor positiven Flaokennormalen zusammenfallt, dann ist das Ge- 
schwindigkeitspotential gemaB Gl. (11) 



Bei der Ausfuhxung der Differentiation d/d n und der Integration ist der 
Aufpunkt (x t y, z) fest. Nach 1. Bd., XIV, § 1, 5, S. 597 erfahrt das Po¬ 
tential 0 selbst beim Durohgang durch die Flache in Riclitung der positiven 
Normalen einen sprunghaften Zuwachs von der GroBe — m. Die tangentialcn 
ersten Ableitungen, d. h. die TangentiaJkomponenten der Geschwindig- 
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keit, springon nm die negative tangentiale Ableitung von m. Die erete 
Ableitung in der Normalenrichtung bleibt Btetig. Man bcachte, dafl 1 ) 

(14') dU = -p- = d 5 grad I = 1 (I) dF 

r r on \ t/ 

der raumliche Se.hwinkel ist, unter dem das im Punkte (<?, //, £) be- 
findlichc orientie.rte Fliicilienelemout dfy = ndF vom Aufpunkt (sc, y, z) 
aufl erseheint (r° ist der Rinhoitsvektor in der Riehtung vom Qucllpunkt 
zum Aufpunkt). Mit 01. (14') folgt, daB an Stelle von Gl. (14) gcschrieben 
werden kann 

(l*"> ^ — fj; J “dfi. 

<P iHt positi v, wenn der Aufpunkt auf der negativen Seite der Doppelsohielit 
liegt. Aus der Diirstellung (14") ergibt sich, daB bei konstantem m jedo 
andere Fliiehe mit der gleiehen Berandung dasselbe Potential liefer!. 


3. Stromungen uni feste Kttrper. Uni Losungen der Potentialgleiehung 
auf/iiifindeii, die geeignet Kind, die Btromung uni einen fusion Kdrpor 
zu beselireiben, miiHsen wir solohc stationilre wirbelfreic FlttssigkeitH- 
bowegungen suelien, bei denen oh gesuhloHHene, von Rtromlinien gobildeto 
Flaelien gibt, doron InnereH dureh einen Kdrper ersctzt werden kann. 
iDaB dahei kerne goHohlosHenon Rtromlinien zu crwarten wind, die in ikrer 
ganzen Lange von ejnem FluHHigkpitHtoilolien durohlaufen werden, ist 
bereils gezeigt worden.) 

A Ik e rates Meispiel wollen wir dm* OoschwindigkeitHfeld emer Trans- 
lationsstromung, in der liberal! die (Jesohwindigkeit vom Betrag c iti 
Uieht.ung der positiven Aolme hcrnudit, dem emer im Niillpunkt an- 
gobruehten Doppeltpielle vom Moment A/, dessen Aelwe die negative 
c-Rirlitung ist, uberlagern Wir erhalton so naeh 01.(9) und (11) 


(15) 


0 


M / <) I \ 

4 jt \ (it r l 


^ -- -» 


cz 


jW 3 
1 4 n r' 


Unter r ist liier lortan 1 | // 2 | z 1 zu vorstehen Wir fuhren nun in 

01. (15) raumliclie Polarkoordinaten r, </», # dureh die Oleiehungen 


(1(5) j % t hii. 0 cos tj\ if - r sin i) sin y, c - re oh f) 

ein. Nneh 1 lid , II, §3, I, (11), K. H(i gilt fur die Oewihwincligkeit die 


Kompoiient.en/.( k rlegung 
(17) n gnu 10 


ri0 , 1 30 . I 30 

dr l ' r d# 1,1 r sinV> i )y v 


*) grad Im deuleti, dalt mush den Variablen £ diffeiontiiert wird. Eb iut 
t *i<* 

flbrigena giad /(/) —gr.id/(r)* 



446 


Axialsymmetriache Strtmung 


XT, 13 


Hieiaua folgt 


Besteht zwiaohen M und o die Beziehung M = 2 nR 3 o, dann vorschwindet 
v r far r — R und die Gleichungen (18) geben das Gosohwindigkeitafeld fiir 
die Stromung um eine Kugel vom Radius R. H&tten wir statt dor Doppel- 
quelle eine Quelle mit der Ergiebigkeit + Q und eine Senke mit der 
Ergiebigkeit —Q in den Punkten z = a der z-Aohse innerbalb einer 
paseenden Translatdonsstr6mung angeordnet, so wire duroh das enfc- 
sprecbende Gesohwindigkeitspotential die Stromung um einen ’gestreokfcen 
Rotationskorper dargeatellt worden. 

Bevor wir diese Methoden weiter verfolgen, wollen wir zun&oksti 
die Eigensohaften einer axialsymmetrisohen Strdmung niihor unter- 
suohen. Hierzu werden vorteilhaft Zylinderkoordinaten q, <p, z dnroU 
die Gleichungen 


(19) x = q ooa f, y = g ain <p, z = z 

eingeftihrt. Fiir die Geschwindigkeit und ihre Divergenz gilt dann naoh. 
l.Bd., II, §3,4, (43), S.86 


d0 


1 + I££i 

l + e dcp 1 * 


+ d ? 

^ dz 


n = grad 0 =? -jj— 


t. 


( 20 ) 
und 
( 21 ) 

t de'*''*' 1 e 

Besitzt nun die Stromung axiale Symmetric um die z-Aohse (djdip = 0), 
dann veraohwindet in Gl. (21) das zweite Glied, und die Gleichung div o — O 
lifit 8ioh [Ihnhch wie in § 1, 1, (2)] durch Einftihrung einer Stromfunktio u 
V> (e, z) befriedigen, wenn wnm aetzt 


( 22 ) 




1_ 

e 'dz’ V ’ = -J z di‘ 
ffierauB folgt, dafi die z-Achae Stromlinie ist, fiir die wir y> = 0 fest- 
se . as FUlsaigkeitsvolumen, das pro Zeiteinheit einen Querschnitt 

* 6I j V = Vl gebildeten Rohrenflaohe in der positiven 

z-Riohtung durohfheBt, ist dann 

(28) = -2n Vl , 

™ ? e S U ^ g i i “ V &S* hea bt C V « L ™ AnsohluC 

fflr die ParftllilHfwT*^ ^ bereohnet sich die Stronufunktion 

tar die ParaUelstromung mit dem Gesohwindigkeitspotential 0 = cz zu 

() V = -iog». 
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Fiir die von einer punktformigen Quelle im Punkte z = f ausgehende 
Btromung lautet naoh Gl. ( 10 ) und (19) das Gesoliwindigkeitspotential 
und nach GL (23) die Stromfunktion in Zylinderkoordinaten 


__SLf_ z ~ c 

v 4 *h^+(*"-cr J 


(25) 0 4»y e *"+(2-0*’ 

und fiir eine Doppelquelle im Punkte z = f, deren Moment die positive 
z-Richtung hat, naoh Gl. ( 11 ), (19) und (23) 


M Z — Q M Q' 

(Z6) 4 W V ~ ln( Q ' + (z- i;W'' 

Das Verfahren, das uns die Potentialstromung um eine Kugel lieferte, 
kann nun, wie bereits angedeutet wurde, verallgemeinert werden, um die 
Btromung um Rotationskorper zu erhalten, die parallel zu ihrer Aohse 
angestromt werden. Ordnet man namlioh in einer Parallelstromung 
parallel zur z-Achse auf dieser Quellen und Senken mit der Gesamtergiebig- 
keit Null an, so kann in jeder g-z-Bbene eine gewisse Btromlinie (es sei 
y) = 0 ) aus der z-Aohse selbst und einer gesohlossenen Kurve beatehen. 
Durch geeignete Wahl von Lago und Starke der Quellen kann nun erreicht 
werden, dafi die gesehloBsene Btromlinie dem Meridiansohnitt eines teoh- 
nisch wiohtigen Rotationskorpers, z. B. dem eines Luftsohiffes, entsprioht. 
Dieses von W. Rankin^tammende Verfahren ist besonders vonTh. v. Kir¬ 
in dn 1 ) ausgebildet worden und auf sohrag angestromte Botationskorper 
erweitert worden. Die Quellen und Senken soien kontinuierlich auf der 
z-Aohse liber eine Strecko dor Lange 2 verteilt. Es bezeiohne q (z) die 
lineare Diohte der Ergiebigkeit. Das Potential der gesamten Btromung 
im Punkte (g, 9 ), z) ist dann gemaB Gl. (26) 


(27) 


4*J 


Fiir die Gcsamtergiebigkeit gilt naoh Voraussetzung 

(28) Q = js(C)dC = o. 

0 

Eine einfache Obertragung der Gl. (26) auf den Fall der kontinuierliohen 
Verteilung ergibt weiter 

1 

(29) v = - I C p*+-i- f - -l]dC 

_ 0 

*) Tli. v. K Arm An, Abh. a. d. Aorodynamiaohen Insfcitut der Teohn. Hooh- 
aohule Aachen, Heft 0, Berlin 1027. 
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oder wegen Gl. (28) 

(29') V = 

Wenn die gegebene OberfliLchc q =■ q(z) von tier FlUtudgkeit umstrCmt 
werden soil, muB sie der von den Stromlinion y* =- 0 gobildoten Flliehe 
angehoren. Die reehte Seite von Gl. (29'), in die* £iir q eino (nur von dor 
Gestalt des Rotationskorpers abhangige) Funktion von z cinzuHotzon int, 
muB also versekwinden. Die Losung diesor Intogralgleiclnmg orator Art 
fur q(z) (vgl. l.Btl., XI, §1, 2, S. 475) wird in praktinehen Killlon an- 
iuherungswoise so durckgefiilirt, dull die gosubhte Funkiion q (z) ala 
stiickweise konstant angenomnien wird. Man wird so auf oin System 
linearer Gleichungen mit endlick vielen Unbokanntcn gofuhrt. 

Die Druckverkaltnisse langs des Rotationskorpern konnon dann 
in iiblicker Weise aus der Bernoullischen Uleiohung bereolmot werden, 
falls nock der Druok p Q im Unendlichen bekannt ist; dann gilt 

< 30 ) V + i /< (tf + v?) -■= p 0 ! a /«*• 

Der maximal? ^\ert des Druckes, der sick an den Ktellen v -- 0, an den 
Staupunkten, ergibt, lieifit Staudruck. Der'Druokvorlauf, dor sich 
nacb diesem Verfahren fur Luftsckiffkorper ergebon hat, ntinimt gut mit 
llessungsergebnissen iiberein, abgesehen vom Heck des Luftsnhiffort, 
wo die wirkliche Stromung nicht als wirbelfrei angosohon werden darf. 

Es werde schlieBlick nocb die von v. Kami An horruhrondo Hehanti- 
lung des Falles angedeutet, daB der Rotationskorper sehriig angestrornt 
wird. Die Geseliwindigkeit im Unendlichen habe die Komponenten o X9 
Ohne Einschrankung der Allgemeinheit kann r„ gleich Null gosotzt werdon. 

a erner fiir eme Anstr6mgeschwindigk(»it v z parallel zur Rotation**- 
ae e ie Aufgabe bereits behandelt ist, kbnncn wir uns auf die Ivompo- 
nente Cj. senkreckt zur Rotationsaehsc beschranken und den allgemeimm 
Fall durch Superposition erbalten. Wir ordnen nun langs der s-AcdiHu 
^orpers kontmuierlich Doppelquellen mit der linear** n 
Dichte des Moments m (z) in der Weise an, dab ihro AcIiho mit dnr 
negativen r-Aekse zusammenfakt, und kombinieren die von ilmen aus- 
ge ende Stromung mit der Translationsstrbmung mit der (bwliwindi^- 
j- as otentia dieaer Stromung lautet in Zylindorkoordinaton: 

<«) 0 = c e pco89,+ e*°At f 

4tc J [o a + (S — "C) J ] 3 /a" 

o 


“f^ + 4 


J_ ( J(0 (*_--« d 

451 J ]'(*-& ] l- £?* 


c. 
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Rilden wir aus Gl. (31) dir- Gescliwindigkoitakomponeatcn und v Q und 
setzen sio in dir Bedingungsgleichung dafiir, daB der Meridiansphnitt 
o = (_»(-:) dor Korperoborfliiehe fitromlinie sei, namlich in 


(32) 



ein, so ontHtoht ome weitore lut-egralgleiclnmg fiir die Diehte <les 
Moments m (c). 


4. Bewegung eines starren Ktirpers In einer Fliissigkeit. Nunmchr 
soil die Bewegung ernes emfuoli zusamnienhangemlen starron Korpers 
in einer idcalon inkoniprrssiblon Fliissigkeit vom allgomeinem Standpunkt 
ftus lxdianueli werden. Die Stromung soli wirbelfrei so,in und olino Zir- 
kulution erfolgen. Wir fiihren die ITntorsuchung, die crstmals von 
Kirohhoff gegeben wurde, nut den Hilfsinittoln der Motorrechnung 1 ) 
(vgl. IV, §1, 5, S. 101) (lurch, die einr elegante und iibersiohtliche, Ab- 
leifcung der Krgebnisso geslutten. Der momentane Ueschwindigkeits- 
jgustand des starren Korperu sei duroh den Motor <8 ( t ) gegeben. Uieser 
ist etwft bestimmt dnreli seme voktonellen Komponenten, namlioh duroh 
die Drohgoiiidiwindigkeit on fur die wir liier © fluhreibon, und duroh © 0 , 
die (lesohwindigkeit eines beliebigen PunktcH o des Korpers. Qesucht 
ist om Ausdruck fiir den Motor die Kraft (Kraftschraubo), die die 
Fliissigkeit. auf den Korper ausiibt. 

W'ir betruehten ein Voliinien 1” der FliiHsigkeit, das l>egrenzt ist von 
der Oberfliiclie 0 (l(*s Korpers (Fliiehonelement dO) und einer beliebigen 
ganz in der Fliissigkeit verlaufenden, den Koqier immehlieBenden Flticho F 
(Flachenelement dF). Wir denken uns nun die GesehwindigkeiliHvektoren n 
der Fliissigkeitsteileheii m V und ebenso die Vektoren der auf dieflo wir- 
kenden Bpozifisohen Kraft t, ferner die SpaiinungHvektoren p n der Fliissig- 
keitsoberfliiehe () \ F an die Punkte, denen sie zngehdren, angeheftot 
und machon Hie so zu „Stiiben‘ k (manehinal aueh ^linienfluehtige Vok- 
toren“ genannt) und Hrhreibon dafiir o, I, p. Der Motor t> beispielHweise 
hat die vektoriellen Kompunonton u und i x n, wonn x hier den Vektor 
vom Punkt, auf den die zweite Motorkompononte bezogen ist, naoh dem 
Punkt mit der (joscliwindigke.it n bezeichnet. Ein „Stab“ kann tiarnliob 
als spezieller Motor !fl angesehen werden, (lessen beide vektorielle Kom¬ 
ponenten 31 und 3l p fiir einon beliebigen Bezugflpunkt p aufeinander senk- 
recht Btohcn: 3l3l p - 0. Es ist nun 

(33) $pdO -ty 

*) R. v. MisoB, Zeitsohr. f. angow. Math. u. Meoh. Bd.4 (1924), S. 156-181 
end 193-213. 

MIroi*P rank, DlffarontlnlglolchunKi’n. 11 


29 
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die Kraft, die der Korper auf die Pltissiakeit auslibt, und 

(34) 

die geeamte auf die Teilchen von V wirkende auflere Kraft. Mit diessti 
Bezeiohnungen liefert die Anwendung der Newtonsohen Gleichung auf 
die in 7 befindliche Fliissigkeit die Beziehung 

(35) j^ud7 = = *-$ + Jp<W. 

die ala Zusammenfassung der GL (16) und (16 ; ) in X, § 1» 6 ersohoint. 

Wir bestimmen zunachst das (zeitabhangige) Gescliwindigkeitfl- 
potential 0 (i) und setzen dazu voraus, daB die AbsohluBflache F stcts 
Niveauflaohe des Potentials <P sei, so daB auf F ohne Einsohrankung der 
Allgemeinheit 0 = 0 gesetzt werden darf. Femer muB auf 0 die Normal- 
ableitung d0/dn mit der Nonnalkomponente der Geschwindigkeit ©*> 
eines Punktes p der Korperoberflache iibereinstimmen. Daduroh ist 0 
nach l.Bd., Kap. XIV, §3 ilberall cindeutig bestunmt. Bezeiolmen wir 
den an aeinen Punkt p von 0 angehefteten Einheitsvektor in Riohtung 
der SuBeren Normalen fiir V als Motor mit 91, so hat jene Normalkomponente 
den Wert des skalaren Produktes 691, da nach IV, §1, 6, (31) wegen 
91 , = 0 

(36) 6 91 = ® p 91 + © == ©, 91 

ist. Nun maohen wir den Ansatz 


(37) 0 =11© = GiUt + 0 2 U 6 + G z U t + G a U x + G s U 2 + G 3 U 3 . 

Die aeohs skalaren Funktionen U l9 die nur von der. Gestalt des Korpers 
abhftngen, sollen dabei folgenden Bedingungen unterworfen sein: es soil 
gelten 

AU t = OinF, 


(38) 

oder zusammengefaflt 
(380 


U, = 0 auf F, = N t auf O 
a n 


t = 1 , 2 , ... 6 


AH — 0 in V, 
dU 


It = 0 auf F, x — — 91 auf 0. 

on 

Dana erflillt aaob das aus Gl. (37) mit diesem „Motorpotential‘‘ II 
berechnete Potential $> die oben gestellten Bedingungen; es gilt n&mlich 

d<t> ait 
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II iat nattirlioh auch zeitabh&ngig, da die Lage der Fl&che 0 und moglioher- 
weiso auch die von F aicb mit t verandert. 

Nach der Definition dea Geachwindigkeitapotentiala iat n = grad 0. 
Bczeichnen wir den an scinen Ort angehefteten Gradienten als Motor 
mit Grad 0, so haben wir o = Grad 0. Nun gilt allgemein die erweiterte 
GauQsohe Intcgralformel [vgl. 1. Bd., II, §3, 3, (30), S. 79] 

(40) J Grad<MF = \ 0 *MO. 

In Gl. (40) und (41) Bind die Obcrflachenintegrale liber die gesamte 
Oberflaohc von V zu erstreokon. Fur die erste vektorielle Komponente 
der Gl. (40) ist der Beweia unmittelbar eraichtlich; fur die zweite gilt 
nach l.Bd., II, §3, 2, (26), S.77 


(41) 


JxXgrad<PiV = — Jrot(#s)<ZF = J(0*x9l)dO 

= J(sx<P9l)iO. 


Nennen wir 3' den Geaamtimpula der in V eingeaehloaaenen Fliiaaigkeita- 
masae, dann gilt nach Gl. (40) und (37) 


(42) 3' = /tfod7 = n J Grad #dV = /t J (H (6) 91 dO. 

Dahei ist das Oberfliiohenintegral nur iibor O zu erstreckcn, da U auf F 
naoh 01. (38') verflchwindot. Auf den lotzten Integranden wenden wir 
nun die. dyadiaclic Umformung 31 (U ®) = (91; U) © an. Untor 91; 8 ist 
dabci cine Motordyade vemti-ndon mit don skalaron Komponenten 

A l B l A i B l ... A b B± 

A\B 9 A % B t ... Aq 

A t B 9 A>B b ... A b B 0 



(vgl. die Einflihrung der Gibbsschcn Vcktordyado a;b im l.Bd,, II, §4, 
2, S. 90). Da bei der Integration dor Motor ffi herauflgehoben werden 
kann, bo orhalten wir 

(44) 3' = [ J (91; H) dO] © = 7" ® 

mit 

(4B) r = j //(«R; U) dO = f ll)dO 


unter Benutzung von Gl. (38'). Der Impulsmotor der Fllissigkeit ergibt 
sich also alH Produkt einer Motordyade T' in den GcHchwindigkeitsmotor © 
dea KdrpcrH, der die Bcwegung der Fliiflfligkeit bestimmt. Die Element© 
der Dyadc sind nach Gl. (43) 

(46) T\ k = j/t dO. 


29* 




462 


Soheinbare TrftgheitBvormohroiig 


xi, ja 


Die GreenBohe Formel [1. Bd., II, §3, 3, (34)] 

(47) j (Ut - U x dO = ^(U,AU x -U,AU,)dV 

ergibt T' IX = T' XI , also die Symmetric der Tragheitadyade T“ • 

1st die Tragheit des Btarren Korpers durch die Motordyade T bestinunt 
und bewegt er sich. unter dem EinfluB der von der Stromung herriihrenden 
Kraft und weiterer Krafte mit der Resultiorenden it', dann lautet seiue 
Bewegungsgleichung [vgl, IV, § 1, 6, (28), (30') und (30")]: 

(48) j- t (TfS>) = y + X 

oder nach Einsetzen von % das Bioh aus 61. (35), (42) und (44) bcrechnet: 

(49) ~asr+flr)«] = ii + Ji' + 

Der dynamische EinfluB der Fliissigkeitsstromuiig auf den starren Korper 
auBert sich also in einer scheinbaren Vermehrung seiner Tragheit. Das 
komrnt darin auch ansohaulich zum Ausdruek, duB hei einer Bewegung 
des KSrpers Fltissigkeitsmassen mitbewegt werden. Da die Dyade Or 
zwar s ymm etrisoh ist, aber im allgemeinen nicht die viel welter spezialisierte 
Form der gewohnlichen Tragheitadyade besitzt, kann man die Vorstellung 
der Tragheitsvermehrung nicht in alien Einzelheiten aufrechterhalten. 
So laBt sich beispielsweise im allgemeinen keine Zahl m' definieren, die 
additiv zu m hinzutritt. Die Berechnung der zusatzlichen Tragheit T 
setzt die Kenntnis des PotentialB II, also die Losung des Randwerfc- 
problems (38') voraus. 

Will man die Bewegung eines starren Korpers in einer unendlioh 
ausgedehnten Fliissigkeit untersuchen, so ist zu verlaugen, dali <P im Uu- 
endliohen mindestens so stark wie 1/r, seine ersten Ableitungen mindestens 
wie 1/r 2 verschwinden. Setzen wir dann in dem Integral auf der rochten 
Seite von 61. (49) p = — f R und beachten 61. (5), so sehen wir, daB es 
versoKwindet, da dOjdt = 0 auf F ist und u 2 mindestens wie 1/r 4 ver- 
schwindet. 

5. Folgerungen und BetepleL Flir die kinetische Energie E^ n der 
in V enthaltenen Fliissigkeit ergibt das Verfahren der Motorreohnung 
ebenfalls eine Behr einfache Darstellung. Nach dem Green, so hen Satz 
ist namlioh 

(50') JT ta = \ j ft (grad$>)» dV -\ l i J *™dO. 
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Mit Benutzung von Gl. (37), (30), (44) und (45) folgt 

2 E'to = [/*(©»)(|£©)dO 

- ® [T ©] = ©S'. 

Die kinetisolie Energio der "PliiHsigkeit driiokt sioh also durch ihren 
Impulsmotor 3' und dm Gcschwindigkeitsmotor © des starren Korpers 
ahnlioh aus wie dip ernes starren Korpers [vgl. IV, § 1, B, (32), S. 163]. 
Die gesamte kinctisohe Enorgie des aus dem starren Korper und der 
Fliissigkeit bestchenden Sysfcflns ist gleiob der eines starren Korpers, 
dor sioh mit der Goschwindigkeit © bewegt und die Trugheitsdyade 
T H T' besitzt. 

Als Anwendungsb(‘is|)iel fur die in 4 abgeleiteton Formeln bereohnen 
wir die zusiitzliehe Traglicitmlyadt: T fur eine*Kugel vom Radius R in 
einer unendlioh aungedehnien ‘KluHnigkeit. Wir beziehen die Komponenton 
des Motors 11 auf ein mit der Kugel verbundenes a;-y-z-Koordinaten- 
systern, diwn Nullpunkt- ini Kugelmittelpunkt liegt. Die Kompononten 
von {R sirnl 

(52) N> = -Z N , -• • ■ f-, N, - - ^ N^N a = N t ^ 0, 



da x w , lur jeden Punkt dor Kugeloberfl&ohe 0 gilt. Gosucht aind seohfl 
Eiinktionm V t , die der Gleiehung A U t --- 0 genugen, im Unondliohon 


inindesk'nH ho stark wie 1 lr veraclnvinden und fiir die 


I U t - «, 


- 2 ^ y> 


Ur. - 0 , 


n 1 Rl 

~ 2 r' Z 

U„ = 0 


haben wir liarinoniHelie Kunktionen, die aueh die Ramlbedingungcn he- 
friedigen, was man naeh Einfiihrung npharisoher Polarkoordinaten dureh 
(11. (16) leielit bestut.igt Da naeli 1. JBd., XIV, §3, 4 das Neumariusche 
Problem der Potential theorie fur dan AuUcre eines Jtaumgobietea bei 
beliehig vorgegebenen Randwerten slots eme und nur eino Ldsung besitzt, 
sind <»h die einzigen. Wir bereelinon zumiehHt aus 01. (45) mit Gl. (52) 
und (53) 


a r at a 


(54) * T "' " 2 j j !*(- 4$ t ‘' o0# )(“ co9fl ) raflin Od&dif 


if 0 .v — (| 


=-- \x»&. 
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Atus Symmetriegrfinden miisaen T' tl und T' l% dieselben Werte baben. 
T' iU T' ti , T' tl und idle tibrigen T[ x au&erhalb der Hauptdiagonale ver- 
Bohwinden. Das einfaobe Ergebnis ist, daB hier eine scbeinbare Massen- 
vergrfiflerung der Kugel urn 50% eintritt. 

Ein Pendel mit kugeLformigem Korper bat aus dieaem Grande m 
ftinar Miissigkeit eine l&ngere Sohwingungsdauer als im leeren Raum. 

In gleiobem Sinne wirkt der Umatand, daB durcb den Anftrieb die Sobwere- 
beeoblennigung verringert ersoheint. Eine Dampfung der Sobwingnng 
findet bei ideal vorausgesetzter Flbssigkeit nicht statt (vgl. die Herleitung 
des sogenannten d’ Alembertsoben Paradoxons in § 1, 6). Im ttbngen 
ist der Geltungsbereieh der hier wiedergegebenen Kircbhof f soben 
Theorie bei wirldiohen Flttssigkeiten nur ein sehr besohrfinkter. 

§4. Wirbelbewegung 

1. Zirkulation und Wirbetmoment. Pilr die Besohreibung der Be- 
wegung ei ner Fluflsigkeit ist auJJer der Angabe des Q^fichwindigkeitsfeldcs 
anoh die des Wirbelfeldes von grofler Bedeutung. Ordnet man n&mliob 
jedem Punkte der Fltissigkeit, die auch in diesem Paragrapbon stets jus 
ideal und inkompressibel vorauagesetzt ist, den Vektor rot t> zu, dann gibt 
naob Kap. X, § 1,4, (12) der Wirbelvektor 55 = $ rot o die momentane 
Drehgesohwindigkeit eines Teilohens an. Uber die Begriffe Wirbellinie, 
WirbelrShre, Wirbelfaden vgl. Kap. X, § 1, 4. Der Inbegriff einer 
Wirbalrohre mit den in ibr enthaltenen Wirbellinien wird auob als W i r b el - 
strung bezeiobnet. 

Der Stokessobe Satz [l.Bd., II, §3, (32), S.81], angewendet nuf das 
Eeld des Gesobwindigkeitavektors a, 

(1) | (rot v) t dF as 2 j co r dF — vds 

besagt, daB der doppelte Wirbelflufl durob ein von der gesohlossenen 
Ruxve 0 berandetes Flaohensttick gleiob dem lings 0 erstreckten Linxen- 
integral der Gescb'windigkBit ist. Die positive r-Riobtung ist dabei die, 
von der aus geseben der U mlaufBsinn aui C positiv ersobeint. Das Lmien- 
integral reobts in Gl, (1) beifit die Zirkulation langs der Kurve C und 
soil mit J bezeiohnet warden [vgl. § 1,4, (19)]. Ftir den WirbelfluB durob 
eine gesohlossene FlLobe F, die das Volumen V einsohliefit, gilt naob dem 
Gaufisoben Satz 

(2) J o v dF — ^ j divrotrxf P = 0, 

da die Divergenz des Rotors identdsoh versobwindet. Wirbellinien. konnen 
daher im Innem der FHissigkeit weder beginnen noob endigen. Sie Bind 
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entweder gesohlossene Kurven oder endigen auf den Gefafiw&uden oder 
verlaufen ins Unendliohe. Wfthlen wir ale Volumen in Gl. (2) ein von 
zwei Querschnitten F x undfg begrenztea Sttlck einer Wirbelrohre, dann gilt 



da coy = 0 auf dem Mantel iat, oder naoh Gl. (1), wenn C x und C 2 die 
Randkurven von F x und F 2 sind, die die Wirbelrohre im gleiohen Sinn 
umsohlingen, 



Der WirbelfluB iat durch jeden Queraohnitt einer Wirbelrohre der gleiohe, 
oder, waa (laseelbc besagt, die Zirkulation langa jeder aie einmal umschlin- 
genden, in der Rohrenwand verlaufenden Kurve iat die gleiohe. Der 
doppelte WirbelfluB durcli eine Wirbelrohre wird ala ilir Wirbelmoment 
be^eiclmeb. Dieses liat denselben Wert wie die Zirkulation. Verlauft 
die Wirbelrohre in einer Potentialatrbmung, so kann die Kurve C ohne 
Amlerung des Wertes der Zirkulation doformiert werden, sofem dabei 
kerne Wirbellinien geaehmttcn werden. Haben wir inabeaondere einen 
Wirbelfaden, fUr den an zwei Stcllen die GroBe zweier senkreohter Quer- 
Hohnitte dF x> dF 2 und der Wirbelvektor 7o Xj fo 2 iat, dann gilt fur den 
Betrog dos Wirbclflusaes an dicson Stellcn 

(3') o) x dF x -■=- fo 8 dF v 

Vgl. damit die Form der KontinuitlLtHgloiehung in Kap. X, § 1, 3, (10'). 

2. Die Helmholtzschen Wlrbelsatze. Bilden wir Ixuderseita in 
Gl. (22') cIcb § 1 in Kap. X die Rotation und nehnien an, dafi die Krafte k 
konaervativer Natur sind, dann voraohwindet dort die reehte Seite, da die 
Rotation eines Gradienten identisoh verHchwindet. Auf der linken Seite 
fornien wir den AiiHdruek rot(u x rota) nach l.Bd., II, §3, (20), S. 77 
um, flihren den Vektor di ein und e.rhultcn 

(5) H- (o V) m - (5 V) 0 = 0 

odor nach Kinfiihrung dor Hidwtunticllon Ableitung [X, § 1, J, (1)] 

(S', TT-ev>». 

Der Druck p und die iiufleren Kriifto Hind damit elirainiert. Mit w -= 0 
veraeliwindet ateta dcii/dt, d. h. (lie Fliiaaigkoitstoilohon, die koine RotationB- 
bewegung haben, bekonnnon aueh koine im Laufe der Zeit, falls nur kon- 
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servative auBere Krafte wirken. TJnter dieser Voraussetzung gilt also 
der Satz, daB in einer idealen Fliissigkeit Wirbel weder entstehen noch 
vergehen konnen. Der Satz gilt auoh noch fiir zaho FIussigkeiten, wenn die 
auBeren Krafte im Innem und am Rand konservativ sind. Inabesondere 
ist eine Stromung, die unter dem EinfluB soloher Krafte aus dean Zustand 
der Ruhe entstanden iat, eine Potentialstromung. 

Betraohten wir zwei auf deraelben Wirbellinie liegende Teilchen mit 
den Ortsvektoren x und x + eoH, wobei e eine kleine Zahl ist. Die Ge* 
sohwindigkeit des ersten sei t>, dann ist die des zweiten d + s (ft* V) 

Die Teilchen befinden sioh naoh der Zeit dt im Punkte x + v dt bzw* 

* fi jy -f- [ v _|- e (5 y) o] dt } haben also den vektoriellen Abstand 

(6) eoi+e(ft) S7)vdt = eS + —Jp - dt 

[tJmformimg nach Gl. (S')!], der die Richtung der Wirbellinie duroh dad 
erste Teilchen zur Zeit t + dt besitzt. Beide Teilchen liegen also auoh 
zur Zeit t + dt wieder auf derselben Wirbellinie. Die Wirbellinie bewegt 
sioh daher wie eine materielle Linie in der Fliissigkeit, d. h. sie wird steta 
von denselben materiellen Punkten gebildet. Dieser Satz wird als erster 
Helmholtzscher Wirbelsatz bezeiohnet. 

Wir schalten einen von W. Thomson stammenden Satz ein, der die 
zeitliche Jtnderung der Zirkulation J langs einer stets von denselben 
Flussigkeitsteilohen gebildeten, also zeitlich veranderlichen geschlossenen 
Kurve, die aber nicht notwendig Wirbellinie zu sein brauoht, betrifft* 
Benutzt wird dazu die Formel 

(7) ^ Jads = +grad(D a) - o xrotajds. 

C(i) O’lO 

Sie gestattet den zeitlichen Differentialquotienten eines Kurvenintegrals 
liber eine vektorielle Funktion a (i, t) langs eines zwei Punkte verbinden- 
den Kurvensttickes C (i), dessen Punkte die Geschwindigkeit t> haben, zu 
bereohnen, Der Beweis wird mittcls Anwendung des Stokesschen 
Satzes auf das von der Kurve im Zeitintervall t .. - t + At tiber- 
strichene Flacheustuck und Grenztibergang A t -v 0 gefiihrt. Wahlen 
wir eine geschlossene Kurve und aetzen im Integranden u fiir a, so folgt 

(8) ifi = rtj x>ds = j[^ +gt * d (pi) - D x rot °] d s - 

Naoh Gl. (22') in X, § 1, 6 lafit aich bei konservativen aulleren. Kr&ften 
die eokige Klammer als Gradient darstellen, woraus das Versohwinden 
des Integrals folgt. Damit ist gezeigt, dafl die Zirkulation langs einer 
derartigen ..fllissigen Linie“ zu alien Zeiten dieselbe ist. 
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W&hlen wir insbesondere eine sich mit der Fliissigkeit mitbewegende 
Kurve C, die eine Wirbelrohre einmal umsohlingt, so wissen wir naoh dem 
Gesagten, dafi aie zu alien Zeiten dieselben WirbeUinien umsohlingt. 
Ana dem Satz von W. Thomson folgt, daB die Zirknlation und damfr. 
nach Gl. (1) auch das Wirbelmoment fill eine Wirbelrohre nioht nur was 
ijrtlioh, sondem auch eine zeitlich konstante Zahl ist (zweiter Helm- 
holtzaoher Wirbelsatz). 

3. Bestimmung des Geschwind! gkeitsvektors aus seiner Dlvergenz und 
Rotation. Es soli nunmehr gezeigt werden, dafi in einem endliohen ein- 
faoh zusammenh&ngenden Bereioh der Gesohwindigkeitsvektor o ein- 
deutig bestimmt ist, wenn tiberaU im Innem die Werte von div o und rot t> 
bekannt sind und auBerdem auf der Begrenzung die Normalkomponente 
der Gesohwindigkeit. Um zunaohst die Eindeutigkeit nachzuweisen, 
nehmen wir an, es gabe zwei Losungen n (1) und n (,) dieser Aufgabe, dann 
miiBte die Differenz o <0) = o (s) — o ll) den Bedingungen div n (0) = 0 
und rotn (0) = 0 geniigen; auBerdem ware an der Begrenzung v® 5 = 0. 
Naoh § 3, 1 folgt aber liieraus die Ezistenz eines Potentials 4> (A) , so daB 
grad <b (0) = n (0> ist, im Innem A = 0 imd auf dem Band 9<P®'/3n = 0 
gilt. Setzen wir im l.Bd., II, §3, (33) <P (#) ftir die dort eingefiihrten Funk- 
tionen u und v, dann verschwindet die rechte Seite, und es folgt 
grad 0 (o) = n® — o (1> = 0 und damit die Eindeutigkeit der Losung. 
Erstreokt sich das Gebiet ins Unendlichc, dann bleibt dieser SohluB und 
die folgenden riohtig, falls das Geschwindigkeitspotential im Unendlichen 
mindestens wie 1/r, die Geschwindigkeit also mindestens wie 1/r 8 dort 
verschwindet. 

Im folgenden werden Formeln angegcben, die den Geschwindigkeits- 
vektor o aus den Werten von div u und rot n cxplizit zu berechnen gostatten. 
Wir beschriinken uns dabei auf eine Stromung, die don ganzen unendliohen 
Baum erfiillt, und nchmon die ebon genannten Bedingungen flir das Un¬ 
endlichc als erfiillt an. AuBcrdcm sollen alle WirbeUinien im Endlichon 
liegonde geschlossono Kurven sein, was zur Folge hat, daB rot n im Unend¬ 
liohen Null ist. 

Der Fall, in dem 

(9) div v — g, rot n — 0 

gegcbcn iHt, ist bereits in § 3, 2 erledigt worden. Wir fanden dort [Gl. (13)] 



Hierbei ist q = q (f, r], Q die gegebene Quelldiohte und 


r = V(* — f)*+(y - *?)*+(* - 0*- 
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Bn entgegengesetzten Spezialfall ist 

( 1J ) divo = 0 , roto = « 

jsgsbcn, NatiLrlioh muB q der Bedingimg 
(*^) div a = 0 

geniigen. TJm die erste der GI. ( 11 ) zu erfiillen, maohen wir den. Ansatz 
< 1S ) n = rot 81, 

die zweite der Gl. ( 11 ) verlangt dann, daB 

( 14 ) rot rot 81 = grad div 8 t — d 81 = o 

ut [fiir die Umformung vgl. 1 . Bd., II, § 3 , (27)]. Man kann niolit erwarten, 
. (1^) der Vektor 91 eindeutig beatimmen laBt; xnit Stg 

. . ailc k ®oH” grad^, wpbei % eine beliebige akalare Piuittion 

i , eine Ldsung von Gl. (14). Urn die Losung eindeutig zu maohen, fordem 
wir nooh, daB grad div 81 = o, also 

(15) A9t = _ a 

gd ?/i S S d ab f If 111 ver P fliohtet ™ zeigen, dafi eine Losung 91* der Gl. (15) 

und (12) auch GI. (14) befriedigt. Aus Gl. (16) und (12) folgt 
(15) A div 91* = 0 

Mr jeden Punkt des Raumes. Da eine Konstante die einzige im eanzen 
a 'j I j• r ^!^ r6 Eotentialfunktion ist, folgt hieraus div 91* = const und 

°j P*f 7 ektor befriedigt also Gl. (14). Denken wir 
uns Gl. (16) m drei skalare Komponenten zerlegt, dann ist fiir iede die 
Pomsonsohe Glmchung (l.Bd., XIV, § 1 , (i B )] unter der Bedingung, 
daB 91 im Unendhohen versohwinde, zu 16sen. Als eindeutigeLS^ 
erhalten wir [vgl. GI. ( 10 )] 

<”) ■ - \t£- 

i 4?rr J ± nr 

ffittbei ist a (£, 17 , f) die gegebene Rotorverteilung; die Integration wird 

t^Z S * n TJ', r, ' C ' n&Xm Ein Vektor 91, der Gl. (16) 

befriedigt, wird Vektorpotential genannt. 

Der allgemeine Pall, in dem 
^ divn = g, rotn = a 

gegeben sind wfod auf die behandelten Spezialfalle dadurch zuriickgefuhrt, 
daB em queUenfreies und ein wirbelfreies Feld superponiert werdL. 

a betrachtete von Fliissigkeit erfiillte Bereich endlich, so mufl 

w Jn T* “j™ 1 *T m noch <*“ Normalkomponente v n der Geschwindig- 
an e gegeben sein. Um die Qescbwindigkeitsverteilung t> zu 
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beatimmen, gebe man im AuBenraum q und a wilUdirlich — etwa gleioh 
Null — so vor, daB die liber den ganzen unendliohen Baum eratreokten 
Integrale in Gl. ( 10 ) und (17) einen Sinn haben und die genannten Be- 
dingungen fiir das Unendliohe erfiillt sind, und beatimme dazu — wie 
eben gesohildert — die zugehorige Geschwindigkeitsverteilung o (l) . Diese 
befriedigt aber noch niobt die Randbedingung. Man iiberlagert daber 
noob ein im Innem quellen- und wirbelfreies Gesohwindigkeitsfeld n (0) 
mit dem Geschwindigkeitspotential Fiir dieses gilt J<P C0) = 0 im 
Innem; gefordert wird, daB am Rande d& ( ®/dn = t£ 0) = v n — v™ sei. 
Bs ist dfcher nooh die Losung der zweiten Randwertaufgabe fiir den Innen- 
raum notig, die naoh 1 . Bd., XIV, §3, 4, S. 621 (abgesehen von einer 
unwesentliohen additiven Konstante) eindeutig bestimmt ist, da im 
Innem divo = divo (1) , am Rande also die Bedingung 

o *dF = 0 
J on 

befriedigt ist. 

DaB dor zeitliohc Ablauf einer Stromung in einem Gebiete eindeutig 
bestimmt ist, falls zur Zcit t = t 0 im Innorn die Geschwindigkeitsverteilung o 
als differentiicrbare Funktion und fiir alle Zeiten v n = 0 am Rande ge- 
geben, dazu bekannt ist, daB (lie Stromung zu alien Zeiten quellenfrei 
(div o= 0 ) ist, kann man in folgander Woiso plausibel machen. Man 
bestimmt zumichst die Wirbelvorteilung rot o zur Zeit t 0 . Gl. (5') gestattet 
dann roto zur Zeit / 0 |- dt zu bercohnen, woraus naoh Gl. (17) auch die 
GesohwindigkeitHverteilung o fiir die Zeit t 0 -f- dt folgt usf. Sind alle 
gegebenen Funktionen analytisch, dann liiBt sich dioser Gedankengang 
zu einem KxistenzboweiR aimbauen, der fiir ein gewinses ondliohos Zeit- 
intervall die emd( i utige BoHtiramtheit dos Bewegungsablnufefl garantiert. 

4. Isolierte Wlrbellinlen. Die (lurch Gl. (17) gogobone Oeschwindig- 
keitsverteilung liiBt sich noch m folgender Wciso umformen. Nach 1 . Bd., 
II, § 3, (26) ist mit a - - a (f, 7 /, C) 

(19) rot — = grad — x a 

n* jys r x j/m * 

und damit wird 

(2°) „ = jLJ(p,d !*«),*»' 

(wegen der Bezeichnungon vgl. § 3, 2 , Anm. S. 445). Wir betraohton nun 
cine einzige goschlossene Wirbelrohre in einer den ganzen unendliohen 
Raum erfiillenden Potcntialstromung: Im Jnnern gelte rot 0 = a, aufierhalb 
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rot» = 0 . Die Volumenintegrale in 61. (17) und ( 20 ) brauoben also nur 
fiber das Inneie erstreokt zu werden. Das Wirbelmoment betrSgt 

(21) J = | a v dF, 

wobei das Integral fiber eine beliebige Quersobnittaflaohe der Rohre mit 
der Normalen v zu eratreokeu ist. Das Yolumenelement kann in dear Barm 
dV — v dsdF gesohiieben werden; dabei ist is das vektorielle Iimen- 
element der WirbeUinien. Wir lessen nun den Quersobnitt der Wirbebobre 
unter gleicbzeitiger Vergroflerung von [o( so gegen Null abnehmen, dafi die 
Zirkulation J ihren (lfings der ganzen Rfibre konstanten) Wert; bebftlt, 
und erbalten 

(22) n = ^^dlxds. 

Dabei ist benutzt worden, dab a|( is und mitihin a (v is) — (av) is gilt. 
Das Linienintegcal ist fiber die Wirbellinie zu eratreoken, zu der die Wirbel- 
robre zusananengesdhrumpft ist. 61. (22) gibt also das GesobwindigkeitB- 
fold einer einzelnen isolierten Wirbellinie mit dem endlichen Wirbel¬ 
moment J. Analoges gQt auch ffir Wirb ellinien , die sicb auf beiden 
Seiten ins Unendbcbe erstrecken. 

Pfihren wir noob den EinbeitSvektor r° der Riobtung vom Punkt f, *], C 
zum Aufpunkt x, y, t ein, so kann man statt 61. (22) auoh sobreiben 

m » = £$***?■ 

Diese Gleiobung entspriobt genau dem Biot-Savartsohen 6 esetz der 
Tbeorie des elektromagnetiscben Feldes. 

Die 61. (22) gestattet noob eine weitere, tiefer liegende Umformung. 
In abnliober Weise wie den Stokesscben Satz beweist man die Beziebung 

(23) j(d0rXV)xf = ^dsxf. 

[Man bat in der StokeBsdhen Formal im 1 . Bd., II, § 3, 3 den Vektor o 
durob »xc (c beliebiger konstanter Vektor) zu ersetzen.] In 61. ( 2 S) 
bedeutet f (s) ein bebebiges Vektorfeld. Das Integral reobts ist fiber eine 
geeohlossene Eurve, das Integral linlra fiber eine beliebige in die Serve 
eingespannte Fl&oie mit dem vektoriellen Fl&obenelement dg zu er- 
streoken [vgl. die Shnlich gebaute 61. (32') im 1 . Bd., II, § 3, 3]. Wenden 
wir diese Formal sowie den BntrwioMvmgssatz fttr das fcemare vektorielle 
Produkt [ 1 . Bd., E, §3, 1, ( 12 )] auf GL (22) an, so folgt 

<24) 

Da 

div grad — = — A — = 0 

fit xy* v cy* V 



XI, |4 


Zyklisohee Potential 


461 


ist, so erhalten wir schlieBlich 

(26) o = grad 0 

xyt 

znit 



Dies besagt in Worten: Das von einer einzelnen isolierten Wirbellinie 
herriihrende Gesohwindigkeitsfeld besitzt fiir alle Punkte des Raumes, 
die von denen der Wirbellinie versohieden sind, ein Geschwindigkeits- 
potential, das duroh Gl. (26') gegeben ist. Die in die Wirbellinie ein- 
geepannte Fl&cho ist beliebig und kann insbesondcro stets so gewahlt 
warden, daB sie den Aufpunkt nioht enthalt. 

Ein Vergleich mit Gl. (14) des § 3 zeigt, daB man sioh dasselbe Ge- 
sohwindigkeitsfeld auch erzeugt denken kann duroh eine auf der Fl&ohe F 
ausgebreitete Schioht von Doppelquellen mit dor konstanten Flachendiohte 
m = J des Moments, doren Aohse die Richtung der positiven Flachen- 
noimalen hat. Natiirlich kann in Gl. (26'), ebenso wie es in Gl. (14") 
des § 3 geschehen ist, der riiumliche Sehwinkel emgefiihrt warden, unter 
dem die Wirbellinie vom Aufpunkt aus erscheint. In § 3, 2 hatten wir das 
duroh die obige Gl. (25') dargestollte Potential als eindeutig, aber unstetig 
an der Fliiche F angcsehcn. Die Willkilrlichkeit der FlSche innerhalb 
der Randkurvo legt es nahe, statt dessen 0 zwar als stetig, dafiir aber als 
unendlich vieldeutig zu betrachten. Kehrt man unter dieser Annahme 
auf einer die Wirbellinie einmal umschlingonden Kurve zum Ausgangspunkt 
zuriiok, so hat sioh der Wert dos Potentials an dieser Stelle um ± J ge- 
findert. Ein solches Potential heifit zyklisch; es ist nur in mehrfach 
zusammonhangendon Kauracn moglich. In der Tat maoht die Wirbellinie 
den Raum zwoifach zusammenhangend. 


5. Zweidimenslonale Wirbelstrttmung. Wir wollen jetzt annehmen, 
dafi in der Fliissigkeit samtliohc Wirbellinion geradlinig, und zwar parallel 
der z-Aohse vorlaufen. Quollen soicn der Einfaohheit halber nioht vor- 
handen. Begrenzt sei die Stromung duroh zylindrisohe WSnde, deren 
Erzeugende ebenfalls parallel der z-Aohse verlaufen und die aus einer 
Ebene & — const oinon endliehen, einfach zusammenh&ngenden Bereich B 
aussohneiden. Da die Stromung in alien Ebenen z = const dieaelbo sein 
muB, konnen wir uns auf die x-y-Ebcne besohriinken und fiir den Auf¬ 
punkt z = 0 annehmen. 

Gegeben ist fiir alle Punkte von B 


2 co M 


dv v dv m 
~dx dy 


(26) 
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Gefragt ist naoh der Gesohwindigkeitsverteilung in. B. Die Kontinuit&tS' 
gleichung gflt in der Form Gl. (1) des § 1 und wird durch B infilhr ung der 
Stromfunktion rp integriert [Gl. (2) des § 1]. Nach Eins etzen in Gl. (26) folgt 


(27) 


d*tp d* y 
dx i + dy• 


Ayi ~ — 2 co,. 


Als Randbedingung kann obne Einschrankung der Allgemeinheit y> — 0 
verlangt werden. Die Eindeutigkeit der Ldsung wird mit den Hilfsmitteln 
der zwei dimemai onalen Potentialtheorie in Shnlioher Weise bewiesen, wie 
es am Anfang von 3 fur den dreidimensionalen Fall gesohehen ist. An Stelle 
des Newtonsohen Potentials tritt jetzt das logarithmisobe (vgl. 1. BcL, 
x rV, § 1, 2). Die eindeutige Losung von Gl. (27) ist durch y> = y>x + Vo 
gegeben, wobei 


(28) 

mit 



(28') q « V(*-f)» 4- (y - rjY 

ist. Die Funktion y> 9 ist daraus zu bestimmen, dafl sie der Gleichung 
^ Vo ~ 0 genugt und am Rande die Werte — die sioh aus Gl. (28) 
ergeben, annimmt. Ftir die Geschwindigkeitskomponenten hat man 


(29) 




y-n 

e* 


d F -f* 


£Vo 

dy’ 


Q * 


dF- 


9 Vo 
dx 


Wegen der Forderungen, denen ein logarithmisohes Potential im Unend- 
lichen genilgen muB, falls B kein besohrankter Bereich ist, vgl. 1. Bd., 
XIV, § 2, 2, S. 606. 

Erliillt B die ganze Ebene, dann ist ip 0 konstant und kann gleich Null 
gesetzt -warden, falls die Fliisaigkeit im Unendlichen ruht. Unter dieser 
Voraussetznng bereohnen wir die liber die ganze Ebene erstreokten Integrale 

( 30 ) J v x a>, dF und J v,m,dF. 

Nach Einsetzen der Ausdiiioke (29) ergibt sich, daB sie versohwinden, da 
es in den cntstehenden doppelten Flaohenintegralen zu jedem El em ent 
im Integranden ein gleiohes mit entgegengesetztem Vorzeiohen gibt. 
Denxneren wir einen „Sohwerpunkt“ £*, rj* des Wirbelsystems durch die 
Gleichungen 

(31) S*jco t dF = j(ca l dF, i?*Ja,,dF = J t](o M dF 
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xmd differentiieren sie nach t, so folgt aus dem* Verschwinden der Inte¬ 
grals (30), dafi 


(31') 


dp i_n_ 

dt it 


ist, der Sohwerpunkt also in Rohe bleibt. 

In gleicher Weise wie in 4 maohen wir auoh hier den Grenztibergang 
zn einer einzigen isolierten Wirbellinie ; wir nehmen an, dafl co s in B 
ttberall versohwindet, mit Ausnahme eines kleinen Beroiohes B 0 um den 
NuUpunkt. Aus Gl. (28) folgt dann naoh dem ersten Mittclwortsatz 
der Integralreohnung 

(32) Vl = Ij^logl] f co.dF, 

S i'” Bo 

£, rj bedeutet einen Punkt von B 0 , der mit Verkleinening von B 0 gcgen den 
Nullpunkt geht. Gleichzeitig laanen wir ro s ho zunehmen, daB das Integral 
einen festen Wert behalt. Diefler ist aber nacli dem Stokcsschon Satz 
das halbe im positivcn Sinno tibor den Rand crstrcckte Linienintcgral 
der Geschwindigkeit, also das halbe Wirbolmoment J J des Wirbelstrangos. 
Lassen wir diosen auf die z-Achsc zusammensohrumpfen, so crhalton wir 
als Stromfunktion der Wirbellinie: 


(83) 


Vx = ~ 2^ log i’®*+ 


Insofern man sich auf die Ebcne z = 0 besclirankt, spricht man auch von 
einem iBoliorten Wirbelpunkt. Hierrait ist auch der AnscliluB an die 
Gl. (23) in § 1, 4 hergestcllt und die Identitat mit dor dort gegebenen De¬ 
finition ersichtlich, da y> x der Imaginartcil der komplexen Funktion 
J 

2 -dog(* + ty) ist. 

In gleicher Weise ergibt sich bei n Wirbelpunkten in den Punkten 
(£,, rj v ) mit den Wirbolmomenten J v : 


(33') y>i = -Jz 2 J ’ lo sV(*-£,) 8 +(ir-»/,) 9 . 

jj TC y= -i 

Die durch sie in B hervorgerufeno Gesohwindigkeitsvcrteilung ergibt 
sioh wiedor aus der Stromfunktion y) = -|- y> [)9 wobei durch Gl. (33') 

gegeben ist und y*o der Gleichung A = 0 mit der Randbcdingung 
rp Q = — geniigen muii. 

Im folgenden werden wir uns noch aurtflihrlicher mit der durch das 
Vorhandensein von n isolierten Wirbelpunkten in einem Bereieh B bo- 
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^unmten ebenen Stromung beaohfiftigen. Fiir die Geeohwindigkeit einea 
®j y, der von den Wirbelpunkten vereohieden ist, ergibt aioh 


(34) 


mit 


- A 
* 71 »**1 


"Vo 

dy' 






6 ? 9® 

«* - V(* - f,)* + (y - *?,)*. 


Um die Gesobwindigkeit eines Wirbelpunktee aelbst, z. B. dee Punktea 
? 1 J T . 2 ^ 1 ™d en > man ^dars verfahren. Wir denken uns die erste 
dur ^ h 6111611 Wirbektran « wn kleinem kreisformigen Quer- 
nnrtt / — wr ersetzt und wahlen im Innem co t konstant, so daB 2 co,f 
£““? ] foment J, ist. Der erste Summand im Ausdruok fiir die 
Btromfunktaon ist dementapreohend gemSB Ql. (28) duroh 

.(85) — — | iogjdJP=: — ~ J rdr J log(r* -f gf — 2r^cos <p)dtp 

r #o 

zu eraetzen. Bei der Auswertung dee Integrals, in dem Ql den Abstand 
dee Punktes *, y vom Punkt ( lt % bedeutet, wird benutzt, dafl 

K 9 

(36) J log (1 —2roo8 0>-|-r i )dp = O fiirf*^l, 

.. tv a __ == 31 log (*■*) 

at. Die Auswertung ergibt fiir (35) 

(35') ~ico M [r* (logr»-1)4- e *] = _| Q ,j( a; _ fi) s + ( y _ Vl )*] + const 

lnnerllall) dieeem Teil von y> enteprechenden 

QMohTnndigk^omponenten sind -a>,(y- m ) und[«*(»-&). Sie 

Bm ?ft z " 1 ^“fllaticnflgeaohwindigkeit dee Wirbelstranges, 
sick dieeer me ein atarS K8rper mit der S 

punkteliid?^!,^ T ?“ J 01 ? 11 ^ Kreimnittelpunkt gehende Sohwer- 
v . , M - a diese VerkSltnisse beim t)bergang zur Wirbellinie 

kSfriT wY; ^ ai ^ niAn VorsohriftzurBereoknungder Gesohwindig- 

"? 80 W ** WitbelpuLt wird von SL 
einfluBt SoTn^ h k • a ^ )er duroh sein eigenes be- 

emflnBt. Bonn* bib* 

1 _ 

d - £,)’ + (Tjju — rj t f + Ty Vo ^ 


,(37) 


I ■ r , , VT y 

,, A l ^ ^ ^ ^ 

2 JT r ^.„ ’(f M — (^ _ - 'flj' Vo (f«» *?#«)• 
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Bewegen sioh n Wirbelpunkte in der gesohilderten Weise in einer 
die gauze Ebene erfullenden FHissigkeit, bo daB y>o = 0, dann beh&lt der duroh 

(88) f* 2 Jj ~ 2 *7» £r> V* 2 Jy — 2 JtV* 

> tm 1 * _ J. i a= 1 » • 1 

definierte „Sohwerpunkt" (f", rj*) seine Lage bei. Der Beweis gesobieht 
duroh Bilden der zu (30) analogen Summon 


(39) 


r 


und 


S di/n T 

_ x it * 


die verBohwinden, da nach Einsetzen von 01. (37) jedem Gliede eiues mit 
entgegengesetztem Vorzeichen entsprioht. 

Aua den vorstehenden Gleiohungen ergibt sioh beispielaweise, daB 
zwei Wirbelpunkte, die in der unbegrenzten Ebene allein vorhanden sind, 
fl joh auf konzentrisohen Kreisen um den Schwerpunkt des Systems mit 

J + Jm 

der gleiohen konstanten Winkelgesohwindigkeit bewegen (a gegen- 


seitiger Abstand der Wirbelpunkte). 

Auoh hier kann man, fihnlioh wie am SohluB von 3, plausibel maohen, 
daB der zeitliche Ablauf einer Potentialstromung in einem von featen 
Wftnden eingesohlossenen Bereioh, die als einzige Singulant&ten n isolierte 
Wirbelpunkte enthalt, voliig beatimmt ist, wenn zur Zeit t = t 0 Lage und 
Wirbelmoment der Wirbelpunkte bekannt ist. Wir bereohnen mittels 
Gl. (33') die Stromiunktion y> = y> x + y> 0 und beetimmen aus ihr das 
Gesohwindigkeitsfeld auBerhalb der Wirbel und die Gesohwindigkeiten 
der Wirbelpunkte. Man kennt daher den Ort der Wirbelpunkte zur Zeit 
t^-\- dt und kann so weiterfahren. Die Wirbelmomente J r sind ja zeitlich 
konstant. 


6 . Die Kirmfinschen Wlrbelstraflen. Beobaohtungen zeigeu, dafi 
sioh hint er einem in einor Fliissigkoit bewegten Korper zwei Beihen von 
Wirbelpunkten ausbildon konnen. Diese Tatsaohe veranlaflte Th. v. K4r- 
m&n, solche „WirbelstraBen“ naher zu untersuchen und auf ihren 
Eigenaohaften cine Bereohnung des Widerstandes fttr unendho h breite zylin- 
drisohe Korper aufzubauen. 

Wir bedienen uns im folgenden, da es sioh um ein ebenes Problem 
han delt, wieder dor in § 1, 4 emgefiihrten komplexen Schreibweise. Zj 
und z a seien zwei Zahlen der komplexen z-Ebene mit entgegengeaetzt 
gleiohem Imaginartoil, und zwar sei 3z t = ^ h > 0. Wir ordnen nun in 
den unendlich viclen Punkten z x + ml isolierte Wirbelpunkte mit dem 
Wirbelmoment J > 0 und obenso in don Punkten z a nl solohe mit 
dem Moment — J an (m, n — 0, ± 1, db 2,...). 1 ist also der Abstand 

Hinai-Frank, IHfferantlalgleiehnngen. n 80 
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zweier benaohbarter Wirbel derselben Eeibe, der Abstand der beiden 
Beiben iat h. Der Ausdruok ftir das komplexe Potential eines einzelnen 
Wirbelpunktes und die von ihm herruhrende komplexe Gesobwindigkeit 
ist in § 1, 4, Gl. (21), (23) und (23') gegeben. Naoh der Vorschrift, die in 
Gl. (37) ftir die Berechnung der Geschwindigkeit der Wirbelpunkte gegeben 
wurde, erbalten wir fiir die komplexe Geaohwindigkeit des Punktea 


(40) 



1 _ 

~(z % + nl) 


]• 


Der Smnmationsbuolifltabe durohlauft jeweils die Werte 0, ± 1, ± 2, .. 
ein Strioh am 2 deutet an, daB m = 0 auszulassen. ist. Die erste der 
beiden Summon bedeutet die Einwirkung der Wirbelreibe -(- w l auf 
omen lhietr Punkte und ffillt a us Syinmetriegriinden fort. Zur Abkiirzung 
wird nooh eingeftihrt = f l. Mit Benutzung der Partiaibrucb- 

entwicklung ftLr den Cotangens 


(41) ctg 7t £ = —- -\- 

71 £ 

folgt daher aus Gl. (40) 


2 f ^ 1 _ 

51 m •* i f* — W* 


(42) 


*1 = 



C- 


Pttr jeden anderen Wirbelpunkt der oberen und ebenso jeden der unteren 
Beihe ergibt siob die gleiche komplexe Gesebwmdigkeit. Das ganze Wirbel- 
system vollfiibrt also eine Translation. Wir fordem nun, daB die Rioh.tu.ng 


Kg. 35 

_ 1 

y G )— 


z-Oene 


_ ... / 


4 * f 

■ _ f, _ 

zj“ rp-M — 

■ n 

i^o-i_fjj?) 1 

7 * 

XiJ 

r&jz & 


der Translation mit der Riohtung der Wirbelreihen ubereinstimint, daB 
also to* reell ist. Setzt man f = a ~f- Ph so findet man, daB alle Falle, in 
denen v> 1 reell ist, erfaflt warden duroh 

(^) «= 0 , (I) 

und 


(43"' 


* — ~ *s = i(i + P*)- 


(II) 



XI, §4 


StabilitftteunteiBuohung 


467 


Es ergibt sich fiir die kompleze Geschwindigkeit in den beiden Fallen 

(44') «, - (i) 

bzw. 

(44") (II) 

mit ft = h/l. Da J > 0 vorausgesetzt ist, iat auoh u > 0 , das System 
bowegt sich also in Eiohtung der positiven a>Achse. Im Fall I stehen 
sich die Wirbel der beiden Reihcn gegeniiber, im Fall II sind die Wirbel 
der einen Reihe nm £ l gegen die dor anderen verschobon (s. Fig. 35). 

7. Die Stabflit&t der WlrbelstraBen. Wir wenden uns nun dor Frage zu, 
ob diese Wirbelanordnungcn sioli bei kleinen Storungen stabil verhalten, 
und betraohten zuniichst den Fall I. Dabei wire! z x = £ hi und z % = — \hi 
gesetzt. Der wi-te Wirbelpunkt der oberen Reihe habe zur Zeit t die Ver- 
riiokung (f ffl , tj m ) aus seiner ungestorten Logo, der ?*-te Wirbelpunkt der 
untcren Reihe die Vemickung so dali in der gestbrtcii Beweginig 

die Koordinaten dor Wirbelpunkte 

ml + n x t + l/i+ ?/ m in der oberen Roiho, 

nl + v>l H- £», — i A + tin in dor untoron Reihe 
sind. Nach don Gl. (37) ergibt sich fiir die Gesohwindigkeit dos Wirbeb 
»/ = 0 in der oberen Reihe zur Zeit t 


, fo ___ L*?' (i A + Vo) ” (i A + rj m ) _ 

1 dt “ 2n m [f # - (ml+tJJT + t(l A+r /0 ) - (* h+rj m )? 

+ f 1 ft—(»*+«)]*+[(**+»/ 0 ) — ( — **+»/;)]■' 

d Vu _ j/_ ^ 4* ft«)__ 

dt ~~ 2n n [^o~— («* + * J] 2 + M A + Vo) - <* * + rf 

J sn <?o — ( w l 4 £w) _ 

5^ f 1 ff. - (»* 4 fl ,)] 8 H [(J a + Vo) - (- i A + v«)] a 


und zwei weitere Gleichungen fiir die Geschwindigkeit dew Wirbola n = 0 
in der untcren Reihe zur Zeit t, die man am einfachsten erhalten kann, 
indem man in Gl. (45) und (46) die Vorzeiohen von J und h andert und in- 
dem man f m> /y m , m (lurch £', t , v«, n ornetzt, und umgekehrt. Wir entwiokeln 
nun die Briichc nach Potenzen von ( m , ?/„, £' n , ?/ n und vomachliissigen 
dabei die zweiten und hdheron Potenzen, wio es in dcr Methode der kleinen 
Storungen iiblich ist. Aus den vicr entstehenden Gleichungen hebt sich 


u t horaus, da 
(47) 


S Jl 71 71 A 2 7t 

, = T ItB T = 7”' 


80* 
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ist. SoUiefilioh. maohen to den Ansatz 

,, a , jf m = 9Kf^), ,„-*(,*•*), 

I & = SR (f d nq> ), — SR (i e in v) 

mit 0 < <p < 2». Dabeisind £ (t), rj (t), £' (t), rf (t ). 

Werden ztrt Vereinfaoh.vmg der Snmmationen auoh die Imagin&rteile der 
Ausdriioke (48) mitgefiihrt, bo entsteht sohliefilich daa folgende System 
von vier lineaien Differentialgleicbungen 

2wP i$ _ -^-Df-(?»/, 


(49) 


J it 
2jrl* irj 

~rit 


= -AS 


-CC+Bt}', 


T~ijT “ ~ Be + ° v +Av '’ 


Hierbei ist zur Abk&rzung gesetzt 


(60) 


yl- e , «? 

^ m* 


n 1 -(3 s 1 


71 


?(»* + £)* “ 2 9,(271 Gin'fin’ 


_ _ ^ _ .r«9»Cof/3(»—y) ji*SirtjS^'| 

n (»’+/)’)* “ * L Stn/J n 'Sin*(3 re J ’ 

_ _ (» a — (5*)_ ?i*(Eof/?gj sygtnff (?t — y) 

• («“ + 0*) ! ~ Sin*/?7i Sin(S tt 


Die Diakusoon des Systems (49) wird erleiohtert duroh Emfiihnuag der 
Variablen 

(51) i + f' = cr, £ — £' = r, rj + jj' = r', ?/ — »/' = <*'• 

Es zeigt aioli, dafl o and d der Differentialgleicbung 


B ‘l? +2BI) 5T 




(62) D*^- + 2BD^-(4*-B*-C!*)a = 0 
gentlgen und x and d der Differmtialgleiohong 

( 63 ) 

Dabei ist 2 nP/J == D gesetzt warden. Der Ansatz a = d* liefert fttr A 
die quadratisolie Grldobnng 

(64) D*A* + 2 BDA — (A* — 5* — C®) = 0 
oder 

(66) DA = -5±VA*-0*. 
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Mit dem gleiohen Ansatz r = liefert die 01. (63) 

( 66 ) DX = 

Fliz die Stabilitatauntersuchung zeigen die Funktionen a, &, x, t' daaselbe 
Verhalten wie f, S', rj, rf. Damit die Anordnung bei beliebigen Anfangs- 
storungen etabil ist, ist notwendig mid hinreiohend, daJ3 alle X negativen 
Realteil haben (vgl. hierzu die Ausflihrungen im III. Kap.). Nun ist B 
rein imaginar; wenn A 8 — C 3 < 0 bei beliebigem <p ist, ist die Anordnung 
wenigsteus nioht labil. Diese Bedingung ist aber niobt erftlllt; denn es 
ist ftlr <p = n 

(67) A*-C i = (A + C)(A-C) = i^Sg 8 (IP*) • i^Ctg 8 (1 pn) > 0. 
Die Wirbelanordnung I ist also labil. 

In analoger Weise wird die Stabilit&t der Anordnung II untersuoht. 
Wir setzen jetzt z l = \ hi und z 2 = —■ JI — 4 At. In der gestorten Be- 
wegung sind die Koordinaten der Wirbelpunkte zur Zeit t 

ml + «„< + S m > i A + r\ n in der oberen Reibe, 

(« — |) l + u a t + S' n , — i A + v\' n in der unteren Reibe. 

Es ergibt siob das gleiobe System (49) von Diiferentialgleiohungen, nur 
hat man fiir A, B, C die folgenden Werte zu setzen: 


( 68 ) 


A _ ^ 1 — e ,n<p v (n-j) 8 -^ 

f* » C(n- *)*^]* 


= ~- 9 >( 2 w- q>) — 


<£o ]*py 


B = 2 


(2n-l)j3e < (" - ^’’ 

[(n-tf + FV 

. I 71 q> Silt/? (ft — <p) 7E*Sitt/?93| 

_ *[ wfr h do?pa r 


(«—4)v 


r ^[(n-W-FU 

V* [(»- W+fiFf 

__ jr* Cof p <p nq> Cof p (n — tp) 

~ CoP/jjr Cof/9ji 

Bei der Summation der Ausdrticke (60) und ( 68 ) sind die Fourierentwiok- 
lungen 


(69) 

und 


Cof P(n — <p) _ 1 _ 1 1 2 p cos <p 2 ftoos 2 <p 

71 L * 


Stn pn 


p + V + F^ 2 * + p* 


+ 


, afn <oinp{7t-ip) _ 2 \pconl<p , ./JcosJv , 1 

[ } Co \pn ' ~7i L(i ) 8 + F + W + F + ‘"j 
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' to m 7£^, 7.®- (t8) **'■ M11 *** — d* aXqMtogdn (50) 

Sir ffaUIhem.t, mdem man » dumb »-* ersetet. 

F ^ ^eder notwendig, dafi 

0 = 0 to J _*! ^ 9 L < i i * * Nun ** * b « «• den ffl. (68), daB 

^ —LTLZ . '-^^tpoaitiyausfSUt.muBauii =0 

^ 9 ® « s«mi d. h. ea nmJB sein 

(61) (Eof* fin =2 , /isr — 0,8814, ft = A = 0,2806. 

0 < ®^< 2^t V ° n ^ i at A‘ —,0 s iiberaU negativ to 

jeden anderek A‘~ ver8obw “ det - "* 

ZJrn L P S 77 ?*H » 1TMSS wTS 

rein irm^s, x>i« & < °, 18t ’ amd dle *-Werte dann stets 

Stbrungen klrngen weder auf Null ab, noch vergroflern 

“^^7^7"f "7■“-*«a B-wb7 - *. 

DoDDelwJS kT *® ^uadratiBohen Gleichungen (62), (63) eine 

daher auf G1 f4<» min i° t? 6 "* T 16 ^ eaonderte Unterauohung. Wir gehen 

f. <7. t. i dLLn Itokto “ 


( 62 ) 


= 0 . 5 s <0 


*5 V ~ ebe ? geschilderte 

2 dlhtoiSr ^g-eineTe 

UnterTOobm^ 0 l^t ra sicb JderStfln, - eS ' w Auf Gnmd der v orangehenden 

h Um J m& FormeI entwickeln, die to einen 

®-y-Ebene) den B ” J ? te ?“ Riobtrai g senlaeobt zur 

Beobaohtung leioht zmr&naK h™ ^ an 8 enembeit Funktion zweier der 
t\ v ~ uganghober Parameter auazudriioken gestattet. 

m ^L 7fg.7 y.* 11 "* ** igWt £7 a Bfcht^g der 

in Rohe ist tmi sioh i'-t* ? 1,I ® flvo 5»daJJvordeiiiK8rperdieWfi0dgkeit 
_ QPeWaMtto hhrnt.rilupf.mnmdeetingentgendwaiterEntfeBMng) 

S.M7H»«; ?f 1 W-. (MME-pM- EL) IMS. 

-a-armanundH. Bubaoh, Phye.Zeitaohr. 18 (1912), a49-69, 
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die niohtlabile WirbelstraBe (mit /? = h/l = 0,2806) ansbildet, die naoh 
Gl. (44") selbst mit der Gesobwindigkeit 

( 68 ) « — ~ O. 3586 '^ 

ebenfalls in Riebtung der positiven x-Aobse fortsohreitet. Es wird U > u 
vorausgesetzt. Fltr die folgenden Betraohtungen legen wir ein x-y-Ko- 
ordinatensystem zugrunde, das sioh mit den WirbelstraBen mit der Ge- 
sobwindigkeit u mitbewegt. Die Wirbelpunkte ruhen also in diesem System, 
der Korper hat in ihm die Gesobwindigkeit U — u und vor dem Korper 
herrsoht eine Tran Rlationsstromung mit der Geschwindigkeit — u. Ab- 
weiohend von den friiheren Festsetzungen w&hlen wir jetzt 


(64) 


I — i Z + i At = z 0 , 
i H — ~ i 1 ~ i h* — ~ z o- 


Das komplexe Potential der Stromung werde in der Form 


( 68 ) 


W (z) = — uz + Wx (z) 


angesetzt. Yon W t ist naoh den gemaohten Voraussetzungen nur bekannt, 
daB es in geniigend groBer Entfemimg vor dem Korper veraohwindet 
nnH in geniigend groBer Entfernung hinter dem Korper gleioh W*, dem 
komplexen Potential der WirbelstraBe ist, das nach Gl. (21) und (23') 
des § 1 duroh 

(66) W* = S [log (z -z 0 -nl) - log(z + z 0 - nl)] 

An 1 n « — « 


oder 

(67) 


W* = 


17 (* — z 0 — n Z) 


\ni + 


II (z + t t -nl) 


J . 

" 27Ti log 


sin 


am 


n(*- z a) 

_ l__ 

3Z(Z + *o) 

l 


gegeben ist, wenn wir zur Umformung die Produktzerlegung des Sinus 
benutzen. Aus Gl. (67) folgt 


( 68 ) 


dz 


iJ 

l 


Bin 


2 nz a 


cos- 


2 n z 


cos 


2 jzZo 


Wir wenden nun den Impulssatz auf einen reohteokigen, den Korper ent- 
haltenden Flussigkeitsbereioh an, der begrenzt ist duroh zwei Parallelen 
y = ± zur &-Achse und zwei Parallelen zur y-Aohse x = £, x = 
die in geniigend groBer Entfernung hinter bzw. vor dem Korper gezogen 
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Bind 1 ). Der Bond dee Bereiohes soil keinen Wirbelpunkt treffen; im Innem 
soli sioh eine gerade AubAI von Wirbelpunkten befinden. Innerhalb 
des Zeitraumea 



in dam der Korper um die Streoke 2 vorgertiokt iat, soli sioh ihre Anzahl 
jeweils um zwei vermehrt haben. In den Formeln wird Bohliefllioh der 
Qxenzlibergang rj -*■ ao ausgefiihrt werden. 

Naoh X, § 1,12, (41) und XI, § 1,6, (33) lautet der Impulssateftireine 
zweidimensionale Stromung, wenn keine Sufleren VolumenkrSfte wirken, 



Hierbei bezeiobnet die Kontur des Korpers, Q t den SuJJeren Rand des 
Bereiohes (vgl. Kg. 26 in § 1). Die Kiissigkeit sei ideal, wir setaen also 
p v — — pv, wobei v die ftufiere Normals des von Kiissigkeit erftillten 
Bereiohes ist. Zui AbkBrzung sohreiben wir in t)bereinfltiTmming mil* 
der in § 1, Gl. (34) und (36) eingefiihrten Bezeiohnung 


(71) — P B i + P,i = — dl — 

£ 

Naoh Gl. (40) des § 1 gilt d<mn die Darstellung 






Dabei ist zu beaohten, dad ip nioht der Widerstand ist, da der Vorgang 
nioht stationfix ist. Wir definieren hier als Widerstand den iiber eine 
Periods T genommenen zeitliohen Mittelwert 


tt + r 

( 7S ) = — h f &’9ydl.dt. 

k i. 

Zur Bereohnung von P setzen wir in Gl. (72) 


(74) 


dW 

iz 


-« + 


dTP, 

dz 


1 ) (> S'i V h&ben hier natftrlioh andere Bedeutnng als in 7« 
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ein. Yon den naoh Ausmultiplizieren der Klammer entstehenden drei 
Integralen versohwindet das erste, da u konstant ist, und ebenso das zweite, 
da naob § 1, Gl. (19") der Bealteil von 




die Gesamtzirkulation nm alle im Bereiob befindliohen Wirbelpunkte 
ergibt, die naoh Voraussetzung Null ist. Der Imaginarteil, der die Gesamt- 
ergiebigkeit oiler vorhandenen Qnellpunkte ergibt, versch'windet ebenfalls, 
da keine Qnellen vorbanden sind. In Gl. (72) kann also W durob W 1 
ersetzt werden. Die Integrale longs der auf den Geraden y — ±»/ ge- 
legenen Strecken geben gegen Null, wenn rj oo gebt. Ebenso versch'windet 
das Integral lftngs der auf der Geraden x — £' gelegenen Streoke, da dort 
Wt SB 0 ist. Es blcibt also nux 


] (TP 


zu bereohnen. Hierzu benutzen wir die Identit&t 


/d W*\* _ J* d 
\ dz ) ~ 2nl dz 


TS +2 “- 


und erhalten sohliefllioh fiir den Ausdruok (72) 

,- Q . J* , Juk 1 . j 

(78) 

Nunmehr wird von Gl. (70), wio in Gl. (73) angegeben, der zeitliobe Mittel- 
wert gebildet. Piix das erste Glied links ergibt siob dabei, abgeseben vom 
Paktor 1/T, 

(79, "j 
<0 

Naoh Ablauf der Zeit T ist innerhalb des Bereiohes wieder derselbe Zu- 
stand erreioht, abgesehen davon, daB das Gebiet vot dem Korper um 
einen Strcifen der Lange l und der Breite 2 rj verkleinert, das Wirbel- 
gebiet hinter dem Korper um einen solohen Streifen vergroBert ist. Daher 
ist die Different der beiden Flaohenintegrale in Gl. (79) gleich dem Impuls 
in einem solohen Rechteok, dessen Stromung das komplexe Potential 
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— u* + TP* hat, vannindert um den Impute in einem gleiohen Rechteok, 
deaaen Sfcriimnng daa komplexe Potential — uz hat. Mit TP* = (p + *¥ 
folgt for daa Integral (79) ffir r\ -*■ 00 

(80) taJ,J f[(-« + 5*)' + 5f!]*•<» 

0 -n 

l + rj \ 

— /uj J (— u\)dxd y = [a Jhi + if*Jl\> 

0 — 7 ] J 

Setzen wir sohliefllioh die bereohneten Ausdriioke (78) und (80) in Ql. (70) 
ein, ersetzen T naoh Gl. (69) duxch l: (U — u\ dann folgt fiir die cc-Kom- 
ponente von tp*, d. h. fiir den Widerstand in der Bewegungsriohtung, 
naoh leichter Zusammenziehung der Glieder 

(81) «- -^(p-a.)*-^. 

Eliminieren wir hieraus nooh J mittela Gl. (63) und setzen hfl = 0,2805, 
dann folgt ala Wlderstandsformel y 

(82) P* = - M IU* [o,79B5 - 0,3138(-gr)*]• 

Diese Gleiohung liefert die GroJJe des Widerstandes, sobald das Ver- 
hftltnifl u: U und die Entfemung l aus Messungen bekannt sind. 

Der tJbergang zu einem gleiohformig bewegten Koordinatensystem, 
der auob als Uberlagerung einer Translationsstromung gedeutet werden 
kann, Sndert am Resultat niohte, da nach § 1, 6 ein Korper in einer 
unendlichen Potentialstromung keinen Widerstand in seiner Bewegungs- 
riohtung erfihrt. 

Yersuohe haben die Gl. (82) gut best&tigt 1 ). Sie ist nabe verwandt 
mit der in § 2, 4 gebracbten Widerstandstbeorie, die ein Totwassergebiet 
binter dem bewegten Korper annimmt. Die Grenze des Totwassergebiets, 
die fiir die Gesobwindigkeit eine Unstetigkeitsflacbe ist, kann namlioh 
auob als Wirbelfl&che, d. b. mit WirbeDinien bedeokte Flaohe, auf- 
gefafit werden. Die Instabilitfit einer solohen Flache hat zur Folge, dafl 
sie in andere Wirbelgebilde, wie z. B. die bier benutzten Wirbelstrafien, 
zerfallen kann. 


x ) Siehe FoBnote S. 470. 
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Zwolftea Kapitel 

Zahe Flussigkeiten 

§ 1. Grundprobleme dor Bewegung zfiher Flfisslgkeiten 

I. Die Bewegungsgleichungen und die Energieglelcbung. Die Be- 
wegungagleichungen ftir eine zahe Fliiasigkeit sind unter der Yoraus- 
setzung der InkompreBaibilitat (div o = 0) bereits in Kap. X, § 1, (29) 
und (29') abgeleitet worden. Wir erhielten dorfc 

(1) ft = x — gradp + v A n. 

Der Druok p iat dabei ala daa arithmetiaohe Mittel der drei in der Haupt- 
diagonale der Spannungadyade II atehenden Komponenten definiert 
worden. v iat der Koeffizient dor inneren Reibung. Eine manohmal 
verwendete Umformung iat 

(2) — nxroto = x* — 

[vgl. dazu die Gl. (29'), (23) und (22') in X, § 1]. In ihr iat liberdies statt 
v die Zahigkeitazahl Z = v/fi eingefiihrt worden (vgl. die Zahlentafel 
Kap. X, § 1, 8). 

Sind die iiuBeren Krafte konaervativ, gilt alao «* = — grad U, iat 
femer die Stromung stationer und wirbelirei, dann folgt ana Gl. (2) 

(3) U + £ + I o s = const. 

fi l 

Diese Summe hat ako dann im ganzen von der Fliiasigkeit erfiillten Gebiet 
einen konatanten Wort. Da im Ealle der Wirbelfreiheit die Z&higkeits- 
zahl Z aua den Differentialgleiohungen herausfallt, erhalten wir unter 
den gemachten Vorauasetzungen dio Bornoulliaohe Gleiohung in 
derselben Gestalt wie in Kap. X, § 1, 11. 

Der Druok p und die Krafte x* lessen aioh, wenn ein Kraftepotential 
exiatiert, gleiohzeitig aus Gl. (1) eliminieren, wenn man beideraeits die 
Rotation bildet. Nach Einfiihrimg des Wirbelvektora cu = i lotu er¬ 
halten wir dann 

(4) ^ + (b V)«S = (a>V)v+ZAai 

0 t 

[vgl. die Ableitung der entapreohenden Gleiohung fiir ideale Fliissigkeiten 
in Kap. XI, §4, 2, (5)]. 


grad (~ + ^ — 'Z rot rot u 
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Die BewegungsgleioliTiiigen (1) oder (2) enthalten zweite Ableitungen 
der Geschwmcbgke^takomponeiiten, w&hrend in den entspreohenden 
Gleiohungen filr die ideals Fltissigkeit nur erste Ableitungen vorkamen. 
Be ist daher k zu erwarten, dafl man auch mehr Randbedingungen stellen 
znuS, um eindeutdg beatdmmte Losungen zu erhalten. N&heres liber die 
Randbedingungen ist bereits in Kap. X, § 1, 9 gesagt worden. Ea sei 
daran ei innert , dafl bei z&hen Fliissigkeiten x> = 0, nicht nur v n = 0 
an fasten Wfinden in tJbereinfltunmung mit den experimentellen Er- 
gebnissen zu fordem ist. Die ver&nderten Randbedingungen sind auch. 
der Grand daflir, dafl eine ans der Theorie der*z&hen Fltisfligkeiten folgende 
Lflsung keineswegs als eine „bessere AnnSierung" gegeniiber der Theorie 
der idealen Bltissigkeiten angesehen werden darf, obwohl der Grenz- 
ttbergang v -*■ 0 die Differentialgleiohungen der z&hen Eltkssigkeit in die 
der idealen iiberftihrt. Viehnehx wird man bei nooh so kleinem v — jedon- 
f alls in der Nfihe des Randes — einen ganzlich andersartigen Strflmungs- 
verlauf erhalten. 

Zur Ableitung der Energiegleichunc gehen wir am einfaohsten von 
Kap-X, §l f 5, (17) 6 

le > ,&-*+dW7 

aus, multiplizieren sie beiderseits mit o und integrieren iiber ein gewissea 
Volumen P, dessen Oberflaohe 0 die auflere Normals u besitze. Xjakfl 
steht d arvn die zeitliohe Abloitung der kinetischen Energie dec Flilsfligkerb 
[vgl. GI. (33) des Kap. X, § 1], Zur Umformung der reohten Seite ist zu 
beaohten, dafl flir eine syimnetrisohe Dyade 77 gilt, 

( 6 ) u div 77 = div (77u) - 77 def o, 

was leioht zu bestatigen ist. [Zur Definition des Produktes zweier 

Dyaden vgl, 1. Bd, II, §4, 4, (36).] Der Gauflsohe Satz ergibt 

(7) J div (J7v) d V = J (77o) n d 0 = J (77n) v d 0 = J dO. 

Dabu ist benatzt wordea, dafl fiii jede symmetrisohe Dyade (/7 a) 6 — (77b) o 

ft ®> (25)]. Die Dyade 77 hat aaa naob Kap. X, 

§ 1, GI. (26) ffir eine zSbe Fliissigkeit die Gestalt 

n= —‘pE + n 1 mit 77' = 2 v def a, 

w<Aei E die Einheitsdyade und IJ' auoh symmetriaoh ist. Pttr die ao 
defuuerte Dyade II gilt 

( 9 ) 77 def » = — p diva + 17' def o, 
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was sioh wegen div o = 0 waiter vereinfacht. Wir nehmen an, daB ein 
Kriftepotential existiert, setzen S = — grad U 1 ) und erhalten naoh dem 
GauBsohen Satz 

| jiivdV = — jo grad V dV — j U div 0 dV, 

<10 l - -1 div (Ut) dV = - f UvndO. 

In der ersten Zeile von Gl. (10) 1st rechts das Glied mit U divo im Inte- 
granden hinzugefiigt worden, das versohwindet. Sohliefllioh erhalten wir 

(11) • "if = ](P„-17n)odO-2F 
mit 

(12) 2 F = J 77' def odF = 2 v J def 0 . def 0 dV. 

Das Glied 2F ist stets positiv, da die DiBsipationsfunktion 

(13) 0 = def 0 . def 0 

ala Bkalares Frodukt des Delormators in sioh selbst stets positiv ist. Daher 
bedeutet das negative DisBipationsintegral —2 F in Gl. (11) einen 
Energieverlust pro Zeiteinheit. Die verlorengehende Energie wird in 
eine nioht-meohanisohe Energiefonn, z. B. in W&rme, umgesetzt. Das 
erste Glied rechts in Gl. (11) gibt die Leistung der an der OberfUohe 
wirkenden Erafte. Ein Glied, das die Dilatationsleistnng angibt [vgl. 
Gl. (35) in Kap. X, § 1], fehlt hier, da div 0 = 0 voransgesetzt ist. FQr 
die Dissipationsfunktion kann im Fall divo = 0auoh gesohrieben warden 

(14) 0 = div f(o V) 0 ] + 4 (roto)'; 
daher ergibt sich mit Anwendung dos Gaufisohen Satzes 

(15) 2F = vJ(roto)*dF + 2vJ[(o V)»]ndO. 

Das letzte Glied rechts in Gl. (15) versohwindet, falls an der Oberflaohe, 
die als zoitlich unveranderlich vorausgesetzt ist, der Beschleunigungsvektor 
keine Komponentc in Biohtung der Oberflaohennormalen hat und die 
Bewegung stationar ist. Dann ist namlioh 

(16) 0 = = [^+(oV)o]n = [(oV)o]n. 

■Setzen wir voraus, dafl d = 0 aul 0 gilt, was z. B. der Pall ist, wenn 
die Stromung allscits von featen Wanden umgeben ist, und daB sie im 

x ) Man bo&okte, daB abwoiohend hiervon oben in Gl. (3) eowie in X, § 1, 6, (23) 
x = — fi grad U gesetzt wurde. 
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Innem liberaU wirbelfrei iat, dann folgt 2F 0. Kino solche Stromunu 
ist aber nicht raoglicli, da 2 F naoh 01. (12) und (13) dann und nur dann 
verschwmdet, wonn def o = 0 ist, die FltiHHigkoit well also uacdi Kap. X, 
§1, Gl. (12) wie ein starrer Korpor bewegt, was dor VoruiiKHotzung D ■ 
auf 0 widersprioht. Daher nrnfl bei cinor flolehen Htnimung mindestri^ 
einer der Anteile, in die 2 F in Gl. (IB) zerlegt ist, von Null verwhiedeii 
sein. Findet also inabesondere keine Dissipation von Knorgie an der Ober- 
flache statt, dann kann die Stromung nichL wirbelfrei wain. 


2. Laminare Strflmung. Poiseulllesches Gesetz* Wir wtiehen zu- 
nachstfloleheLosungender Gl. (1), (lit 1 einer stationiiren Streaming zwisehen 
zylindrischen Wtinden entspreehen. Die Uirhlung der Kr/.eugendeL 
walilen wir als a?-Richtung; die //- und die c-Riehtung vorlaufen senkreeb? 
dazu. Vorauflgeaetzt wird ferner, daB die Bowegung laminar soi, cl. li. dal! 
alle Stromlinien einer feston Kiehtmig, lner der .r-Aohse, fmrullel soien. 
Der Name riihrt daher, daB nmn sieh die Klussigkeit in Nohiehten (laininu*.. 
gleicher Geschwiiidigkoit zerlegt, drnken knnn. Die Diehtung verfikai 
naeh oben (entgegengesetzt der Riehtung der Kehwerkmft) bezeiehmn 
wir als positive A-Richtung, die j-Riehtung mag mil ihr einen lu»liehijj*J: 
Winkel oinsehlieBon. Wir liaben r u r 0, stntt selireihoil wir der 
Kmfiiolihoit lull her v. Aus der Knntimiitutsgloieliung div u 0 foil!? 
dann dvfdjr --- 0 und naeh Gl. (1) des Kap. X, 4j 1, <JnM tIv/tit. 0 i*t. 
Die Differentialgloiclumg (l), die wir bier in der Korin 

d i) 

(17) fi-jj = — grad (/* <j A -| /,) -| i*. I o 


benutzen, wird flonnt linour ill dor zw hoHt.imniondoii Ktmktiou v (j/, w,i-* 

ihre mathcmatiHclio Bohandlung orlioblioli vorouifnohl. I)nl>oi ial A di»* 
vertikal aufwarts ger(*chno,to Ilolio oinon I’imktoH und 


( 18 ) 


dA 
d x 


008 (A , x), 


dA 

Oy 


■ N» (A, »/), 


dA 

i,is 


OOH (A, ?) 


uind. die Ivompononton don KmhoitwvoktorH dor posil.iv«*n A- Itiohltuiii. 
Aim (41. (17) folgt fiir di« x-Kompononfo 


(19) 
wobei 

( 20 ) 


d 

d x 


(fifjh + p) 


v I r, 


A 0* v d v v 
^ #? 
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ist. Die y- und die z-Komponente von Gl. (17) beBagen, dad der Ausdruck 
Ugh + p von y und von z unabhangig, also eine Funktion von x allein ist. 
Beacbtet man, <laB die linke Seite der Gl. (19) eine Funktion von x allArn 
ist, die rechte nur von y und z abhangt, so folgt, dad beide Seiten flinar 
Konstanten gloich sein miissen, die wir mit — fig I bezeiohnen. Die Kon- 
stante I, das ,,00(0110“, kann bestinunt werden, wenn fur eine Stromlinie 
an zwei vorschiodenen Stellen vom Abstand x t — x 1 = l die Ortsbdben 
Aj und A a und die Drueke p 1 und p t bekannt sind. Wir erhalten aus 
Gl. (19), indom wir die linke Seite gleioh —pigI setzen, 


(21) [<<1 (/' 3 - K) + Pa - Ti + M u = 0 
oder 

Setzen wir die rechte Seite von (19) gleich — fig I, so entsteht naoh 
Einfiihrung der Zahigkeitszalil Z = v/fi 

(22) Z,Av -f gl = 0 , Av =— ^ = const. 

Z 


Diesc Differentialgleichung fur die Funktion v (y, z) mit der Randbedingung 
v = 0 ist fur vielo Kohrquerschnitte (Kreis, Kreisring, Ellipse, Rechteok, 
Dreieck usw.) bchandelt worden. 

AIh craten Spezialfall hetrachten wir die laminare Stromung duroh 
ein Kreisrohr vom Radius a, die Gesohwindigkeit v hange nur von 
Vy 2 + z 2 = r ab. Dann ist nach 1. Bd., II, § 3, 4, (43) 


(23) 



Aus Gl. (22) und (23) folgt nacli zweimaliger Integration 


(24) 4 Zv = gl (a 2 — r 2 ). 

Die beiden Iiitegrationskoiistunten Hind dabei aus den Bedingungen 
bestimmt worden, daB v endlich bl^ibcn muB fiir r — 0 und daB v = 0 
an der Rohrwand r = a ist. Die groBte Gesohwindigkeit herrsoht in der 
Achse dcs Rohros (r = 0). Da u quadratisoh von r abhangt, nennt man 
das ,,GeHohwindigkeitBprofir‘ v (r) parabolisch. Das duroh einen 
Qucrsohnitt in dcr Zeitcinhcit hindurohflicBende Volumen ist 


Q 



ll 

4 Z 


(a* — t*)r dr 


ngl a 1 
~8Z~ 


(25) 
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Dies© Pormel wurde von Poisenille 1847 gefunden. Piir die duroh 
no'o — Q defmierte mittlere Gesohwindigkeit ergibt sioh o = 1 
and waiter 


(28) 


I = 


82c 
go 1 


Gl. (26) gibt den Gefallsaufwand I, der notwendig ist, eine l amina r© 
StrOmnng einer Mtisaigkeit mit dor Z&higkeitszahl 2 und der mittleren 
Gesohwindigkeit o dutch ein Kreisrohr vom Radius a aufreohtzuerhalten. 
Tiber die Ghltigkeitsgrenzen der Gl. (25) und (26) vgl. 8. 

Als zweitea Beispiel untersuohen wir die Goschwindigkeitsverteilung 
in der Stromung zwisohen zwei parallelen, beliebig gegen die Vertikal- 
riohtung geneigten ebenen Platten mit dem gegenseitigen Abstand A. 
Die ®-Aobse habe die Riohtung der Pallinien auf den Ebenen, die z-Aohse 
verlaufe horizontal, die y-Aohse sei senkrecht zu beiden. Die Gesohwindig¬ 
keit v soil nur von y, aber nioht von z abhangen. Die Gl. (22) lautet jetzt 


(27) 


gl 

Ay* % 


Die gesuohte Losung, die die Randbedingungen « = 0 flir y — ± i d 


befriedigt, ist 

(28) t. = |i((P-4y*). 


Auoh hier ist das Gesohwindigkeitsprofil v (y) parabolisoh. Den griifiten 
Wert erreioht v in der Mitte zwisohen den Platten, d. h. flit y = 0. 

Dae dutch einen Quersohnitt von der GroJle d . 1 in der Zeiteinheit 
flieBende Volumen ist 

+ f x 

(29) Q = J juiydz-^-d’. 

0 

% 

Fill die duroh d . 1. o = Q definierte mittlere Gesohwindigkeit c gilt 

Eine praktisoh wiohtige Schiohtenstromung ist auch die zwisohen 
zwei parallelen ebenen Platten, von denen die eine ruht und die andere 
sioh mit gleiohformiger Gesohwindigkeit in ihrer eigenen Ebene bewegt. 
Die ruhende Platte befinde sioh in der z-z-Ebene, die bewegte in der 
Ebene y = d und habe die Gesohwindigkeit U in Riohtung der positiven 
a^Aohse. Die Gesohwindigkeit der Fltissigkeit ist als Funktion von y 
allein anzusetzen. Setzen wir nooh voraus, daB 7 = 0 ist, dann folgt aus 
Gl. (22) oder (27), dafi wir die Gleiohung d?v/dy % = 0 unter den Rand- 
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bedingungen v = 0 filx y = 0 und v = £7ftiry = izu integrieren haben. 

y 

Es ergibt sich ala Losung v = ^ 17, also eine lineare Geschwindigkeits- 

verteilung. Dieser Fall, der zuerst von Couette experimented unterauoht 
wurde, und ebenso der ihm verwandte folgende sind von Bedeutung fiir 
die Theorie der Schmiermittelreibung. 

Von zwei koaxialen Kreiszylindem rube der innere vom Radius a, 
der fluflere vom Radius 6 > a drehe siob mit der Winkelgesobwindigkeit co. 
Welobe Gesohwindigkeitsverteilung bildet sioh zwischen den Zylindem 
aus, wenn wir annehmen, daB die Bewegung stationer und laminar ist? 
Wir fiibren in Gl. (17) Zylinderkoordinaten ein und neb men an, daB die 
<p- und die z-Komponente des Gradienten auf der reohten Seite versohwindet. 
Die Ausdriioke fiir (a V) n, Art und def n in Zylinderkoordinaten lauten: 


(30) 


(SI) 


m v)' 




. ( dv 9 1 dv 9 1 , 

+ Y r dr + f a *d<p + r a,fVr + a * dzj" r 
. / dv, 1 dv t dv t \ 

+ (°^ + f^ + a *ar) l “ 

1 „ _ <V , 1 d*_ V, 2 dv, PVA. 

I'3f‘ + r3f r* ^ r 1 3 q>* r^dip^dz^r 

. (<?V<r , 1 , 1 d'Vp , 2 . 9v r , &3\l 

^Kd^^rdr i* f* d<p* ^r* 3 <p dz*H 

I f^v, , 19v, , _1 &Vj d 1 v, \ 

^[di^ ^r dr ' r* dy' " l ‘ dz 1 )'" 


—* M« 




(32) def o 


dr ’ 2L dArTr d<p\' 2\_dz^ dr.] 

l(" jd_ /vg\_i_ ? ldv v i Vr l|»2ra.l£l*l 

2L dr'r/'rdy r rd<p^~r' 2[.dz^rd<p\ 

ITI 9wj 1 IfH , 9t>, 1 dv, 

. 2 L 9z dr I’ 2 \.dz + r d<pV dz 


Im vorliegenden Fall ist vorausgcsetzt, daB v T = 0 und v, = 0 ist 
und daB samtliche partiellon Ableitungen nach t und z verachwinden. 
Aus der auf Zylinderkoordinaten transformierten Kontinuitatagleichung 


( 33 ) 


divo 


dv r . Vr . 1 9v® , 9v, = o 

3*r'r r d<p dz 


line.- frank, Differontlalglelohungen. II 


81 
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[vgl. 1. Bd., II, § 3,4, (43)] folgt, daB wofilr wir der Einfaohlieit halber v 
sokceiben, Funktion von. t allein iat. Die <p-Komponente der GL (17) liefert 


(34) 


, 1 dv 1 
dt* + rdr i* V 


0. 


Diese linear© Differentialgleichung ftir v (r) t ist zu integrieren unter den 
Randbedingungen 

t; = 0 fiir r = a, i; = 6a> fiir r = &. 


Die Losung ist 
(34') 


v 


b* r*~a % 

(O — • r=-i- 

f 6* — or 


Von den Tangentialspannungen ist allein 

m *, = ”£( 7 ) 

von Nu 1 ! versohieden, wie ana GL (32) in Verbindung nut Gl. (28') in 
Kap. X, § 1 folgt. Daa Moment, das wirken muB, um die Drehung des 
frifieren Zylmdeis zn bewirken, ist (pro Langeneinheit des Zylinders) 

o*6* 

(36) M = 23r6*p ff | r » t = in vco^ --*• 


Die r-Komponente der Gl. (17) ist gem&B Gl. ‘(30) und (31) 

(37) -fJLj = -g-frgk + p) 

und liefert daun die Druokverteilung. dh/dr ist Null, wenn die Zylinder- 
aohsen vertikal stehen, h&ngt andernfalls von <p ab. 


3. Turbulent© Strtfmung. ReynoIdssches Gesetz. Experimentelle 
Untersuohungen haben bei engen Rohren von 0,007 bis 0,7 mm Duroh- 
messer und geniigend kleinen Stromungsgeschwindigkeiten die Poiseuille- 
sohe Formel (26) oder (26) gut bestatigt. Bei weiteren Rohren und groBeren 
Gesohwindigkeiten ergeben sioh aber sehr starke Abweichungen von den 
Versuohsergebnissen. Beispielsweise ergibt Gl. (26), angewendet auf ein 
Wasserleitungsrohr mit a = 60 cm, c = 200 om sec' 1 , Z = 0,01 om a seo' 1 
fiir das notige Gefalle 7 = 6,6.10“ 6 , wahrend Beobachtungen einen etwa 
200mal so grofien Wert liefem. Versuohe an weiteren Rohren ergaben 
ferner, daJJ das Geschwindigkeitsprofil nicht die duxoh Gl. (24) gegebene 
parabolische Form hat, sondem dafl v in der N&he der Rohrwand von 0 
schnell auf den Wert c der mittleren Geschwindigkeit ansteigt und im 
weitaus groBten Teil des Rohres Werte hat, die nur wenig tiber c liegen, 
wahrend aus Gl. (24) und (26) v m4x =2 c folgt. 
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Bei festem Rohrradius a beobachtet man die folgenden Ersoheinungen: 
Bei geringen Gesohwindigkeiten hat die Str5mung station&ren, laminaren 
Charakter, die Poiseuillesohe Formcl (25) oder (26) und das Gesetz (24) 
fiir die parabolische Geaohwindigkeitsyeiteiluiig werden gut best&tigt. 
Bei Steigerung der Geschwindigkeit sohlagt der Zustand plotzlioh um: 
die Stromung erfolgt nioht mehr in parallelen Bahnen, sondem ist unregel- 
mafiig wirbelnd und instationar. Gesohwindigkeit nn d Druok an einer 
bestimmten Stelle schwanken um Mittelwerte. Man sprioht dunn yon 
turbulenter Bewegung. Dae Gesetz fiir den Gefallsaufwand, das bei 
laminarer Bewegung I proportional zu c/a 2 ergab [Gl. (26)], gilt nioht 
mehr, vielmehr zeigt sich dann I proportional zu o 2 /®. Die kritiflohe Ge- 
Bohwindigkeit, bei der das Umsohlagen erfolgt, ist bei engen Rohren hoher 
als bei weiten Rohren. Osborne Reynolds erkannte die versohiedenen 
Ersoheinungen als zusammengehorig und gab die erste theoretisohe Be- 
handlung (1883). 

Um den bei turbulenter Bewegung beobaohteten Ersoheinungen 
gerecht zu werden, betrachten wir unter Beibehaltung der friiher ein- 
gefiihrten Bezeiohnungen cmeut die Stromung duroh ein Rohr yon kreis- 
fonnigem Querschnitt (Radius a) und machen fiir die Gesohwindigkeits- 
verteilung den Ansatz 

(38) n = vi + u 

(i Einheitsvoktor parallel der Rohraehse in der Stromungsriohtung) 
v soil wiederum nur von r — \y 2 + z a , aber nioht von x und t abhangen. 
Mit u sind zusatzliohe Gosohwindigkeiten bezeiohnet, die klein gegen 
v sind. Die Bewcgungsgleichung (17) integrieren wir liber ein zylindrisohes 
Volumen V (r) (Oborflaoho 0, auBore Normale it), dew begrenzt ist von 
einem mit der Rohrwand koaxialen Zylindermantel M vom Radius r 
und von hinroichend groBcr Lange l und zwei zur Rohraehse senkreohten 
kreisformigen AbschluBflachon (E Eintrittsflache, A AustritteMohe 
fiir die Stromung). Dio linke Seite der Bewegungsgleiohung formen wir 
gemaB Gl. (41) in Kap. X, § 1, 12 wie folgt um: 

(39) p\ti AY = + P\™nd0. 

Fiir die Normalkomponcnte v n gilt an der Oberflache 0 : 

v n — u r auf M , v n = — v a auf E , v n = + v* auf A . 

Dabei bezeiohnet ty. die Radialkomponente von u. Die Gesohwindig- 
keiten u werden derart als ortlich periodisoh vorausgesetzt, dafl die liber 

81 * 
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den Zylinder erstreckten Mitbelwerte der Komponenten und ihrer Ab- 
leitungen, also inabesondere die folgenden Integrale verechwinden: 

(40) fir^ = °’ ^AudV = 0, j UrdO = 0, 

v v u 

daB femer alle tLber E erstreckten Integrale gleioh den entsprechenden 
fiber A erstreokten sind und daB mit 

(41) f UaU, do = 2 nrl . W (r) 

i 

der Mittelwert W (r) eine nur von r abhangige Funktion ist. Die y- und 
z-Komponente der Bewegungsgleiobung liefert dann, wenn wir a nneh men, 
dafl figh+ p Funktion von x allein iat, 

(42) J dO = 0, J dO = 0. 

Fiir die o^Ejomponente der Bewegungsgleiohung ergibt sich 

(48) p^v + u^U'dO = - ^-^{pgli + tidV + v\^AvdV, - 

JT V V 

oder nach Berftcksichtigung von Ql. (40), (41) und (23) 

(44) pW(r).2nrl = -\jL(rgh + p)dV + v\ l -^(r^dV., 

V V 

Da die link© Seite und der zweite Auadruok reohts nicht von x ab- 
h&ngem, mufi ugh + p ala linear© Funktion von x angenommen werden, 
die wir wieder in der Form — figlx + oonat aehxeiben. Nach Ausreohnung 
der beiden Integrale reohts und Division duroh 2 nfirl ergibt sich schlieBlioh 

(46) Z Tr + \ glr = W(r) ‘ 

Die „Turbulenzgrd.Be u W (r), die fiir laminare Bewegung gleioh Null 
zu setzen iat, hat die Dimension cm 2 sec" 2 . 

Die bei Versuohen meflbaren GroBen sind: der Rohrradius a 9 die 
mittlere Geschwindigkeit c, das Gefalle I und die Zahigkeitszahl Z. W&re 
die Funktion W (r) bekannt, so hatten wir im Integral von (45) das 
Verteilungsgesetz der Gesohwindigkeiten, das im Falle der Tuxbulenz an 
Stelle von (24) tritt, und konnten daraus den Gefallsaufwand I duroh 
die veranderte Gl. (26) bestimmen. Man karm aber, ohne W (?) zu kennen, 
naoh Reynolds eine allgemeine Regel ableiten. 

Wir denken uns die GL (45) nooh fiir ein zweites durchstromtes Rohr 
hingeschrieben. Mit a\ o', Z\ r' seien die entsprechenden GroBen 
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bezeiohnet. Wir laasen noch zu, daB der Wert von W (r) duroh eine 
gewisse Bauhigkeit der Wand beeinfluBt wild. Diese denken wir uns 
in beiden Eohren geometrisoh ahnlich nnd duroh eine eumge GroBe k 
bzw, A', die die mittlere Hohe dor kleinen Unebenheiten bedeute, oharak- 
teriaiert. Wir verlangen nun, daB beide Stromungen ahnlich verlaufen 
sollen, daB also Uberall an entspreohenden Stellen, an denen sioh r:r' 
wie a:a' verh&lt, auoh v:v' = c:o ' nnd W(r):W(r f ) = o*:o /2 sein soil; 
W(r) war ja in (41) als Prodnkt zweier Gesohwindigkeitskomponenten 
definiert. Beeteht diese Ahnliohkeit der beiden Stromungen, so erh&lt 
man die nene Gl. (45), indem man die Glieder von Gl. (45) der Reihe 
naoh mit 

Z'c'a Vo! c' a 
Zoo!' Ia ’ c* 


multipliziert. Diese drei Faktoren mlissen also gleioh sein; daraus folgt 


(46) 

(47) 


ao _ flV _ 

Y “ YT ~ f51 



Man ersieht beispielsweise aus Gl. (46), daB bei tJbergang zu doppeltem 
Bohrradius und dreifacher Geschwindigkeit die ZUhigkeitszahl Z verseohs- 
faoht werden muB, wenn man neben geometrisoher Ahnliohkeit auch 
mechanische JLhnliohkeit erreiohen will. Es sei an dieser Stelle noohmals 
daran erinnert, daB (Ur unsore (Jberlegungen immer Inkompressibilitat 
vorausgesetzt war. Die beiden dimensionslosen GroBen £ und £ bezeiohnet 
man als Beynoldsscho Zahl bzw. als Widerstandszahl. Endlioh 
ftihrcn wir noch als dritte dimcnsionslose GroBe die relative Bauhig- 
kei’t 


(48) 



6 


ein. Da a, c, Z und k willkUrlich gewahlt werden konnen und dann I 
bestimmen, so folgt aus den vorstehenden (Jberlegungen: Bleibt beim 
Obergang von cinem Rohr zu einem andern £ und g unverandert, so 
ist die neuc Stromung der alten ahnlioh und auoh £ behalt seinen Wert. 
Somit sagt das (verallgemeinerte) Reynoldssohe Gesetz aus, daB £ 
eine Funktion von £ und q alloin ist. Wir konnen somit naoh 
Gl. (47) sotzen: 

(49) 

Das Reynoldssohe Gesetz gibt die Berechtigung, bei Untersuohung 
aller moglichen Falle nur die zwei Verander lichen £ und q statt der vier 
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e, a, Z, k zu variieren. Dabei ist mu die Einschr&nkung zu m&ahen, 
da6 die Rauhigkeit duroh eine einzige Zahl k oharakterisiert werden 
kann, d. h. daB die Unebenheiten geometrisoh Shnlioh sind, Das Poi- 
seuillesobe Gesetz ist im Reynolds Bohen enthalten, und zwar ist dann 
gem&B Gl. (26) 

(60) f = 8.£. 

Bis zu emem Wert f = f fa (kritisobe Beynoldssohe Zahl), 
der in geringem Mafie von der Rauhigkeit abh&ngt, ist die Stromung 
laminar. Hu entsprioht in dem £-£-Diagrarom (Fig. 36) der von q unab- 
h&ngige Hyperbelbogen der Gl. (60). Bei £ = sohlieBt sioh, wie die 



Versuehe zeigen, ein Kurvenstiick an, das mit g etwas veranderlioh. ist 
und fiir groBe £ annfihemd parallel der f-Aohse verlauft. Es entsprioht 
der turbulenten Bewegung. Flir Heines g ist ungefahr £ to = 1160. In 
dem am Anfang von 3 als Beispiel herangezogenen Fall eines Wasser- 
leitungsrohres wax £ = 10*. Fiir die Abhangigkeit f = f (£, q) gibt ee 
eine groBe Zkhl empirisoher Feststellungen. Wir fiihren an die Formel 
von v. Mises: 

(51) £ = 0,0024+ t'g+^ 


und die Formel von Blasius fiir glatte Rohre (g = 0): 


(62) 


„ 0,0791 

f = ~rzr~‘ 

V 2£ 


4. Welteres fiber die GeschwimHgkettsverteihuig in Rohren. In Er- 
g&nzung der Ableitung der Gesohwmdigkeitflverteilung (24-) in Rohren. 
von kreisformigem Quersohnitt soil nunmehr nntersucht werden, wie sioh 
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die TCinfHTirnng der Turbulenxgrofle TP (r) auswirkt. Wir ffihren in 61. (46) 
dimensionslose GroBen 



ein und sehen in der Folge von der Wandrauhigkeit ab, betraohten also £ 
als Funktion von £ allein. Mittels der 61. (63), (46) und (47) erbalten wir 
aus 61. (46) 


<«*> ^--f^c+rf. 


Ana der Definition (42) von TP folgt, daB TP' — 0 am Eande, d. h. fiir 
r = a oder r' = 1 sein muB. Es gilt also 


( 66 ) 


dv' 

dr' 


k — 1 & 


Die recite Seite nimmt fiir laminare Bewegung gemaB Gl. (60) den Wert 
— 4 an. 

Zu einer Beziehung zwischen W* und den Parametera f, £ gelangen 
wir, indezn wir in die Definitionsgleichimg fiir die mittlere Gesohwindigkeit o 



mittels Gl. (63) die dimensionslosen GroBen cinfiihren und Gl. (64) be- 
riiokaiohtigen. Wir erhalten naob Division duroh naPc 


ii i 

(66') 1 = if £ J S'dr - £ f r^TP'dr' = J f £ - £ f r'*TP' dr'. 

0 0 0 

Da im turbulenten Bereich f£ groB gegen 1 ist, gilt naberungsweise 

i 

(66") Jr'* TP' dr'. 

0 

Nimmt man, um die GroBenordnungpn abzuschatzen, an, daB TP', das 
fiir r' = 0 und r' = 1 verachwinden muB, die Gestalt 

(67) TP' = 4 Cr' (1 - r') 

hat, so wird £ 1,6. C. Boi £ = 0,0032 wird C, d. h. das Maximum 

von TP', gleioh 0,0020 und da TP' naoh 61. (42) als mittleres Produkt der 
GroBen u r jo und ujc aufzufassen ist, so sehen wir, daB Zusatzgeschwindig- 
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keiben von etwa 4 bis 5 % von e ausreioheu, tun einen f-Werfc, wie er den 
Beobaobtnngen entsprioht, zu erkl&ren. 

Zni TJutersnohung der Gesohwiudigkeitsverteilung in einer turbulenten 
Stromung am Bande ernes gentlgeud weiten Bohres kann man naob 
L. Prandtl und v. Kdrmin 1 ) wie folgt verfahren. Zunaohst leiten 
wir ans 61. (26') in Kap. X, § 1 und aus der obigen Gl. (32) die Grfifle der 
Tan gATitiAlHpanniiTigAn in der Fl&ssigkeit ab. Die Verteilung der Ge- 
sobwindigkeiten (Mittelwerte) im Bohr sei duroh v = v(r).t gegeben. 
Setzen wir in Gl. (32) x statt z und v statt «„ so folgt als einzige von Null 
veraohiedene Tangentialspannung 

(68) ?,« — p, r = v ^ ■ 

Aus Gl. (45) und (47) ergibt sioh am Rande (r = a) fiir den Absolutbetrag 
von p rtt} den wir kurz mit r bezeiohnen, 

(59) r = ipgla = 

da W naoh GL (41) dort versoliwiiidet. Wir setzen nun voraus — dies ist 
dasWesender Prandtl-K4rm4nBohenAnsatze —, dafl die Geaohwindig- 
keit v ernes Teilohens, das den Wandabstand 8 besitzt, nur von s und 
den jjpbysikalisolien 1 * GroBen Z und r (nicbt aber von der Rohrweite a 
und der mittieren Gesohwindigkeit o) abhangt und maoben daber gemaB 
Gl. (59) den Ansatz 

(60) c 2 f = /j (s, r, Z) = v*/ a (s, v , Z). 

Dabei ist / x in der Form geschrieben worden; ein Yergleiob mit der 
linken Seite von GL (60) zeigt, dafl / a dimensionslos ist. Der Faktor J fi 
in dem Ausdruck (59) fiir r ist dabei in die Funktionszeiohen hinein- 
genommen worden. Die Funktion / a darf nur von s/a 9 vjc 9 ac/Z abhfegen, 
dam it das Ahnliohkeitsgesetz erfiillt ist. Sie muB daher der folgenden 
Funktionalgleichung bei beliebigem a, fi geniigen: 

(61) / 2 U,u > Z)=/ a (a«, / 8t;,ai9Z). 

Man kann zeigen, daB unter der Voraussetzung der Differentiierbarkeit 
von / a naoh den einzelnen Veranderliohen 

( 62 ) U{*,v,Z) = v (£) 

die einzige Forme] ist, die der Funktionalgleichung (61) geniigt. Gl. (60) 
nimmt dann die Form an: 

m f (£)“«■*■(£)• 


l ) Th. v. K4rm4n, Zeitsohr. f. angew. Math. u. Meoh. 1 (1921), S. 238. 
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Ptthrt ttirti wieder v = ov', 8 — a — r = a (1 — r') ein, so besagt (62*), 
dafl der Quotient v’: Vf Funktion von av (1 — r')/Z = f (1 — r 1 ) v’ ist, 
als o auoh Funktion von 

f(l-rV’f = fVt (1-0 — * 

Nennt man diese Funktion y> (jj) und beachtet, daft nach (56) 

i 

1 = 2 JeVd/ 

o 

gilt, so erhalt man, wenn man die Giiltigkeit des Ansatzes auf das ganze 
Bohiinnere erweitert, 

i pi 

(63) 1 = 2 VT J fa)*'^ = J V <»?) — ^7) d »7 

0 0 

mit rj y = £ Vf. Die so abgeleitete Beziehung (63) zwischen £ und f stellt 
das Widerstandsgesetz dar, das somit — unter den gemaohten Annahmen 
— vollflt&ndig befltimmt ist, sobald man die in 

t>' = VFvfo). *? = £Vca-/) 

zum Ausdruck kommende Qeschwindigkeitsveirteilung v' (/) kennt. Um- 
gekehst ist durch Differentiation y(rj) aus dem Widerstandflgesetz 
ableitbar: 



Beispielflwoisc liefert das Potenzgeeetz £ = A £ ry* = A £* * 

(65) y (?y) = v ) a */* ” r 

also mit nach Gl.(52) (Formel von BlaHius) y und die Gesehwin- 

digkeit v am Rande proportional der 7 -ten Potenz des Randabstandes. 
Aus v = const. 8 l h folgt dvjds = 00 am Rande (a = 0 ), im Widerspruoh 
zu Gl. (45). Diese Unstimmigkeit ist duroh Benutzung der empiriBoh ge- 
fundenen Formel (52) hineingokommon. Geht man, wie dies neuerdings 
geschieht, von oiner Gcschwindigkoitsverteilung aus, die die Gestalt 

(65') V (*/) = «log ry + /f 

besitzt, so gelangt man durch Ausrcchnung von (63) zu dem Widerstands- 
gesetz 

(65") -l.-alog (fVf) + tf-f«). 

Die Formeln (65') und (65") stimmen mit Beobachtungen gut tiberein. 
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5. Das mathematlsche Turbulenzproblem. Bs gibt eine groJJe Amsahl 
von Untersuohungen, die ztun Ziele haben, das plotzliohe Umsohlagen 
der lamin a r en Stromung in die turbulente bei der kritisoben R eynolds sohen 
Zahl aus den hydrodynamisohen Gleiohungen abzuleiten. M^n geht dabei 
yon dem Gedanken ana, dafi siob die laminare Stromung, die ja bei 
jeder Reynoldssoben Zahl die Bewegungsgleiohungen ezakt erftillt, 
ftir Reyn olds sohe Zahlen unterhalb der kritisohen gegeniiber kleinen 
Stdrungen stabil, oberhalb aber labil verb&lt, da laminare StrS- 
mxrngen bei groflen Reynoldssoben Zahlen nur unter besonderen Um- 
st&nden, bei voller Sttirungsfreiheit erzielen kann. Der oben mitgeteilte 
Wert £ fa = 1160 ist der kleinste, bei dem das Umsohlagen der Strdmung 
in Kreisrohren beobaohtet wild. Die Untersuohung des Gleiohgewiohtes 
kann in der Weise gesobehen, dafi ttiati dem Stromungsansatz 

eine kleine Stoning Uberlagert und feststelK, ob diese mit der Zeit ab- 
klingt oder zunimmt. Man Vann erwarten, dafl die Bedingung ftir 
Stabilitftt einen Wert ftir die kritisohe Reynoldssobe Zahl liefert. 

Wir betraobten der Einfaobheit halber die TW fli^imflnai n nAlfl Stromung 
zwisohen zwei rubenden ebenen Wanden, deren Ebencn y = a und y = — s 
Bind, und konnen nns daber auf die a>y-Ebene besohranken; der Ge- 
scbwindigkeitsvektor n hat nur die Komponenten v 9 und v v . Als Losung, 
die laminarer Stromung entspriobt, batten wir in Gl. (28) gefunden 

( 66 ) V* = fj- c°* — s^“) = -I" ^ ( a * y *)’ = °- 

Aus Gl. (17) ehmimeren wir den Druok p, indem wir beiderseits die Ro¬ 
tation bilden und erbalten 

r°t ^ = Z rot A o. 
dt 

Diese Gleicbung hat nur eine z-Komponente. Hierzu tritt noob die Kon- 
tinuitatsgleiobung in der Form Gl. (1) des Kap. XI, § 1; diese kmm — 
genau wie dort *— durob EinflihTrmg einer Stromfunktion ip integriert 
warden. Wir erbalten 


rot*n = — A ip, rot* Av = — A A ip, 
und nach Bertiokmobtigung von GL (1) des Kap. X, § 1 als Differential- 
gleiobung, der ip geniigen mufl, 


(69) ii A ' p+ il‘h Av ~li‘^ Av = ZAA v>- 

Dies© Gleicbung beherrBoht die allgemeine zweidimensionale Bewegung 
einer inkompressiblen zfihen Fltissigkeit. Die Stromfunktion der laminaren 
Bewegung 

( 70 ) y> 0 = | 4 (a* y — | y») 4 const 
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jet eine Ldsung von Gl. (69). (Da ip 0 nur von y abhangt, kdnnen wir die 
Ableitungen naoh y duroh Striohe bezeiobnen.) 

Wir wenden nun die Methods der kleinen Storungen an, setzen 

(71) V= Vo+Vi 

in GL (69) ein, vemaohlfiasigen alle Glieder, die y> x und Ableitungen 
von in zweiter oder hoherer Potenz enthalten, und erbalten sohliefilioh 

(72) Jt^ip vijj ) Aip 1 -y>tj£ip 1 =ZAAy> v 

Diese Differentialgleiohung ist in y> x linear. AJb Stoning setzen wir damn 
die r&umlioh periodische Funktion 

(73) Vi (*, ®, y) = 5R [/ (y) *** + pt> ] (<* reell) 

an, wo / eine im allgemeinen komplexwertige Funktion ist. Diese Storung 
hat die zeitliobe Kreisfrequenz 91 (/?) und die Fortpflaxizungsgesobwindigkeit 
— 91 (/?)/«. AUgemeinere Storungen kdnnen duroh Superposition dar- 
gestellt werden. Einsetzen von Gl. (71) mit Gl. (70) und (73) in die Diffe- 
rentialgleiobung (72) ergibt 

(74) Z (r ^ 2 off + a 1 /) = »([/? + «c 0 (o» - y»)]. (/" - off) + 2«flo tl 
Hierbei hangt c 0 mit c duroh die Gleiobung 

(76) c = | c„o* 

zusammen. Zur Yereinfachung von Gl. (74) setzen wir 

(76) tl - ay, rji = a'o s -f A = 

und setzen fest, dafl kiinftig Striohe bei / Ableitungen naoh y\ bedeuten 
sollen. Dann wird aus Gl. (74) 

(77) r -2 r + t = Xi[f'. (rjl -r,*)- / . (r/ 0 * - rf ~ 2)]. 

Hierzu kommen die Randbedingungen, die aussagen, daB der Gesohwindig- 
keitsvektor am Rande versohwindet, daB also 

(78) 1111 »“±« 
oder 

(78') / = f = 0 fiix 7] ==■ ±ol a 

ist; sie sind ebenfalls homogen wie die Differen t ia l gleiohung. Ist nun ein 
Fimdamentalsystem von Ldsungen f l9 / 2 , / 3 , U bekannt, d ann sobreibt 
sioh das allgemeine Integral in der Form 2 /»• Die Randbedingungen 

geben dann ein System homogener linearer Gleiohungen fttr die das 
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nor dann eine nioht-triviale Losung hat, wean die Determinants dea 

Systems versohwindet. Diese Bedingung ist eine Beziehung 

(79) F (X, ao, T) 0 ) = 0, 

die wir nach Einftthning der Reynoldsschen Zahl £ wegen 


(80) 

auoh in der Form 


X = 


3 1 

2 (ao) 


s £ 


(31) £-*i(« o,j8') 

2 fl 

schxeiben. Hierbei ist /S' = g — • Nun bedeutet ein poflitiver ImaginSrteil 

von ft eine abklingende, ein negativer eine anwaohsende Storung. Da bei 
der kritisohen Reynoldssohen, Zahl ein Vorzeiohenwechsel von 3 (ft) 
und, da c und a redl sind, auoh von 3 (ft') eintritt, ist ft* dann reel]. Man 
kann also die kritische Beynoldssohe Zahl so gewinnen, d&B man in 
GL (81) die Zahlen a und ft ' alle reellen Werte durohlaufen l&flt und dazu 
das Minimum von f bestimmt. Bisher ist aber eine befriedigende Dis- 
kussion der Losung von (77) noch nioht gelungen, so daJQ der Naohweis 
der Instabilitat im vorliegenden Ball nooh nicht erbracht ist. 

Mit mehr Erfolg hat sich das entaprechende Problem in dem Ball 
behandeln lassen, in dem die eine Wand sich mit einer konstanten Ge- 
schwindigkeit in ihrer Ebene bewegt (Fall von Couette, vgl. 2 , S. 481) 
Es liegt daran, dafl die Grundstromung mit der Stromfunktion y> 0 eine 
lineare Geschwindigkeitsverteilung aufweist, so dafi in Gl. (72) ver- 
schwindet, jene Gleichung also von zweiter Ordnung in A y) l ist. In diesem 
Falle iBt die Diskussion vor allem von A. Sommerfeld, R. v. Mises 
und L. Hopf durchgeftihrt worden. Es hat sioh ergeben, daB die Grund¬ 
stromung gegeniiber alien Storungen ( 73 ) stabil ist, dafi es also in 
diesem Sinn keine kritische Reynoldssche Zahl gibt. 


§ 2. Die Integration der Bewegungsgleicbungen der zfihen 

Flufisigkeiten 

1. ElnfUhrung einer Stromfunktion. Im Falle einer ebenen Fliissig- 
keitsbewegung, die in alien zur rc-y-Ebene parallelen Ebenen die gleiche 
ist, folgt aus der Kontinuitategleiohung div n = 0 die Existenz einer 
Stromfunktion y> 3 so dafl 

» 

ist. Die z-Komponente des Wirbelvektors ist ^Ann all-in von Null ver- 
sohieden und zwar gleich 

1 , . . 1 / dv y dv 9 \ , 


/n\ 
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und die Funktion ip (cc, y) geniigt naoli Gl. (4) dos § 1 der niohtlinearen 
Differentialgleichung 


(3) Z A A ip 


dA ip dipdAip dip dA 
dt dy dx dx dy 


die auch in § 1, B abgeleitet wurdo. 

Zur Vorbercitung der in 2 folgcnden UnterHucliungen Boll diese Glei- 
ohung fiir den Fall atationiirer Stromung auf krummlinige, isothorme 
Koordinaton (vgl. 1. fid., Ill, §1, 4, S. 131-132) transformiert warden, 
d. li. ea Hollen atatt der unabhangigen Veranderlicben x, y neue % oin- 
gefiibrt werden, die dureh die Gleiohung 


(4) 


9>+ ix = /(*+ iy) = /('). 


wo / (z) einc analytisclie Funktion ist, zusammenliangen 1 ). 


(5) 

und forner 

( 6 ) 


A'y, 


_ . 

d<p* + 


d*yi 

3 ? 


Q = 


d[ a _ d(p d x d<P d x 

dz ~ dx dy dy dx 


Wir setzen 


Daraus folgt mit Hilfc der Cauehy-Riemannachen Differentialglei- 
chungen 

(7) A \p = Q. A* ip. 

Mehrmalige Anwendung den SatzeH iiber die Transformation einc« fiber ein 
beliebiges Gebiet orstreoktcn Doppelintogralfl mittela der Funktional- 
detcnninantc (vgl. 1. Bd., I, §3, 2, S. 21— 22) ergibt 


( 8 ) 




-JK 

-JK® 


d(Qd') dy, _ dJQA) dyf 
d<p dx dx dtp, 


dl) d(,,dx 


/d( QA') dtp _ d{QA') dy>\/dq> djc d <p d % 

d <p dx dx dq>)\dx dy dy dx, 

Daraus folgt mit Bcnutzung von Gl. (6) 


;) dxdy. 


dA dy> dA dy, 
dx dy dy dx 

O* r (— ^ il\ 4. A' ( d Io 8 9 dy> _ dlpg Q d yyi 

L\3y dx dx dtp)' '' dq> dx dx d <p)\ 


1 ) Q. Hamel, BpiraUormige Bewegungen zaher Fhlssigkeiten. Jahieeber. 
d. deutach. Math.-Ver. 25 (1917), S. 34—60. 
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Nun ist femei 




w ^ - 2 ^ si= 2 ^ 3 l0 *r, = 23 ^ log ^ 


23 


fit. fitfl 

|_<iz* \d z) J 


Wic setzen nun 

(ID 




j \t*A fHhjen die Fmktionen. a und b raittels 61. (10) und (10 / ) in den zweiten 
Hammeraxifldrnok anf der rechten Seite von 61. (9) ein. SdhlieBlicli ergibt 
Biot nooh 


( 12 ) 


A A y> = QA'{QA'y>) 

-v[a's v +4£ a'i+z^A j?,_2^3!s)]. 

Man best&tigt leicht unter Benutzung der 61. (10) and (10'), dafl 

<») 4 ' lo «o-'ff-c-+«• 

Da A log Q = 0, ist auob A'\o%Q = 0 und die linke Seite versohwindet. 
Setzen wir die in den 61. (9) bis (13) bereobneten Ausdrttoke in Gl. (3) 
ein, so folgt naob Division dumb Q * die endgiiltige Formal 

-MV(« |J + »§*) 

/ U v 3? 0* d<P \ 

= Z |>d ; V + 2(0 d -j£- - b d -j^j + (»‘4-&‘)• vj * 


2. Splraffitnnige Bewegungen zfiher Flflssigketten. 6. Hamel bat 
in der unter 1 zitierten Arbeit die Frage aufgeworfen, ob es ezakte Lo- 
Bungen der aus 61. (3) ffir station&re Bewegung folgenden Gleiobnng 


(15) 


ZA A ip — 


dip d_A ip dip dA ip 
dy dx dx dy 


gibt, die keine Potentdalbewegongen sind, bei denen aber die Stromlinien 
die gledoben sind wie bei emer Potentialbewegung, wfihrend die Gesobwindig- 
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keitsverteilung eine andere ist. Man fragt also naoh Ldsnngen ip (x, y) 
von Gl. (15), flir die 

(16) ip = F{tp) 

ist nnd A <p = Q, aber nioht A ip = 0 ist. Die Tinian q> = const fallen 
dann mit den Linien ip = const zosammen. Wegen 

(IT) 4 v -F"[(*T) + (°$] + F.A 9 

ist F" = 0 auflgesohlosaen (Striohe bei F bedeuten Ableitnngen naob <p). 
Zwar geniigen idle Potentialbewegungen A ip = 0 der Gl. (15), aber auch 
hier gilt das am Ende von § 1,1 flir den dreidimensionalen Pall hergeleitete 
Ergebnis, daB es keine Potentialbewegung gibt, die am Rande der fiir 
z&he Fliissigkeiten geltenden Bedingung o = 0 geniigt. 

Znr Beantwortung der gestellten Prage transformieren wir Gl. (15) 
anf isotherme Koordinaten tp , %, was bereits in 1, Gl. (14) durohgefiibrt 
worden ist. Setzen wir nun (16) in Gl. (15) cm, so ergibt sioh, da ip nioht 
von x abhangt, 

(18) Z [P IT + 2 aF'" + (a* + b*) F"] = bF"F'. 

Diese DjjEferentialgleichung fiir F (<p) ist immer dann moglioh, wenn a 
und b nioht von % abhangcn. Dann sind aber a und b auoh von <p unab- 
h&ngig, da a + bi eine analytische Punktion von <p-\- %i ist, und es gilt 

(19) . + M = 2 g : (|) , = oo M t 


Hamel hat gezeigt, daB dies auoh die einzige Mogliohkeit ist. Aus Gl. (19) 
folgt 

2 

(20) <p + x i = f (z) = — a + bi log ( z - z o) + const 

oder nach Einfiihruiig von Polarkoordinaten durcn z — z Q = re? d 
(2!) <p = - y (alog r + b fl) + y„. 


Die Stromlimen cp = const sind also die logarithmisohen Spiralen 

a log r + 6 0 = const. 

Diese Stromungen sind also die einaig ftn Bewegungen einer z&hen Fltissig- 
keit, deren Stromlinienbild einer Potentialbewegung entsprioht; a = 0 be- 
deutet reine Radialstromung, 6 = 0 eine Stromung in konzentrischen Kreisen. 

Die Geschwindigkdtsverteilung hangt von der Funktion F (<p) ab> 
und zwar ist die radiale Komponente 

.. _ 1 = £ £?? 
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und die zirkulare Komponente 

/oov „ _ _ d J£ — r ^ — — — - 

^ Vs ~ dr~ F dr a* + 6 s r 

2 |F| 

Der Betrag der Geschwindigkeit ist ~ r- -—r:= —— 

V or + 0 r 

muB also F f = 0 sein. Ohne Eins chr antom g der Allgemeinheit kann voraus- 
geeetzt werden, daB r mit # wachst, daB also a und 6 verschiedene Vor- 
zeiohen haben und daB a 2> 0, 6^0 sei. Dann bedeutet 


An featen Wanden 


rind 


F ' > 0, v r > 0, v# > 0 Ausatromen 
F ' < 0, v r < 0, v & < 0 Einstromen. 


Mit F* = u wixd ana der Differentialgleiohung (18) naoh einmaliger Inte¬ 
gration 

(24) w" + 2aw' + (a* + V)u — ^ u s + C = 0. 

Zun&chat werde der Spezialfall 6 = 0 (Stromung auf konzentrisohen 
Kreiaen) behandelt. Gl. (24) wird dann linear homogen in u und laBt aioh 
leioht integrieren. Man erhalt ala Losung 

<25) u= -^ + r- a i‘(A + Bq>). 


Aub Gl. (21) folgt mit 6 = 0 

2 

(26) <p = <p 0 --logr 

rmd damit 

{27) u = const + ** (-^i + B 1 log r). 


Fttr die Geschwindigkeit ergibt sich aus Gl. (23) = 2 ujar. Die Be- 

dingung, daB naoh einem vollen Umlauf auf einer Stromlinie der Druck p 
wieder denselben Wert haben muB, fordert, daB = 0 ist. Die beiden 
tibrigen Konstanten werden aus den Randwerten fiir die Geschwindigkeit 
(etwa v & = 0 fur r = r 1 und r = r a ) bestimmt. In der hier angegebenen 
Losung ist auoh der in § 1, Gl. (34) bis (37) behandelte Pall einer Stromung 
zwisohen zwei konzentrisohen Kreisen enthalten. 

Im zweiten Spezialfall (a = 0, radial© Stromung) lautet die Diffe- 
rentialgleichung (24) 

(28) w" + 6*u — ^ + O = 0. 
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Sie fiihrt auf elliptische Funktionen; man erhalt 


(29) 

v! = 1 

|/ — ^ ■ v — «* + 3Z6«* + const u + const 


i ! h 

mit 

= 

r - 3z VK - «) (e» - w) (e 3 - «j 

(30) 


e i e a + c a = 3 Z 6. 


Die Gestalt dor Stromlinien cp = const andert sick nicht, wenn <p 
durch c cp ersetzt wird (c eine Konstante). Man erhielte dann nur spater 
a jo und bjc statt a und b und kann daher a und b nooh durch eine beliobige 
Konstante dividieren. Wir wahlen diese jetzt so, daB b = — 2 wird; 
dann wird namlich nach Gl. (21) cp = 0, wenn nooh <p Q gleioh Null gesetzt 
wird. Die Differentialgleichung 

(29') «'= y ^ ^- *) (**• - m ) -«) 

mit 

(30') e 1 +e 2 +e 3 = -6Z 

geht durch die Substitution y = u+ 2Z, 4 = i&/)6Z iiber in 

(31) y'MO = * y* - 9ty - 9s, 

der nach 1.Bd., Ill, § 5, 6, (26), S.182 dio Weierstra J3sche Funktion p (t) 
genfigt. Dio gcBuchtc Losung iflt daher 

(32) « = - 2Z + p ? s j , 

wobei # 0 , ( 7 a , die (lrei Intcgrationskonstanten sind. 

Die nahere Untersuchung der Radialstromung gibt nooh folgende 
Einzclheiten. Sind keine festen Wandc vorhanden, haben wir also eine 
Quelle oder Scnko in einer allseits unbegrenzten Fliissigkeit, dann gibt 
es fiir den Botrag der mittleren Einstrdmungsgeschwindigkeit im Abstande 
r = 1 eine obero Schranke, die proportional Z ist. Stromt die Fliissigkeit 
zwischen zwei radialen festen Wanden aus (Quelle bei r = 0), dann ist 
die Offnung des Winkels durch den Maximalwert der Geschwindigkeit 
im Abstande r — 1 beschrankt. Bei kleiner Geschwindigkeit und grofier 
Zahigkeit liegt das Maximum nahe bei n. Stromt dagegen die Fliissigkeit 
zwischen zwei radialen festen WSnden ein (Senke bei r = 0), dann ist 
jede OffnungsgroBe bis n zulassig. Die Geschwindigkeitsverteilung bei 
der Quellenstromung erweist sioh als wesentlich anders als bei der Senken- 
stromung. Ahnliohe Einschrankungen bestehen auoh fiir die Stromung 
in Spiralen. 

Misea-tf rank, DUTarentialglelohungan. II 
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3. Die Linearisierung der Diflerentialgleichungen. Wie sohon erwfihnt, 
smd die groflen mathematischen Sohwierigkeiten, die die exakte Behandlung 
der Theorie der z&hen Fltissigkeiten bereitet, haupts&ohlioh darin begriindet, 
dafi die Bewegungsgleichungen niohtlinear aind, Man hat daher versuoht, 
die Gleiohungen durob gewisse Vp rnAnhiiiagig iiri g^n k iins tlioh zu lineari- 
aieren, woduroh allerdioga anoh ihr Anwendungsbereich eingesokrankb wild. 

Bei der Stokessohen Linearisierung besohrankt man Bioh auf geniigend 
langaame Bewegnngen und atreioht das in den Gesohwindigkeitskompo- 
nenten quadxatisohe Qlied fi (n V) t. Man erhSlt so aua der Gl. (1) des § 1 

( 33 ) /» — x — gradp + v A n. 

Bei der Oseenaohen Linearisierung wird in Gl. (2) des § 1 das Glied 
o x rote vemaohl&ssigt. Ttfau pflegt 

(34) p + i fin* = q 
zu setzen und erh&lt so 

(33) — x — gradj + r/ln. 

(Fitr A to kann wegen div o = 0 auoh — rot rot o gesetzt warden.) Die 
OseenBohe Liiteariaierimg ist exakt, wenn die Bewegung wirbelfrei ist 
oder die Stromlimen mit den WirbeUinien zusammenfallen. Es sei nooh 
daran erinnert, dafi die in § 1, 3 behandelten Gleiohungen fUr laminar© 
Stromungen linear geworden waren; dort war aber die Linearisierung 
exakt. Im allgemeinen sind natflrlioh (S3) und (35) gleichwertig, da 
sie sioh nur tun ein Glied zweiter Ordnung, den Gradienten der kinetifloheii 
Energie, nntersclieiden. 

Fttr die spateren Reohnnngen ist es niitzlioh, die Gl. (33) und (35) 
auf ein bewegtes Koordinatensystem zu transformieren. Das bewegte 
aZ-y'-z'-System bewege sioh. mit der konstanten Gesoliwindigkeit U 
in Riohtung der positiven rc-Achse. Seine Aohsen seien den entsprechenden 
des a-y^Koordmatensystenifl parallel. Es ist nur zu bertioksiohtigen, dafi 

(36) II =1 _rjd_ ± = ... 

0*kv,* — eoort dt mooiut dx" dx dlt* * 

^ ® ~ y 1 — y» 4 = % ist. Lassen wir naoh der Transformation 

die Stnohe wieder fort, so folgt 

(87) + 

wobei p odar q zu Bohreiben ist, je naohdem man die Stokessohe oder die 
Oseensohe Linearisierung benutzt. Die Gesohwindigkeiten v sind im 
enden System gemessene, absolute Gesohwindigkeiten; die entspreohende 
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Gesohwindigkeit im bewegten System ist Harm d — TJi. 1st die Bewegung 
in bezug auf das bewegte System stationar, so versohwindet die 1™1™ 
Seite von Gl. (37). 


4. Etae Integrationsmethode von Oseen. Yon C. W. Oseen s tammt 
eine Methode, die die Geacbwindigkeit o und den Druok p als 
der Bewegungsgleiobungen in Reibenform gibt. Konvergieren diese Reiben 
schnell, so geben sie, naob wenigen Gliedemabgebrooben, Naberungslosung en 


verallgemeinerten Poissonsohen Gleiotung zu. ersehen. Man 
nennt so die Gleiohung 


(38) 


Au 




du du du\ 
dx’ dy’ dz) 


f ist dabei eine ganze rationale Funktion von u und den drei partiftllor i Ab- 
leitungen du/d x, du/d y, du/d a. Wir konnen ohne Einsohrankung der AJlge- 
meinbeit annehmen, daB / kein von u und den Ableitungen von u un- 
abhangiges Glied besitzt. (/ = 0 ergibt die gewohnlicbe PoissonBobe 
Gleicbung.) 

Wir sucben nun Eosungen von Gl. (38), die im Tunem ernes Bereicbes V, 
der von einer gesohlossenen Flaobe F begrenzt wird, regular wind und auf F 
vorgesobriebene Werte annehmen („inneres‘‘ Problem). Die Bestimmung 
der Ldsungen von Gl. (38) wird auf die sukzessive Bebandlung von unend- 
bob vielen Differentialgleiobungen vom Typus der gewobnhoben Poisson - 
soben Gleicbung zuriiokgefuhrt. Wir fiihren dazu in die Differential- 
gleiobungen und die gegebenen Randwerte einen Parameter X ein und 
sebreiben fiir Gl. (38) 

(39) Au — — q>-\- Xf. 


Auf der Randflacbe F sei 


(40) « = « 0 + + X*u t H-, 

wobei u 0 , u lt u 4 , ... gegebene Funktionen von x, y, z sind 1 ). Die Losung 
wird nun ebenfalls in Form einer Potenzreibe 


(41) u(®, y,«;^) = «4,+Aui-f A*u a H- 

angesetzt. Einsetzen in Gl. (39) ergibt, wenn.man die reohts stehende 
Funktion / nacb Potenzen von X entwiokelt und beiderseits die Koeffizienten 
gleiob hober Potenzen von X gleiohsetzt, 


(42) 

(42') 


^«o = — ip, 

Au — f (x v z- u — — —°\ 
AU X -jyx,y,z, u 0 , dx . d , dz ), 


4 tlberstreioben deutet hier Randwerte an, bei x dagegen den Vektor- 
oharakier. 
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( 42 ") Au t =/ t . 

Dabei ist f t eine Funktion, die von x 9 y 9 z 9 femer von t* 0 , u l9 ..i 
nnd deren ersten partiellen Ableitungen naoh y 9 z abhangt. Die Rand- 
bedingungen besagen, dafl u* = S n auf F sein soil. Die Losung des Systems 
(42), (42'), (42") gesohieht in der Weise, dafl zunachst die erste Gleichung (42) 
des Systems unter der Randbedingung u 0 = u Q gelost wird. Die gefundene 
Losung u 0 wird in die reohte Seite der zweiten Gleichung (42') des Systems 
eingesetzt; diese ist also eine bekannte Funktion von x 9 y 9 z 9 so dafl auoh 
diese Gleichung, die untei der Randbedingung = 5 X zu losen ist, ebenf alls 
vom Poissonaohen Typus ist. In gleicher Weise wird die dritte Gleiohung 
deB Systems behandelt, nachdem die Gestalt der Funktion / a bestunmt 
worden ist und in sie die bereits bekannten Losungen u Q und eingesetzt 
worden sind usf. 

Yon der Reihe (41) laflt sich zeigen, dafl sie fur hinreichend kleines 
| X | konvergiert und eine in einer Umgebung von X = 0 regulars analytisohe 
Funktion defmiert, die der Differentialgleiohung (39) geniigt. Da wir 
urspriinglich die Gleiohung (38) losen wollten, ist noch zu untersuohen, 
ob der Punkt X = 1 noch im Konvergenzkreis der Reihe liegt. 1st dies 
der Fall, dann ist das Problem auf einfachere ziiriickgefiihrt. Ea ist aber 
nicht sichergestellt, ob die so erhaltene Losung die einzige ist. Beim 
„aufleren tc Problem — Bestimmung einer auflerhalb F regularen Funktion, 
die auf F vorgesohriebene Werte annimmt und im Unendlichen ver- 
schwindet — fiihrt der Ansatz einer naoh steigenden Potenzen von X 
fortachreitenden Reihe nioht zum Ziel. 

Nunmehr soil diese Methode auf das System bestehend aus der Diffe¬ 
rentialgleiohung (37) fiir eine im bewegten System stationare Bewegung 
und aus der Gleiohung div o = 0 iibertragen werden. Yernaohlftssigen 
wir das Glied n X rot o nicht, so lautet jene Gleichung 

(S7') vAv + fiU-z -grade = — x — ui xroto. 

OX 

Dabei h&nge der Yektor 5 nur von x a y 9 z ab. Das zweite Glied auf der 
reohten Seite ist eine vektorielle Funktion f von v K9 v V9 v % und deren ersten 
partiellen Ableitungen naoh x 9 y 9 z. Naoh Einfiihrung ernes Parameters X, 
der fiir X = 1 wieder Gl. (37') ergibt, lautet diese Gleichung 

(43) vA » + fiU — gradg = — it + Af. 

Die Losung wild in der Form 

(44) to — » 0 + + • ' ’i 

(44') ? = So + + ^ a 3j -1- 
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angesetzt, die vorgegebenen Randwerte in analog gebauten Potenzreilieii 
[vgl. Gl. (40)]. Einsetzen in Gl. (43) ergibt, wenn man wieder die reohts 
stehende Funktion f nach Potenzen von A entwickelt und beiderseits 
die Koeffizienten gleich hobcr Potenzen vergleicht, 


(45) 

(46') 

allgemein 

(46") 


d 0 

V A o 0 + fi U — grad g 0 •=•- - x; divo 0 = 0, 

vAv x + grad q x = f (» 0 ; divo t = 0, 

d d 

v A + fj,U — grad q t = f t ; divt> t = 0. 


f t iafc dabei, wenn vorher bereits u 0 , x> l9 ..bestimmt worden aind, 
eine bekannte Funktion von x, y t z. Samtliohe Gl. (46'), (46") sind also 
vom Typus der Gl. (46). Das im AnschluB an die GL (42) bis (42") iiber die 
Konvergenz und Eindeutigkeit Gesagto gilt auoh hier. 


5. Verwendung der Fundamentalintegrale. In 4 wurde die Be- 
Btimmung der Losung der Gl. (38) auf die Behandlung der weit einfaoberen 
Differentialgleiohung vom PoissonBohen Typus 

(46) Au = — <p (x, y, z) 

zuruckgefiihfct. Randbedingung war, dafl u = u (x, y, z) am Rande F 
eines Bereiobes V soin sollte. Im 1. Bd., XIII, § 3, 2 bis 4 ist gezeigt worden, 
wie sich die Losung mit Hilfo der Greensohen Funktion darstellen laflt. 
Wir atellen hier kurz noch einmal die wesentliohsten der dort gewonnenen 
Ergebnisse zusammen, um sie anschlieBend auf das durch analog© Reduktion 
aua den hydrodynamiflohen Bewegungsgleichungen hervorgegangene 
System vom Typus der Gl. (46") zu ubertragen. 

Die Greenache Funktion 0 (z> y, z; f, r\ 9 f) geniigt als Funktion 
von x, y, z Iiberall in V mit Ausnahme des Punktes x = £, y = rj, z =* C 
der Differentialgleiohung AG = 0 und befriedigt au£ F die homogenen 
Randbedingungen 0 = 0. Sie ist Iiberall in V samt ihren Ableitungen 
erster und zweiter Ordnung stetig mit Ausnahme der Stelle x = £, 
y s= z = f t wo sie eino aolohe Singularitat bositzt, dafl 

(47) lim f l Q ia = 1 

ist, wobei das Integral iiber eine kleine Kugol vom Radius q und der 
Oberflache a um den Punkt f, >y, £ zu erstrecken ist. d/dn ist hier die 
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AMeitagin Eiohtiuig der inneren Normalto der KngeL Hieraua folgt, 
aaB die Greenache Punktion die Gestalt 


m 

hat mit 
(49) CP » 


1 

inr * 


Q = 0P+qb 
r = f{x-S)'+(y- v y + ( 2 _ £)». 


dat beid6n Pnnkte *, y, * und f, 17, c abhftngige 
^f 6 * das J UIldamen taHDtegral der Gleiohung Au = 0\ 
• §?-il A nsn a hm e der Randbedingung denselben Bcdincung^n 
ZlT^^T “* ^ GL < 47 >’ ***. UberTmTSden 
• etSt ^ i? 4 . zw “ tet stetige Losung yon Gl. (46). 

im 1 ^^Trnr ^ den Begriff dee Fundamentalintegrala irt 

§ 5 worden * ““ «%t, dafl Q in den balden 

Vanablentripeln aymmeferisoh iat. 

«,# SonneI P-Bd., n, 13, 3, (34)], angewendet 

kL^^Ta T abza ?° h der den Ptrnkt f, v , f imgebenden 

voS|JS’ da fjT® ?* Gl (46) 8 ew i8sen Differentdierbarkeits- 

^nfl^agro^eafigend 6 u (a . y> ^ ^ ^ Bande jf, ^ vor _ 

gwcnneDenen Werte u [x, y,») annimmt, aioh darstellen l&flt in der Geatalt 1 ) 
(60) C) = Jfffoy,*; f, >?, f) f> (*, y, z) A 7. 

^ den. Ableitnngen ejrster Ordnong in V stetig, 

eleiohnnW4fll * (®°) definierte Pnnktion der Differentdal- 

der B®®dBedingnng « * «. Wird in der Greenaohen 

stellmur ^ ®“« efletet » 8 ° folgt statt Gl. (60) fttr die Dar- 

atellnng einer Loenng yon GL (46), die auf dem.Rande 7 die Werte u an- 

nimmt and dort die Normalableitnng dufdn hat, 


(51) 


. __ T* it. . 


'n • J . _ , J v “"a 

nioht Mde p^t aber z q b edenken, dafl die Fonktionen « and dufdn 
ht bwde 6111 ^d® willktoHoh vorgegeben warden dtirfen. 

trftffnn* ^ Fun 4wn«itallntegrale der Stokesachen Olelchungen. Wir tiber- 
faagen die geeoh ilderte Methode aaf die ana GL (S7)£r atatbnSre 


element m dwT be(ieut ® in » 4aB das Yolnmen- bzw. FUohen* 

Nonnalableitung naob fcT 
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Bewegung folgende Gleichung, in dec eistens das Glied 4 pit 2 veroaoh- 

dv 

l&ssigt, p also an Stelle von q gesetzt wild, und femer das Glied y V ^ 

vemaohlSssigt wild, falls U nioht Bohon selbst Null ist, das Koozdinaten- 
system also rdht. Wix erhalten bo das System der linearisierten Glei- 
chungen in der Stokessohen Form 

(62) vAv — gradp = — «; div b = 0 . 

Fiir zwei Vektoren o w und zwei skalare Funktionen p (1) , p (S) gilt die 
im Hinbliok auf Gl. (62) erweiterte Greensoke Formel 


(53) 


| [b<» (vA o® — grad p w ) — o (S) (vA o (1 ' — gradpW)] dV 
= | £b« (v — p w «) — o (s) (v — p (1) n)J dF, 


falls div o* 1 ! = div t) (2> = 0 ist (n ist die auJBere Normale von F), Wir 
ftUuren als Greensohe F unk tionen eine aymmetriflche Dyade r und einen 
Vektor p ein. Die Komponenten von jT und p sind Funktionen der Ko- 
ordinaten x } y } z und £, rj } £ zweier Punkte. Wir gehen der tTbersiohtliohkeit 
wegen dazu liber, die Komponenten auch mit Zahlenindizes 1,2, 3 an Stelle 
von x , y } z oder f, r/ 9 £ zu bezeichnen. Die Komponenten von p und o 
seien also p t , p 2 , p 8 bzw. v v v 2 > di® Einheitsvektoren seien i x , t 2 , t 8 ; statt 
y, z wird auoh gelegentlich x t , sc 8 gesohneben. Femer setzen wir 


/9i\ /9ix ?ia 9is\ 

(54) I 9 a 1 = (ftiftifts)' 

'8a/ 'ffai 9z% 

r und p sollen folgenden Bedingungen genligen: g, und p t geniigen als 
Funktionen von sc, y, z iiberall in V mit Ausnahme des Punktes x = £, 
y = tj, z = £ den Differentialgleiohungen 1 ) 

(56) v A g t — grad p t = 0, div g t = 0 . 

X X 


Femer sei g 4 = 0 auf F . Die Funktionen g t und p 4 sind iiberall in V samt 
ihren Ableitungen era ter und zweiter Ordnung stetig mit Aus n a hm e der 
Stelle s = £, y = ?/, z = f, wo sie eine solche Singularit&t haben, daJJ 

(66) lim f I v l- - P.nl da = i,. 

Q -► 0 J L Ofi 

Diese Gleiohung ist das Analogon zu Gl. (47). Das Integral ist wieder 
liber eine Main e, den Punkt £, 77 , £ umsohlieflende Kugel von der Oberf lache cr 


i) Wegen der Bezeiohnungen A, grad vgl. Kap. XI, § 3, 2, S. 440. 
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* * Jn ~ = 0; div -f=o 


(MO 

and etatt Gl. (66) 

(66,) aK-k-*<•)*'-* 

®y ac K^P/d* “nd die Differentiations naoh den Ver- 
^ iet die Einheitedyade. Anch hier laUt 

sind SUdie Gestalt^ ? m ^ beiden VariabIentri P e ^ symmetrisoh 
f *** -^"+ r" bzw. p = p* 4 . p H 

and^wX^p^w Un< ^ dberall in V samt ihren Ableitungen erster 

der L6ame dee Systems (52) sind und P und p 1 

ds Ansitz 86n g6n mao ^ en nun ^ die Pundamstalintegrale 

( 68 ) 

(69) 




~ttW- 

Pin^tion. 61 Sn Wa^iw J?Vr^- + ^ + ( a “ 0* abh&ngige 
jr nrn , . leioiit, daJ3 die naoh. Gl. (58) gebildeten a! die 

<«°) /f^ s M a n 

oo r dr 1 u 

—' ^ 81 1 “l?‘' die ( C5 )" Damit sie auch der Gl. (66) 

(06) genttgen, mufl man 0 (r) = r, also J<P ^ 2/r wahlen. 

£■553?^^^ s 

? ^5 w^Xtd^r/st^ 

as nereioh F abzflghcb emer kleinen Engel urn ds Pnnkt f, * £ an. 
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Wir erhalten dann auf analogem Wege wie Gl. (60) die Daratellung 

v, (f, i h 0 = I 8. (s» y,z; £,»?> ?)•*(*, y, z) d Y a 

(61) C ran i 

— J |v dn ~ y> ^' J VV '^ dF *' 

In Tensorform schreibt sich Gl. (61) 

»(f,»?,f) = J r(x,y,z\ f,J?,f)-5(® J y,2)d7 B 

Wird in der Greenschen Formel nicht g,, p,, sondem g!, pj fiir n (,) , p (!) 
eingesetzt, so ergibt siuh flir die Daratellung einer Losung t>, p dee 
Systems (62), die auf dem Rande F die Werte 6, p annimmt und dort die 
Normalableitung dv/dn hat, 



»(f,J?,f) = I r i (x,y,z‘, f.ij.f) •*(£,»?, C)dV a 
(62) { J _ 

Es fehlt nooh die entspreohende Daratellung fiir den Druok p. Diese 
erhalten wir, wenn wir bei der Benutzung der Greenschen Formel (53) 


(63) 


d ( 8) = grad —, p (l) = 0 


setzen. Diese Funktionen geniigen offenbar den Gleichungen 
(64) v A u (a> — grad p U) = 0, div u (2) = 0. 

Es ergibt sioh 



Damit sind Geschwindigkeit o und Druok p fiir einen beliebigen Punkt 
f, rj, f im Innern von V duroh die Randwerte auf F ausgedriickt. Die 
Fundamentalintograle der Stokessohen Differentialgleichungen sind von 
H. A. Lorentz 1896 aufgestellt worden. 


7. Die FundamentaUntegrale der erweiterten Stokesschen Gleichungen. 

Ohne nahere Durchfiihrung der Rechnungen sollen hier nooh die 
Fundamentalintegrale angegeben werden, die zu den erweiterten Stokes- 
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sohen. Different! ftl gl ei o hungeii ffir stationare Bewegung in bezug auf ein 
mit dear Geflohwindigkeit U bewegtes Koordinatenflystein, d. 1 l zu deni 
System 


(66) — — gradp = — *; div s = 0 

gehSren. Die hier feh lenden Ableitungen werden znm Teil bei der An- 
wendung dieser Gleiohungen anf ein spezielles Beispiel in § 3, 8 ausftthr- 
Kdier behandelt werden. Die Greensche Pormel lautet hier 


(67) 


[ j [*» (v A t><» + p V - grad p «>) 

- #<» (*<4®® - fxTJ - gradpw)] dV 


— o w (v — p<« -f /x U vl l) ®<® dF, 


falls div o® = div ®® — 0 ist. Die Differentialausdrticke in den rundeu 
Bapaicra auf der linke n Seite rind zueinandex adjungiert (vgl. 1. Bd., 
8| 8.780—781). Fill die I fandftniAn+.A.1iTi+ Agrii.1ft gab 0. W. 
Ofleen im Jahre 1910 die folgenden AnadrlMte an ; 


( 68 ). 


<& 




(69) 


pi = - -i. A 

8 nv d a?, 


Sie genllgen deni 


( 


vAQ — fi U 


d&\ 

dxj' 


(70) vA g| — ft JJ _ grad pi = 0; divgl = 0. 

In 01. (68), (69) ist zu setzen 


(71) 




(I 

wobei ala obere Gxenze des Integrals 


da, 




zu nehmen ist. (U kann poaitiv oder nagativ aein). Damit ertdbt siob 
ana GL (69) 
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Fiir die Geschwindigkeit a in einem Punkt f, 17 , f ergibt sioh eine Gledohung, 
deren reohte Seite sioh von Gl. (62) nur um das additive Glied 

untersoheidet. Um die Darstellung ftir den Draok zu erhalten, ist in dear 
Greensohen Formal 

(73) *<» - grad ± p<# = - p U ± (i) 

[vgl. Gl. (63)] zu setzen. Man erhalt sohliefilioh ftix den Draok p in einem 
Fankte i, rj, C einen Ausdraok, der sioh von der reobten Seite von Gl. ( 66 ) 
nor am das additive Glied 

+ A*Cr}e(n 1 gradI-n^I)dF. 

untersoheidet. 

Wegen der Verwendung der aufgestellten Fonneln zur Losung Bpezieller 
Randwertaufgaben der Hydrodynamik muB auf die im lateraturverzeiohniB 
genannte ausfiihrliohe Darstellung von Oseen verwiesen werden. Oseen 
hat anoh die Grundlosungen fiir die allgemeinen Gl. (37) (niohtstationhre 
Bewegung) aufgestellt. 

§ 3. Widerstandsformeln and Grenzschichttheorie 

1. Die Stokessche Wlderstandsformel. Wir Btellen uns die Aufgabe, 
die Stromung um eine Kugel zu bereohnen, die eine gleiohfonnige Trans- 
lationsbewegung mit geringer Geschwindigkeit in einer zahen Fliissigkeit 
ausfiihrt. Dabei wird sich auoh era Ausdruok ergeben fiir die Kraft, die 
zur Aufrechterhaltung dieser Bewegung auf die Kugel wirken mufi und 
die entgegengesetzt gleioh ist dem Widerstand, den die Kugel erfahrt. 
Es empfiehlt sioh aber, von der anderen Yorstellung auszugeben, daB die 
Kugel in einer Stromung ruht, die in unendlioher Entfernung vom Korper 
eine hinreiohend langsame Parallelstromung mit der konatanten Ge- 
sohwindigkeit vom Betrage u in Riohtung der negativen x-Acb&e ist. 
Unter dieser Annahme konnen wir die linearisierte Gl. (33) des § 2 benutzen. 
Es wird angenommen, daB die Bewegung stationer sei und daB keine auBeren 
Volumenkrtlfte x wirken. Dann lautet das System der Bewegungsglei- 
ohungen 

( 1 ) vAv = gradp, 

( 1 ') div t) = 0 . 

Randbedingungen sind 

( 2 ) u = 0 ftir a 3 + y a + = r a = a 2 
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(a ist der Kugelradius) -and 

(9 f ) o — — ttt fill r -+ m. 

Ana den Gl. (1), (1') folgt sofort 

(8) divgradp s Ap = C 

Wir sohicken zun&ohst einige Tatsacben iiber Kugelfunktdonen vorana 
(Definition a. 1. Bd., V ill, § 2, 1). Man beatfttigt durob Ausreohnen, dafi 
ffii eine Kugelfunktion P„ vom n-ten Grad, d. i. fttr ein homogenea 
Polynom n-ten Grades, das der Potentialgleiobung A P n — 0 gentigt, 

W A (r* grad P„) = 2 (2 n -f- 1) grad P„. 

1st femer P B eine Kugelfunktian n-ten Grades, dann iat auob P n r'~ >,> ~ 1 
eine Kugelfunktion, nnd war vom Grad — n — 1 [vgl. Eap. XI, § 3, 8, 
(12)].. Ana AP n = 0 folgt also A (P n r — *"~ 1 ) = 0. Berttoksichtigt man, 
dafl jede Ableitung einer Kugelfunktion naoh x, y, z wieder eine Kugel- 
funktion iat, so ergibt siob, daS jede Komponente von 


* ,a " + , grad (P B r-** _1 ) 

eine Kugelfunktion vom Grad n -(-1 iat. Der Losungsansatz 


(B) 


__ r* gradP n 

2(2n + l)v’ 


P = P» 


befriedigt somit nacb Gl. (4) die Differentialgleiohung (1), aber niobt 
Gl. (1). Wir erweitem daber den Anaatz fttr n, indem wir setzen 


m 


V 


r*gradP n 
2 ( 2 »+ 1 )„ 


Q r in+t grad. (jP„ r— — a ). 


Die Gl. (1) iat immer noch befriedigt, da naoh dam oben Gesagten der 
A-Operator, angewendet auf den weiten B ummanden von Gl. (6), Null 
ergibt. Die Konstante C soil aua der Bedmgune Gl. (1') bestdmmt werden. 
Wir erbalten aus Gl. (6) 

{7) “ (dri)T- c,(2n + 3 H n + l ) i> » 

und mtissen daber 


( 8 ) 0 « __*_ 

v(2» + l) (2» +3) (» +1) 

setzen. Zur Erflillung der Randbedingungen w&hlen wir 


(9) 


n = - 2, P n 
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Ftir n = — 2 folgt aufl 61. (8) der Wert C = und dam it a us 61. (6) 


( 10 ) 

da 

(H) 


»= -Ar'gradi + lilgrei* 


- 2 4-7( l + 7"*)' 


1 3 

grad -j =• — -j t° und grad x = t 


iflt (t° iflt der Einhcitsvektor radial auswarts). Wir diirfen nun zu dem 
A p adru ok (10) fur u einen anderen addieren, dessen Divergenz und /d-Aus- 
druok versohwindet. 61. (1) und (1') sind dannimmer nocli erfullt. Nun gilt 


( 12 ) 


til (# 7 - ’“) “ "• 


Wir setzen also endgultig 

/ /4 1 B 1 \ . 1/1 . 3 B\ x „ 


und wahlcn 

(14) B = 


Dann verschwindot namlich der zweite Summand in 61. (13) an der Ober- 
flache der Kugel, d. h. fur r = a. Uni den ersten Summandcn auch. fiir 
r = a zum Verschwimlen zu bringen, muB man 

(15) A = % v au 

setzen. Damit ist die Randbedingung (2) erfullt. Mit don Werten (14) 
und (15) ergibt sich schlieBlich aus (13) fiir die Geflchwindigkeits- 
komponenton 



Fiir den Druok folgt auH 61. (5), (9) und (15) 


3 vaux 
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Mon hat in Gl. (17) eigentlioh nooh eine additive Konstante hinauznfttgen, 
die bo groB za wfthlen ist, daB liberally > 0 ausfifflt. Ffir den SpaimungB- 
vekfcor p„ (« ftoBete Normal© des fflliflsigkeitebereiohes) ergibt eioh 

(18) Pn = p_ r = -(p.- + P,-J + P.f). 

seine aj-Kemponente ist naoh Kap. X, § 1 , Gl. (26') 


(12) &»• “ - (- J> + P»*) y - lha j — y • 

P... Pv*> pi* Bind die Komponenten des mit 2 v multiplizierten Def oimatora, 
die mit Pfflfa der Gl. (16) zu beteohnen aind. 'Bs ergibt sioh 


(20) P».= 


v do dv s 
r V dx V dr 


3 vaxt 


2 


r 1 ’ 


Dabei ist r = rt° gesetzt. Die auf die Kegel wirkende Kraft in der 
a^Kiohtimg ist das ttber die Kogeloberfllohe eistreokte Integral 


(21) P*— J (p« *)r «» a d P. 

Die Aasreohnung der einzelnen Glieder des AusdraokB (20) liefert 


( 22 ) 


9o _ dv m __ 3_«as* 

r Fsr r „ a " dr rB ,a~ 2 af 2 a' 


/ An , I 8 « 

(23) p**|r«=a — y v ~ ‘ 

Einsetzen in GL ( 21 ) ergibt endlioh 

(24) P.«-|v^.4»a*. 

Eine mit der Gesohwindigkeit u bewegte Kugel erf&hrt also in einer z&hen 
Mtiadgkeit einen Wideratand der Grofle 

(25) 17 = dnvau •. 

(Stokessohe Widerstandsf ormel). TJnter der Voraussetzung, daB die 
Gesohwindigkeit u und der Kugelradius a gentigend klein sind, genauer 
gesagt, d«iB die auf den Kagelradius bezogene Reynoldssohe Zabl ou/Z 
gentigend klein ist, hat sioh die Formel (25) gut bewahrt, w&hxend daB in 
der Theorie der idealen Plttsaigkeiten abgeleitete Ergebnis, daB eine Kugel 
in der station&ren wirbelfreien Str&nung kerne Kraftwirkung erfdnit 
(Paradozon von 1 d’ Alembert), jeglioher Beobaobtung widerspraob. 


2. Die OseensChe WlderstandsformeL C. W. Oseen hat die Stokes- 
aohe Theorie so erweitert, dafi die von ihm erhaltene Widerstandaformel 
auoh bei etvras hoheren Gesohwindigkeiten « des Korpers bzw. der an- 
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atromenden Fliissigkeit verwendbar bleibt. Der Korper, den wir wieder ale 
kugelformig voraussetzen, babe die Gescbwindigkeit u > 0 in Riobtung 
dec poaitiven x-Aobse. Das KoordinatensyBtem sei mit ibm stair ver- 
bonden. Wir benutzen daber die Gl. (37) des § 2 and nebmen an, dad von 
dieeem bewegten Koordinatensystem ans betraohtet die Bewegung 
stationar ist und daB keine Massenkrfifte it wirken. Ob wir q oder p 
scbreiben, ist ftii die Ableitung zun&obst obne Belang. Das zn be- 
bandelnde Gleiebungssystem lautet daber 

d o 

(26) vA o + fiu = gradp, divo = 0 

oder naob 'FHnffihmng der Z&bigkeitszabl Z 

(26') (A + Y'JTi) o = -J- gr«dp, divo = 0. 

Ebenso wie in 1, Gl. (3) ergibt siob auob bier Ap = 0. Wir ftihren nun 
eine von x, y, z abbangige Funktion 0 ein, von der wir fordem, daB 

<»> 

Die gesnohte Q^sohwindigkeit v und der Druok p wird additiv aus zwei 
Anteilen d 1 und u a bzw. p x und p z zusammengeeetzt. Dor Ausdruok 

(28) », = iA0-j i gaA0 


erffillt die Bedingung div n a — 0. Wild dieses in die Gl. (26') eingesetzt, 
so folgt 




Setet m an daber 
(30) 


-gradp. 


Pi = ~ v 



damn erftillen o lt p x fttr o und p gesetzt die beiden Gl. (26') und die 
Gleiobung Ap = 0. 

Zur Bestimmung von 0 wird der Ansatz 


(31) 




1 

r 


gemaoht. 

gefflhrt 

(82) 


Gl. (27) ist dann befriedigt. Nun wird als Hilfsvariable ein- 


— y (' + *)• 


8 



Unaymmetrie der Strfimimg XII, §3 

Die Flaoben s = oonst Bind Rotationsparaboloide um die z-Aohse. Duroh 
lnftihrung dieser Variablen s wird eine gewisse Unayrngietrie zwischan 
order- und Hinterseite des Korpers gesohaffen, wahrend bei der -Ab- 
eitung der StokesBohen Widerstandsformel in 1 die Stromung vor 
Korper symmetrisoh war zu der hinter dem Korper. Wei ter wird ver- 
^ngt, dafl 0 Funktion von 8 allein sei. Bezeiohnen wir mit Striohen bei 0 
die Ableitung naob 8, dann gilt 

(33) H = Srad 0 = 2^ <p/ ( t# + i). 

^ 3 ) ^ 0 a= div grad 0 = (0"s + 0') 

(t° ist vneder der Einheitsvektoi radial ausw&rte). Diese Ausdrticke warden, 
nunmehr emgesetzt in Gl. (31); man erhalt 

(3i > *0" + (i + s)<P = £ (8e .<p>) = 

as u 

Oder 

(35) 0> . % 1 +*e~» 

u 8 

Die Integrationakonstante k bestimmt aieh daraus, dafi fiir s = 0, also 
T ® ^ Funkte der negativen o-Achse die Funktion &* 

regular set. Man mufl k = - 1 setzen und erhalt schliefilich 

8 

Z C 1 — er a . 


-41 


[vgl 1 2,7, (71)], wobei die untere Grenze willklirlich gleich Null gesetzt 
al ** koniierL au ^ kleine Werte von 8 beschranken, da nnr 
JeOberflaohederab) hinreiohend klein vorausgesetzteitKugel intereasiert. 
iCntwioklung des Integranden von Gl. (36) liefert uns 


•«4*(>~i-*)- 


Es ist noch nioht zu erwarten, dafi die Randbedingungen erfiillt werden, 
da man un Ansatz (31) nur die spezielle reehte Seite 1/r gew&hlt hatte. 

Wir wShlen jetzt den zweiten additiven Anted o. von u, indem wir 
setzen ■ 


h “*“ 4 n(T)■ 
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Dana iflt auch div o 2 = 0. Diesem o 2 soil eine Funktion p t entspreohen, 
so daft naoh Ql. (26') gilt 


(39) 


( A+ Z dx) 



Da auoh /In, = 0 ist, geniigen wir diesen Gleichtmgen, indem wir setzen 

(») a *(|)- 

Sohliefilicb wild die Loaung unseres Systems (26) endgliltig in der Gestalt 


(41) 0 = AiO t + *4a»a> P = ^iPi + -4 a Pa 


angesetzt. Die Konstanten A lt A t sollen a us den Randbedingungen 
bestimmt werden. Zunaohst wixd v bereobnet, indem wir die Ausdriieke (28) 
und (38) und den Naherungsausdruok (37) fur die Funktion <P in Gl. (41) 
einsetzen. Wir erhalten naherungsweise 

(42) grad0 = i(l--i)(r« + i), * * - ^ 

und 

(42') ^grad<P = 1. |^(l _ s ) i _ 1 ( sr + 2* - s*)r°] • 


Nun werden in Gl. (42') folgendo fiir die reohte und linke KugelMlfte, 
d. h. fiir + x und — x entgegongosetzt geriolitete Anteile gestrichen, 
da sie auf die spatere Spannungsberechnung ohne EinfluB sind. In (1 — a) i 

wird das Glied — %% ®t gestrichen, in (sr + 2® — sx) r° das Glied 
22 (r 2 — x 2 ) t°. Naoh Streichung dieser Glieder bleibt von Gl. (42') iibrig: 


(43) 
Da 

(44) 



ist, so folgt endlich 





Da es strenggenommen nioht in Ordnung ist, die symmetrisohen 
Glieder vor Erfiillung der Randbedingungen fortzulassen, konnen die 

Ml sei-Frank, Thfferentialgleiohuxigen. II go 
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Bandbedingungen auf dies© Weis© nur naherungsweiae erfiillt werden. 
Wie in § 2, 3 bemerkt, sind die u Absolutgesohwindigkeiten, wahrend der 
Anfangapunkt des a-y-s-SyBtems im Kugelmittelpunkt liegt; dah©T 
lautet die Bandbedingung: 

(46) B = ftir r = a. 

Dies gibt fiii A 1 und A % die beiden Gleiohungen 


(47') 

und 

(47") 

woraufl die Werte 

(480 

und 

(48") 




3o«\ 


A - _£2!Vi 
folgen. Aus Gl. (46) wird mit diesen Werten: 

Bin Vergleich mit dem in 1, Gl. (16) erhaltenen o-Ausdruck 
_ Sottas/ o*\_ 0 /3 au , a*tt v, 

ergibt 
(51) 


. /, 3 au 

^Owen w 1 — &S tokos • - 


in UbereniBtiinmimg damit, daU dort die Kugel samt dem aj-y-^-Koordinaten- 
system rich. in Rube befand. Ptir p x ergibt sioh aus Gl. (30), (33), (33') 
und (37) 

und damit aus Gl. (41), (40) und (480 den Druok 


(63) 


P = A Pi + ^»P» *%» AjPi = 


3 vaux 

~2pi~ 
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Bin Vergleioh mit dem in 1, Gil. (17) erhaltenen Aosdraok zeigt, daS 

(W) Po.een = pBtok- • (l - ^r) 

gilt. Aus Gl. (51) and (54) Win man non ohne weitere Reohnong die Gr6.Be 
des Wideratandes angeben; es ist n&mlioh 

(85) Wo^ = : (l - ^^-(l + 


Man erkennt hieraus, dafi steta Wr^ rm > W 8wka , ist. 

Anoh die Oseensobe Fonnel bewahrt sioh am beaten, wenn aujZ 
Mein ist. Fflkren wir nooh eine dimensionaloee Widerstandsgrofie 


:w ~ a*np' J«* ~ l2 o«( 1+ 8 z) 


m) ' w ~ //•;«* — o « vr 1 8Z, 

und die auf den Kugeldurchmeeaer bezogene Reynoldssohe 7 a1i1 


(57) 


R = 


2 an 
~Z~ 


ein, so erhalten wir die Oseenaohe Fonnel in der Gestalt 

< 68 ) U== + 

w&hrend bei Einfiihrung der gleiohen Bezeiohnung die Stokessohe Fonnel 
lautet 

(58') Cw = 


[Man vgl. hierzu das Poiseuillesohe Gesetz in § 1, 3, Gl. (60) in der Form 

f = 8:fJ 

Die Oseensohe Formel ist wie die Stokessohe nioht brauohbar, 
wenn die Stromung turbulent ist. Sie hat sioh indessen nooh gut bei den 
hohen Geschwindigkeiten, wie sie in der Molekularphysik vorkommen, 
bew&hrt. (Beispiel: Z = 0,01 cm 2 sec^ 1 , u — 1,6.10 4 om see -1 , a = 10“® cm, 
R = 3.) 


3. Grenzschlchttheorle; Obergang zu JR -+ oo. Die Ableitungen der 
beiden Widerstandsformeln in 1 und 2 sind giiltig, wenn die Reynolds¬ 
sohe Zahl hinreichend klein ist. Es interessiert aber auoh der Stromungs- 
verlauf in der Nahe des Korpers, sowie die sioh daraus ergebende GroBe 
des Wideratandes bei sehr grofier Reynoldsscher Zahl R , d. h. bei 

88* 
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aehi geringer Zahigkeit. L. Prandtl 1 ) hat 1904 als crater den Grenziiber- 
gang R -*■ oo in den Bew^gungsgleiohungen durchgefiihrt unter Beaohtung 
der ftkr z &he Fltissigteiten an festen Wanden giiltigen Randbedingung n = 0. 
Er war dabei von der Beobachtung ausgegangen, daB das Haften der 
Bliiasigkeit an der Wand in der Nahe des Korpers ein starkes Ge- 
schwindigkeitsgeffiJle in der Bichtung senkreeht zur Oberflache znr Folge 
hat. Noch Kap. X, § 1, 8 treten daher dort in einer dtinnen Schioht 
(^Grenzschioht") auoh bei kleinem v verh&ltnismaBig grolio Tangential- 
spannungen anf. In groflerer Entfemung vom Korper kann nach 
Prandtl die Stromxmg mit groJSer Annaherung als die Potentialstromung 
einer idealen Blussigkeit angeschen werden. Die mathematisohe Theorie 
der Grenzschicht, oder wie wir allgemeiner sagen woUen, der Gleit- 
schicht, lafit sich unabh&ngig von diesen der Beobachtung ent- 
stanunenden AnnaJhmen als asvmptotische Integration der Differential- 
gleichnngen durchfiihren a ). 

Wir beschr&nken unsere Betraohtung auf eine ebene, stationare Be- 
wegung und lassen nur solohe Kr&fte x zu, die ein Potential habon, so dafi 
ihr EinfluB sohon durch entspreohende Definition der DruckgroBe beriick- 
siohtigt werden kann. Das System der Navier-Stokesschen Gleichungen 
lantet dann nach Kap. X, § 1, 8, Gl. (29) 



Ahnlio h, wie os bereits in § 1, 3 gesohehen ist, denken wir uns in Gl. (69) 
dimensionslose Groflen eingefuhrt. Wir wahlcn eine Lfingenabmessung a 
(etwa die Breite der Stromung an einer bestimmten Stelle) und eine be- 
stimmte gegebene Gesohwindigkeit c und messen dann alle Langen mit der 
Mafleinheit a, alle Gesohwindigkeiten mit dem Mali c. Setzen wir also fest, 
daJ3 in unseren Gleichungen x, y nicht mehr die wirkliohen Koordinaten, 
sondem die durch a dividierten, ebenso v a , v v die durch c dividierten Ge- 
schwindigkeitskomponenten bezeichnen, wozu noch gehort, dafi p gleioh 
dem durch c a dividierten Druok ist, so andert sich an den drei Glei- 
ohungen (69) nichts, als daB an Stelle von Z der Quotient Z: ac, also 


1 ) L. Prandtl, Verhandl. d. III. Internationalen Mathematiker-Kongreesee 
Heidelberg 1904, 8. 484—491. Leipzig 1906. 

*) R. v. Miaea, Bemerknngen znr Hydrodynamik. Zeiteohr. f. ang. Math, 
n. Meoh. 7 (1927), S. 426-^431; 8 (1928), S. 249—262. 
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die reziproke Beynoldssohe Zahl R tritt. Wenn wir daher beim Grenz- 
tibergang R -> oo, den wir uns etwa als einen tlbergang zu versohwindender 
Zahigkeit voratellen konnen, Bewegungsgleiohungen erhalten werden, 
die von denen dec idealen Fltissigkeit verschieden Bind, bo heifit dies, 
daB mit waohsendem R auoh Av sehx groB wird, so daB Av:R nioht 
versohwindet. 

Abweiohend von dec uisprtingliohen tJberlegungsweise von Prandtl 
geben wir nioht vom Band, sondem von einer beliebigen Stroxnlinie aus, 
von der wir annehmen, daB sie bei stetigem Aawaohsen dee Parameter- 
wertes R sioh einer Grenzlinie 8 nahert, lings der die Rriimmung 1: p, 
die Geschwindigkeit v tmd der Druck j> regulare Funktionen der Bogen- 
l&nge s bleiben. Ein fester Band geniigt dieser Bedingung, aber auoh 
2 . B. die freie Symmetrieaohse hinter einexn symmetrischen Hindemis, 
wenn wir die Symmetrie der Losung voraussetzen dhrfen. Wir wollen 
in der Umgebung von S ein rechtwinkliges Koordinatensystem festlegen, 
desacn Koordinatenlinien einerseits aus den Parallelkurven, andererseits 
aus den Nonnalen der Stromlinie S bestehen. Ein boliebiger Punkt ist 
dann durch seine Koordinaten s (Bogenlange auf B) und n (Lange der 
Normale von S zum betreffenden Punkt) bestimmt, und der Geschwindig- 
keitsvektor o kann in die Komponenten v, und v n zerlegt werden. Wir 
transformieren nunmehr die Gl. (59) naoh den im 1. Bd., Kap. II, § 3, 4 
gegebenen Begeln auf dieses System. Beim t)borgang vom Punkt (a, n) 
zum Punkt (s + ds, n -j- dm) sind die Komponenten dl v dl a der Ver- 
schiebung nach den Bichtungen der durch den Punkt (s, n) gehenden 
Koordinatenlinien 


(60) dl , - ^ dl , --= ^ = An, 

ri l Q hy 

worauH Hich h i und h 2 ergeben. Der KriirnmungHradiue q iflt nine ge- 
gobo.nc Funktion von s alloin. Nach 1. Bd., Kap. 11, § 3, 4, (40) ist 


(61) 


dv, dvy 
dx ' dy 




e dv, dv n 

pH n On dn 


t>»_ . 
p 4 n 


Ah illicit ergiht sioh 


(62) 

und 

(62') 


du 


do 

dy 


p do do 
— 7 — v,— + v n — 
q + ft d 8 on 


d»o d a o _ p d / p do\ d /<?+ n do\] 
dx i ‘dy i e + nLd«VH-« ds) dn\ p dn/J 
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Wir erhalten so aus Gl. (69) 


( 03 ) 


% 


Q (dv, , M , 9_v, _ _1_ g djp 

e + n\d8'Q/' n dn fiQ + nds 

. l g (9 r g / dv , t)»\i l /d%, _ v_.\ 
R g -f- fi 1 dt Lg ■{■ n V ds g/J g-j-»\9s g/ 

' , d /g + n dv,\\ 

g dn)]’ 



2_dp 
H dn 


1 e [ 1 (dv, | M , g d /dVn t>,v 

■Sg + nl Q-\-n\ds g/^g + wdsvds g/ 

, d /Q + ndv„\] 
dn\ g dn)] ’ 


e dv> 

5 +# 1 


_|_ __ W »_ 
dn g + n 


= 0 . 


Setzt man voraus, dafi beim Grenzlibergang zu R -*■ oo samtliohe 
Gesohwindigkeiten und ihre Ableitungen besohrankt bleiben, so fallen alls 
von der Z&higkeit herrtilurenden Glieder, da sie den Faktor 1 :R besitzen, 
fort und man kommt auf die Gleiobungen fiir ideale Fliissigkeit zuriick. 
Nun konnen die Gesokwindigkeiten selbst nicht als unendlich groB an- 
genommen werden, und von den Ableitungen naoh der Bogenliinge < 
kaben wir vorausgesetzt, d&B sie, wenigstens ftir n = 0, boHohr&nkt 
Bind. Somit fallen in den beiden ersten Gl. (63) jcdenfalls die ersten 
vier Summanden hinter dom Faktor l:R fort. Soil nicht auoh das 
ffinfte Glied verschwinden, so miissen wir ansetzen, daQ die Ableitungen 
nach n wie Vi2 wachsen. In der Kontinuitatsgleichung, der dritten 
Gl. (63), wlirde dann aber nur das zweite Glied allcin iibrigbleiben, wenn 
nioht gleichzeitig die Normalkomponente v n sellmt wie 1: \R klein wird. 
Um diese Yerhaltnisse in den Gleichungen hervortrcten zu lassen, konnen 
wir neue Koordinaten einftibren, die wir dor Kinfaehheit halber wiedor 
mit x, y bezeiobnen: 

(64) x = 8, y = n\R, v a = v„ v t = «„V R. 

FaBt man x, y wieder als reohtwinklige Koordinatcn auf, ho bedeutet die 
Transformation eino doppelte Yerzerrung deH Stromungsbildcs in der 
Umgebung der Stromlinie S. Erstens ist der Bogcn s auf die gerade x-Achae 
abgewickelt, zweitens ist quer zur Stromlinie allot) V /2-fach gedehnt. Naoh 
Durohflihrung des Grenztiborganges R -> oo wird also eino unendlich 
kleine Umgebung von S auf einen endlichen Bercich abgebildet. 
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Volkieht man nun in den drei Gl. (68) den Gzenzilbergang nnter 
Festhaltung von x, y, v m and v t , so geht der Fakfcor g: (g + ft) gleioh 
(?:({>+ ylfR\ da Q encLJioh bleibt, gegen 1, so dafi man ftir die neuen 
v„, v t als Funktdonen der neuen x, y erhalt 


(65) 


_ 9v * i - dv " _d*v. 

“dx + 'dy- ndx^dy'' 


dV m dVy 

dx dy 


= 0. 


0 


.L 9 jl 

fi dy ' 


Dieaen Gleiohungen folgt also die verzerrte Str5mung, die dem Verlauf 
der Bewegung in einem unendlioh sohmalen Streifen l&ngs der Strom- 
linie 8 entsprioht. Sie werden naherungsweise flir ein kleines Gebiet der 
urspriingliohen Stromung verwendet. Dabei zeigt sioh eine gewisse 
tJbereirfltimmung mit der Beobaohtung, wenn ee sioh urn, groBe Werte 
von R, aber dooh um solohe handelt, die noch. unterhalb einer gewissen 
kritisohen Grenze liegen. Oberhalb gewisser JS-Werte sohlagt die Be¬ 
wegung in Turbulenz um, und dem kann die Gleitsobiohttheorie, die nur 
ein Teil der Theorie laminarer Bewegiingen ist, nioht rnehr gereoht 
werden. 


4. Ableitung der Haupigleichung der Grenzschlcht Die mathematisohe 
Verwertung des Ansatzes (65) gescbieht bei Frandtl und seinen Sohlilem 
in der Weise, daB zur Befriedigung der letzten Gleichung eine Strom- 
funktion xp eingefiihrt wird (vgl. § 2, 1), und da aus der zweiten GL (65) 
folgt, dafl p und somit auoh dp/dx nur von x abhangen, gilt fur xp zufolge 
der ersten GL (65) 


( 66 ) 


dtp d % xp dip d*xp d*xp _ ,. 

dydxdy dx dxp dy 5 ~~ ' * ' 


Die Funktion / (x), d. h. der Verlauf des Druckes wird als gegeben an- 
gesehen. 

Zu einer anderen Formuliorung gelangt man, wenn man die Strom- 
funktion xp nicht als abhangige, sondem als unabhiingige Veranderliche 
neben x benutzt. Als Unbekannte sehen wir die ,,Stromungsenergie" an, 
d. h. die Summe $ U -\- p/p aus dcr kinctischen Energie pro Massen- 
einheit, dem Potential U der Kraft xfpi und dem duroh fx dividierten 
Druck [vgl. Kap. X, § 1, 11, Gl. (23), (37)]. Da die letzten beiden 
Grofien schon in unserom p zuBammengefaflt sind, und da im Ausdruck 
dor kinctischen Encrgic 

I («? + «’) = i («2 + 


(67) 
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naoh dem Grenztibergang der zweite Bestandteil verschwindet, setzen 
wir unter willlriLrlioher Hinzuftigung des Faktors —2 



Dieses z sehen wir als Funktion von x und rp an. Die linke Seite der 
ersten Gl. (65) ist 



Dabei bedentet der in Klammem stehende Operator eine Differentiation 
inIttobtnng eines konstanten y; die partielle Ableitung djdx auf derrechten 
Seite von Gl. (69) ist dagegen hier nnd weiterhin bei konstantem y zu 
veretehen. Ans Gl. (68) folgt 

(70) % = j/- y -2 = iF(x)~ z, 

da f nor von x abhangt. Wir erhalten femer 


(71) 

nnd 


dv a = 9«, = d_ /vj \ 

dy dip “ dip \ 2/ 


(72) 

(73) 


9 a «. _9^ /«J\ _ _ 9 a £ 

9y* “ V “9v>* ~ ”*9^* 2 ‘ 

Werden die gefundenen Ausdriioke in Gl. (65) eingesotzt, so ergibt sioh 

dz _ 

dx~* dip*' 


wobei k = v m durch Gl. (70) gegoben ist. Zu diener Gleiohung zwo.iter 
Ordnung, die gonau die Form der Warmeloitungsgleichung eines Stabes 
mit voranderlioher Wtaaekapazitat hat, tritt nur noch, wenn man das 
(verzerrte) Stromlinienbild linden will, die Quadratur 



In der Analogie zur Warmelcitung entsprieht die Abszisse x der Zeit, 
die GroBe ip der Ortskoordinato des Stabos und die Stromungnenergie z 
der Temperatnr. Da jede nocli so kleino endliehe Breite der urspriinglichen 
Stromung beim Grenziibergang einen unendliehen Bercich fur y und daher 
ftir ip ergibt, haben wir es mit einem Stab von unendlicher Lange zu tun. 
Die Analogie kann vor allem dazu benutzt werden, die vorzusohreibenden 
Randbedingungen lestzustellen. Eine Losung von GL (73) wird dann be- 
stimnit sein, wenn die Temperatnr z zu Beginn, also bei x ■= 0, fiir 
alle ip gegeben ist und die Temperatur der Stabondcn y = 0 und y = oo 
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fttr alle x. Wexm ip gegen oo geht, mtissen wir annehmen, daB z einen 

endliohen Grenzwert erhalt, womit bei normalem Yerlauf = 0 ver- 

bunden ist. Dann zeigt Gl. (73), dafi bier z auob yon x unabh&ngig ifit, 
lind da wir eine additive Konstante nooh frei haben, konnen wir festsefczen 


(75) % — 0 fiir ip 

Das bedeutet naoh Gl. (70), daB F ( x ) gleiob dem Quadrat der Gesohwindig- 
keit u ist, in die v a bei nnbesdbrfinkter Entiernung von der Grundstrom- 
linie 8 ftbergebt, so daB naob Gl. (68) nnd (70) z = u l — vj ist. Natilrlioh 
muB znr Integration von Gl. (73) F (x) = u B (x) vorgegeben sein. Ist 
die Stromlinie 8 (ip = 0) one feste Wand, an der v„ = 0 ist, so haben 
wir die zweite Randbedingung 

(76) z = F(x) flir ip — 0. 

Im allgememen Falle, wenn fttr ip = 0 beliebig gegeben ist, tritt dafiir ein 
(76') z(x, 0) = F(x) — 

Betraohtet man die Stromung hinter einem aymmetriaohen Hindernis, 
so miiB fiir die Symmetrieaohse gelten 


oo. 


(76") 




fiir 


= 0 . 


Endlioli bedeutet die Angabe von 

(77) z — z (0, ip) fiir x = 0 

die Kenntnifl der Geschwindigkeitsverteilung quer zur Stromlinie 8 an 
ihrem Beginn. 

Eine bildliche Darstellung der Verhaltniase erhalt man am beaten, 
indem man z als Funktion von ip fiir aquidistante Werte x A , x 2 , x 8 ,... 
gezeiohnet denkt (s. Fig. 37). In der Analogie gibt die Zeichnung die 
Temperaturkurven des Stabes fiir aquidiatante Zeitpnnkte. Anfangs- 
und Endpunkt jedcr Linie sind duroh Gl. (76), (76), die erste Linie aelbat 
durch Gl. (77) gegeben. Schrcibt man fiir Gl. (73) eine Differenzengleichung 

d*ty 


(78) Zy+iiyj) — z v (ip) = Ax.yF(x v )~z v ^ (v = 0, 1, 2, ...), 

bo kann diese Formcl zugleich ala einfaohste Vorsohrift fiir eine praktiaohe 
Integration von Gl. (73) angeaehen werden. Dabei iat z, (ip) = z (x r , ip). 
Aua Gl. (G8) und (64) entnimmt man, daB 


1 dz 


dv a 


dv m 


1 dv. 
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iat. Eine endliohe Tangentenneigung einer z-Linie bedeutet ein unendlioh 
starkes Quergefalle der Geschwindigkeit in der ursprlinglichen Stromung, 
also die Erscheinung, die wirals Grenzschioht oder allgemeiner ala Gleit- 
sckicht bezeicbnen. Eine Gleitsehiclit Iiegt imm er dann vor, wenn niclit 
alle z-Linien der Fig. 37 der Abszissenaehse parallel verlaufen. Ein solcher 
Verlauf iat ausgeschlossen, wenn die Randbedingung (76) bzw. (76') fiir 
ip = 0 ein niclit konstantes, d. b. mit x veranderliches z voraobreibt, weil 
dann naoh Gl. (73) die z-Linie wenigstena zu Beginn eine endliohe Kriimmung 
besitzt. Es tritt also unter der Annahme, d&B der EinfluB der Zahigkeit 
beim GrenztLbergang R -► oo nicht versohwindet, eine Gleitschicht eratens 
immei dann ein, wenn z fiir ip = 0 nicht konstant ist, d. h. wegen der 
Definition von z in Gl. (68), wenn die Stromungsenergie ^vl + p/fi 


Fig. 37 



lilngs S niclit konstant iat. Zwoitens kann, unabhangig vom Energie- 
verlauf langa S, cine Grenzachicht dadurch bedmgt werden, daft die Rand- 
bedingung (77) fiir x = 0 cin niclit konstantea yt vorsehreibt, d. li. die 
gcgebene Geschwmdigkeitaverteilung ina Eintrittaqueraehnitt aehon das 
unendliohe Gefalle aufweist. 1m letztcn Fallc verliort sicli die Gleitachicht, 
falls die Stromungsenergie auf ip = 0 ala koiiHtunt vorgeaehrieben iat, 
allmahlich mit der Entfernung vom Anfangaquerachmtt, d. h. sie wird 
mit wachsendem x unendlioh breit. Auf eigentliehe feat.c Rand Union 
angcwentlet, besagt imaor Reaultat: Eine Oronzaohieht mil ateilem (Je- 
schwindigkeitsal)fall im Querachnitt beatelit, wenn der Druek limga des 
Randea nicht konatant iat; bei konatantem Druek, wie etwa in dom 
unten behandclten Bcispiel der eingetauchtcn Platte, kann aio (lurch die 
Eintrittabedingungon crzwungen werden, gelit dann aber allmahlich in 
eine normale Stromung iiber. Eine innero (Sloitaehicht kann etwa da 
eintreten, wo eine fortsclureitcnde Stromung an einen Totraum gronzt, 
ferner beim Auslauf liinter eincm Hindernis. 
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5. Beisplele. Ale erstes Beispiel fttr die in 8 und 4 entwiokelte Theorie 
betraohten wir den bereite von L. Prandtl und H. Blasius 1 ) erledigten 
Fall einer unendlioh dtinnen ebenen Platte, die in eine gleiohformige, 
geniigend bieite Stromung mit der Tranalationsgesobwindigkeit u parallel 
zu den Stromlinien eingetauoht ist. Da in einiger Bntfernung von der 
Platte die Stromung ungefindert bleiben wild und kein Druokgefalle in 
der Stromriohtung vorhanden sein soli, haben w 

(80) F(x) = u 1 = ooust 
anzusetzen. Randbedingungen fiir * = 0 sind: 

(81) = u* fttr y>^0, v* = 0 fiir y = 0. 

Die partielle Differentialgleichung (73) gebt duroh die Substitution 

(82) -£= = £, F — z = / (£) 

1 x 

fiber in die gewohnliche Differentialgleichung fiir / (£): 

(83) f = - —• 

r 2 V/ 

Die Losung ist eindeutig bestimmt duroh die Randbedingungen / (0) = 0 
[wegen GL (76) und (81)] und /( oo) = const = F [wegen Gl. (75)]. Die 



liter auftretendc Konetanto andert sieh zwar von Fall zu Fall, doch 
braueht die Intimation von Gl. (83), die nielit in geHchlosscncr Form 
ausfiihrbar ini, nur cm oinziges Mai durehgefuhrt zu wen Ion. Dann kann 
man alb 1 andcrcn Falle (lurch MaBstabHanderung auf (len cinen durch- 
gerechnotor) zuriickfuhren. Multipliziert man niimlich das Argument 
£ von / mit einem korwtanton Faktor A, so geniigt /A 4 der Differential- 

J ) H. Blasius, Zeitsohr. f. Math. u. Phys. 50 (1908), S, 1—37. 
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gleiohung (88) mit der neu eingeftlhrten unabb&ngigen Ver&nderlioben. 
Man erh&lt also die Losung flir den A*-fachen F- Wert, indem man die 
Ordinaten dec /-Lioie mit A 4 , die Abazissen mit A multipliziert. Aus Gl. (80), 
(82) nnd (70) folgt sohliefiliob v„(() = /(f). Den Yerlanf von o„(f) 
gibt Fig. 38. 

AIs zweites Beispiel betraobten wir die von v. KArmdn nnd K. Pohl- 
hanaen 1 ) unterauobte Grenzsohiobt in einer linear zusammenlauienden 

Dtise (vgl. Fig. 39). Hier iat die mitt' 
lore Gesobwindigkeit der Strdmung pro¬ 
portional 1/as, daber baben wir fUr F 
den Anaatz 



(84) 

Setzen wir 
( 86 ) 


F = u* = “ . 

ar 


_ « , (v) 


x ■ 


so erbalten wir aus Gl. (73) die ge- 
wohnliobe Differentialgloiobung 

(86) to" = 7 }-=^= (®<0) 

V a — to 

mit den aus Gl. (76) und (76) folgenden Randbo di ngungen to (0) = a, 
to (t») = 0. Von den beiden Vorzeicben, die die Wurzel in Gl. (86) zulafit, 
ffihrt nnr daa positive zu einer brauebbaren Losung, da to" positiv aein 
muB. Fine erste Integration von Gl. (86) ergibt (im Fall a — 1) 


(87) 


\ w'* — f = — |(to -1- 2) V~1 — to -f const. 

j vi-« 


Die Berdokaiobtigung der auB der Randbedingung flir das Unendliolie 
folgenden Bedingung to' = 0 fur to = 0 licfert 

(88) to'* = 4 [2 - (to + 2) VT^to], 

Durob sukzessive Anwendung der Substitutionen 

(89) 1 — to = t\ 2 1 = «*, v = Vs £g </> 

geht Gl. (88) liber in 

(90) V2 <p' = 
mit dem Integral 

(91) 


3 Ztftp - 2 

y = V2(99“33^9)+ CODflt. 


*) Th. ▼. K&rm&n, Zeiteohr. f. angew. Math. u. Meoh. 1 (1921), S. 233-262; 
K. Pohlhausen, ebenda 8 262—268. 



xn, §8 


DmmhfB Tuning der Integration 


525 


Die IntegrationflkonBtante ist aus der Bedingnng to (0) = 1 zu ennitteln. 
Der 7 naA.mwiHnTin.Tig zwisohen <p usd to wird ausgedr&okfc duroh 

(92) Sfl* y = £ (2 + Vl - to). 

Im ersten Beispiel gehen die Kurven x = const der Fig. 37 dnroh 
eine affine Transformation in der y-Riolitung auseinander hervor, wobei 
sie sich sohliefllioh der horizontalen Geraden annahem, im zweiten dnroh 
eine affine Transformation in der z-Biohtung. Es laBt sioh zeigen, daB 
dies die beiden einzig en F&lle von dieser einfaohen geometrisohen Be- 
sohaffenheit sind. Die Grenzsohiohtgleiohung (66) ist insbesondere anoh 
dazu benutzt worden, die pog. „Ablo8ung“ der Grenzschioht, die in 
Fallen znnehmenden Druokes beobaohtet wird, zu erklaren 1 ). Es ist 
jedoch bisher nioht gelungen, duroh exakte Integration zu Losungen zu 
gelangen, die dieses Verhalten zeigen. 

Lehrbflcher zu Kap. X, XI und XII 

Enoyklopadie der mathematiflchen Wissensohaften, Bd. TV, Teilband 3 t Leipzig 
1901—1908. 

Handbuch der phyBikalisohen und teohnisohen Meohanik (herausgegeben yon 
F. Auerbaoh und W. Hort), Bd. V, VI, VII. Leipzig 1928—1981. 
landbuob der Pbysik (berausgegeben yon H. Geiger und K. Soheel), Bd. Vila 
Meohanik der FlUssigkeiten und Gase. Berlin 1927. Darin u. a. M. Lagally , 
Ideale FlUadgkeiten; L. Hopf, Z&be FlUssigkeiten. 

Hand buoh derExperimentaJphysik (berausgegeben yon W. Wien und F. Harms), 
Bd. IV: Hydro- und Aerodynamik. Leipzig 1931. 

M. Brillouin, Lepons but la vdsoositd. Paris 1907. 

U. Oisotti, Idromeooanioa piana. Milano, I: 1921; U: 1922. 

R. Fuchs und L. Hopf, Aerodynamik (= Handbuoh der Flugzeugkunde, Bd. II). 
Berlin 1922. 

H. Lamb, Lehrbuoh der Hydrodynamik (deutsob yon E. Helly), 2. Aufl., mit 
Zus&tzen yon R. v. Mises. Leipzig 1981. 

R. y. Mises, Element© der teohnisohen Hydromeohanik, I. Toil. , Leipzig und 
Berlin 1914. 

Wilb. Mtiller, Z&he Flflssigkeiten. Leipzig 1982. 

C. W. Oseen, Neue Methoden und Ergebnisse der Hydrodynamik. Leipzig 1927. 
Harry Schmidt, Aerodynamik des Fluges. Berlin und Leipzig 1929. 

W. Wien, Lehrbuoh der Hydrodynamik. Leipzig 1900. 


1 ) Vgl. aufier den sohon genannten Arbeiten yon Prandtl, Blasius, v. KAr- 
mAn und PohlhauBen die neuere Untersuobung yon S. Goldstein, Proo. Cam¬ 
bridge Phil. Soo. 26 (1929/30), S. 1—30. 
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Warmeleitung und Diffusion 

Dreizehntes Kapitel 

Freie Warmeleitung und Diffusion *) 

§ 1. Gmndbegriffe and Ditforonti&lgleichungon 

1. Grtmdbegrlffe der W&rmeleitung bei Abwesenheit von Konvektiotu 

Die Lehre von der Warmeleitung geht von der Erfahrungstatsacho a us, daS 
bei der Beriihrung zweier Korper verschiedencr Temperatur odor beim Vor- 
handensein von Temperatnrdifferenzen zwischon den verschiedeuen Teilen 
einea Kfirpers mit der Zeit ein Ausgleioh derTemperaturen e.rfolgt, und zwar 
immer derart, daB dabei der warmere Teil kaltcr, der kiiltere, warmer wirtl. 

Wir deuten diese Ersoheinung, indem wir annehmen, daB die ,,Warme k< 
eine Energieform ist, die, auf einen Korper gebracht, seine. Temperatur 
erhoht und von Stellen hoherer zu Stellen niederer Temperatur zu f lie Ben 
vermag. Das Fliefien der Warme kann cntweder so erfolgen, daB dureh 
die ungeordnete Bewegung die Korpermolekulc durcli StoB ihre kinetischo 
Energie aufeinander tibertragen, eine makroskopische Strom ung von 
Matene jedooh nioht stattfindet; ein solcher Warmetransport kann in 
Korpemaller diei Aggregatzustande vor aicli gehen. in Fliissigkciten und 
Gaaen kann auBerdem auoh Warme dureh makroskopische Strbinung von 
Matene, sogenannte „Wannekonvektion“ transportiert werden. In du^seni 
Kapitel wollen wir uns aussohlieBlich auf die Warmeleitung bei Abwesenheit 
von Konvektion besohxanken. 

Ftir diese Form der Warmeleitung hat sich nun aus gewisson Experi- 
menten einerseits und aus der kinetischcn Wiinnetheorie andereraeitH 
die folgende GesetzmaB i g k eit ergeben. Wir dcnken uns in irgcndeinon 
Punkt P eines beliebigen Korpers ein Flachenclement dF hineinge.legt und 

) ■^ em Charakter dieses Werkes entspreohond soli hior nur die iiiialytiHoho 
Throne der Diffusion behandelt werden. Eine auflfuhrliohe Dtu-Htellung dcs (Jesamt- 
^bwtee der Diffusion findet man in zwei Artikeln des VerfasRi rH dieHcs Abrolmitta 

111 tBohn - Mech Muk. herausgogoben von Auerbaeh und Hort, 
BdVII, 8.636—739. 
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parallel dazu im Abstand dn ein gleicb groBes. Der Temperaturimtersohied 
zwisohen diesen beiden Flachen sei du. Es soli dann fftr den W&rmelluB dq 
in dem so defmierten kleinen Zylinder innerhalb sehr korzer Zeiten dt 
das Gesetz gelten 

(1) dq = — Je^dF .dt; 

0 ft 


die GroBe k nennt man die „innere vVarmeleitf ahigkeit* e der Substanz, 
die wir im folgenden als Materialkonstante ansehen wollen, obzwar sie, 
gen'au genommen, selbst nooh eine Funktion der Temperatur ist. Sie lftBt 
sioh in gewissen Fallen tbeoretisch berechnen. 

Diese Gleichung konnen wir nun ohne weiteres in vektorieller Sohreib- 
weise darstellen durch Einfilbrung des Vektors Q, der ,,Warmestrom- 

dq 

diohte“, dessen Betrag gleich wt. 

(2) £1-fcgradw, Q = j C^dF = - j (k ^)dF. 

Dabei kann k im allgemeinen sowohl Funktion des Ortes ala auoh Funktion 
der Richtung des Vektors Q in bezug auf irgendein mit dem Korper feat 
verbundencs Koordinatensystem sein. Q ist die gcsamte in der Richtung 
von n durch eine Flache in der Zeiteinheit fliefiende W&rmemenge. 

Wenn zwei homogene Medien mit verschiedenen Warmeleitf ahig- 
keiten k x und Jfc 2 in einer Flache aneinanderstoflcn, so miissen fiir diese 
Grenzflache spezielle Annahmen, den Warmciibcrgang betreffend, ge- 
macht werden. Wir wollen annehmen, daB sich auoh boim Ubergang von 
einem Korper zu einem anderen die Temperatur niclit sprungweiso iindcm 
kann, so daB dort immcr 

(3) «h = 

Da os ferner physikalisch einleuehtend ist, daB der Wiirmestrom keine 
fliichenhaften Quellen oder Senken habon kann, so inuB an der Grenze 


(4) 


a« x _ a«, 
~ * an 


sein, d. h. das Tomporaturgefalle erlcidct an der Grenze zweier vorschiedener 
Medien eine Unstetigkeit. 

Fiir den W&rmestrom an der „Obcrflachc“ eines Korpors gegen seine 
Umgebung, der erstens durch die Warmestrahlung und zweitens durch 
Konvektion infolge von Stromung der umgebendon Fliissigkeiten oder 
Gase erfolgt, pflegt man zur Vereinfachung dor analytischen Behandlung 
eine robe Annaherung heranzuziehcn, die als das „Ne w tonsehe Abkiihlungs- 
gesctz“ bezeiehnet wird und folgendcrmaBen lautot: Ist die Temperatur 
an der Oberflache eines Korpers u und die Temperatur seiner Umgebung U, 
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iflt femer dF ein Element der Oberflache, dann ist der W&rmeatrom 
aenVrecht auf dF in der Zeit dt gleioh 

(5) dq = A (« — V) dF dt, 

worm h eine von den naheren Umstanden abhangige Konatante bedeutet, 
die sogenannte „&uBere W&nneleitfahigkeit“. Das Gesetz (5) gilt im all- 
gem einen nnr mit ziemlioh beaohrankter Genauigkeit, die Grode h ist 
reoht nnezakt definiert. In einem spateren Abaatz werden wir zoigen, 
daB siob nnter gewissen Voraussetzungen das Newtonaohe Gesetz aucb 
ezakt begrttnden l&Bt. 

Aub der Stetigkeit dea Warmestromea an der Oberflache ergibt siob 
schJieBlioh die Oberfl&ohenbedingnng 

(6) k d £ = h(u-U). 

2. Die Ditterentialglelchuiig der WKrmeleitung. Aub unserem Gesetz (2) 
konnen wir nun ohne weiteres eine Differentialgleichung fiir die Warme - 
leitung bei Abwesenheit von Konvektion in einem Korper ableiten, indem 
wir uns in ihm ein Baumelement dV abgegronzt denken und die Bilanz 
der ein- und auBstromenden Warmemengen ziehen. Die Substanz werde 
zunaohst inhomogen aber isotrop angenommen, d. h. k sei eine skalore 
Ortsfunktion. 

Den tfbersohufl der eintretenden liber die austretende Warmemenge 
erhalten wir aus der Formel fiir Q [Gl. (2)], wenn wir das Integral iiber 
die Oberflache des Yolumenelementes erstreoken. Dieses ist aber naoh 
der Formel im 1. Bd., II, § 3, (29) gleioh einem Volumenintegral. Da wir 
es nurmit einem Volumenelement zu tun haben, schreiben wir es oinfaoh: 
— diy JQ dV = div (h grad u) dV [b. Gl. (2)]. Es kann femer duxoh irgend- 
einen Prozefl (z, B. ohemisoher oder elektrischer Natur) in dV W&rme 
entstehen. Bezeiohnen wir die pro Sekunde in der Volumenoinheit ent- 
stehende Warme mit A, so kommt zu dem obigen Ausdruck noch 4 AdF 
hinzu. Andereraeits steigt duroh die Yermehrung des Warmeinhaltes die 

Temperatur des Yolumenelementes um ^ oder die Warmemenge um 
d u 

cr Q dV, worin g die Diohte und a die spezifische Warme der Substanz 

bedeutet. Duroh Gleiohsetzung dieses Ausdruokes mit den obigen erhalten 
wir die gesuohte Differentialgleiohung 

(7) <jq ^ = A + div(fcgradu) = A + hA u + (gradv. gradA). 

Ist daa Medium anisotrop, wie es z. B. bei vielen Kxistallen der Fall 
ist, so wird die Biohtung des Warmestromea mit der Riohtung des Tern- 
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peraturgradienten im all gemeine n nioht zusammenfallen and an Stelle 
decskalarenGroBe k tritteinTensor K mitdenKomponenten k ma 
(s. 1. Bd., II, § 4, 1). An der Differentialgleiohung (7) andert sioh dabei, 
wie mao ohne weiteres aieht, weiter niohts, als daB an Stelle des Produktes 
tgradu das 1. Bd., II, §4, (8), (9) definierte Prodakt K grad u tritt. 
Anstatt (7) gilt also fttr anisotrope Korper: 

(8) ae ji = A + div(Kgrad«). 


Maohen wir speziell die Annahm e, daB der Tensor K ein symmetrischer 
Tensor ist, wie aus empirisohen Untersuolmngen an verschiedenen Kristallen 
mit ziendioher Sioherheit festzustehen scheint, so l&Bt sioh das Koordinaten- 
system [s. 1. Bd., II, § 4, 3, (30)] iminer so w&hlen, daB die Komponenten 
mit zwei versehiedenen Indizes alle verschwinden und bloB die „Haupt- 
komponenten“ naoh drei Riohtungen x, y, z iibrigbleiben, die wir mit 
K>K>K bezeiohnen wollen. In der Folge sei immer ein solches Ko- 
ordinatensystem zugrunde gelegt. 

Ist zunaohst k bzw. K eine konstante GroBe, so ergibt sioh aus (8) 


(9) 


du a \ it , d*u , d*u 

ae Jt = A + k *drf + kv dV* + k 'd? 


und aus (7) wegen grad k — 0 

( 10 ) 


du k A .A 

“rtT = — JttH- 

dt go eo 


Ist iiberdies nooh A = 0, so reduziert sich die Differentialgleiohung 
auf die einfaohe Form 


( 11 ) 


^ = — Au = a*Au. 
dt go 


Die GroBe a 2 wird, falls die spezifisohe Warme auch als Konstante angesehen 
werden kann, selbst konstant und fuhrt den Namen ,,Temperaturleit- 
fahigkeit". 

Fiir den station&ren Zustand, wo u eine Funktion des Ortes allein ist 
(also = Oj, folgt aus (10) 

(12) Au + j = 0, 


die Poissonsohe Gleiohung der Potentialtheorie [1. Bd., XIV, § 1, (15)]. 

Fttr .4 = 0 wird daraus 

(18) Au = 0, 

die Laplaoesohe Gleiohung [1. Bd., XIV, § 1, (5)]. In diesen Fallen 
reduzieren sich also die Probleme der Warmeleitung auf die im 1. Bd., 
XVI, XVII behandelten Probleme der Potentialtheorie. 

Mi ■•■-Prank, DiflewntUlgleiohnngen. II 


84 
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Die allgememere Gl. (11) ist eine lineare partielle Differentialgleiohung 
zweiter Ordnung. Wenn wir u als nur von einer raumliohen Koordinate x 

du 

abh&ngig ansehen, lautet sie ° 2 q x % ~ g t = 0 fallt untcr die im 1. Bd., 

XV, § 9, 2 behandelten Gleichungen 1 ). Nach der dort gomaobten Fall- 
unterscbeidung haben wir es mit einer parabolischen Differontial- 
gleiohimg zu tun, die vom mathematisch.cn Standpunkt ausfiihrlicher 
im 1. Bd., XV, § 9, 1, 2 behandelt ist. 

In dcr Warmeleitungstheorie ist folgendes Intcgrationsproblem zu 
losen: Es ist eine Losung u ( t , x, y , z) der Differentialgleiohung (8) [bzw. (9), 
(10) oder (11)] zu suchen, die fiir t = 0 innerhalb eines endliehen r&umliohen 
Bereiohes in eine gegebene Funktion von x, y, z iibergeht, wiihrend an 
der Begrenzung die Temperatur u oder das Temporaturgofullo dujdn 
oder eine Linearkombination von beiden [wie z. B. in (11. ((>)] fiir t > 0 
als Funktion von t vorgegeben ist. Dabei soil u fur t 0 im ganzeu Borcich 
regular sein. 

3. Grundbegriffe der Diffusion ohne Einwirkung auBerer Kratte. Wir 

verstehen unter Diffusion die folgende Erscheinung: tlbcrliiBt man oin in 
einem GefaQ eingeschlosscnes, fliissiges oder gasformigcH Gomisoh zwoier 
Substanzen A und B> in dem das Mischungaverhiiltnis eine Funktion des 
Ortes ist, sioh selbst und halt dabei Druck und Temperatur ortlich und 
zeitlich konstant, dann andert sich das MiHohungsverhaltnia im Laufe der 
Zeit im Sinne einer Tendenz, die bestrebt ist, die Untcruehiode dessolben 
allmahlich auszugleichen. Als „Gemischc“ kommen dabei in Betracht: 
Gemisohe bzw. Loaungen von zwei Fliissigkeiten ineinander, LoHungon von 
festen oder gasformigon Korpem in Fliissigkeiten, Gemische zwoier Gase, 
sohlieftlioh ,,Neber‘ aus festen oder fliissigen Partikeln in Gasen. Die 
Losungen konnen dabei sowohl molekular als aucli kolloid soin, d. li. die 
Vermisohung kann Bich bis auf die Molekiile oder bloB bis auf gewisse 
Molekiilkomplexe der gelosten Substanzen erstrccken. 

Die Diffusion beruht darauf, daB die Teilchen der diffundicrenden 
Substanzen infolge ihrer unregelmafiigen Warmebewogung dauernd durcb- 
einandergemisoht werden, wobei die ZusammenstoBo zwisohon ilinen ver- 
zogemd wirken. Da auch in festen Korpern die Atome nicht absolut 
feat an lhre Buhelagen gebunden sind, findet auch in i linen eine wenn 
auch im allgemoinen sehr langsame Diffusion statt. 

Ist der eine der beiden Korper im Verhiiltnis zu dem andcren slots 
in iiberwiegender Menge vorhanden, wie es z. B. bci don meisten Losungen 
fester Korper in Fliissigkeiten der Fall ist, so ist die Konzentrationsandorung 

J ) Nur Bind die unabh&ngigen Ver&nderliohen jetzt t, x anstatt x, y. 
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der Fliissigkeit gegeniiber der der featen Substanz zu vernaohlassigen, und 
man sprioht dann mitunter von der Diffusion der gelosten Substanz alloin, 
obschon auch das Losungsmittel diffundieren muB. Zur Veremfaohung der 
Ausdrucksweise wollen wir im folgenden bloB immer den letzteren Fall im 
Auge halten; die erhaltenen Resultate lessen siob auf die andercn Falle 
ohne weiteres iibertragen. 

Die kinetisobe Theorie der Diffusion ergibt in tlbereinstimmung mit 
entsprechenden Versuchen fiir die Diffusionsstromung in Gasen und ver- 
diinnten Losungen eine fihnliohe GesetzmaBigkeit wie fiir die Warme- 
leitung. Analog zu (2) erhalten wir fiir die „Materiestromdiohte“ der 
diffundierenden Substanz die Vektorglcichung 

(14) JQ = — D grad c, 

wo D vom Material und von der Temperatur und im allgemeinen auch nooh 
voncabhangenkann; wirnennenDden „Diffusionskocffizienten“. Erspielt 
in der Theorie der Diffusion die gleiche Rollo wie der Koeffizient der inneren 
Warmeleitung in der Theorie der Warmeleitung. In gewissen Fallen liiBt 
sich Z) thooretisch bcreclinen. 

4. Die Differentialgleichung der Diffusion. Wir konnen die Differential- 
gleichung der Diffusion sofort naoh dem Muster von 2 gewinncn. Be- 
trachten wir ein kleines Yolumenelement dV der Losung wahrend der 
Zeit dt, so ist der TJbersohuB der in das Element einstromenden Menge 
geloster Substanz iiber die ausstromende, gemossen in Grammolekiilen 
— div JQ d V it = div (D . grad c). dV At . Anderseits ist die Zunahme 

dc 

von Substanz daselbst ^ dtdV. Durch Gleichsetzung bcider Ausdriicko 
erhalten wir 

(15) ~ — div (D . grade) = I) . J c + ^ • | grade | a . 

Dies ist die Differentialgleichung dcT Diffusion. Sieht man I) als 
unabhimgig von der Konzentration an, was in selir verdiinnten Losungen 
zutrifft, dann reduziert sich Gl. (15) auf 

(16) p t - D.Ac, 

die, wic man sieht, formal mit Gl. (11) der Warmeleitung vollig iiberein- 
stimmt, wenn man c mit der Temperatur und 1) mit o a idontifiziert. Wir 
konnen also formal die Problome der Diffusion auf solche der Warmeleitung 
zuruekfuhrcn und umgekehrt. 

GL (15) bzw. (10) gilt fiir jeden Punkt im Innern dor betrachteten 
Flufwigkeitcn und Gase. Beriihren sich zwex verschiedone Fliissigkeits- 

34* 
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bzw. Gasgemisohe unter Zwiflchenflchaltung einer pordsen Wand, so tritt 
eine Diffusion durch die Wand, die sogenannte „Osmose“ ein. Itlr 
die Normalkomponente der osmotisohen Stromung durch ein Fl&ohen- 
element dF in der Zeit dt gilt die Gleichung 

(17) Q n dt = D* (Cj - c 4 ) dF dt, 

wo Cx und o t die Konzentrationen auf beiden Seiten der Wand bedeuten und 
die Eonstant e D* anBer von der Natnr der Substanz nooh von der Art der 
por&sen Soheidewand abh&ngig ist. 1st D* flir das Losungsmittel von Null 
versobieden, fiir die geloete Substanz aber gleioh Null, so nennt man die 
Soheidewand „semipenneaber‘. 


§ 3. Wfirmeleitung und Diffusion lm unbegrenzten Kttrper 


1. Der KBrper ist unendlich ausgedehnt in einer Dimension. Allgemetoe 

I Wir maohen in diesem Faragraphen die Annahme, dad k, q, a 

Eonstanten sind und A = 0. Der Eorper sei homogen und isotrop und 
naoh alien Seiten hin unendlioh ausgedehnt, es soil aber von vornherein 
angenommen werden, daB u nur von einer Koordinate x abhangen moge. 
Wir werden an einer sp&teren Stelle zeigen, dafl unter geeigneten Anfangs- 
bedingungen in der Tat eine solohe Abh&ngigkeit von nur einer Koordinate 
erzielt werden kann. Gl. (11) reduziert sich dann auf 


(1) 


du _ , d 3 u 
dt ~ ° da?' 


Es ist nnn die Aufgabe, eine Losung dieser Differentialgleichung zu suchcn, 
wenn folgende Bedingungen erftillt sind: Zur Zeit t = 0 soil u glcioli einer 
gegebenen Funktion 0 (sc) sein und fiir alle spateren Zeiten t > 0 soil u 
im ganzen Ranine endlioh, stetig und stetig differenzierbar sein. 

Wir versuohen eine partikul&re Losung zu finden, die sich als Produkt 
aus einer Funktion von x allein und einer Funktion von t allein darstellon 

last, 

(2) u = X(x).T(t). 


dT d*X 

Setzen wir dies in Gl. (1) ein, so erhalten wir X ^ = a*T • oder 
ldT a*d?X 

lF!it = X ~dri* vom Gleiohheitszeichen eine Funktion 

von t allein, reohts eine Funktion von x allein. Es kann also die Gleichung 
nur dann fiir alle Werte von x und t erftillt sein, wenn beide Seiten gleioh 

d T 

einer und derselben Eonstanten a sind. Daraus folgt zunachst = xT 
oder T — A .(PK Setzen wir ct = — A® a®, so folgt ffir x die Differential- 
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gleichung = - A a X. Diese hat (s. 1. Bd., VI, § 2, 3) die beiden 

partikulfiren Integral© sin A a? und eos A x. Es konnen daher X und T 
nur fiir all© t > 0 und all© x endlioh bleiben, wenn a negativ reell, also A a 
positiv reell ist. Aus (2) erhalten wir dann die beiden Losungen 
Ac- 1 *** 1 cos A x und Be”** a ** sin A x % Darin ist A eine willktirliohe reelle 
Zahl, die wir positiv annehmen wollen, A und B Bind willktirliohe GroBen, 
die wir als Eunktionen von A ansetzen. Da duroh Summation tiber beliebig 
viele dieser Partikularlosungen immer neue Losungen entstehen, erhalten 
wir duroh Integration hber A eine Losung 

oo 

(3) u = f(AooaAz + J5sinAa:)e~ , * 0,t dA, 

o 

die von zwei willkiirlichen Funktionen A (A), B (A) abh&ngt. Wit wollen 
nun sehen, ob sioh diese bo wahlen lasaen, dafl die Aniangsbedingung 
u = <P (z) fiir t = 0 erfiillt ist. 

Nun laJlt sich aber nach dem Fouriersohen Integraltheorem [1. Bd., 
IV, § 3, (11)] eine Funktion <2> (z), die innerhalb eines endliehen Intervalls 
der Ditiohlotschen Bedingung genligt und aullechalb deeaelben ver- 
schwindet, in folgender Qestalt darstellen: 

OO + oo 

(4) 0(x) = i jdA|tf>(a)coBA(« —z)d«. 

0 — oo 

Da aus (3) ftir t = 0 

oo 

(5) « = J(4cobAx 4- BsinAx)iA 

o 


folgt, ergibt eioh duroh Zerlegung des oos in (4) und Vergleiohung von (4) 
und (6) 


A = 


+ o*» 



cos a A .da, 



sinaA .da 


und duroh Einsetzen in (4) 

00 +■ oo 

(6) u = i j e-^'dA j <P(a) cob A (a - z)da, 

0 — oo 

worauB in der Tat ftir t = 0 nach (4) u = (z) folgt. Wir vertauschen 

nun dio Roihenfolge der Integrationen in (6); dann wird 

+ oo oo 

ti = i | 0(a)dcL | e -1,0,t oosA(a — z) .iA. 
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Die Integration naoh A l&flt sioh leioht ausfiihren und liefert [naoh 1. Bd., I, 
K (29)] 


J e~ li «**co 6A (a — x) di. = j j/^, 


(a — aj* 

“T^r 


bo d&ft wir fiir u erhalten: 


2 ayntj 


( a -»)2 

0(<x)e "*^ fr da 1 ). 


Dafi (7) die Loeung unseres Problems darstellt, kann man auoh un- 

j (a — a)* 

mittelbar einsehen. Denn die Funktion -=e ia!< ist fiir cin be- 

Yi 

liebiges a ein partikul&res Integral von (1), wovon man sich duroh Bin- 
setzen liber zeugen kann. Um nun auoh nooh naohzuweisen, dafi ftir t = 0 

sioh. « anf (*) redimert, fiihrt man in (7) die neue Variable £ = -— 
ein. Dies liefert a = * + 2 f a V t und 


+ 00 

« =-i- ftf>(* + 2£oV7)e-f 1 d£ > 

V* J 


fiir « — 0 gibt dies [nach 1. Bd., I, § 4, (21)] 


u = 0(x)-= I e-**d£ = 0{x). 


Die Losung (7) lallt sich physikalisch sehr anschaulioh auf, Grund der 
folgenden tJberlegung deuten: Wir betraohten das partikultiro Integral 

.. (« ~ *) a 

(9) u = -v e —7*r 

2aynt 

unserer Differentialgleiohung (1), worin y eine zunilchst wiilkiirliche Kon- 
stante bedeutet. Fiir t = 0 liefert dieee Formel iibcrall u = 0, mit Aus- 
d ah m e der S telle x = a. Das entsprioht also der Anfangsbedingung, daJQ 
im ganzen Raume die Temperatur Null herrscht, mit Ausnahme der un- 
mittelbaren Umgebung der Ebene x = a. Im Unendlichen verschwindet u 
fiir alle Zeiten. 

*) Diese Lftaung iat ein Spozialfall der im 1. Bd., XIX, §4, (10), (19) her- 
gestellten. 
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Bereoknet man die gesamte W&nnemenge, die zu irgendeiner Zeit in 
dem Zylinder mit dem Queraohnitt Bins entbalten ist, der sioh parallel 

der x-Aohse beiderseits ins Unendliohe erstreokt, so findet man gem&B § 1: 

+ 00 

Q = qo J udx = qo .y, wobei das Integral mit Hilfe der oben ver- 
— 00 

wendeten Substitution a = x + 2 £a\ t ausgewertet und die beim Null- 
pnnkt der Temperatur im Korper enthaltene Warmemenge gleioh Null 
gesetzt ist. Q ist also von der Zeit unabbhngig, d. h. die gesamte W&rme- 
menge beh&lt ibren (endliohen) Wert bei; wahrend sie aber zur Zeit Null 
aui einem unendlioh sohmalen Streifen zusammengepreQt war, verbreitet 
sie sioh duxoh Wamleleitung allmahlioh, bis sie sioh sohlieBlioh. naoh un¬ 
endlioh langer Zeit unendlioh verdlinnt hat. Die GroBe y Bpielt also in der 
Forme] Q = gay die Rolle des Froduktes aus dem Yolumen der sohmalen 
Sohioht und der Anfangstemperatur an der Stelle x = a. Ware nur eine 
„ Quelle" der Warmestromung vorhanden, d. h. eine schmale Sohioht der 
Temperatur 0 (a) und der Breite (= Volumen) d cl, so wtirde wegen 
y = 0 (a) da die Temperatur an irgendeiner Stelle x und zu irgendeiner 
Zeit t gemaB (9) gegeben sein duroh 

1 (a — a) a 

u — -==<P(a)e 4 “ a< dcL. 

2 a^Tt 

Befindet sioh nun aber an jeder Stelle a eine „ Quelle" und ist 0 (a) wieder 
wie frtiher die Temperaturv’erteilungsfunktion zur Zeit t = 0, so erhalten 
wir unter der Annahme, daB die Stromung so erfolgt, als ob die einzelnen 
Quellen gesondert, unabh&ngig voneinander wirken wtirden, fiir u die 
Summe aus alien diesen Stromungen, das ist der Ausdruok (7), den wir 
daher auoh als Integral liber die Quellen der Warmestromung oder kurz 
als das „Quellenintegral" der Differentialgleichung (1) bezeiohnen. Wir 
werden von dieser Auffassung sp&ter noch Gobrauoh maohen. 

GemaB der in § 1, 4 von uns konstatierten formalen Identit&t zwischen 
der Warmeleitungs- und der Diffusionsgleichung liefern die obigen Formeln 
gleichzeitig die Losung des analogen Diffusionsproblems, wenn man Warme¬ 
menge duroh Substanzmcnge, Temperatur durch Konzentration ersetzt. 

2• Beisplele. Wir gehen nun zur Bosprechung einiger einfacher 

Beispiele liber. 

Als erstes Beispiel betraohten wir die folgende Temperatur- (oder 
Konzentrations-) Verteilung zur Zeit t = 0: Es sei liberall w = 0, mit 
Ausnahmo der Sohioht zwischen a = -f l und a = — 1, wo u konstant, 
bcispielsweise gleioh 1 gesetzt sein nidge. Das bedcutet: 0 (a) = 0 fiir 
a > 1 und a - — 1 und 0 (a) — 1 fiir — 1 a - -\- 1. Setzt man dies© 
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Werte ffir <5 in (8) ein, bo ist der Integrand nur zwischen den Gxenzen 
®+2f «yT= ± 1 von Null veischieden. Bereohnet man daraus die 
G-renzen von f, so folgt bub (8): 

i—* 


( 10 ) 


u 


la Y* 

h\^ i( 



la }ft 

wenn wir mit ip das GauBsohe Fehlerintegral 



(11) v(*) = J «-**<*£ 


bezeichnen. Man sieht unmittelbar, daB u die Anfangsbedingungen orftillt 
nnd fiir t = oo uberall versohwindet; dann hat sich die endliohe Wtane- 
menge auf ein unendlich groBes Gebiet verbreitot. In Fig. 40 sind fiir eine 
A-nzahl yon Zeiten die Temperaturen als Funktion von x dargestellt. 

Als zweitea Beiapiel betrachten wir eine Anfangsverteilung der Tern- 
peratur, derart, daB fiir a < 0 0(a) = 0 und fiir a > 0 0(a) = t* 0 gelten 
moge. Wie oben erhalt man aus Formel (8) 


X 

ia yr 

Aus Fig. 41, welche die Temperaturverteilung fiir einigc Zeiten mit 
m 0 = 1 darstellt, sieht man, wie die Warme allmahlich aus dem positivon in 
den negativen Halbraum einstromt, wobei zu bemerken ist, daB an keiner 
Stelle des letzteren zu irgendeiner Zeit die Tcmporatur hoher worden 
kann als u 0 /2. 

Dieses Beispiel liefert gleiohzeitig auch die analytische Behandlung 
des Grundversuohes der Diffusion. Es werden zu diesem Zwecke zwei 
gleiobe und geniigend lange zylindrisohe GefaBc mit den Grundflachcn 
aneinandergesetzt und durch eine Schiebewand getrennt. Der cine Zylinder 
enthalt das reine Losungsmittel (c = 0), der anderc Ldsung mit dor Kon- 
zentration c 0 . Nun wird der Schieber geoffnet und nach ciner gewisson 
Zeit T wieder gesohlossen. Gem&B (12) wird die geloste Rubstanz aus dem 
Zylinder 2 in den Zylinder 1 diffundiert sein. Um ihre Mcnge Q zu bo- 
stimmen, bemerken wir, daB gemaB § 1, (14) in dor Zeit dt durch den 
gooffneten Schieber in der Richtung der negativen x die Substanzmenge 

dq=D(^ C -\ Fit flioBen wird, wenn F don Zylindorquerschnitt 
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bezeiohnet. Seteen wii hierin den Ausdruck (12) (fiir u — o, Vo = D, 
u 0 bb O 0 ) ein, so erhalten wir die bis zur Zeit T druohgeflossene Snbstanzmenge 

T _ 

(12a) <2 = Jd 9 = C 0 ]/—• 

0 

Durch Messtmg von Q sind wir imstande, aus dieser Formel den 
Diffuflionakoeffizienten D zu bestknmen. 


Fig. 40 



ITnter der vorliegenden Anfangsbedingung kaim man iibrigens auch 
eine Integration der allgemeineren Diffusionsgleiohung (15) vomehmen, 
worin I) eino vorgegebene Funktion von c ist. Es tritt dann an Stelle 
von (1) die Differentialgleichnng 
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Wii behaupten, dall die Gl. (13) and die Anfangsbedingang befriedigt 
werden, wenn man. fordert, dab o eine Fanktion von y = ®/VT allein aei. 
In del Tat wird flir t = 0 and x > 0: y = °° and liir x < 0: y = — oo; 
c also hat fttr alle positiven x einen konstanten Wert and ebenso flir alle 
negativen x. Dnrch Einftthmng von y in Gl. (13) liberzeugt man sioh femer, 
dab sie daroh anseren Ansatz erfiiHt -wild, wean die gewohnliche Diff erential- 
gleiohang 


(14) 


d J o | y dc V /dc\ a _ 
dy*^2Ddy + D \dy) ~ 


erfUlit ist. Unsere Anfgabe l&uft also darauf hinaus, die gewohnliche, nioht- 
lineare Differentialgleiohang (14) anter der Randbedingung c = C 0 fttr 
y = co and c = 0f11ry= — ooza integrieren, was bei beliebig gegebenem 
D (o) in geschlossener Form nioht moglioh ist. 

1st amgekehrt y als Fanktion von c empirisoh bestimmt, dann Vann 
man aas Gl. (14) naoh dem Vorgang von Boltzmann 1 ) D als Fanktion 
von c bereohnen; indem man sie zunaohst anf die Gestalt 


—(d—\ =—— 

dy\ dy) 2 dy 
bringt and integriert, erhalt man 

(15, 

C’o 


Wir kehren nun zu Formol (12) zurfick und wollcn zusehen, mit 
welcher Geschwindigkeit eine bestimmte Temperatur u < « 0 im positiven 
Halbraum vorschreitet. Wir finden sie, wenn wix die Gleicliung (12) 
nach x auflosen. Das gibt 

(16) x = 2a V t . y>* ^2 ^ — lj, 


wenn man mit y>* die zu ip inverse Funktion bezeiohnet. 
gesucbte Geschwindigkeit 


dx a 

di = VT- v 


1 (2— 

\ u„ 


>)■ 


Daher ist die 


Wir bemerken, daB flir jedes u die Ausbreitungsgeschwindigkeit 
mit der Zeit bzw. mit der Entfemung von der Temperaturgrenze immer 
kleiner wird und im era ten Moment unendlioh groB ist, daB ferner die 
Geschwindigkeit um so groBer ist, je hohere Temperaturen wir betrachten. 
Von einer Ausbreitxmgsgeschwmdigkeit der Warme schlochthin liiBt sioh 


*) L. Boltzmann, Wiedemanns Ann. 53 (1894), S. 959. 
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also nickt reden, da zu jeder auoh nooh so kurzen Zeit, von t = 0 angefangen, 
die Temperatur in nook so grofler Entfemung von x = 0 sick bereits 
geandert kat. 

Bemerkenswert ist femer, da£ an der Stelle x = 0 die Temperatur 
fiir alle Zeiten den konstanten Wert u $/2 beibehalt. Wir werden diese 
Tatsaohe sp&ter bei der Bespreoknng eines anderen Problems benutzen, 
wo gerade diese Festlegung einer bestixnmten Temperatur an einer be- 
stnnmten Stelle vorgesokrieben ist. 

Gem&fi Formel (16) kann man natiirlioh auok durok Beobaoktung 
des Vordringena der Temperatur eine Bestimmung von a, bzw.. bei dem 
analogen Diffusionsproblem eine Bestimmung von D vomehmen, wenn 
es gelingt, dieses Vordringen in einfaoker Weise kenntliok zu maoken. 

Im ersteren Falle kann man etwa so vorgeken, daB man die zu unter- 
Buokende Substanz in die Form eines langen Stabes bringt, den man ent- 
weder mit einer leioht sckmelzbaren Schickt (Paraffin) iiberziekt, an der 
man das Vordringen der Sckmelzgrenze beobachtet, oder mit einem Anstrioh 
versiekt, der seine Farbe beim Ubersohreiten einer gewissen Temperatur 
verandert und das Vordringen der Farbgrenze beobaohtet, wobei man 
allerdings die „&ufiere W&rmeleitung <c vemacklSssigt kat. An einer 
spateren Stelle wird dasselbe Problem exaktcr behandelt werden. 

Im Falle der Diffusion kann man das Vordringen einer bestimmten 
Konzentration eines Farbstoffes durok kolorimetrisoke Mess ungen und das 
einer ungefarbten Losung durok refraktometriscke Messungen verfolgen 
und kieraus Diflusionskoeffizienten ermitteln 1 ). 

Ein drittes, etwas allgemeineres Beispiel erkalten wir, wenn wir die 
Annahme der Homogenitat fallen lossen und zulassen, daB sick a mit dem 
Orte andert. Ein Fall, der sioh einfaoh bekandeln laBt und eine Verall- 
gemeincrung des oben bcHprochcncn darstcllt, liegt vor, wenn man einen 
aus zwei liomogenen Stiickcn zusammengeHetzten Korper bctracktot, die 
in der Ebene x ~ 0 zusammcnstoBen. Sio soien okarakterisiert durok die 
beiden Temperaturlcitfiihigkoiten a L und a 2 , derart, daB fUr x < 0: a ± 
und fUr x ^ 0: a a zu setzen ist. Fcrncr sollen fiir t = 0 die Temporaturen 
der beiden Stiicke konstant und zwar gloick C r bzw. C 2 scin. Qesuoht ist 
die Tempcraturverteilung zu irgondoinem spateren Zeitpunkt und an 
irgcndciner Stelle. 

Es gilt also fiir x « 0 die Diffcrentialgloicliung 

du a 9 a u 
d t fll i)x* 

*) Hiorauf boruliunclo Mikromethodmi zur Diffusionsnimiung wurdcn aua- 
goarbcitet von It. Furtli, PhyB. ZcitHokr. 26 (1925), S. 719; It. Zubor, obenda 30 
(1930), S. 882. 
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an, |i 


und flir ® > 0 


du , 3*« 
dt ~ ° a da?' 


An det Stelle * = 0 gilt naoh § 1, (3), (4) die Grenzbedingung 

du x , du a 

(17) = *1 a* “ * s 3*‘ 


Wir veisuohen die Aufgabe duroh den Kunatgriff zu loeen, dafi wir 
znnaohst so tun, alB ob die Substanz 1 den ganzen Raum erffillen wtirde, 
und ala Anfangsbedingung fiir x < 0: u = C x wahlon, fiir x > 0 aber 
u __ Q' wo C x eine noch. zu bestimmende Konatante ist. Analog maohaa 
TO es mit der Substanz 2. Wir erhalten so zwei Loeungen, von denen die 
erste den Anfangsbedingungen: fiir x 0 4>{x) - C x , fiir * > 0 
# ( z ) = Ci entsprioht, die zweite aber fiir x < 0 0 (x) = C a , ftir x > 0 
0 lx) = C t . Beide Losungen, und u 2 , erhalten wir aus (8). Die Kon- 
atanten Ci und C,' bestimmen wir durcli die Forderung, dafi fttr x = 0 
die beiden Ldsungen den Bedingungen (17) genligon Holleu. 

Naoh (8) wird dann 


X 

*0l ft 




»“i 


n 


*«i ft 




9 

•oi yT 


ebenso 


“i = 


j(0, + 0i) + \((\ -Qv- 



Nennen wir die gemeinsamo Tempcratur dor Beriihrungflflaoho C„, 
folgt durch Binsetzen in (17) 


_ 1 i 


o 1 +c; = c 1 + ci = 2C , 0 , -*((?; 

re, 


<\)-\ ~ (('»— -- o, 


also 

(18) 


C'Ah 
1 /> 


/1 
* Q 


c n = 


h. 

a , 


so 
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Temperaturmaximnm 


und 


a*)o.) * (- - a - m - oj^J. 


Warn man fiir x < 0: u = u l9 fiir x > 0: u = u 2 setzt, bo liberzeugt man 
sioh leioht, daB u tats&chlich unseren Anfangs- und Grenzbedingungen (17) 
geniigt und eine Losung der Differentialgleiohung (16) ist. An der 
Beriihnmgsflache henrsoht stets die gleiohe Temperatur C 0i welohe sioh 
naoh unendlioh langer Zeit im ganzen Ranine einstellt. 

Eine weitere intoressante Anwendung unserer allgemeinen Ent- 
wioklungen stammt von Fourier 1 ) und lautet so: Wir denken uns wieder, 
wie in Beispiel 1, die Aniangstemperatur liberall gleich Null, mit Ausnahme 
einea sehr sohmalen Streifens in der Umgebung von x = 0; die Temperatur 
soil aber dort so groB sein, daB das Produkt aus Temperatur und Streifen- 
breite (die Ergiebigkeit der Warmeqnelle) gleioh 1 ist. Es ist dann gem&B (9) 
(fiir y = l,»a = 0) 


( 20 ) 


u = 


3j> 

— e~^. 


2 a )jnt 


Wir halten nun einen bestimmten Punkt x = x 0 feat und beobaohten 
in ihm die Temperatur als Funktion der Zeit. Zur Zeit t = 0 ist jedenfalls 
ti = 0, ebenso sioher fiir t = oo, da sioh ja eine endliohe W&nnemenge auf 
ein unendliohes Gebiet verstreut. Es muB also zu einer endliohen Zeit ein 
Maximum der Temperatur auftreten. Wir finden diese Zeit t m , wenn wir 
in (20) x = x 0 und du/d t = 0 setzen. Das gibt 


und daraus folgt 

( 21 ) 


du 

~dt 



*0 \ _ 


0 , 


xl = 2 a*t mf 


t m = 


_®o 

2o a 


Die Formel kann zu einer einfaohen Bestimmung von a bzw. von D 
bei dem analogen Diffusionsproblem naoh der obigen Methode heran- 
gezogen werden. 


3. Anwendung auf die Brownsche Bewegung eines Elnzelteilchens. Ge- 
m&B dem in § 1, 3 Gesagten kommt naoh der Molekulartheorie die Diffusion 
so zustande, daB dio Molekule sioh in unregelmafiiger Bewegung befinden 
und den ihnen zur Verfiigung stehenden Raum gleiohmaBig zu erftillen 
traohten. Hat man nun z. B. zur Zeit t = 0 in dem unendlioh ausgedehnten 
Medium die Substanz um die Ebene x = 0 konzentriert, so wird sie sioh 


x ) Vgl. auch Ph. Frank, Phys. Zoitsohr. 19 (1918), S. 616. 
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nach einar Zeit t gem&B (20) auagebreitet haben. Naoh der Molekularfcbeorie 
tonnen w das bo auffassea, daB nicht alle Molekiile die gleiohe VeTBohiebtmg 
x in der Zeit t erfahren, sondem alle mogliohen Yersobiebungen, wobei anf 
jede Yeraohieb ung zwisohen x und x + dx ein gewisser Brnobteil der 
Qesamtzabl aller Vereobiebungen entffiUt, der dnroh 


( 22 ) 


I c(x,t)d x 


_1__ 

2^TDt 


» a 

*™dx 


gegeben $ein wild 1 ). 

Wenn mm alle Molekiile untereinander gleioh sind, bo kann man den 
Versuoh atich mit einem einzigen Molekiil ausfiihren, indem man es von 
x = 0 ausgehen lhBt, seine Lage zur Zeit t notiert und es naoh jeder 
Messnng immer wieder zum Ausgangspunkt zuriickfuhrt. Maoht man sehx 
viele solohe Verauohe, so wird offenbar wieder der Bruobtoil aller Versuohe, 
die Versohiebungen zwisohen x und x-\- dx ergeben, mit wdx iibe^ein- 
strmmen. wdx wird also die ,, Wahrsoheinliphkeit* 4 dafiir darstellen, daB 
ein Molekiil sicb in der Zeit t um ein Stiiok zwisohen x und x dx infolge 
der Warmebewegung veisohoben hat. Genau dieselbe Oberlegung mufl 
mm aber auoh gelten, wenn wir nioht ein Molekiil, sondem ein noch unter 
dem MikrosJcop siohtbares Teilohen einer Substanz ins Auge fassen. In 
der Tat fiihren solohe Teilohen eine unregelmaBige Bewegung aus, die man 
als „Brownsohe Bewegung** bezeiohnet. Dicse unregelmafiigen Ver- 
sohiebungen gehorchen dem ,, Wahrscheinliohkeitsgesetz* * (22). An# 
Formel (22) kann man das zum erstenmal von Einstein 2 ) abgeleitete 
Gesetz firr das „mittlere Verschiebungsquadrat* * ableiten, das definiert 
ist dnroh das fnaoh 1. Bd., I, § 4, (27) ausfiihrbare] Integral 

*4* OO + on 

(23) a? = j* 2 ?w(x)dx = J* e = 2Dt. 


Das Gesetz hat formal eine gewissc Analogie mit (21). Wir werden im 
folgenden sehen, daB man eine groBe Zahl von Problemen dor Brownschen 
Bewegung ahnlioh wie hier durch Aufsuchung von ontspreohonden Quellen- 
integralen der Differentialgleiohung der Diffusion losen kann. 


4. Der KVrper 1st unendllch ausgedehnt In zwel Dimensioned Auoh hier 
maohen wii zunachst die Annahme, daB der betrachtetc Korper homogen 


l ) A. EinBtein, Ann. d. Phys. 17 (1005), S. 558. 

*) A. Einstein, ebenda, 8. 649; M. v. Smoluoho wski, ebenda 21 (1606) 
S. 766. 
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und iaotrop sei und daB keine wahxon Quellen vorhanden Bind. Er soil 
sich naoli alien Seiten unendlioh weit eratrecken, die Temperatur soli 
jedooh nur von zwei rechtwinkligen Koordinaten x und y abhangen und 
von z unabhiingig sein. Dies kann entweder so realisiert werden, daB die 
Anfangsverteilung in alien Ebenen senkreobt zur z-Aohse identisob ist 
oder, bei Vernachlassigung der auBeren Warmeleitung, durcb Verwendung 
cinex aehr dtinnen und ausgedehnten Platte. 

Die Differentialgleiohung der Warmeleitung lautet in diesem Falle 



Wir suohen eine partikulare Losung dieser Gleichung zu finden, die 
sich alfl Produkt zweier Funktionen T und R darstellen laBt, so daB T eine 
Funktion der Zeit allein und R eine Funktion des Abstandes r = V £*+ y 2 
allein sein moge. Es ist dann 

d 13 . PJ* _ . I *]L 

da* + dy* ~ dr* + r dr' 


und naoh Einsetzen von u = T . R in (24) folgt fur T eine Differential¬ 
gleiohung mit der Losung T — A e~ Xialt wie in 1. Flir R ergibt sich 
die Differentialgloichung 


(25) 


d*R | 1 dR 
dr* ' r dr 


+ PR = 0 . 


FUhren wir hier an Stelle von r die Veranderlicho q = Xr ein, so reduziert 
sie sioh auf 


(26) 


cPR 2. dR 

dQ* q d Q 


+ R = 0. 


Diese Differentialgleiohung ist aus der Thcorie dor Bcsselsclien Funktionen 
bokannt [l.Bd., VIII, §3, (1), (25)]; ihre Losung ist die Besselsohe 
Funktion von dor nullten Ordnung J 0 , so daB gilt 

(27) R — J Q (p) = «7 0 (Xr). 


Wir haben ulso ein partikulares Integral von (24): 

(28) u = Ae- x%an .Jt(Xr), 

wo A und X beliebige Werto annelunen konnen. Da die Differentialgleiohung 
homogon und linear ist, konnen wir die allgemeinc Losung daraus erhalten, 
wonn wir A als willkurliehe Funktion von X bctracliten und nach X iiber 
alleWerto von Null bis Unendlich integrieren: 


oo 


(29) 
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Die Funktion A (A) ist nun wieder bo zu wahlen, daB daduroh die Anfangs- 
bedingimgen dee Problems erfiillt werden. Dies geht natflrliob nur dann, 
V enn auob fflr t — 0 w eine Function von r allein ist. Wir benutzen dazu 
den Satz aus dor Theorie der Besselsohen Funktionen liber die Darstellung 
eingr gegebenen Funktion duroh ein Doppelintegial liber Besselsobe 
Funktionen, die analog der im eindimensionalen Falle verwendeten 
Fouriersoben Darstellung (4) folgendermaBen lautet 1 ): 

(30) <P(r) = J J ( (Ar)AdA j<P(a) J 0 (Aa)ada. 

o o 

Unser w reduziert sioh fflr t = 0 auf 

« 0 = j4(A)J 0 (Ar)dA. 

o 

Durob Vergleiohung mit (30) folgt fflr A (A) 

QO 

A (A) = A 1 0 (a)'Jo (Aa)a d a. 

o 

Setzen wir dies in (29) ein, so erholten wir endgiiltig fur u 

(31) « = J 0 (a) a d a ]e~ » * « J 0 ( X r) . J 0 (X a). A d X . 

0 0 

Die Integration nach X laflt sich. hier nioht, wie im eindimeDsionalen Falle! 
allgemein ausffihren. Ffir einen Spezialfall jedoch konnen wir die Losung 
sofort geben, wenn n&mlioh 0 (a) iiberall gleioh Null ist, mit Ausnabme 
eines sebx sohmalen Gebietes um a = 0, liber das erstreckt [ oc 0 (a) ia = 1 
wird. Dann l&flt sioh das Integral naoh a in (31) ausfiihron, und man erh&lt 

00 f* 

(32) u = J«~ 1 * aS< J r 0 (Ar)AdA = e iait , 

0 

wovon man sioh durob Einsetzen der PotenzTeihe fflr J 0 [1. Bd., VIII, 
§3, (7 a)] und gliedweise Integration leiobt tiberzeugt. Nachtroglioh 
konnen wir nun in der Tat Beben, daB (32) ein partikulares Integral 
von (24) ist. 

Verlegen wir nun durob eine Verschiebung des Koordinatensystema 
den Koordinatenursprung in den Punkt ((, r/), so haben wir 

_ r = V(* — f)* + (y - v)*> 

x ) 0 (a) mufi deneelben Bedingungen gentigen wie beim FourierBohen Integral- 
theorem; Gl. (30) rtihrt von H. Hankel her [Math. Ann. 8 (1875), 8. 47Iff.]. 
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und ans dem partikularen Integral (32) ergibt sich das allgemeinere: 


(33) 



4 a 5 1 


wo B nooh eine beliebige ISinktion von $ und rj sein Vann. 

Ans (33) konnen wir schlieJJlioh die allgemeinste Losung von (24) er- 
halten (das „QueHenintegral“), wenn wir liber die ganze Ebene jj 
integrieren: 

06 1 0»—ft 1 + (y — tj) 1 

(34) « = JJ B(S,ri)je d£i,ri, 

oo 1 


wo die Funktion B wieder den Anfangsbedingungen entspreohend zu 
w&hlen w&re. 


Wir werfen nooh einen kurzen Bliok auf die bei der Warmeausbreitung 
in einer sehr ausgedehnten Platte (bei Vernaohlfissigung der &uQeren Warme- 
leitung) sich ausbildenden Linien gleicher Temperatur: die Isothermen. 
Haben wir eine zylindersymmetrisohe Anfangs verteilung, so ist ans Sym- 
metriegriinden klar, daB die Isothermen in jedem Augenbliok Kreise mit 
ihrom Mittelpunkt auf der Zylinderaohse sein mtissen, jedooh nur dann, 
wenn das Medium isotrop ist. 

Wir lassen nun die Annahme der Isotropie fallen, indem wir uns die 
Platte beispielsweise $us einem Kris tall der art herausgesohnittexx denken, 
dafl zwei von den thermisohen Hauptaohsen (s. S. 529) in die Platte fallen 
oder, indem wir die Platte aus Holz maohen, mit den Fasem parallel zur 
Platte. Die Differentialgleiohung lautet dann in bezug auf die Hauptaohsen 
naoh §1, (9): 


du _ % SPu 
dt ~~ a * dx* 



Fiihren wir hier ala neue Variable die GrtiBen 


ein, so erhalten wir 



l) - 


y_ 

a v 


du _ Pu Pu 
dt d* m + 9tf' 

Das ist aber die Differentialgleiohung fiir den isotropen Fall, und die 
isothermen Kurven mtissen daher wieder in den Koordinaten i, X) Kreise 
sein mit der Gleiohung 

a? t/* 

x 9 q 1 = Const oder -j + ^ = Const. 

fly 


Mliea-Frank, DiflewDtulglelohungen. II 
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Das ist aber die Gleiohung einer Ellipse, deren Halbachsen sicb wie a m 
zu Oy verhalten. 

Anf diesem Umstand beruht eine Methode zur Bestimmung der 
Hauptleitfahigkeiten eines Kristalls. Man sohneidet aus dem Kxistall, 
wie oben beschrieben, eine Platte, und liberzielit sie mit einem leicht 
schmelzbaren Stoff, z. B. Paraffin. Daranf setzt man die Spitze eines 
erhitzten Drabtes anf eine Stelle der Platte und beobachtet die duroh 
das Sohmelzen des tJberzuges entstehenden Eiguren, welohe die Isothermen 
der Scbmelztemperatur darsteUen; es sind im allgemeinen Ellipsen, deren 
Aohsenverhaltnis das Verhaltnis der Temperaturleitfahigkeiten liefert. 

Ein anderes, ahnliohes Verfahren zur Bestimmung von Warme- 
leitfahigkeiten beruht auf der Verwendung einer Platte, die auB zwei 
verscbiedenen homogenen Stiioken zusammengesetzt ist, die in einer 
beliebigen Grenzkurve aneinanderst often. 

An der Grenzkurve ist naoh § 1, (3), (4) die Bedingung erftiUt: 


(36) 




L 9U 1 _ L 9 «S 

* IK “ * dn ’ 


wo n die Riohtung der Normalen auf die Grenzkurve bezeiohnet. Nennen 
wir 8 die Riohtung der Tangente an dicse Kurve, so ist wegen (35) 


(36) 


du x _ du t 
ds ~ ds 


Nun lautet die Differentialgleichung der Isothermc 


du , duj 
— d s + — d n = °. 


Es ist also du/dn dem eos des Winkels a zwisohen der Kurvcnnormalen 
und n, du/d 8 dem sin desselben Winkels proportional. Daher ist 

du 

(37) = 

dn 


Setzen wir liicrin aus (36) und (36) ein, so folgt 


(38) 


tga, = ^ 
tg ocj k t ’ 


d. h. die Isothermen haben an der Grenzkurve einen Kniok, dcsson Grbfie 
ein MaB fur das Verhaltnis der beiden Warmeleitfahigkciten gibt. Hat 
man also die Warmeleitfahigkeit der einen der beiden Substanzen ander- 
weitig bestimmt, so kann man auf diese Weise die andere leiclit messen. 
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5. Der KBrper 1st unendllch ausgedehnt in drei Dimensionen. Wir be- 
sprechen nunmebx den allgemeinsten Fall der Warmebewegung im un- 
endlich ausgedohnten Medium, wobei wir wiederum einen homogenen und 
iaotropen Korper zugrunde legen. Der anisotrope Fall erledigt Bich durob 
Einfuhrung neuer Variabler naoh dem Muster von 4 ohne Schwierigkeit. 

Setzen wir zunachst voraus, daB u nur von r, der Entfernung des 
Aufpunktos vom Koordinatenursprung, abhange. (Kugelsynunetriflcher 
Fall.) Dann reduziert sich die Differentialgleiohung § 1, (11) auf 


(39) 


du 

dt 


/d % u 2 8«\ 
Vdr 8 r dr) 


Fiihren wir hier statt u die Funktion v = ru als abhangige Veranderlicbo 
ein, so ergibt sich 


(40) 


dv J’t) 

dl~ a a? ’ 


was mit der Differentialgleichung (1) fur den linearen Fall identisch ist. 
Els muB jedooh hier r ai^f positive Worto boschrankt bleiben, und die 
Funktion v hat der Bedingung zu geniigen: v = 0 fur r — 0. 

Da (9) ein partikuliires Integral von (1) ist, das die Ausbreitung der 
Warmo vom Punkte x — 0 aus auf einer Geraden darstellt, kennen wir 
ein Integral von (40), n&mlioh 

A - Jl 


v = -j= e 

it 


4 a 2 / 


wo A eine willkiirliohe Konatantc bcdeutet. Daraus crhalten wir wcgen 
v = r u cin Integral von (39): 


(41) 


a _r 2 

u = _ e 

r\t 


Dies 1st. aber fur r -- 0 unendlieh groB, geniigt also niclit unseren Be- 
dingungen. 

1st nun aber v ein partikulares Integral von (40), ho ist auch v 1 = dv/dr 
ein solches, also in unHcrem Falk*. 


Br - 


e 4 ° a ', 


eine Lbsung von (40), die unsercr Forderung geniigt; daraus folgt wegen 
x\ - ru x 


(42) 


7>_T a 

u = — e iai * 
t 3 l* 


al« eine Lbsung von (39). B ist wieder cine willkurliche Konstante. 

85* 
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Aub (42) kSnnen wii non ein ganz allgemeinee Integral der Differentdal- 
glflinhrmg § i, (11) abledten, indem wir dutch Versohiebung dee Koordinaten- 
systems den Ursprung desselben in den Pnnkt P (£, r\, f) verlegen nnd 
statt r aohieiben: 

r = y(*-f)»+ (?-»?)•+ (*-£)*. 

Wir kdnnen sohliefilioh % nooh mit einer willkttrliohen Funktion 0 (£, rj, £) 
mnltiplirier ein nnd fiber den ganzen Raum integrieren, wodnroh wegen 
dec HomogenitSt nnd Linearit&t dec Gleiohung wieder ein Integral entsteht. 
Bezeiohnen wir das Raumelement mit iV, bo erhalten wir die allgemedne 
LSsnng in der Form 

wobei wir Uber B nooh in geeigneter Weise verfttgt haben. 

Bezeiohnen wir mit dto das Fl&ohenelexnent der Binheitekugel nm 
den Pnnkt (as, y,z) als Mittelpnnkt, so iBt dV — r*drdco. 

Bez eiohnen wir ferner den Mittelwert der Funktion 0 auf einer Kugel 
mit dem Radius r nm den Pnnkt (a, y, z) mat rp (r): 

(44) v( r ) = ht \^ dto> 

so geht (43) fiber in 

1 4 F — 

« = 7 —U-4= «(r)e 40 * , r , ir. 

(2aV7)‘V^J VW 

0 

Das Integral kfinnen wir nooh duroh Einftihrung einer neuen Variables 

f 

A =- r vereinfaohen, wodnroh es sioh verwandelt in 

2 a\t 

DO 

(46) tt = -L f v(2«Vr.A)e- 1 *A s iA. 

V» J 

0 

Da8 ii enth&lt die wilUdurliohe Funktion rp und stellt daher das gesuohte 
allgemeine Integral von § 1, (11) vor. Fiir t = 0 reduziert es sioh auf 

oo 

*-^Ly(0) Je-*>A s dA = y(0). 

0 

Nun ist aber y> der Mittelwert der Funktion 0, es gilt also, da 0 eine 
stetdge Funktion des Ortes ist, y (0) = 0 ( x, y, z). 0 ist demnaoh der An- 
fangszustand znr Zeit t = 0 nnd der Ansdruck (43) ist die Loaung dexDiffe- 
rentialgleiohnng § 1, (11) fur einen beliebigen Anfangszustand (also das 
Quellenintegral ffir den dreidimensionalen Fall). 
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1st speziell die Funktion CP nur von einer Ver&nderliohen £ abh&ngig, 
bo konnen wir in (43) naoh rj und £ integrieren und erhalten wegen 

+ <*> 

1 


2 a^nt {' 


4 a J £ 


dC 


(46) 


«(M) 


+ o° 

Vf# 

2aynt J 


<P(f)e~ 


o»—ft* 

*«•* if. 


Das iflt aber die bereite frtther gefondene Losung (7) ftir den ftindimenainriftliwi 
Fall. ( Wir seben also, dafi wir tata&ohlioh, wie bereite anf S. 532 erwahnt 
wnrde, dnroh geeignete Wahl der Anfangabedingungen, nftmlioh Unab- 
hangigkeit von rj nnd £ das allgemeine Problem anf das eindimensionale 
zurtiokftihren konnen, wie es in der Tat in der Praxis h&ufig vorkommt. 
Ebenso kdnnen wir, wenn <P von zwei Veranderliohen f und rj allein abh&ngt, 
auf den zweidimensionalen Fall des vorigen Absohnittes gefiihrt werden. 

Ein wiohtiger SpezialMl der allgemeinen Loaung (43) liegt vor, wenn 
die Anfang abodingungen Kugelsymmetrie beaitzen, also <P eine Funktion 
von q = Vf* + rj r + f® allein ist. Nennen wir die Entfemung des Auf- 
pnnktes Q (x, y, z) vom Uraprung 0: R, dann ist r die Distanz PQ. Den 
Winkel zwisohen r und g nennen wir <p und den Winkel zwisohen der 
Ebene OPQ und einer fasten, dnroh r hindurohgehenden Ebene nennen 
wir ip. Dann iat 

r 2 =• 2P + g 9 — 2 R q cos <p, dV — q* Bin <p dg dtp dip, 
und naoh Einaetzen in (43) 

oo * %n 

(2o \nt) 1 { { { 

0 0 0 


* a2t 0{q).q* simp dq dtp dip. 


Die Integration nach tp und y konnen wir sofort ausftihren, bo 4&fi wir 
ftir u erhalten: 


(47) 


u = 


1 

2 a)jnt. R 




Qdq. 


Hierin ist 0 (q) nur ftir positive Werte des Arguments definiert, wir konnen 
daher willktirlioh ftir negative Werte von g: 0(g) = 0(— q) setzen, 
wodurch u tibergeht in 
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Dieser Ausdruok untersoheidet sioh von (7) im eindimensionalen 
Falle nur dadurch, daB statt u bier Ru und entspreohend statt 0 bier 0q 
gesetzt ist, was wir auoh dixekt aus dem Umstand batten entnehmen 
konnen, dafi jede Losung der Differentialgleicbnng (40) duroh diese Trans¬ 
formation in eine Losung von (39) fur den kugelsymmetrisohen Fall iibergeht, 
Als Beispiel zur Illustration dieses Wtaneleitungsproblems, das 
natiirliob auob, wie wir sobon wissen, als Diffusionsproblem gedeutet 
werden kann, nehmen wir das zu 8. 535 analoge Problem: Welchen Verlauf 
hat die Funktion u von R und t, wenn zur Zeit t = 0 die Temperatur (oder 
Konzentration) im ganzen Ramne verscbwindet mit Ausnahme des Be- 

reiohes R < 1, wo 0 (p) = 1 sein soli ? Durch Einfiihxung von f = ~—y=. 

als neue Yer&nderliohe in (48) ktfnnen wir u auf die Form bringen: 



Der Ausdruck ist iihnlioh gebaut wie der cntsprecbendc Ausdruok (10), 
und ip ist wieder duroh (11) definiert. 


6. Die Integralgleichungen der Warmeleltung und Diffusion. Im vor- 

stehenden baben wir gezeigt, daB sich die Problems der Wiirmoleitung und 
Diffusion duroh Losung gewisser partieller Differentialgleiohungcn zweiter 
Ordnung erledigen lassen. Wir wollen nun zeigcn, daB man zu demselben 
Ziole auoh duroh Losung gewisser Integralgleichungen gelangen kann, die 
wir nunmehr aufstellen wollen. 

Das vorgelcgtc Problem laute so: Zur Zeit l 0 aoi die Temporatur 
(bzw. Konzentration) iiberall gleich Null, nur in der unmittelbaren ITm- 
gebung der Ebone x = a soil u von Null versehieden scin, derart, daB 
liber diese Umgcbung erstrcekt Jurfx — 1 wird Aus Hymmetriegrimdon 
leuohtet es ein, daB auoh fur alle spateren Zeiten it nur eine Funktion von x 
und t allein sein wird. Bezeiohnen wir die Temperatur (odor Konzen¬ 
tration) als Funktion dor Ausgangslago a und der Koordinaten x und t 
mit u — / (a, x, t) 9 so konnen wir fiir einen beliebigen Hpiiteren Zoitpunkt 
£ + r die Verteilung von u so finden: Nach Ablaut dor Zeit t hat sich an 
der Stelle f die Verteilung / (a, £, i) hergoHtollt. Botraohten wir die zwisohen 
f und £ + dS enthalteno Warmemcnge (oder Hulwtanzmenge) und lasson 
sie sioh nach demselben Vorgang noehmaLs auslireiten, ho wird sie sioli 
zur Zeit t + r im Punkte x aut 

/ (a, £, t) d£ . / (f, x , r) 
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belaufen, da der Mechanismus der Ausbreitung im ersten Teile des Prozesses 
offenbar genau derselbe ist wie im zweiten Teile. Nehmen wir nun an, 
dafi siob der tatsaohliohe Zustand fiir x und t + t als Superposition aller 
oben definierten Teilvorgange fiir alle £ von — °o bis + 00 ergibt, so 
erbalten wir fiir die Funktion / die folgende quadratisohe Integral- 
gleiobung 1 ) 

(50) j7(cc, f, <) ./(f, *, x)d$ = /(«,*,« + r), 

— 00 

der die Funktion / fiir jedes beliebige r geniigen mufi. Man kann in der 
Tat leioht verifizioren, dafi beispielsweise unsere Losung (9), die der obigen 
Anfangsbedingung geniigt, Losung dieser Integralgleiohung ist. 

Wir wollen uns mit der schwierigen Aufgabe der Losung der Integral- 
gleiohung (60) unter geeigneten Eandbedingungen nioht abgeben 2 ); wir 
werden spater (XIV, §1,3) zeigen, dafi notwendig jede Losung von (60) 
gleichzeitig Losung einer Differentialgleiohung von der Form (1) unter 
denselben Randbedingungen sein mufi. 

Hat man eine solche „ Quellcnlosung“ des vorgelegten Problems unter 
den vorgesohriebenen Randbedingungen gefunden, so kann man daraus 
duroh das § 2,1 besproohene Superpositionsveriahren Losungen u ( x , £) 
finden, die beliebigen Anfangsbedingungen u (x , t^) = & (x) angepafit sind. 
Wir kommen so zur AufBtellung einer neuen und zwar linearen Integral- 
gleichung fiir die Funktion u = u (x, t) und einen beliebigen Anfangs- 
zustand, namlioh 

+ «» 

(61) u (®, £) = | u (£, t 0 ) /(£, x, t — t Q )d£, 


worin / diesclbc Bcdeutung hat wie oben (vgl. 1. Bd., XI, S. 476). 

Wir wollen diese Integralgleiohung speziell fiir den Fall nahor unter- 
suohen, wo koine. Randbedingungen im Endliohen vorliegen, also die 
Kernfunktion / nach (9) die GeRtalt 


(62) 


/(£. x, t - t 0 ) 


1 

2a V^r (t — i 0 ) 6 


(X-& 

4 


lmt 3 ). Nach (7) ist jede Losung u(x, t) der Integralgleiohung (61) auoh 
oino Losung der Differentialgleiohung (1). Nun kann man sicli leicht 
iiberzeugen, dafi die Funktionen 


A ) M. v. SmoluohowHki, Ann. d. Phyw. 48 (19Jfi), M. 1106. 

*) B. Hob tin sky, Ann. Inst. Henri Poincare 8 (1032), Nr. 1. 
3 ) Myller-Lehcdew, Math. Ann. 64 (1907), H. 3BH. 
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Loeungen der Differentialgleiohung (1) sind, worm H n die Hermitesohen 
Polynome (1. Bd., VII l, § 4,3) bedeuten. Man beweist dies, wenn man in (1) 
einsetzt unter Berttokaiohtigung der Differentialgleiobnng [1. Bd., VIII, 
§ 4, (14)] fttr die Hermitesohen Polynome. Setzen wir also in (61) fiir 
u (®, t) die obigen Fnnktionen (53) und fttr / den Ausdruok (62) ein, so 
wird die Gleiohung befriedigt und wir erhalten 



Ftthren wir bier die nenen Variablen 


(66) X = 

ein, so erhalten wir 


2«V— t 


, s = 


j 

2aV-« 0 


(56) 




t-t 0 


dS. 


Das ist eine lineare homogene Integralgleichung fiir die Funktion H n (®), 
deren Kern aber nicht symmetrifloh ist. Man kann sie jedoch leioht in 
eine solohe mit symmetrisohem Kern in £ und x verwandeln, wenn man 


beide Seiten der Gleiohung mit e * multipliziert. Dann wird aus (56) 


_x* 

« *B n {X) 


(57) 



t + tp 


CJT» + S») + 


*Jtjs 

t — to 


xs 


dS. 


_x* 

Wir sehen nun, da6 die Punktionen e * S n (X) die Eigenfunktionen 
der Integralgleiehung (57) mit dem symmetrisoben Kerne 


( 68 ) 


V* h-t 


xs 


darstellen, die zn den Eigenwerten , n = 1, 2,... gehoren. Der 
Kern enthfilt dabei nooh die Parameter t und t 0 (vgl. 1. Bd., XII, § 3). 
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Damns folgfc naoh 1. Bd., XII, § 3, 3, d&fi sioh mit gewissen Emschran- 

_x* 

kungen jede wiUkilrlioke Funktion <p (X) nach den Fnnktionen e 1 H n (X) 
in der Form 

(69) <p(X) = jkc n e-^H n (X) 

»=1 


entwiokeln lfiJBt (s. 1. Bd., IX, § 1, 3, 4). 

Dies© Entwioklung kann man zur Losung dee oben angedeuteton 
linearen Wteneleitringsproblems benutzen. Jst namlioh der Anfangs- 
zustand duroh die Funktion <P (a) gegeben, also u ( x , / 0 ) =■ 0 (sc), so 
kann man ftir t = ^ mit Hilfe der Transformation (55) setzen & (x) = q> (X). 
Nun kann man <p (X) gemaB (59) entwiokeln und in dieser Entwioklung 
nachtrfiglioh wieder statt X aus (55) x und t einsetzen. So erhalt man 
eine Funktion u (x, t), die die Intcgralgleichung (51) befriedigt und fur 
t t 0 den gegebenen Anfangszustand 0 (x) hat, also eine Losung unsores 
Problems. 

Zu einer weiteren Integralgleichung ftir den W&rmeleitungs- bzw. 
Diffusionsvorgang kann man schlicfilich golangen, indem man nach dem 
Vorgang von § 2,1 die Differentialgleiohung (1) in zwei Glcichungen ftir x 
und t allein spaltet und so zu der gewohnliohen Differentialgleiohung 


-f a* p = 0 

gelangt. 

Von dieser Differentialgleiohung kann man, wie l.Bd., XI, § 2, 3 
gezcigt wird, cbenfalls zu einer homogcnen linearen Integralgleichung 
gelangen, und von dieser aus wiedcrum zur Losung dcs linearen Warrae- 
leitungsproblems untcr gegebenen Handbedingungen durch Entwioklung 
naoh den enteprochenden Eigenfunktioncn. 


(P<p 

dx % 


§ 3. W&rmoleitung und Diffusion im begronzton Kflrper boi konstanter 
Oberflflchentemperatur bzw. Konzentration 

1. Der Kflrper 1st von einer Ebene begrenzt. Wir bchondeln in diesem 
Paragraphen Probleme, bei denen im Gegcnsatz zu don Entwicklungen des 
vorliergehendcn cin im Endliohen begrenztes Medium zugrunde gelegt 
wird. Es geniigt daher die Angabe der Anfangsbedingung zur eindeutigen 
Festlegung der Losung nioht mehr, sondcm cs muB noch eine Vcrfiigung 
liber die Temperatur des Korpers an seiner Obcrflache getroffen werden. 
Wir beschriinkcn uns zunachst auf die Bedingung, daB an der Oberfl&che 
die Temperatur konstant sein soli. Diese Bedingung kann in der Praxis 
vielfach realisiert werden, indem man die Begrenzungsf l&chc * entweder 
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durch eine vorbeistromende Fllissigkeit oder durch Beriihrung mit cinem 
schmelzenden oder siedenden Korper sehr angenahert auf konstanter 
Temperatur halten kann. In alien in der Folge zu bespreohenden Fallen 
soil der betrachtete Korper homogen und isotrop sein und daher die 
Differentialgleiohung §1, (11) gelten. 

Wir besprechcn zunachst wieder den eindimonsionulen Fall. Die 
erste Aufgabe, die wir behandeln, lautet so: Nach einer Seite sei der Korper 
duroh die Ebene x = 0 begrenzt und erstreoke sioh naoh der anderen 
Seite, beispielsweifle in der Riohtung der positiven x , ins tJnendliche. 
Gesucht ist die Losung der Differentialgleiohung 


( 1 ) 

unter den Bedingungen 


du 

dt ~ ° da* 


(2) u ss 0 (x) fur t = 0, x > 0 und 


u = 0 fur x = 0. 


Wir konnen in diesem wie in vielen anderen Fallen die Losung mittels 
des folgenden Kunstgriffes erhalten. Wir suohen die Anfangsbedingungen 
liber die Begrenzungsflache hinaus geeignet so fortzusetzen, dab dadurch 
die Randbedingungen identisch erfiillt werden. Wir haben von diosem 
Verfahren bereits Gebrauch gemacht. In dem vorliegenden Fallc liegt 
die Sache sehr einfach, da man unmittclbar sieht, daB die Fortsetzung 

( 3 ) 0 (— x) = — 0 ( x ) 

die verlangte Eigenschaft liat. GemaB § 2, (7) und (8) liofert die gesuchte 
Losung die Funktion 


(4) 


i r f ~ ~~ _ (<* + «) a 


oder 


^ °° 

u = y= j ^(2 £a)/t + x)e~f 2 d( — -L J#(2 £a)/t — x)r-^d^. 


—X 

iaft 


2 aS t 


1st zum Beispicl die Anfangatemperatur konstant gleicli u 0i so er¬ 
halten wir daraus mit der Bezeichnung von §2, (11) 


<5) ,i>o) - 

Verlangt man an Stdle der Bedingung u = 0 fur x = 0, daB daselbst u 
cinen anderen konstanten Wert U beibehalte, dann liiuft dies einfach auf 
eine Versohiobung des Nullpunktes der Zahlung von u hinaus und man 
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erhalt denmaoh die zu (5) entspreohende Formel, indem man darin (m — U) 
an Stelle von u nnd (Ug — 17) an Stelle von w 0 setzt, also 

(6) u=U + {Ut - U)v ^Jj (*>0). 

Setzt man speziell U = w 0 /2, so verwandelt sioh Gl. (6) in die Formel 
§ 2, (12), In der Tat erhielten wir dort das Resultat, daB fiir x = 0 die 
Temperatur ihren Wert im Laufe der Zeit beibehalt. Es gelten also alle 
dort gezogenen Sohltisse iiber die Gescbwindigkeit der Warmeausbreitung, 
nux daB wir sie bier als ,,Abkuhlung des erwarmten Korpers“ deuten 
werden. 

2. Brilloulns Diffusionsversuch und „Erstpassagen u bei Brownscher 
Bewegung. Selbstverstandlich ist der Ausdruck (5) bzw. (6) gleichzeitig 
Losung des analogen Diffusionsproblems, das jetzt so lautet: Das unondlioh 
nach der Seite der positiven x ausgcdehnte Medium ist bci x = 0 von 
einer Wand begrenzt, an der standig die Konzcntration C aufrechterbaltcn 
wird. Zur Zeit t = 0 herrscht uberall die konstante Konzentration c 0 . 
Man kann die erste Bcdingung experimentell realisiercn, indem man an 
der vorgeschriebenen Flache einen Strom von Substanz in der konstanten 
Konzentration C vorbeistrcichen laBt. Dor Bedingung (7 = 0 kann man 
speziell sehr leicht Geniige leisten, wenn man die Wand „klebrig“ maoht, 
so daB jedes Teilchen der gelostcn Substanz, das dort ankommt, dauemd 
festgehalten wird. 

Formel (5) liefert dann dio Konzentration als Funktion der Zeit und 
des Ortes, wenn man darin u 0 durch. c 0 ersetzt. Daraus entnehmon wir 
fiir die Substanzmcnge Q, dio bis zum Zeitpunkt t — T an die Flachen- 
einbeit der Wand angcklebt wurde 1 ), 



o 


Durch Mesaung dioser angeklobtcn Substanzmcnge ist man also in 
der Lage, den Diffusionskocffizientcn zu bestimmcn. Dieses Vcrfahren 
ist von Brillouin 2 ) an Emulsioncn mit Gummigutt und Mastix an- 
gewcndet wordcn, indem er die begrenzondc Glaswand scliwach ansiiuerte, 
wodurch sie die Eigenscliaft erhiilt, die anprallendcn Partikel festzuhalten, 
dercn Anzahl sick dann unter dem Mikroskop ausztiklen laBt. Man kdnntc 
zunachst vermuten, wie dies aueh Brillouin irrtilmlich angenommen hat, 
daB die angcklebte Substanzmcnge glcick ist derjemgen, die bei Abwescn- 

*) M. v. Sinoluchowski, Wiener Ber. 124 (2ft) (1915), S. 263. 

*) Vgl. J. Perrin, Dio Atome, S. I20f. Ijoipzig 1914. 
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heit der Wand an ihrer Stelle hindurchdiffundiert w&re, also 

hIDT 

°° VlT I’on 110 ! §2 (12a). 

In Wirkliohkeit erhalten wir aber den doppelten Wert, was sich 
aufklart, wenn man bedenkt, daB ja bei Niohtanwesenheit der Wand 
auoh Teiloben in der entgegengesetzten Riohtung wiedor zur iiokkommen 
konnen, was hier ausgesohlossen ist. 

W&hlen wir die Anfangsverteilung so, daB ftir t = 0 alle Substanz 
in einem sohmalen Bereich um x = a derart zusammengedrangt ist, daB 
iiber diesen Bereich erstreokt j 0 (®) dx = 1 und sonst liberal! 0(x) = 0 
ist, so erhalten wir aus (4) 

1 f — fa— 0 ) 1 _ fa + « ) a ] 

(8) o = -—\e -e 


4 Dt 


2 y nDt 


Daraus entnehmen wir, dafl die Substanzmenge, welche im Zeitintervall 
zwischen t und t+ dt an die Wand gelangt, gleich ist 1 ) 

.r, a* 

M{t)dt = D[jP\ dt = — -- e dt. 

' \ds ) a= 0 2 \nDP 


(9) 


Naoh imseren allgemeinen tlberlegungen S. 542 konnen wir dies 
aber offenbar auch als die Wahrsoheinlichkeit dafiir auffassen, daB ein 
„Brownsches Teilchen“ eine Verschiebung a nach einer bestimmten 
Seite in einer zwischen t und t + dt gelegenen Zeit erfcihrt, unter der 
Bedingung, daB es naoh dem tJberschxeiten v<?n a aus der Statmtik aus- 
gesohieden wird, oder, mit anderen Worten, dafl t die Zeit iat, zu der die 
Verschiebung a zum ersten Male erreicht wird. 

Bilden wir den Mittelwert der GroBe l/t 


( 7 ) “ IT*®"' 

0 

so erhalten wir aus (9) 

a 

n D 

0 

Man kann also durch Messung einer geniigend graflen Anzalil Holchcsr 
„einseitiger Erstpassagezeiten" bei der Brown^hen Bewegung die Cirolic D 
bestimmen 2 ). 


or 



*) M. v. Smoluchowaki, Phys. Zeitsohr. 16 (1916), S. 318; E. Schrodmgor, 
ebenda, S. 289. 

*) R. Filrth, Ann. d. Phya. 63 (1917), S. 177. 
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3. Der Kttrper 1st von zwei Ebenen begrenzt Wir gehen nun einen 
Sohritt weiter, indem wir einen endlichen Korper betraohten, der duroh 
zwei Ebenen begrenzt und dort auf konstanter Temperatur gehalten 
wird. Die Anfangstemperatur sei beliebig. Die Anfangs- und Grenz- 
bedingungen lauten dann 

(11) u as ${£) flixi = 0, w = 0fiirx = 0, M = yftir® = a (« > 0). 

Wir konnen die Aufgabe in zwei Teile zerlegen, indem wir u = u x + *i 
setzen und fur u x und t* 2 folgende Bedingungen festsetzen: 

{ tf* = <P (®), w 2 = 0 fiir t = 0 und 0 < x < a, 

^ = u 2 = 0 „ t> 0 „ x = Q, 

u x = 0, u t = y „ t > 0 „ x = a. 

Zur Bestunmung von verwenden wir cine almliche Methode wie in 
§ 2,1, indem wir die allgemeino Losung aua partikularen zimammen- 
zusetzen trachten. Ala oino eolohe partikulare Losung von (1) haben wir 
dort die Funktion aa * sin Xx kennengolcrnt. Wir wollen zunaohst 
die Konstante A so zu bestimmen auohen, daii die Randbedingungen 
erftdlt sind. Es mull dann A <x = n rc gfesetzt werden, worin n oine beliebige 
ganze Zahl bedeutet. Wir konnen nun wegen der Linearitat und Homo- 
genitat von (1) jede solohe Partikularlosung mit einer beliebigen Konstanten 
multiplieren und alle addieren, woduroh die allgemeine Losung 

oo _ q 1 w 8 t 

(13) = sin — x 

n— X a 

entsteht. Wir miissen nun zusehen, ob es golingt, hior die Koeffizienten A n 
so zu bestimmen, daB dadurch die Anfangsbcdingung erfiillt wird 


“ nit 

«,(0) = 2 sin — * = 0(x). 

»=i “ 

fl7t 

Hicrin sind nun gemaB der obigen Entwioklung die Funktionen sin — x 

CL 

die zu den Eigenwerten ninja, gehorigen Eigonfunktioncn des dutch die Rand- 
bedingung (12) gekennzeiohneten Randwertproblems, naoh denen sioh 
gemuB 1. Bd., YII, § 4 die Eunktion 0 (x) entwickeln lassen muB, wobei 
sich die Koeffizienten aus 

a 

An = — f 0(f) sin— f-df 
a J a 

0 

bestimmen. Setzen wir dieso Ausdnioke in (13) ein, bo ergibt sioh Bchlielllioh 


u x - 




. nnx 

sin- 

a 


j 0(f) sin ^ f-df. 
0 


(14) 
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Setzen wir Mer beispielsweiae 4> (£) == «o, so erhaltcn wir 

(?(?» t . (2» + l)^a! 1 

< 16) “■ - ir„?. ' “—;—sr+r 

Die Funktion (16) ist fflr u 0 = 1 und versohiedcno Werte von t in 


Fig. 42 graphiflch dargestellt. 
Pig. 42 


D On 2 3 * 5 6 7 8 9 


a 11=1 


Wir gehen nun an die Bcreohnung 
von u 2 . Eine Funktion, welohe die 

—TO Differentialgleichung und die Grenz- • 

S 9 bedingungen (12) erfiillt, ist jeden- 

B falls = — *. Damit nun auoh 

7 ^ 

die Anfangsbedingungen erfiillt sind, 

® mussen wir hiezu noch eine Losung 
5 u ” von (1) addieren, die an den beidcn 
4 Grenzen verschwindot und zur Zeit 
^ Null die crstc gerade aufhebt, also 

2 gleich — — . x ist. DieBe erhalten wir 

vXJby a V 

^ 0 aber, indem wir in (14) & (f) = — — £ 

setzen. Dunn wird daraus 

v J sin- fsm-af. 

a J a 


Das letzte Integral ist, wie man durck partielle Integration leiebt sieht, 
oc® 

gleich. (— 1)" + 1 —, bo dafi also u, gleich wird 
Ufii u % = y I- + - 2(-l) n -‘sin — *1 • 

\* * «-i 


sm — x 
a 


Das gesuchte u lautet somit schlieBlich 

(«= 'i+2 i «r<-i>" 

a n=l l 


a L nn 


I =».«]) 


Fur t = oo versohwindet das Summenglied und es stellt sick daher naoh 
geniigend 1 anger Zeit die stationare Verteilung 
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her. Diese Verfceilung, bei der u nur mehr Funktion des Ortes, nioht mehr 

der Zeit ist, kann nattirlich auoh unmittelbar aus der Differentialgleichung 

entnommen werden. Soil namlioh u von der Zeit unabhangig sein, so muB 

9 u dP im 

•jjj — 0 sein; wir haben also die Diiferentialgleiohung = 0 zu losen 


unter den obenstehenden Randbedingungen. Die Loaung ist eine lineare 
Funktion von x, die dutch die Eandbedingungen in der Tat ilberein- . 
stimmend mit (18) bestimmt ist. 


4. „Doppelseltige Erstpassagen" bei Brown scher Bewegung. Wir 
wollen auoh hier das analoge Diffnsionsproblem betrachten, das wir so 
formulieren: Die betraohtete Fltissigkeit sei eingeschlossen zwisohen zwei 
„klebrige“ Wande an den Ebenen x = 0 und * = 2 a. Zur Zeit t = 0 
sei die ganze Substanz in einen sehr schmalen Bereicli um oc zusammen- 
gedrangt, bo dafi liber ihn erstreckt (f) df = 1 und sonst iiberall 
$ (f) = 0 gilt. 

Dann folgt aus (14) 1 ) (wegen y = 0) 


(19) 


c = -i2 

a n=i 


t . nnx . nn 

6 Rm J ^ 8m ~2 ' 


Wir erhalten daraus die Substanzmenge, die zwisohen t und l + dt an 
beiden W&nden zusammen iestgehalten, wird, aus 


( 20 ) 




f dc\ 




JC = a a 

n w\8 


nsm 




dt 

dt. 


Diese Formel liefert zunaohst das selbstverstandliche Ergcbnis, daB in 
unendlich langer Zeit alle Substanz an die Wande gelangt ist, indem 
namlich gilt 


\ 


4 “ 1 . nn 
N(t)dt = - 2 -sin — 
7t n z 


n \ 3^5 



Faflt man die Formel wieder im Sinne von S. 542 als Wahrsoheinliohkeits- 
formel auf, so bedeutet sie analog die Wahrsoheinlichkeit, daB ein Substanz- 
partikel sioh in einer Zeit zwisohen t und 1 4 dt um die Streoke a zum 
ersten Male naoh rechts oder links vorsohoben hat. Bilden wir den Mittel- 
wert uber Behr viele Zeiten 


t = J tN(l)dt, 

o 


l ) R. Furth, Ann. d. Phya. 53 (1917), S. 177. 
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so erhalten wir durcb Einsetzen von (20) 


7® ^ ) 20 

Die Formel zeigt in ihrom Bau einc weitgehonde Analogie zu den Fonneln 
(21) 3 (23) des § 2 und zu Formel § 3 (10). Maoht man cino geniigend groBc 
Anzahl von Messungen solcher „doppelseitiger Erstpassagezeitcn“ liber 
dieaelbe Strecke a, so kann man daraus wicder sclix einfaolx mit Be- 
nutzung von (21) den Diffusionskoeffizicnten der Teilckensubstanz be- 
stimmen 1 ). 


( 21 ) 


t = 


7 lD 

"5 


Z) “ . nn f 

J S warn-5- . t-e di 

• «=i * J 

3t®0 \ 3*^5® 


16»® A 1 
31* O n® 


0 

nn 


5. Geschlchteter Kttrper, Daa Warmelcitungsproblem (11) liiBt sich 
noch ein wenig verallgemeinem 2 ) auf den Fall, dafi man niolit bloB einen 
duroh zwei Ebenen begrenzten Leiter vor sich hat, sondeni oinon ,,ge- 
sohiohteten“ Korper, der sich. in der Riclitung von y und z uncndlioli 
weit erstreckt und in der Richtung von x aus Schichtcn von der Dioke 
den Warmeleitfahigkeiten ft 1 , k 2i .. h n besteht. 

Die Dickc der ganzen Platte nennen wir <5 = <5 A H-)- d„, die Tom- 

peratur in der v-ten Schicht nennen wir w P . Wir wollcn uns hicr auf don 
station&ren Fall beschranken. 

Wir verlegen die Begrenzungsebenen in die Ebenen x = 0, js l9 x a ,.. 
und schreiben vor, dafi fiir alle Zeiten bei x = 0 die Temperatur u — 0 
und bei x = x n = 6 die Temperatur u = y herrschen soil. An den Ebenen 
$i, .. x n _^ 1 sind die folgenden Grenzbedingungen vorgcscliriehen: fiir 

* = *, »n «, = mid *. S -£ = S “rti 8 ein. 

Naoli (18) ist u v eine lineare Funktion von t, die wir in der Form 
sobieiben: 


( 22 ) «, = x t x + p f . 

Wir rniissen nun aus den Grenzbedingungen die 2 w-GroOcn a,, 0 r bc- 
st imm en. Durch Einsetzen aus (22) finden wir 

*,x,+p r »«, + i a ,+ P, +1 , *,a, = k, + 1 oi , +1 (»< = 1,2. n- 1). 

_ Pi ~ °> Y = a»<$ + p n . 


l ) R. Pdrth, Ann. d. Phya. 53 (1917), S. 177. 

*) H. Grdber, „Die Grundgesetze der Wtrmeleitung“, S. HOff. Berlin 
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Daa aind gerade 2 n lineare Gleiohungen, die zur Bestimmung der Kon- 
atanten auareiohen. Wir erhalten naoh. einfaoher Reohnung 


(23) 


a, = — 1—, 0, = y 

l K r 


^ s r 

f 1 K k. 


2 A 

1" K 


Setzen wir zur Abkttrzung 
(24) 


k = 


» d ' 

bo ergibt sich schlieJBlioh fiir u v aus (22) und (23) 

<*> 

Den WarmcfluB durch die v-te Schicht erhalten wir nach § 1 (2): 

(26) -Qr= k,~± = ^ = «, 


also gleich fiir alle Sohichten, was ja auoh im stationaren Falle notwondig 
erfiillt sein muQ. 

Da y/d das Temperaturgefalle vorstellt, das herrsohen wiirde, wenn 
die ganze Platte aus einem einzigen Btiiok bestande und an ihren End- 
flachen die obigen Bedingungen berrsohten, so stellt k, wie ersichtlich, 
die Warmeleitfahigkeit diesor fingierten Platte vor. Wir konnen also 
sagen, daft Bich eine aus Schichten zusammengcsetzte Platte in bezug 
auf ihr Warmeleitvermogen senkreeht zu den Schichten so verhalt wie 
eine kompakto Platte vom Warmeleitvermogen (24). 

Lassen wir hingegen durch dieselbe Platte den Warmestrom parallel 
zu (len Sohiehtebenen laufen, ho sind, wic man sofort cinsieht, im stationaren 
Fall die Warmestrome in den einzelnon Schichten proportional den Aus- 
driicken h\d Y und daher der geBamte Warmestrom proportional der Summe 

2 hd* 

dieser Ausdriioke, das soheinbare Warmeleitvermogen also A* = -^—z — • 


6. Warmeleitung Im Zylinder. Wir haben bis jetzt in diesem Para- 
graphen Probleme behandelt, die nur von einer Koordinate abhangig waren. 
Wir gchon jetzt zur Bcsprechung der Warmeleitung bzw. Diffusion zunaelist 
in einem zylindrischcn und dann in einem kugelformigcn Korper fiber. 

Wir nehmen an, der betrachtete Zylinder sei imendlich lang, die 
Temperatur nur eine Funktion von r, der Entfemung von der Zylinder- 

MlioB'ifrauk, IHffereatlalgleichtragen. II qq 
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achse. Wir konnen dann, wie in § 2, 2 eine partdkul&re Losnng angeben 
von dei Form 


(27) 


u = 4e- ttS *“./ 0 (Ar), 


wo A und A wiUkHrliche Konstanten eind und J 0 die Beseelsohe Funktion 
von. dec Ordnung Noll bedeatet. Nun haben wir aber noob die Grenzbodin- 
gung zu befriedigen, die verlangt, dad die Oberflaehe dcs Zylinders auf kon- 
stanter Temperatur, z. B. dec Temperatur Null, gohalten sein soli; in diesem 
Falle iBt u — 0 ftir r = 22. Es mtissen also die A so gcwahlt werden, dad die 
tzanszendente Gleichung J a (A 22) = 0 befriedigt ist. Wie aus der Theorie 
dec Besselseben Funktionen bekannt ist (1. Bd., VIII, § 3, 10), hat die 
Gleiohung J 0 (x) = 0 unendlioh viele reelle and positive Wuizeln, die man 
aus der Tabelle (1. Bd., S. 422) entnohmen kanu. Bezeiohnen wir sie unit 


so 


ist A = A,. = ^ zu setzen, um unsere Grenzbedingungen zu erfttllen. 


Setzen wir dies in (27) ein, multiplizieren jede partikulare LoBung mit einer 
willklirliohen Konstanten A, und summieren liber v von ] bis so er- 
halten wir die aUgemeine Losung 


(28) u= 2u4,e-“ ,1 ?‘./ 0 (A..f). 

f 


Da nun ftir t = 0 die Anfangsbedingung u — $ (r) vorgeschrieben ist, so 
mud gelten 


«P(r) = Sd,/ 0 (A,r). 

i 

Nun Mt sich aber mit gewissen Einsohrankungen jede Funktion <P in erne 
solche Reihe entwickeln (1, Bd., IX, § 3, 4). Setzen wir namlioh * = r/J2, 
so ergibt sich 

0(22*) = 24.J o (I,3), 

r 

wo f, eine Wurzel von J 0 = 0 ist. Naoh I. Bd., IX, § 3, (22), (23) ist 
dann A, gegeben in der Form 


1 

^ "" j' ^ ji | ^ (22«c). Jq(£ y • ®) x . dx. 
0 


Gehen wir jetzt wieder zu der Yariablen r zurilok und beriioksiohtigen, 
dad [l.Bd.,Vin, §3, (7), (16)], so folgt 


A, 


2 


i 


0(r)Jo (A,r)fdr. 


(29) 
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J lf Sind bier die mi den Nullstellen von J 0 gehorigen Werte von J 1} die 
wir der Tabelle 1. Bd., S. 408 oder der Pig. 41 ebenda en tnehme n 
konnen. Unsere gesnobte Losung lantefc also wdiliftBlinh wegen (28), (29) 

s 

( 30 ) tt = -gg 2 JTfiTf “*** ‘ J ®(Q)' J o{hq)Q<lQ- 

. # 

1st beispielswuise 0 (r) = « 0 dberall konstant, so laBt siob die 
Integration in (30) ausftihren, da nach l.Bd., VIII, §3, (17a): 

xJ 0 (x) = [asJi (»)] ist, und es wird 


(31) 


u 


2 «, 4 ^ 1 


J 0 (l,r). 


7. Wannelettung in der Kugel. Wir behandeln nun die gleiohe Aufgabe 
ftir die Kugel ganz allgemein. 

Wir fiibren Polarkoordinaten r, #, <p ein, wodurch getoafl 1. Bd., II, 
§ 3, (44) die Differentialgleichung § 1, (13) in die folgende dbergebt: 

mi — = - f d *( ru ) i 1 a ( sm ^8^) , 1 9'u\ 

' dt r \ dr* rain# dd ’ t ’rsm*#Sp 5 / 

Wir setzen ein partikulares Integral an in der Form 

(33) u = T.R.X, 


worin T eine Funktion von t allein, R eine Funktion von r allein und X 
eine Funktion von & und <p allein bedeuten soil. Setzen wir dies in (32) 
ein, so folgfc 

( d X\ 

Bm# 3#) , 1 3 8 X\ 

1 J T it ~ rR dr* "'"r’xlsin# 3# "'"sin*# d<p a )' 


Wir machen weiter die Annahme, daB X eine Kugelfunktion der n-ten 
Ordnung sei, die also der folgenden Differentialgleiobung geniigt [1. Bd., 
VIII, §2, (14)]: 


(36) 



1 d*X 
sin 8 # dtp* 


+ «( n + 1 ) X 


0. 


Aus (34) und (36) erhalten wir 


(36) 


l_dT o* d 8 (r R) 

T it rR dr* 


o*n(n +1) 

? 


86* 
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In dieser Differentialgleiohung soli die linkc Seito eino Funktion von / 
allein, dierechte eine Funktion von r allein sein. Also nuiHson Imtlo iScitrn 
einzeln derselben Konstanten glcich sein, fiir die wir HtdireilM 1 !!. 

Daraufl folgt zunaclist 

(87) 
nnd 

( 88 ) 

61. (37) liefert die bekannte Losung 
(39) T = e~ lin3t , 

woraus wir entnehmen, da 13 A s > 0 sein rauli. Betzon wir fenier in (»l. (3S) 
Ar = x, so erhalten wir 

Setzt man hierin sohliefilich nooh 


(40) 


R = ^.S(x), 
\x 


bo ergibt sieh fiir S die Differentialglcioliung 

<41) "■ 

Diese Gleichung hat die Form der Differentialgleiobung fiir die licssel- 
schenFunktionen [1. Bd., VIII, § 3, (1)] mit deni niolil gunzzabbgeu Index 
>' = »+ i • Da R fiir x = 0 endlioh blciben mull, mull S (0) (» sein. 

Die Losung von (41) lautet also S ( x) -• J„ , (,r). Die KunkUonon 

^ II + ,„(s) lassen sich naoh 1. Bd., VIII, §3, I, K. 4<M» dumb trigono- 
metnsche und rationale Funktionen von x in goschloHSciior Form uus- 
driicken. DurohEinsetzungder erhaltenen Ausdrttcko (die hum bier lihrigeim 
mcht welter mteressieren) in (40) orhalt man die Kunkt.imien It,, (.,■). 
f , ,^ c den Besselschen Funktionen nut guiiKKiibligom 

1“ i Tw J j m + ¥ (x ) f^ 11 ’ daB die Gleichung It,, (x) (I imendheb 
e reelle Wurzeln aber kerne imaginaren oder komplexen liewitzl. Nennen 

DfW?«^T- b r die IWktion Wn'r) ‘‘ine Losung der 

r - 0 endlS?' t? ? verao hwindet fur r - 1, wiibrend sir lur 

whLdir u f b , efriedi gfcakounsero Randbedingungen, uni die 
nir uns daher mcht welter ktimmem miiasen. 

indem S L6swi g unaorea Problems ungeben, 

^ *> *■"«"*<»)• 

( " r) mr erne Kugolfunktion «-ter On lining 
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einsetzen, die nooh 2 n + 1 wiUkiirliohe Konstanten enthalt. Nehmen wir 
zu jedem n die aamtliohen zugehorigen positiven Wurzeln. and 
summieren fiber alle n und m, so erhalten wir fiix u den allgemeinen Aus- 
druok 

(42) « = S2«" ^ “* ‘ K (Aj? r) X*. 

n m 

Um mm auoh nooh die AnfaTiga hftdin grmg ftn zu befriedigen, muS man 
die Kugelfunktionen X^ n) so wahlen, dafi fiir t — 0 

(43) 0(r,#, <p) = 22^. r)X {n) - 

n m 

Nun kann man fill ein beliebig gegebenes r die Funktion 0 in die 
Laplaoesohe Reihe naoh Kugelfunktionen entwiokeln [(1. Bd., "VIII, 
§2,(16)]: 

(44) 0(r, 0, 9 )= Sy ( «)(tf, 9 ). 

n 

Die Konstanten in den Y (n) sind dann noch Funktionen von r. Vergleichen 
wir (43) und (44), bo ergibt sioh 

(46) FW =* 

m 

Das ist eine Entwioklung der Funktionen Y (n) naoh den Funktionen R n) 
die der Entwioklung naoh gewohnliohen Besselsohen Funktionen ganz 
analog ist und deren Koeffizienten auoh duroh ganz fiimliohe Orthogonalitkts- 
eigensohaften leioht bestimmt werden konnen. Aus (45) ergeben sioh duroh 
Aufl6sung die Z (n) als Funktionen von r, <p , und da die R n und die 
bereits bekannt sind, ist damit u eindeutig bestimmt und unsere Auigabe 
volkt&ndig gelost. 

8. Vordringen des Frostes. Wir behandeln jctzt ein Problem dor Wtane- 
leitung, das aich in gewirtHor Bcziehung an die Entwicklungen des vorigen 
Paragraphon anschliofit, sioh jedooh duroh oino eigenartige Grenzbedingung 
von ihnen unterschoidet, was in methodischer Hinsicht von Interesse ist. 

Es handelt sich um das auoh phyHikalisoh sohr wichtige Problem des 
Vordringens des Frostes (beispielsweiae in fcuchter Erde oder in einex 
stehenden Wassermasse) oder auoh um das Vordringen der Erstarrung in 
einer gcschmolzcnen Metallmassc beim Abkuhlen oder ahnliohes. Wir 
denken uns die fliisBige Masse duroh eine Ebene einseitig begrenzt und sonst 
naoh alien Seiten unbegrenzt groB. Sie mogc zur Zeit t = 0 iiberall die 
glcicho Temperatur C 2 beaitzen. Dio Oborfliichc Bclbst werde dauernd auf 
einer Temperatur uuterhalb des Gefricrpunktes der Fllissigkeit gehalten. 
Ea wird dann die angrenzende Sohicht alnbald gefrieren und die Froatgrenzo 
mit der Zeit immer weiter ins Innere der Fliissigkeit vordringen. Wir Eragen 
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naofc. der Geschwindigkeit dieser Vorrtiokung tmd naoh der Temperatur- 
verteilung ala Funktion dea Ortea und der Zeit. 

Wir verlegen die Oberfl&che in die Ebene x = 0 und nennen f die 
jeweilige Koordinate der Frostgrenze, a x und a 2 bzw. k x und k 2 Beien 
die Temperatux- und Warmeleitfahigkeiten ftir den festen und den fliissigen 
Zustand. Die SohmelzwSirme, das ist diejenige Warmemenge, die notwendig 
ist, um die Masseneinheit der festen Substanz beim Sobmelzen in Fltissigkeit 
zu verwandeln, nennen wir L Die W&rmebilanz, aufgestellt ftir die Frost- 
grenze, Iautet dann so: 

Gtogen die feste Subetanz hin wird im Sinne der fallenden x in der 


Zeit dt pro Quadratzentimeter die WSimemenge + h dt ab ' 

geleitet, Zugeleitet wird von der Fltissigkeit her die W&nnexnenge 
/8u % \ 

*1 \ gf® dt* Die Differenz dieser beiden Ausdriicke mufl gerade gleioh 

sein dear infolge des Sohmelzprozessea in der Zeit dt gebundenen W&rme. 
Da nun aber wahreiid dt die Frostgrenze um das Stiiok d£ vorgesohxitten 
ist, ist das Volumen gesohmolzener Substanz gleioh also die Masse gd£ 
und die gebundene Warmemenge Agdf. 

Wir erhalten also die Grenzbedingung 



Dazu komrnen nooh die Bedingungen 


(47) f — 0, = 0 ftir x = £; u x = C x ftir x = 0; 

l u a = C 2 ftir x = oo ? 

da wir die Schmelztemperatur naoh u = 0 legen und da jedenfalls erst naoh 
unendhoh langer Zeit die Frostgrenze bis naoh x = oo gelangt sein wird. 
Die Differentialgleiohung Iautet: 


(48) 


II 

i 9*«i 

ftir 

0<x<£, 

o?_1 

1 da? 

du. 

. 3*«. 

ftti 


dt ~ 

a* _? 

* da? 

x>£. 


Wir wollen zeigen, dafi unsere Anfangs- und Randbedingungen sioh be- 
fnedigen lassen duroh den folgenden Ansatz 


(49) 


*‘ =a - +b "&- 
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wo A lt A a , B lt Bg Konstante Bind nnd y die in § 2, 2 definierte Funk- 
tion iflt. Dafl diese Ans&tze den Qleiobungen (48) gentigen, folgfc bereits 
daraus, dafi § 2, (11) ein partikul&res Integral der WSrmddtungsgleiobung 
bildet. Die Bedingungen (47) ftir * = 0 nnd ® = oo liefem 

Aj 5 = Og, Ag + Bg = Cg. 

Damit ist auoh die Anfn.ngnbft8iwgiiTig im Tjlinklang, welohe ftir t = 0 
Ug = Cg fordert. 

Die iibrigen Bandbedingnngen (47) liefem 

Damit dies fill alle Zeiten gilt, mtissen die Argumente von rp in beiden 
Gleiobnngen konatant warden, also £ proportional VT sein. Wir Betzen 

(60) f = aVr 

Wir konnen nun die Konstanten A und B bestimmen und erhalten 



Nun mtissen wir nook untersuchen, ob wir tiber die nooh freie Konstante a 
so verftigen konnen, dati dadurob unsere Grenzbedingung (46) identisob 
erftillt ist. Aus (49), (60) folgt durcb Einsetzen in (46): 


Ml e 40? _ e iaj „ 

flj V nt a a )/nt 2 V« 

Da sich hieraus in der Tat Vi wegmultiplizieren lafit, bekommen wir 
durcb Einsetzen aus (61): 


(62) 


a* 


a» 


WCge W 


— A QCL 


2 


A.ub dieser transzendenten Gleioh ung haben wir nun a zu bereohnen. 
Man sieht leicht, daft ftir C x 0 und C a > 0 ein aoloher Wert sioher 
existiert. Denn ftir a = 0 iBt die linke Seite der Gleiohung — oo und ftir 
a = oo ist sie + oo, w&hrend die rochto Seite im glcichen Intervall von 
Null biti — oo lauft. Ea muB also mindestens einen poaitiven Wert von a 
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geben, fiir den beide Seiten den gleiolien Wert haben. Aus a findet man dann 
die Konstanten A nnd B gemafl (51) und durch Einsetzen von (49) das u t 
nnd damit iat die Anigabe gelost. 

Leider ist es nicht moglioh, dieses Ycrfahron auf cinon beliobigen 
Anfangsznstand zu iibertragen, weil man wcgen der NiohthomogenitSt 
der Grenzbedingung (46) nicht ein allgemeines Integral aus partikul&ren 
duroh Addition zusammensetzen kann. 


Fig. 43 



In Fig. 43 ist die gefundene Temperaturverteilung fiir den Fall Eis 
—Wasser fiir eine Anzahi von Zeiten durchgefiihrt, wobei folgende Daten 
benutzt warden (der Index 1 bezieht sich auf Eis, der Index 2 auf Wasser): 
c i = ~ 4, = 0,005, -= 0,63, 6l = 0,92, C 2 = + 4, k 2 = 0,001, 

o 2 = 1,00, Qt = 1,00, A = 80. 

Aus (52) folgt durch graphisohe Losung a = 0,0219 und daraus fiir 
die Konstanten A x = - 4, = - 2,36, B x = 30,2, B 2 = 6,36. 


§ 4. W&rmeleitung und Diffusion im begrenzten Korper boi andcren 

Itandbedingnngen 


1. Die Temperatur (Konzentration) der Oberflfiche ist eine gegebene 
Funktion der Zeit Wahrend wir in § 3 fiir die Oberflache eine konstante 
Temperatur ala Randbedingung vorgeschrieben hatten, gelicn wir jetzt zu 
einem etwas komplizierteren Problem iiber, indem wir verlangen, dafi die 
Temperatur der Grenzflaohe eine gegebene Funktion der Zeit sei. Wir be- 
sohrfinken uns dabei auf den emdimensionalen Fall und nehmen an, dafi 
der Korper homogen und isotrop sei und die einseitige Begrenzung sich an 
der Ebene x = 0 befinde. Die Anfangstemperatur sei eine gegebene 
Funktion 0 ( x) f und fiir a = 0 sei in der ganzen Ebene u = <p ($). Wir 
haben also die Differentialgleichung 


(1) 


du __ g 
dt a ds? 
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• 1 losen mit den Nebenbedingangen 
. \u = $(x) ftir t = 0, *>0; 

[u = cp (t) f(ir x = 0. 

Ahnlioh wie in § 3,1 zerlegen wir die Aufgabe in zwei Teile, indem wir 
den Ansatz u = u' -j- u" maohen, wo u' und u" folgenden Bedingungen ge- 
niigen sollen: 

| w' = 0, u" = <P (®) fur t = 0, x > 0; 

' ' \ «' = <p ( t ), «" = 0 fiir x = 0. 

Die Funktion u" haben wir bereite in § 3, (4) gefunden. Wir mtissen 
also blofl nooh u' finden. 

Wir betraohten unsere Aufgabe als Grenzfall einer anderen, die so 
besohaffen ist, dafi sicb die Oberflaobentemperatur in den aufeinander- 
folgenden Zeitpunkten 0, ... t r ,. .. sprungwoise verandert. Im 

Zeitintervall r y — +1 — t, soli die Funktion den konstanten Wert <p (i T ) 
baben. Wir konnen dann «' ansetzen in der Form u' = u„, wo unter u, 

V 

Losungen der Differentialgleiebung (1) zu versteben sind, die den folgenden 
Grenzbedingungen fux sc = 0 geniigen: 


u y = 0 fiir t <t v und ftir t > t, +1 ; 
u r = <p(t r ) ftir t,<t<t 1+1 . 


Wir definieren nun eine Funktion x (x, t) duroh die folgende Bestunmung. 
Es soli 


(B) 


X(x,t) — 0 sein ftir 4^0, 

oo 

■ % (an, i) = \e- ui d(x. ftir t > 0. 

Vrc J 

X 

2 a 1'7 


Dicflo Funktion ist cine stctige Funktion von x und ftir cc =£ 0 auch eine 
atetige Funktion von t , dagegen ist sie an der Stelle x = 0 in t unstetig 
und springt bcim t)bergang von negativcn zu positiven Werten von t 
plotzlich von 0 auf 1. 

Die Funktion geniigt femer, wie wir boreits aus § 2, 1 wissen, der 
Differentialgleiebung (1). Setzen wir also 


(«) Uy = <p (i v ) lx (®, t - *,) - X (*> * - <r + l)]. 

so haben wir ein w,, das unaeren Bedingungen (4) gentigt; denn fiir as = 0 
und t • t r sind beide x gleich Null, fiir t > t r M sind sie beido glcich Bins, 
und fiir t v « t < t r ,! ist das ersto gleich Bins und das zweitc gleich Null. 
Es ist also 


(7) 


«' = 2 v (O h (*. * - ty) - X (*» l - t, +l)]. 
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Wic wollen nun die Iutervall© t v allmahlich verkleinem und ihre Anzahl 
gleiohzeitig vergroBem. Im Grenzfall kommen wir bo auf eine etetige Ober- 
flftohenfunktion <p (i). Es wird 

^ x(*> t-Q-xfrJ-t' +i) 

T v m 0 TV 

= i iTn *(»,«-<, + ! +T,.)- y (s,t-t, + 1 ) 0y(a?, f — fl) 

T r «iO T r * 

wobei = # geaetzt ist. Wenn wir in der Summe (7) in jedem Glied 
mit r r mtdtiplizieren und dividieren, wird beim Grenziibergang flax z v = 0 
aus der Summe ein Integral: 

(«) = 

0 

giiltig fiir t < t nj wenn t n der letzte Zeitpunkt ist, in dem nooh q> (t) dfc. 0 
ist. Da nun aber % (a?, t — 0) ftlx t < 0 versohwindet, so kann man in (8) 
die Integration von t bis t n weglassen und erhalt 

o 

Nun ist aber nach (6) 

**<*■«-*> = _ 
also aohlieBlich 

(9) «' = L(0 )e « n, «~») (t- &)- */» 

2oV« J 

* U 

Naehtraghch konnen wir nun von dieBer Losung lcicht zeigen, dafl sie 
tats&ohlioh alles leistet, was von ihr gefordert wird. In § 2, 3 baben wir 

* j " _ _ 8 

gezeigt, daB der Ausdruck x.e 4a **i - ein partikuliires Integral der 
Diflerentialgleichung (1) ist, Daran andert sick niohts, wenn wir statt i 
setzen t was offenbar bloB auf eine Veranderung des Nullpunktes 
der Zeitzahlung hinausl&uffc. Nun kommt allerdings die Variable t nooh 
m der oberen Grenze dea Integrals vor; man sieht aber okne weitcres, dafl 
dies mcht wesentlioh ist, weil das Glied, das von dor Differentiation nach 
der oberen Grenze herrlihrt, flu t = & verschwindet. 
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Um zu zeigen, dafi auob die Nebenbedingungen erfttllt wind, fJlbxen 


wir als neue Ver&nderliobe a = 


( 10 ) 


- r - em, 

2 ait^O 

«' = ^ !«>(<- 


in 


« 

ia yr 


einen Ausdruok, dear fUr t =0 veraohwindet und filr x = 0 in tp (i) ttbergebt. 

Setzen wir hierin <p — konst, so kommen wir wieder auf den von 
nns §3, 1 beeproohenen Fall znrilok und finden in der Tat t)berein- 
ati mmTing der Losungen. Es moge bier nooh eine andere Art der Losung 
des vorliegenden Problems 1 ) Erwabnung finden, die anf der Verwendung 
der Laplaee-Transformation (l. Bd., XI, § 2, 6) berubt, durcb die m« yp 
jeder Funktion u ( t) eine andere Funktion f ( s) als „Funktion einer Funktion" 
zuordnen kann gemafi 


( 11 ) 


/(«) = J e- 9i u(t)dt. 


Wir konnen dies© Transformation auf unser© Funktion u (z, t) erweitem, 
indem wir setzen 


( 12 ) 


f(x t s) = J e- si u(z,t) dty 


worin x als Parameter entkalten ist. 

Setzen wir an Stelle von u in (12) ein, so erhalten wir duroli partielle 
Integration 

no 

(13) | e-< dt = sf (x, s) - u(x, 0). 

0 

Multipliziert man die Differcntialgleiobung (1) auf beiden Seiten mit 
e~‘* imd integriert naeh t von t — 0 bis t = ®, so crgibt sich, vorausgesetzt, 
dad siob die Differentiation naob x and die Integration vertausoben lessen, 
mit Benutzung von (13) und der Bandbcdingung (2) 


(14) 


= */<*.*>-»<»>• 


Dies iat eine gewoknlicke Differentialgleicknng filr die Funktion / (x), 
in der nock s als Parameter vorkommt. Sie vereinfaclit sick filr den vor- 


x ) 6. Doetsoh und F. Bernstein, Math. Zcitschr. 22 (1026), S. 286. 
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liegenden Fall [wenn wir statt u blofi die Funktion u' betrachten, ftir die 
<P (a) = 0 iat] auf 


( 16 ) 



also cine gewohnliche Differentialgleiohung zweiter Ordnung mit konstanten 
Koeffizienten. Die Randbedingung u = <p (t) ftir x = 0 verwandelt sich in 

f(0) = A(8), 

wenn wir zur Abktirzung setzen: 


= A(s). 

0 

Soil femer u im Unendliohen versohwinden, so muB / (oo) = 0 sein. 

Daunt ist das Problem auf das weit einfaohere Randwertproblem einer 
gewo hnli ohen Differentialgleichung zweiter Or dnun g zuriiokgeftihrt, das 
man naoh 1. Bd., VII, § 2 behandeln kann. Im Falle der obigen Rand- 
bedingungen lautet die Losung von Gl. (IB) offeiibar einfaob 

_VT 

(16) / = Ae a . 

Um von / zu u zurtiokzukehren, braucht man jetzt nur noch die duroh 
Einsetzung von (16) in Gl. (12) folgende Integralgleiohung 

}fT ^ oo 

A(s)e~ 0 * = J e- nt u(x,t)dt 
0 

zu losen, was hier nicht woiter ausgefiiirt werden soli. Man kommt so in 
der Tat zu dor oben gefundenen Losung (9) zurtiok. 


2. Wftrmewellen. Von den mannigfaohen Anwendungen der gefundenen 
allgemeinen Losung wollcn wir hier einen einfaehen Spczialfall horvorhebcn, 
namlioh den, wo die Funktion <p (i) oine periodisohe Funktion dor Zeit ist. 
Wir wollen setzen 


<p (t) = C oos nt . 

Die Anfangstemperatur sei zunaohst iiberall gleich Null. Dann licfert 
Formel (10) 



3<I ]/ t 


Wir wollen zunachst annehmen, dafi nach Begin n dcs Versuchs bercits 
i'ine so langc Zcit verflossen sei, daJJ man in dem Integral (17) als untere 
Grenze Null setzen kann. In diesem Falle lafit sioh die Integration lcickt 



xra, $4 


Auaftthroag der Integration 


573 


ausfiihren, werm man statt coa x : e tx setzt und im Resultat den reellen Teil 
allein bertioksiohtigt. Das gibt 


20 f i„t-}22L-a* 

u - -= I e 40, “ , doc, 

V* J 


Wir erganzen im Exponenten zu einem vollstandigen Quadrat und setzen 
die von a freien Bestandteile vor das Integralzeioben: 


(18) 


20 ,»«-J55a f -(«-£%)’ 

u = -= e 0 e ' * aa ' da. 

V* J 


'tn 


Wir ffihxen zur Abkiirzung die GroBe « 2 = ^ ^ x oin und zerlegen die 

Integration in (18) in zwei Teile von 0 bis * und von x bis oo. 

Im ersten Integral setzen wir statt a die neue Integrationsvariable £ ein, 

£ i/{* 

die definiert ist durob a = — ^ 4* 1/ ^ + « a , woduroh es iibergeht in 


/«-“<*(- f+|/f+4 


Im zweiten Integral Betzen wir statt a die neue Integrationsvariable rj ein, 
die definiert ist durch a — ^ +|/y -*-x s , wodurob es Iibergeht in 

M* + V¥+*)- 

0 

Durch Addition dioscr beiden Ausdriicke erhaltcn wir 

oo ro oo 

- | c-t’d (]/| + **) + i 




Benutzen wir sohlieBIioh die Idontitat Vt = ^ , so ergibt sioh fiir die 

)2 6 

c-Potenz in (18) vor dom Integralzeiohen 
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and, da Mevon. fiir nos allein der reelle Toil in Betraoht kommt, 


(19) 


V = C . 6 


JL a 

«cos 




•) 


Dieser Ausdruok stellt non aber, wie bekannt, cine fortsohreitende har- 
monisohe Temperaturwelle vor mit der Portpflanzungsgesohwindigkeit a V 2n, 
deren Amplitude mit dei Tiefe in geometrisoher Progression abnimmt. 

Dieser Umstand gfbt zunaohst ein Mittel in die Hand, die Tempe- 
raturleitffihigkeit duroh Messung der PortpfLanzimgsgesohwindigkeit einer 
harmonisohen Temperaturandemng an der Kdrperoberfl&ohe ins Innere 
eines Kbrpers zu messen. Man kn-Tm so z. B. die W&rmeleitffihigkeit der. 
oberen Erdsobiohten bestimmen, die ja ebenfalls der Einwirkung einer 
periodisohen Anderung dec Oberflaohentemperatur unterworfen sind, indem 
man an der OberfLfiohe und in einer gewisaen Tiefe des Erdbodens die 
Temperatur gleiohzeitig registriert und die Phaaeuversohiebungen beider 
Perioden gem&B (19) zur Bestimmung von a ausnutzt. 

Dec Vor gang des Porfcsohreitens einer Wfirme- oder Diffusionswelle 
ist dem Portsohreiten einer elastisohen Welle sehr ahnlioh, bat aber gegen 
den letzteren Prozeft einen tiefgreifenden Untersobied. Wfihrend nfimlioh 
die Portpflanzungsgeeohmndigkeit einer elastisoben Welle bloB von den 
elastisoben Eigensobaffcen des Mediums abh&ngt, siebt man aus (19), daB 
die Gesohwindigkeit der Wfirme- bzw. Diffusionswelle nooh eine Punktion 
der Bohwingungszahl ist. Man Ira-nn daher bier auob niobt, wie im Palle 
elastisober Wellen, die gefundenen Besultate obne weiteres auf beliebige 
periodisobe Punktionen <p (t) iibertragen, indem man in (19) statt des oos 
einfaoh <p setzt, da siob die einTelnen harmonisohen Wellen, aus denen man 
siob die allgem eine Welle zusammengesetzt denken kann, in versobiedener 
Weise verbalten. Es stellt siob vielmehr im allgemeinen Palle u als Summe 
einer Anzabl von Ausdriioken von der Porm (19) dar: 

« = 2-4.U,, 

wo die Uy die den einzelnen Partialsohwingungen entapreohenden Teile 
bezeichnen, die man ana (19) erhalt, wenn man darin u = Uy setzt, und 
die Ay die Amplituden dieser Teilsohwingungen sind. 

In Fig. 44 sind fiir eine Anzahl von Zeiten die u als Funktionen von x 
eingetragen. Man sieht tier das Fortschreiten der Sohwingungen mit der 
Zeit und ihre aUmahliohe Abnahme dabei. 


Wie bereits erwahnt, sind die obigen Resultate anwendbar auf das 
Problem der Temperaturdnderungen in den oberen Erdsobiohten, deren 
Oberflaohe annSbemd periodisohen Temperatur&nderungen unterliegt, 
wobei sioh zwei einfaohe Periodizitaten, nfimlioh eine tfigliche und eine 
j&hrliohe, Uberlagem. 
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Es warden femer die TemperatoiBehwankqngen in einer solohen Tiefe 

V» 

nnmerklioh warden, bei der der Exponent — 7= x auf einen beatiminten 

ay 2 

Betrag e angewaohsen iflt. Man sieht, dad das erst in nm so groderer Tiefe 
der Fail sein wild, je kleiner die Sohwingungszahl n ist; in geniigender Tiefe 
also werden sioh nor mehr sehr langsame, nioht mehr die rasohen Sohwin- 
gungen bemerkbar maohen. Darans erkllrt sioh z. B. die bekannte Er- 



sobeinung, dafi in gewisser Tiefe unter der ErdoberfL&ohe nioht mehr die 
t&gliohen, sondem nor mehr die jahrlichen Temperaturschwankungen be¬ 
merkbar sind (Kellertemperatur), und dad in nooh groderer Tiefe sohliedlioh 
st&ndig ein nnd dieselbe Temperatnr herrsoht. 

"Wir konnen non auoh nooh den Wanneflud durch die Fl&oheneinheit 
der Oberfl&ohe im Ealle (19) ausreohnen gemad = — k{du/dx j)* =0 
und erhalten 

C. (cosn t — sinni) = C. oos(nt + 

iY 


= Vty<r.».O.cosnU-f- 


(20) 
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Der WarmefluB hat also dieaelbe Periode wie die Oberflaohentomperatur 
und ist ihr Tim. 1 / g der Sohwingungsdauer x in der PhaBe voraus. 

Aub (20) erhalten wir fur die gesamte Warmemengo, die von dem 
Korper wahrend einer halben Periode aufgeapeichert wird, 


<3 = 2 


sie ist also, wie unmittelbar einleuohtet, direkt proportional dor Warmc- 
kapazitat des Korpers und uni so groBer, je kleiner die Schwingungazalil 
ist, also Tmmerklioh Mein, wenn die Schwingung auBorordentlioh roach 
erfolgt. 

Die Losung (19) entspricht dem Temperaturverlauf naoh Verstroiohen 
einer sehr langen Zeit vom Beginn des Versuohs. Dio allgemoinc Liming 
ist daraus leioht duroh folgende Betrachtung zu linden: Setzon wir in (19) 
t = 0, so ergibt sioh 

Q>(x) = e “ cob /a;\ , 


<P (a;) = e ° cob |L a;j , 

wir kon n en also unsere Losung auoh als diesem Anfangszu stand angepaCt 
auffassen. Wollen wir aber, wie in (3) gefordert wurdc, don Anfangs- 
zustand 4>(z) = 0 haben, so miissen wir zu u gemafi dem in 1 Ausoinander- 
gesetzten eine Funktion addieren, die zux Zeit t — 0 die Anfangs- 
bedingung (®) = — <P (®) erfiillt und an der Stello x ~ 0 dauemd 
gleioh Null ist. Eine solche Funktion baben wir in Formel (4), § 3 bereita 
gefunden, mit deren Benutzung wir erhalten: 


2a J \«V2 


(« — <C) 2 

—e 


(«» I 

* a3t Ua. 


(22) lfiBt sich in reeller Porm gescMossen auBdrucken, man sieht jotlpch 
auch so schon dem Auedruok an, daB er mit waohsender Zoit abklingt 
irnd schlieBlich nach sehr langer Zeit tiberaU verachwindend klein wird. 

3. Die OberflSche 1st dn Isolator. Die nun zu behandelnde Aufgubc, 
e bei allerhand physikalischen und teohnischen Prohlemen oino Hollo 
spielt, zeiohnet sioh daduroh aus, daB der warmeleitende Korper an seiner 

OberflSche "^euiMurchl&ssig oder adiabatisch ist, was man praktiscli 
sehr nahe erreiohen kann, wenn man ihn mit einer Hiille sub einem sehr 
soMeehten Leiter umgibt. Handelt ea sioh urn das analoge Diffusions- 
problem, so lautet dieselbe Aufgabe so, daB das Medium, in welchem die 
Diffusion vor sich geht, mit einer Wand umschlossen ist, welche die 
dierende Substanz nioht hindurchlaBt (aber auoh nioht festhalt), die 
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also die Teilohen dieser Substanz „vollkommen reflektiert". Eine solohe 
„Wand“ atellt auch die freie Oberfl&ohe des DiffufiionSmediums dar. 

Mathematisoh formuliert heiflt das, daB die Normalkomponente des 
Warme- bzw. Materiestroms an der Oberflaebe versohwinden soli, also 

(23) grad*u = = 0. 


Im ilbrigen verf&hrt man bei der Losung genau so, wie in § 3, nur mit 
dem Untersohied, daB an Btelle von u = 0 zu treten hat dujdn = 0. 

Man kann z. B. auch hier versuohen, so vorzugehen, daB man die 
Anfangsbedingung liber die Berandung hinaus bo fortsetzt, daB die Ober- 
flftchenbedingung (23) fiir alle Zeiten identisch erfiillt ist. Betraohten 
wir beispielsweifle wieder das linear© Problem, wo der nach einer Seite 
unendlich weit Bich erstreckende Korper an der Ebene x = 0 begrenzt 
ist, und setzen 

0 (a?) = 0 (— a), 


so muB fiir x = 0 wegen der spiegelbildliohen Symmetrie von 0 die Be- 
dingung (23) erfiillt sein. 

Wir gewinnen also unsere Losung aus der Losung § 3, (4), wenn wir 
dort das Vorzeichen des zweiten Terms vertauschen, also 


(24) 


1 r° !_(« — *)* __ (g + a) 8 1 


oder 


u — -L f <P(2faV« + x)er* l d£ + --L f <f>(2f oV t — x) 

V*J V^J 


io VT 


la ft 


Setzen wir hier wieder wie in § 3, 1 0 (as) = w 0 , so erhaltcn wir die trivial© 
Losung u = w 0 ; denn wenn wir einen gleiohmaBig tempenerten Korper in 
eine adiabatische Hiille sohlieBen, so kann sich die Tempcratur in ihm 
nach den Satzen der Thermodynamik nicht mehr andcm. Analogcs gilt 
fiir die Diffusion. 

Setzt man statt dcHsen fest, daB fiir t = 0 die Temperatur ubcrall 
mit Ausnahme einer unendlich diinncn Schicht um die Ebene x — 0 
verschwindct, clerurt, daB dort 0 (a) da = y ist, dann folgt aus (24) 


(25) u = -£=e 4 “ a ‘, 

a\7tt 

ein Ausdruck, der doppelt so groB ist als dor analoge Ausdruck § 2, (9) 
(mit a = 0), was daher riihrt, daB in dem vorliegenden Fall zum Unter- 

Mlutia-KrAuk, DifTereutlalgluiohungon II 
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Bohiede von dem dort behandelten der Warmestrom nur in einer Riohtung 
flieflen kann. 

Den Fall des yon zwei parallelen ebenen Wanden begrenzten homo- 
genen Loiters kann man hier ebenfalls naob dem Muster von § 3 , 3 behandeln, 
wenn man die allgemeine Losung als Summe yon Paxtikularlosungen von 
der Form 



x 


zusammensetzt, welohe die Eigensohaft haben, an den Grenzen Null 
und a einen versohwindenden Temperaturgradienten zu liefern. Mit 
Benutzung der Fouriersohen Reihe mit Kosinusgliedem erhalten wir 
so fitr u die zu § 8 , (14) analoge Forme] 


(26) u 



“ f * <f) 008 ~ d £ +1 J <P (£) d i ]) ■ 

10 n 


Fig. 45 


Setzen wir hier wieder 0 (f) = w 0 , 
so erhalten wir wieder die tri- 
viale Losung u = u 0 , wie oben 
naher erlautert wurde. 

Als Beispiel betraohten wir ge- 
nauer das folgende Diffusionspro- 
blem: Die Losung sei in ein Ge- 
faB mit zwei parallelen W&nden im 
Abstand a eingesohlossen, welohe 
die geloste Substanz „voUkommen 
reflektieren". Zur Zeit 4 = 0 soil 
der Raum von x = 0 bis x = h 
die Konzentration c 0 und der Raum 
von x = h bis x = a die Konzen¬ 
tration 0 haben; wie verteilt sich 
c als Funktion von x und t% 
Setzen wir die AiiffmgRhp rii-ng rm g p.ri 

(27) ®(f) = Co fur 0 < £ < A, (£) = 0 fiir A < £ < a 
in (26) ein, so ergibt sich. naoh einfaoher Reohnung 

(28) o = e # (- + A 2 i e _i> ^ , ' C0 8 —isin^AV 

\ot 7i w 3=31 w a oc / 



^ 00 ^ird c — c 0 A/a, die Losung hat sich also in dem ihr zur 

Verftlgung stehenden Raume ghnohm&Big verteilt. Die Funktion (28) 
ist ftii A = a/2 und c 0 = 1 fur veischiedene t in Fig. 45 graphisch dargestellt; 
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man sieht eine gewisse Analogie zri dem § 2, 8, (12) behandelten Falle. 
Das dort besohriebene Grundexperiment der Diffusion wird, da es sioh 
ja immer tun endliche Gef&fie handelt, duroh die hier gegebene Losung 
genauer dargestellt als dort. 

Zmn SchluB betrachten wir noch das duroh die folgenden Band- 
bedingungen gekennzeiohnete Problem: An der Ebene x = 0 soli die 
Temperatur konstant, etwa gleioh Null sein und an der Ebene x = l soli 

der Wfirmestrom versohwinden, also = 0 gelten. Die Losung dieser 

Aufgabe l&Bt sioh unter der Anfangsbedingung u = u 0 ftir 0 < a; < i 
aus der in § 3, 3 gefundenen Losung (15) umnittelbar hinsohreiben, wenn 
man bedenkt, daB bei dem dort behandelten Problem aus Symmetries 
d u a 

grtinden die Bedingung ^ = 0 ftir x = ^ ftir alle Zeiten von selbst erfiillt 

oc 

sein muB. Setzen wir also in § 3, (15) l = ^ ein, so ergibt sioh als Losung 
der hier gestellten Aufgabe 


(29) 


a 06 /a (8 ii M)«\* 

.='-ssr' ->• 

71 fiaa 0 


. (2n + l)nx 1 

8111 2 1 ‘ar+i 


4. An der ObertlMche des KVrpers findet iufiere Leitung statt Wir 

gehen nun dazu iiber, Probleme der Warmeleitung zu behandeln, die der 
Bedingung unterliegen, daB an dor Oberflache der Leiter „auBere W&rme- 
leitung" gegen eine Umgebung von der Temperatur Null derart stattfindet, 
daB an der Grenze der Warmeaustausch aussohlieBlioh durcb auBere 
Leitung zustande kommt. Die Oberflachenbodingung lautet dann nach 
§ 1 ,( 6 ): 

(30) 


Wir versuchen als erstes Beispiel wieder wie frtiher die Losung ftir 
den Fall eines Korpers, der den positiven Halbraum x > 0 isotrop und 
homogen prftillt. Wiederum soil der Zustand nur von der x-Koordinate 
abhangen. Ftir t = 0 sei die Temperatur duroh 0 (x) gegeben ftir x > 0. 
Wir wollen auch hior versuchen, ob sich die Grenzbedingung ftir x = 0 
nioht durch geeignetc Fortsetzung der Funktion 0 ins negative Gebiet 
befriedigen laBt. 

GemaB § 2, (7) setzen wir die Losung an in dor Form 


l r / — (tt ~ g)8 - {a + a) * \ 

(31) « = _i_ I *«*' + <P(-a)e 


(a + a)»\ 


87* 
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Hieraus erhalten wii 


S3L.-C?SiJ l!#w - #( - nr * 5, n5 


xmd 




[<P(ot) + <P( — oc)]e 4 ® a * ioc* 


Das erste Integral lorrnen wir duroh partielle Integration um gemafl 


°° a* ff3 oo oo 

^ f R(*)e~^*d* = - R(*)e~tt + j R'(a) 


a 1 

le i0>t da 


= 22(0) + J22'(a)e “*'da. 
o 

Nehmen wir an, dafi <P im Punkte * = 0 stetig ist, so wird hier 
22 (0) = 0 und wir erhalten dnroh Einsetzen in (30) 


(32) 


[0 ( a ) - <*>(-«)] 


t)/nt} l^® 

o 

-jf#(«)+*(-«)]}*« = 0. 


Daunt dins fiir alle t yersohwindet, muB der Ausdruok in der geschlungenen 
Klamm er vereohwinden, was fttr 0* (a) = 0 (— a) die folgende Difforential- 
gleiohung ergibt 

d0* («) A ,. . A . . . 

+ j #*(«) = <P (a) - T «P(a). 

lire Losung lantet naoh 1. Bd., VI, § 2, 2: 


(33) 


**(«) = •”*’"( J * [$' (f) - j 0 (f)jdf + konst}, 


worin flir die Konstante wegen der Stetigkeit im Punkte oc = 0: 0 (0) 
zu setzen ist. Das Integral 


• A, 

* In 5 


V(f)d£ 


formen wir dnroh partielle Integration um und erhalten 

f Ai A * « x o A 

f * f <2W£il -t 


4 * 
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Dies liefert, in (33) eingesetzt, fur <P (— a) die Gleiohung 


(34) 


0(-x) = &(*)- 



As 

e*'dl 


Setzen wir den Ausdruok (34) in Gl. (31) ein, so erhalten wir die ge- 
wiinschte Ldsnng unseres Problems ftir einen beliebigen Anfangszustand. 

Wir wollen auch hier wieder den Spezialfall <P (a) = G, wo 0 eine 
Konstante ist, n&ber untersuohen. Aus (31) folgt darm fdr 0 (— ot) 

_ h 

0( — a) = 0 (2 e *°-l), 

also naob (31) 

ft | _ (ft — g) a _ [.a 1- »)* T _ (o + a) » __ jji 

u =- 7 = I e *° a< den — I e la%i doc + 2 I e 4 ® a * * d a 

2aSnt\) J J 

0 0 0 


Durch Erganzung dea Exponentcn in dem dritten Integral zu einem 
vollfltandigen Quadrat und Einftihrung neuer Veranderlioher ftir die 
Grundzahlen der Exponentenquadrate in den drei Integralen laasen sioh 
diese auf das Fohlcrintegral § 2 , ( 11 ) zurtiokftihren, so daB wir sohlieBlioh 
erhalten: 


(35) 



a*/!*, h 


. 1 -”( 2 -^7 + T V7 )]) 


Fig. 46 stollt in gewohnter 
Weise die Funktion (35) mit (7 = 1 
graphisohftir eine Anzahl von Zciten 
dar. Bie weist, wie man sieht, groBc 
Ahnlichkeiten mit Fig. 41 auf, untcr- 
soheidet Bioh abcr von ihr namont- 
lioh in der Niihc von x = 0 . Die 
OberfliLchentemperatur erhalt man 
daraus, indem man x = 0 setzt: 

(36) «(0) = G e 2 F ! ‘[l- v (^V7')]- 

Ftir grofie Werte den Arguments 
kann man annahemd aetzen 


Fig. 46 



V^( 1 - V>(*)) = — «“**! 

x 


limu(O) = U = —• 
t-*- ou ah\nt 


also 

(37) 



Abkflhlung der Erde 
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Naoh geniigend longer Zeit also verl&utt die Temperatur an der Obar- 
fl&ohe umgekehrt proportional der Wurzel ans der Zeit, nimmt also immer 
langsamer ab. 

Wir fragen nooh naoh der GroBe des Temperaturgradienten an der 
Oberflaoke. Ans der Grenzbedingung (30) entnehmen wir 



also winder ftir den Grenzfall nines sebr groBen t 


(38) 


U' = 


c 



U x ist also ebenfalls tungekehrt proportional VT nnd bemerkenswerter- 
weise bloB abhangig vom Temperaturleitvermogen, nioht aber von der 
aufleren und inneren W&imeleitf&higkeit. 

Yon der Formel (38) hat Thomson eine einfaohe Anwendung gemaoht, 
urn anf das Alter der festen Erdkrnste zn sohlieBen. Solange sioh die Erde 
im fltlssigen Zustand befand, wurden die auBersten Schiohten dnroh 
Strahlung abgekiihlt nnd sanken, hierdnroh schwerer geworden, in die 
Tiefe, wo sie sioh winder erw&rmten. Anf diese Weise blieb die Temperatur 
der ganzen Erde konstant, bis zn dem Augenbliok, wo an der Oberfl&ohe 
Erstarmng eintrat. Die so gebildete feste Sohioht muBte sehr rasoh in die 
Tiefe waohsen nnd bald eine solche Dioke erlangen, daB fiir einen nioht zn 
groflen Oberfliohenbereioh die Bedingnngen dieses Absohnittes erftillt 
waren. Da seit der Bildnng einer festen Erdkruste sioher eine sehr lange 
Zeit verflossen ist, konnen wir die Formel (38) fiir den Gradienten der Tom- 
peratur an der Oberfl&ohe anwenden. Dieser Gradient ist aus Messungen 
der Znnahme der Temperatur mit der Tiefe annahemd bekannt und be- 
tragt nng ftf5.br 1 ° C anf 26 m. Anderseits kennt man die W&rmeleit- 
f&higkeit der Erdsohiohten ungefahr. Die Anfangstcmperatur ist naoh 
dem Obigen gleich der mitbleren Sohmelztemperatur der Gesteine 
der Erdrinde nnd betr&gt sohatzungsweise 4000° C. So ergibt sioh fiir die 
gesnohte Zeit groBenordnungsm&Big 100 Millionen Jahre, was mit ver- 
sohiedenen geologisohen Sch&tzungen in gutem Einklang steht. 


5. Diffusion durch ein Diaphragms. Wir konnen unsere Formeln (36) 
bis (38) anoh znr Losung eines intereaeanten Diffusionsproblems benutzen, 
das sioh wie folgt formnlieren laBt. Wir denken uns, wie in § 2, 1, zwei 
Ldsnngen von den Konzentrationen C und 0 in einem unendlioh langon 
Zylinder fibereinandergesohichtet, aber so, daB sioh die beiden Eliissigkeiten 
an der Ebene x = 0 nicht unmittelbar beriihren, sondem dort durch eine 
porose Wand voneinander getrennt sind, welche dem Durchtreten der 
gelSsten Snbstanz einen gewissen Widerstand entgegensetzt. 
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Die Konzentration im positiven Halbraum nennen wir c x , im negativen 
Halbraum c a> so dafl ftir t = 0 gilt: o a = C, c 2 = 0. 

Infolge der Stetigkeit des Diffusionsilusses in der Ebene x = 0 miissen 
laut § If (1^) mwl (17) die beiden Gleiohungen bestehen: 


(39) 


,9c, 

dx 


= D* (o, - Oj) = D 


do, 

dx 


Es leuohtet aua Symmetriegriinden ein, dafi die Funktionen c x und c, 
um den Wert 0/2 symmetrisoh sein warden, also die Gleichung 

°t (-*)=■- c x (sc) + 0 


bestehen wild, was nnseren Grenzbedingungen (39) entsprioht, wenn wir 
setzen: 


(40) 




Diese Grenzbedingung ist aber formal identisoh mit (30), wenn wir u 
f ~ h D* 

duroh 2 c x — C, a duroh \D und -g- duroh 2 ersetzen, und wir kbnnen 

daher die gesuohto Losung aus Formal (35) unmittelbar entnehmen. Sie 
lautet: 


(41) «, = £[* 





Wie zu erwarteu war, hangt die Ausbreitung der Konzentration 
wesentlioh von der GroBe D* der Durchlassigkcit der porosen Bcheidcwand 
ab. Maohen wir die Wand ganz undurohlassig, also D+ = 0, so wird 

c x •= C ftir x > 0 und c 2 = 0 fur x * 0, 


wie zu erwarton war, da ja die beiden Fliissigkeitcn vollig voneinandor 
gcschieden sind. 

1st im Gegenteil die Wand vollig durchlassig, so ist wegen (39) D* = 
Man sieht lciclit, daB in diesem Fallc der zweite Term in der gesohlungenen 
Klammer vorsehwindet und es bloibt 


" ? [* + v fell « > 0;- 2 [i + V ] «* * < o, 


was mit Formel (12), § 2, die fiir den Fall abgeleitot war, dafl die Wand 
iiberhaupt fchlt, wie man sieht, vollig iibereinstimmt. 

Die duroh die Wand pro Zeitoinheit hindurohtretende Substanzmenge 
ergibt sioh aus Q = D (do l ldx) x=0 zu 

4 D * J , r /O 7)* \ -I 

(42) Q = C.B*e ° 
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und. die an dex Wand hemoliende Konzentrationadifferenz betrfigt naoh 
Ftii groJQe t geht dieser Ausdxuok gemaB der NfiJienmgsformel S. 581 


fiber in 
(43) 


lim (o. — c Q ) = 1 j —, 

t-+J l * } 2 B*Y7tt 


6 . Das Problem der iuBeren Wfirmeleltung In zwei Dimensioned Wir 
bespreohen nunmelir das in 4 gekennzeichnete Problem in zwei Dimensionem 
Wir denken mis den Korper etwa ala Zylinder vom Radius R und von sehr 
groBecr Lange und nehxnen an, dafi die Temperatur eine Funktion der Ent- 
femung r des Aufpunktes von der Achse des Zylinders sei, wie wir es bereits 
in § 3, 6 angenommen batten. Diesmal soli jedocb die Zylinderoberflache 
durob &uBere Wanneleitung mit einer Umgebung von der Temperatur U in 
Verbindung stehen, femer soli im Innem des Zylinders standig War me 
erzeugt werden, und zwar pro Volumeneinheit iiberall die konstante 
Menge A pro Sekunde. Die Abbangigkeit von g und a von der Temperatur 
sei vernaohlbssigbar ldein. Wir sucben die Losung fur den stationaren 
Fall, der sicb jedenfalls naoh geniigend longer Zeit von selbst einstellen 
wird, wie pbysikalisoh einleuchtet. 

Die Differentialgleichung lautet dann fiir diesen Fall gem&B (12), § 1: 
(^) A u + ^ = 0 

oder wegen der Abbangigkeit des u von r allein: 


(45) 


<Pu dv , A 
dr* + rdi + k 


= 0 . 


Das ist eine lineare Differentialgleichung fiir du/dr, deren Losung nach 
1. Bd.y VI, § 2, 2 allgemein lautet: 



Soli in der Achse der Temperaturgradient endlich bleiben, so muB 0 = 0 
sein. • Daraus erhalten wir 


u 


iW 0 '- 


wo C min so zu bestumnen ist, dafi die Oberflachenbedingung § 1, (0) 
du h 
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erfullt ist, also 

c ’--‘-n B + n*+ u - 

Hieraus ergibt sich sohliefilich 

( 46) “ = 0 - s s + a < K ' - '’)■ 

Eine wichtige Anwendung dieser Formel ist die Berechnung der Tem- 
peraturvcrtcilung in einem Draht, der ala clektrischor Stromleiter dient 
und der daher durch JouleBche Warmc standig erlutzt wird. Die Formel 
lehrt una, welche Tomperatur der Draht aimimmt, wenn ein bostimmter 
Strom durch ihn hindurchgeht, und wclohe Tomperatur er irgendwo im 
Innem, z. B. in der Achse besitzt, wenn die Teraperutur an dor Obcrfliicbc 
bekaxmtist. Die erstere ist natiirlich immer grdller und zwar, wic Formel (4(1) 

A 

lehrt., urn den Botrag ^ JP. 

Wir schliefion hieran gleicli die BeHproehung einea zweiten Bcispiels 
Bt-ationaror Wiirmclcitung, das folgendormalien dof iniort soi: Ein unendlieh 
lunges zylindriaches Bohr vom inneren Radius i tj und deni auBcren 
Radius /? 2 werde innen auf der konstanton Temporatur C gehalten und 
moge auBen gegen eine Umgebung von der Tomperatur Null strahlen. Zu 
suchen ist die Tomperaturverteilung innerludb dcs Rohrcs und die pro 
Sekunde ansgostrahlte Wdrniemenge. 

Wir benutzen den obigon Aiwatz (45), in dem A — 0 zu setzen ist, 
und erhalten die allgemeino Losung mit (‘intern logarithmisehen Potential 

(47) u = X x log r l A*. 

Da wegen der (irenzbedingungen die (ileiehungen 

C ---- A 3 log It x | A„ 

^ - j(A,log/f, ! A a ) 

gi'lton, laaaen aich A x und A a brat-immen und fiir u crgibt sioh 


(48) 


« = 0 1 + 


log 


log *4 




Daraun bekommen wir din Obcrfliic.lienU'nuH'ratur fiir r 

1 


/<, 


(49) 


«(«,) - 0 


H t h i It, , . 

I- 1 
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tmd die pro Se k n n rie aus der FlfLobeneinbeit der OberfL&ohe ausgestrablte 
Warmemenge 


(50) 


|D| = h.u(R t ) = 


KG 


T lot t + 1 


Diese Formal kann unter anderem dazu dienen, die WfixmeauBstraUiuig 
von z ylindr isoben Heizkorpem bei Wannwasser- oder D&mpfbeizungen 
zn beati mmeo . , die im Innem duxob die hindurobstromende Fllissigkeit 
anf konstanter Temperatur, der Ileiztemper&tux gehalten werden und naoh 
auBen gegen die Umgebung strahlen. C bedeutet Ha-nn die Temperatur- 
differenz zwisoben Heiztemperatur und AuBentemperatur. 


7. Wfirmeleltung In einem Stab. Wir gchen jetzt zu dem allgemeinen 
Problem in drei Dimensionen liber. 

Eine flehr bemerkenswerte Yereinfaolnmg dieser Aufgabe erhalten 
wir dann, wenn der Korper die Form einea Stabes bat, desson Quersobnitts- 
dimenaionen klein Bind gegeniiber seiner Lange, ein Fall, der praktiscb sebr 
oft vorkommt. Wir brauohen uns dabei nicbt auf einen geraden Stab zu 
besobranken, dieser kann vieknehr eine beliebige gekriimmte Form haben, 
er kann auob in siob geschlossen sein, also einen King bilden 1 ). 

Wir nebmen an, daB iiberall langs des Stabes sein Querscbnitt die 
gleiobe GroBe und Gestalt babe; wir nennen die GroBe des Querscbnifctes 
? und seinen XJmfang p. Durob irgendwelobe korfospondierende Punkte, 
beispielsweise die Sohwerpunkte aller dieser Querschnitte, legcn wir eine 
Leit l i m e fiir den Stab, auf der wir uns einen MaBstab aufgetragen donken. 
Wir nennen die Lfinge, gemessen an diesem MaBstab von irgendoinem 
beliebigen Anfangspunkt aus, I, das Element dieser Lange dl. AuBere 
Warmeleitung finde an der ganzen Oberflacbe statt gegen cine Umgebung 
von der Temperatur Null. Wir wollen versuchen, die auflere Loitimg beroits 
in die Differ e n t i algleiobung der Warmeleitung aufzuneluncn 

Zu diesem Zweck denken wir uns auB dem Stab durcb zwei Qucr- 
sobmtte im Abstand dl ein Stile k berausgeschnittcn, dessen Volumen 
bis auf GrSflen, die klein von boberer Ordnung sein werden, gleicb ist qdl. 
Die Mantelflacbe dieses Elementarzylinders ist gleich pdl . Die Glcichung 
flir die Warmebilanz in diesem Volumenelement lautot dann analog zu 
§ 1 , 2 : 6 
d u 

£?<* -qJ qdl = kAu .qdl — hupdl 


x ) 

1894. 


Kirohhoff, ..Vorleatmgen liber dlo Theorie der Wteme", 


S. 25 ff. 


Leipzig 
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oder, wetm wir u als nur langs der Leitlinie ver&nderlich. ansehen: 

a 3 a w , a k . hp , a 
' 7 dt dP q o' gag 

Wir fiihren hier statt u die neue abhangige Veranderliche v ein durch die 
Beziehung 

(62) u = e- fta '.v. 

Setzen wir dies in (51) ein, so erhalten wir fiir v die Diffcrentialgleiohung 

( 53) at ~ oi »•’ 

die mit (1) formal vollig identisch ist. Durch diescn Kunstgriff lassen sich 
also alle auf einen diinnen Stab mit aufierer Warmeleitung beziiglichen 
Probleme nach don in don § 2, 1; § 3, 1, 3; §4, 1, 3, 4 entwiokelten 
Methoden bohandeln. 

Besondors cinfaoh crledigt sich das stationare Problem. Setzen wir 

du 

in (51) gt = 0, so kommt os auf die Integration der gewohnlichen Dif- 

ferentialgleiohung 

(64) 

an, die mit der Uleiohung dor elastisohcn Scliwingung identisch ist und die 
allgemeine Ldsung 

(55) v A(* u | Be /" 

besitzt, wenn wir zur Abkiirzung b 2 /a 2 - ft setzen. Die Konatantun er- 
geben sich aus den (Jrenzbedingungen Soil z. B. fiir l 0 : u - 0 stun 
und fiir l -- L. u - f/, ho erhalten wir 


« - V 


tfi lt - e i 




Sin ft l 


Durch Messung dor Tempcraturvorteilung langs des Ktabes kaim 
man nach d wiser Formel das VerliidtniH a/b bestiinmen. 

Wie berejts obeli erwiihnt, konnon wir aueli annehinen, daQ der Stab 
in sich geHchlosHen sei; es liegt dann diiH Problem der Warmeleitung m 
cincm schr diinnen King von beliebiger (Jest-alt vor Der limbing des be- 
tracliteten Hinges sei, gemessen lungs der Leitlinie /., gleicli L . Wir braueben 
dann bloll eine timing der Differcntiulgleiehung (51) zu linden, welehe die 
Eigenschaft haben muB, in l periodiseh zu sein. Denn daunt u eine ein- 
deutige Funktion des Ortes auf dem King hoi, imiU beim Fortschreiten liings 
l um die Rtrecko L die Funktion limner wieder dieHelben Werte, annehinen. 

In §2, 1 haben wir die partikularen Ldsungen 

v' -- und v"-Be * ,Jfl3 ‘oos XI 
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dei Differentialgleiclmng (53) kennengelernt, die, in (52) eingesetzt, ffir u 


liefem 

(57) u' = A e~ ut sin XI, u" = Be~ ,li oo& Ai, 


worm zor Abktirzung gesetzt ist 

(68) n = 6* + a® A*. 

Sollen diese Funktionen periodiaoh naoh l mit der Periode L sein, so muB A 
einem der Werte 


(59) 


A» = 


2 nn 

~T 


gleiohgesetzt werden, wo n eine beliebige gauze Zahl bedeutet. 

Aub (57) erhalten wir dnrch Einsetzung wiUkttrlioher Werte fiir die A 
und B und Summation fiber n die entspreohende allgemeine Losung 


(60) u ss 2 {A n sinA„Z + B b cosA«1)" 

n 

Diese Losung konnen wir in gewohnter Weise einer beliebigen AnfangB- 
bedingung v = & (l) anpassen, indem wir die A n und B n entspreohend 
wahlen, die, wie man siekt, niohts anderes sind als die Fourierkoeffizienton 
der Entwioklung von 0 (l) nach einer Reibe von sin und cos. Damit haben 
wir also unser Problem in vollster Allgemeinbcit gelost. 

Fiir t = oo wird natfirlich iiberall u = 0, da dann alle Wiirme naoh 
aufien abgeleitet worden ist. Fiir sehr groBe t konnen wir in (60) alio 
Glieder gegen das nullte und das erste wegen des sehr starken Anwochsens 
des Ezponenten p n t mit n vemachlassigen. Es wird also 


(61) 


lima = e-**‘B 0 + e ^ 


+ 


4 fl s fl8 \ 
X* ) 



. l 

Bin —=- 


+ jB, COB 


2nl \ 

"TT 


MiBt man die Temperatur u an zwei Stellen des Ringes, die uin den hnlbon 
Umfang yoneinander entfemt sind, also z. B. an den Punktcn l = 0 und 
l = i/2, so erhalten wir aus (61) 



DuTch Messung der Zeitabhangigkeit dieser Ausdrucke kann man also 
die Ezponenten der beiden e-Potenzen und damit a und b, also aueli k 
und A, die auBere und innere Warmeleitfahigkeit bestimmen. 
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8. AbkQhlung elnes Prismas. Hat der Stab einen rechteckigen Quer- 
schnitt, bo kann man das Problem der W&rmeleitung in ihm auch ganz 
allgemein behandeb 1 ), ohne die in 7 gebrauchten Vemaohlassigungen 
anzuwenden. 

Der betrachtete Korper ist dann ein bomogenes und isotropes Parallel¬ 
epiped, deasen Kanten wir den drei Koordinatenaohsen x 9 y, z parallel 
lanfend annehmen. Wir baben also eine Losung der Differentialgleichung 
( 11 ), §1 



zu suohen unter den Bedingungcn 


(63) 


u = 0 (x, y, z) fair t = 0 
u an der Oberfliiche. 


, 0 « h 


Wir versuoben, die Losung anzusetzen in der Form 


(64) 


T.X. Y.Z, 


wo T, X , Y, Z Funktionen von t bzw. x t y t z allein bczeichncn. Dann ist 
nach § 2, 1 

(65) T^Ae-* 21 *', 


und fiir X, Y, Z ergibt sich die Difterentialgleichung 


( 66 ) 


]_d[X , 2. d U , 

X dx i + Y dy i + Z dz* “ 


die fiir alle Werte von x , y, z orfiillt Rein Roll. Das i«t nur dann moglicli, 
wenn jeder der drei Summanden auf der linken Soite dor Gleichung einzeb 
gleich einer Konstanten ist, die wir bzw. — A®, - Aj, — A* nennen wollon. 
Zwischen den A bcstcht die Uelution 


a;+ aj +a,® = a*. 

X muB also der Differentialgleichung geniigen: 

*?+«*=<>■ 

die wir gemafi 1. Bd., VI, § 2, 3 loson in der Form 
(67) X = A tt cos (A„:r) H B x Bin (l x x). 

Analoge Ausdriicke ergoben sicb fiir Y und Z. 


J ) Kirohhoff, ..Vorleaungen tiber die Theorio dor Wftrmo“, S. 25 ff. Leipzig 
1894. 
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Wir nehmen an, dafi der eine Bokpunkt unseres Parallelepipeds im 
Koordinatenursprung liegt und die Kanten die Langen Z„, l„, Z, haben. 
Dann gelten nach (63) folgende Grenzbedingtmgen: 


flit x =• 0: 
fiir as — Z„: 


dX _ h y 
dx~ k ’ 
dX = _ h x 
dx Jc 


Daduxoh wird (67) auf folgende Weise bestimmt: 

(68) X == J i4 B |eos(A,.a:) + ^-bin(A a ,.a:)| ) 

wo A a beliebig ist und X a eine Wurzel der transzendenten Gleiohung 

( 69 ) tg(XX) = 

ist. Analoge Ausdriioke gelten fiir ¥ und Z. 

Die transzendente Gl. (69) hat unendlich viele reelle Wurzeln, was 
man am einfachsten mit Hilfe der folgenden geometrischen tiborlegung 
einsieht, die auoh zur Berechnung dieser Wurzeln dienen kann. Wir actzen 

Pig 47 fa = co ty ( A« D 

, „ jfe*A*-A 8 

n,,d '24Mr 

und tragen ’'ns die beiden 
Funktionen und /j! t von 
A* in einem und demselben 
Koordinafcensystem als 

Kurven auf ( Fi «- 47 )' & W 

ist eine Hyperbel, deren 
Mittelpunkt im Koordina¬ 
tenursprung liegt und wel- 
cht die beiden Asymptoten 

K = 0 und (¥ 9 = ?~X a 



hat, und // (A) ist die bekannte tg-Kurve. Offenbar haben dxese beiden 
Kurven unendlich viele Schnittpunkte, und zwar auf der negativen Seite 
dem Absolutwert naoh die gleiohen wie auf der positiven Seite. Die zu 
diesen Schmttpunkten gehorigen A, sind die Wurzeln der transzendenten 
Gl. (69), von denen wir blofi die positiven bertioksichtigen, da, wie man aus 
Gl. (68) sieht, die Beziehung X (— A) == X (A) gilt. Wir denken uns die 
Wurzeln der GroBe nach geordnet und bezeichnen sie mit AjjJ\ X x \ . . 

X { 9 , ... Analog erhalt man die Aund die Aj°. 
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Ein allgemeines Integral der Diffusionagleichung erhalten wix nun in 
gewohnter Weise, indem wir in die Ausdriioke (66) und (68) alle mogliohen 
Werte von A eingeaetzt denken und die mit willkiirliohen Koeffizienten 
verselienen dreifachen Summon von (64) bilden: 


(70) 






,(•)* 


+ i W J + jW 2 )i 



*) + ^ (A°«)] [“» iff ») + A 

• |«oe (if ») + A. Bin (if s)l. 



Nun hat man noch die Anfangsbedingungen zu erfiillen, indem man die 
Funktion 0 (x, y, z) in eine Reihe von der Form 


(71) 0 (x, y, z) = 2 S 2 A g „ X, Y x Z r 

I X V 


nach den zu den Eigcnwerten X £i A£, AJ gehorigen Eigonfunktioncn 
X,, Y x , Z v , die zu der Randbcdingung (63) gchoren, entwickelt. Die 
Koeffizienten A werden, falls diese Entwioklung moglich ist, nach. den 
im l.Bd., VII, §4 beaohriebenen Prinzipien berechnet. 

Die Losung dieses und ahnlich lautender Probleme der Abkuhlung 
warmer Korpcr durch Strahlung erscheint fiir die Teohnik von grofier 
Bedeutung. So z. B. kann man nach dem Obigen die Abkuhlungsgeschwin- 
digkeit in irgendeinem Punkte cines parallelepipedischen QuBstiickes bo- 
rechnen. Fiir andcrc Formen stoBt die analytischo Behandlung jedoch 
im allgemeinen auf grofie Sohwicrigkeiten, bis auf den Fall der Kugel, der 
aich ahnlich bchandeln laBt, wie in § 3, 7 gezoigt wurde. Auch auf das 
Ellipsoid wurdc eine ahnlicho Methode angewendet. 


Vierzehntes Kapitel 

Erzwungene Warmeleitung und Diffusion 
$1. Grundbogritfe und Differentialgleichungen 

1. Die DIfferentlalglelchung der WBrmeleltung mlt Konvektiorastrttiming* 

In diesem Kapitel wollen wir Probleme der Warmeleitung behandcln, 
bei denen Warmetransport durch Warmekonvektion gemaB XIII, § 1, J zu- 
gelassen ist. Sie kann entweder auBere Ursaohen haben, indem durch irgend- 
welohe auBeren Krafte die Fltissigkeit zum Stromen gebracht wird, es 
kann aber auch sein, daB durch die Verschiedenhciten der Tcmperatur in 
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der Fllissigkeit und die dadurch bewirkten Diohteanderungen von Punkt 
zu Punkt Kr&fte geweckt werden, die ihrerseits wieder eine Bewegung der 
Fltisfligkeit und damit eine Warmekonvektion hervorrufen. 

Wii wollen nun die Differentialgleiohung aufstellen, welohe dem 
Vorgang der W&rmeleitung mit Konvektion entspricht. Es aei x> der 
Vektor der Stromgeaohwindigkeit, der im allgemeinen eine Funktion des 
Ortes und der Zeit eein wird. Dann ist die Diohte des Materiestromes 
gleioh qv und die von ibm fortgefiihrte Warmemenge g<ru . o. Der gesamte 
Wannestrom JQ ist daher gleioh 

(1) S = — k grad « + qou . t>, 

was wix an Stelle von Gl. (2) in XIII, § 1 in der Entwicklung von 2 dort- 
selbst zu benutzen haben. Darin baben wir nun aber auch die Diohte g 
als Funktion von Ort und Zeit zu betrachten. Wir erhalten 

(2) = div(fcgradtt) — odiv(ptt.n). 

Die innere W&rmeleitfahigkeit k betrachten wir wiederum als Konstante. 
Naoh einem bekannten Satze der Vektoranalvsis (1. Bd., II, § 3, (20)] ist 

div (qv . u) = u div (qv) + yn . grad w. 

Beriioksiohtigen wir femer die Kontinuitatagleichung der Hydrodynamik 

X, § 1. (7) 

dl T (e»)-|f 

und die Identitat 


so erhalten wir aus (2) 


0(g“) _ dv de 


u u 

= kAu — oqv .gradu. 


Nennen wir wieder — = a 2 , so erhalten war schlieBlich die gesuchte 
Differentialgleiohung 

( 4 ) = a 2 A u — v . grad u. 


Hiezu treten nun noch, wie imFalle der Abwesenheit von Konvektion, 
gewisse Oberfl&chenbedingungen. Betrachten wir ein kleines Stiick der 
Grenzfl&ohe zweier sioh nioht mischender Fliissigkeiten oder einer Fliissig- 
keit und eineB festen Korpers, so mnB in der Richtung senkrecht auf dieses 
Fl&chenstiick die Konvektion verschwinden, da die Stromlinien der Fl iiss ig- 
keit dort parallel mit dem FUiohensttiok laufen. Es erfolgt also der Warme- 
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tibergong dort aussohlieBlich. dutch einen Vorgang, der der auBeren W&rme- 
leitung an der Oberfliiche oinoB festcn Korpere analog ist. Wir wollen die 
naheliegende Hypothose machen, daB auch quantitativ dasselbe Gesetz 
wde dort. also die Fonnel XIII, § 1, (5) gcltcn soli, wobei die GroBe A, die wir 
hier Wtoaeiibergangszahl nennen wollen, als Korperkonstante der beiden 
Fliissigkeiten anzusehen ist. Die letztcre Annahme ist allerdings in Wirk- 
liohkeit kaum oxakt ricktig, wahrsokeinlich. ist die Warmeiibergangszahl 
auch eine Funktion der Rclativgoschwindigkeit der Fliissigkeiten on der 
Beriihrungsstelle. Bei vielen Problemen werdon wir annehmcn konnen, 
daB A gegeniibor h eine groBe Zabl ist, so daB die Temperaturen dor beiden 
Korper an der Beriihrungaflaclie einandcr gleichgesetzt werden konnen. 
1m allgemeinen trifft dies aber nicht zu, os esdstiert ein endlioher Tempe- 
raturspmng an der Greuze zwischen festem Korper und Fliissigkeit. 

2. Die Differentialglelchung der Diffusion unter dem ElnfluB auBerer 
Krttfte. In XIII, § l, 4 lmbeu wir die Different ialgloiohung fur die Diffusion 
in cinem ruhenden Medium abgcleitct. W'ir wollen nun zulasKcn, daB fiber 
die Diffusionsstromung noeh eine behehige nndere fttrdmimg liberlugert 
sei, der wir die vektoriello Gescliwiiuligkeit o zuschrciben, die wir uns auoh 
duroh Einwirkung auBercr Kriifte auf die diffundiorendc Substanz erzeugt 
denken konnen. 

Wir miissen dann zu dom duroh the Molekularbewegung erzeugten 
Diffusionsstrom -Dgradti nocli den Konvektionastrom cv hinzufiigen, 
so daB der gesamte Matericstrom JQ gleioh w r ird 

(5) Q = — D grad c -\ c d. 

Die Diffusionsgleiehung erhalt demnaoli die Form 

(6) — == I) .Ac — div (c o). 

Formel (6) ist im Falle einer (]uellenfrcien Stromung o (div o = 0) 
mit (4) formal idcntiHch. Kommt Hpeziell die Ueschwindigkcit n durch 
Einwirkung von Kriiftcn f auf die Molekiilc der geloston Substanz zu- 
stande, derart, daB die Bcziohung besteht 

(7) t) = ! . B, 

worin die Konstantc B als ,,Bewegliohkeit“ bezeichnet wixd, so ergibt sioh 
aus (6) die folgendo Differontialgleiehung 1 ): 

(8) = D.Ac- Bdiv(t.c). 


l ) M. v. Smolaohowski, Ann. <1. Phys. 43 (1915), 8.1105. 

M laeu-Kran k, Diffeieullalglelohaiigen. 11 


38 
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3. Die Integralgleichung der Diffusion und ihre Beziehung zur Statlstik* 
In XIII, § 2, 6 lemten wir die ftir Warmeleitungs- und Diffusionsvorg&nge 
giiltige Integralgleiolmng (51) kennen, die gemaB der dort gegebenen Her- 
leituug offenbar auoli fiir den in diesem Kapitel vorliegendto allgemeineren 
Fall Giiltigkeit hat. Dariiber hinaus hat sie aber eine nooh allgemeinere 
Bedeutung. Nach dem in XIII, § 2, 3 dargelegten Prinzip konnen n&mli oh 
die in ihr enthaltenen Fuhktionen auoh als Wahischcinhchkeitsfunktionen 
gedeutet werden. Liegt denmach ein physikalisohes System vor, deasen 
Zustand durch eine Variable x bestimmt ist, die in statistisoher Weise von 
der Zeit abhangt, das also eine Art Brownsoher Bewegung ausfiihrt, dann 
unterliegt diese Bewegung der Integralgleichung (51). 

Bedeutet u (x, t) die Wahrscheinlichkoit dafiir, daB d a s System sioh 
zur Zeit t zwisohen x und x+ dx befindet, und / (f, x, r) d£ dx die Wahr- 
scheinliohkeit dafiir, daB das System aus der Anfangslage zwisohen £ 
und f + df in der Zeit t in die Endlage zwischen x und x + dx iibergeht, 
dann gilt fiir u die lineare Integralgleichung 

+ oo 

w u(x,i + r) = Ju(£,*)./(£,x, T )d£ 


mit dem im allgemeinen unsymmetrischen Kern /. Im Falle der gewohnlichen 
kraftefreien Brownschen Bewegung wird der Kern symmetriflch in f und x 
und erh&lt die Gestalt XIII, § 2, (52). Wie man in diesem Falle die Losung 
von (9) finden kann, wurde dortselbat ausgefiihrt. Um die Losung im 
allgemeinen Falle zu linden, kann man die Integralgleichung (9) zweok- 
maBigerweise in eine Differentialgleiohung nach dem folgenden Vorgang 
umwandeln. 

Wir ftthren zunachst in Gl. (9) statt f die neue Veranderliche y = x — £, 
die Versohiebung des Systems in der Zeit t, ein. Wir konnen sie dann 
folgendermaBen schreiben: 


( 10 ) 


+ oo 

«(*,i + T) = t)w{x~ y, y, t )dy, 

— 00 


J 0 !™; °^ en ^ ar w (®> y, t) dy die Walirsohemliohkeit dafiir bedeutet, 
daB sich das System aus der Anfangslage x in der Zeit r um ein zwisohen y 
un y -(- dy gelegenes Stliok versohoben hat. Wir nehmon nun an, daB x 
ein sehr Heines Zeitintervall sei und entwiokeln die linke Seite von (10) 
naoh r bis zum Gliede erster Ordnung; die rechte Seite entwickeln wir 
nach y und erhalten. 


u (x, f) 


du(x,t ) , a 

' r T- ~nr = “ (a,> ~ ai (*> o • 

, 19 * 


(11) 
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worin die GroBen J n die Bedeutung 


( 12 ) 


+ oo 

Jnfa t) = y,x)dy 


haben. 

Aub der oben gcgcbenen Definition der F unk tion w ala Wabrsobeinlich- 
keitafunktion folgt unmittelbar, dafi J n = 1 sein mufi. 'Wir maohen femer 
die Annabme, dafl die Gienzwerte 


(13) 

existieren. 

(14) 


«„(*) = lim fflr n = 1, 2, ... 


r = 0 


Aub (11) entstebt dann die Differentialgleichung 


du 

= H. u 
dt 


fiir die Funktion «( x, l), worin H den Operator 


(15) 


H = 


d_ 1 JP 
dx Vl + 2 dj? 




1 , 
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bedeutet. Sic wird in der physikalisohen Statistik ala Fokker-Planck- 
Hche Differentialgleichung 1 ) bezeichnet und findct dort mannigfacbe An- 
wendungen. 

1st das System ein mechanischos, das unter dem EinfluB auBerer 
Krafte einerseits und der Warmebewegung der Molokiilc andererseits un- 
regelmaBige Sohwankungen ausfiihrt, wie bci dor gewohnlichcn Brown- 
schen Bewegung, dann ist v x (a;) gemiiB (12) und (13) die mittlere Ge- 
schwindigkeit v (x), die dem Toilchen durch die Einwirkung der aufleren 
Krafte erteilt wird. Ferner ist dann v 2 (x) = Const — 2 D, und samtliche 
v n (x) fiir n > 2 versuhwinden idcntisch, so daB Rich (14) in die verallgemeinerto 
Diffusionsgleiohung (6) mit I) als Diffusionakoeffizionten vorwandelt. 
Gemafl (12) und (13) wird 

(16) D = liml JyM®, y, r) dy. 


also gleich dem durcli 2 x dividicrten mittloron Versohiebungsquadrat 
in der Zeit t, cine Relation, der wir als EinBtcinsoher Formel bereits 
in XIII, § 2, (23) begegnet sind. 

Im Falls des Vorschwindenfl auBerer Krafte, wo die Funktion / in (9) 
symmetrisch in £ und x wird, versohwindet nach (13) die Funktion v (r) 

*) A. D. Fokker, Ann. d. Phye. 43 (1914), S. 810; M. Planck, Berliner Ber. 
1917, 8.324; F. Zernikc, Proo. Amsterdam 18 (1910), 8.1520; H. C. Burger, 
ebenda 20 (1918), 8. 642. 
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identisoh und aus (14) wird dann die gewQhnliche Diffusionagleiobung 
XI'll, § 1 , (16), der demnaoh jede solohe Pimktion / unter gleiobzeitiger 
Gliltigkeit von (16) gentlgen mull, die duroh die Integralgleiohung XIII, 

§ 2 , (60) definiert ist. 

Versobwinden die aufieien Krafte nicht, dann lafit aioh die station&re 
LSsung u(x) der Fokker-Planoksohen Gleiobung angeben, die eioh naob 
dem Verstreichen einer genligend langen Zeit unabhangig vom Anfangs- 
zuatande einstellt. w (x) dx bedeutet dann die Walmwbeinbchkeit des 
Aufentbaltea dee Systems zwisoben x und x+ dx oder auob die relative 
AthtaV) einer Schar gleiobartdger Systeme in diesem Intervall, die zux Zeit 
Null one beliebige Verteilung batten. Setzt man in (14) die linke Beite 
gleiob Null, « a (®) = 2 7), v s (x) = v t (®) = ... — 0 und gemaB (7) 
(x) = v (x) = B. K, so kann man einmal integrieren und erbfilt 

= BEu + Const. 
ax 

Yerlangt man, d&B im Unendlioben u samt seiner ersten Ableitung ver- 
sobwindet, dann mull bierin die Konstante gleiob Null sein und die nooh- 
malige Integration beferb 

(17) «(*) = C.Jl ir ' ia =C.e- A ^«>, 

worin % (x) die Arbeit bedeutet, die gegen die auBercn Krafte zu leisten 
ist, um das System aus der Gleichgewicbtslage in die Lage x zu bringen, 
h eine statistisoli-meolianiflohe Konstante und C eine weitere Konstante, 
die siob aus der Bedingung ergibt, dafl das liber alle x erstreokte Integral 
liber (17) gleiob Bins seinmuB. Die Beziehung (17) spielt als Boltzmann- 
sober s*~ ft a?-Satz in der statistisoben Mechanik eine groBe Hollo. 


§ 2. Die W&meleitnng und Diffusion bei aulgezwungener Konvektion 

1. Warmeleitung bel reibungsloser Flussigkeitsstrttmung. Abkfihlung eines 
KSrpers durch eine vorbeistrttmende Fliissigkeit. Wir stellen uns das 
folgende Problem. In einer Fliissigkeit sei ein fester Korper festgehalten, 
welcher durcb ixgendwelcbe Warmequellen erhitzt wird. Die FllLssig- 
keit babe im Unendlichen die konstante Temperatur Null und bewego 
siob naob den Gesetzen der reibungslosen und inkompressiblen Fliissig- 
keiten. Die Wajmeiibergangszahl an der Grenze zwischen festem Korper 
und Fliissigkeit sei so groB, daB wir die Temperaturen von festem Korper 
und Fliissigkeit an der B er iihningsflache immer gemaB § 1 , 1 als gleiob 
anseben kbnnen. Der Ausdebnungskoeffizient der Fliissigkeit sei so Mein, 
daB wir q als Konstante betraohten konnen und daB wir daber mit geringem 
Fehler annehmen konnen, daB siob die Stromlinien der erwarmten Fliissig- 
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keit nicht wesentlich yon denen unterscheiden, die wir nach den Gleiohungen 
der Hydrodynamik fiir die iiberall gleichtemperierte Fltissigkeit bereohnen 
wtLrden. Die obigen Annahmen sind durch entsprechende Experimente 
gut gestiitzt. 

Gesucht wird die Temperaturverteilung im station&ren Zustand und 
der Warmeverlust des Korpers durch die vorbeistromende Fltiseigkeit. Wir 
besohranken uns hier auf das zweidimensionale Problem, d. h. wir nehmen 
an, daQ der feste Korper die Gestalt ernes sehr langen Zylinders mit be- 
liebigem Querschnitt bat und dafi die Fliissigkeit iiberall senkreoht m 
seiner Aobse flieBt 1 ). 

Die Differentialgleicbnng (4), § 1 lautet fur diesen Fall 



Wir wollen an Stelle von x und y neue Variable { und r\ einfiihren durob 
die Transformationsgloiohungen 


( 2 ) 


dy dx 


- d J. = d -i = v 

dx dy * 


i/ ist niohts anderes als das Geschwiiirliglcoitspotential, das langs der Aqui- 
potentiallinien konstant bleibt, •wahrend | die ,,Stromlimenfunktion ,< ist, 
die langs der Stromlinien konstant bleibt. Dieses KoordinatensyBtem iat 
orthogonal und eriiillt, wie auoh aus der Hydrodynamik bekannt ist, die 
Bodingungen 


( 3 ) 


9£ 9ij , _ 0 

dx dx dy d y 


At = 0 , Arj = 0 . 


Durch Einfiihrung diescr nouen Vanablo.n ergibt sick nun, wie man duroh 
einfache Ausltihrung der Differentiation leicht sieht, gemafi (2) 


d'u Pu _ 4 /^u 

da? dy* ~ V 9t/v 


dn , du .du 

'’■5; + ’'’a?" *8? 


also durob Einsetzen in (1) 



Wir wollen (lieso Gleiohung nocb weiter spezialisicren fiir den Fall, daB die 
Warmoleitfiihigkeit der FliiRsigkeit gcniigcnd klein ist. Da in der Riobtung 
von 7 ] die Warmcleitung durch innero Warmeleitung und durcb Konvektion, 
in der Richtung von £ dugegen nur durch die erstorc* erfolgt, konnen wir die 


*) J. Boussinosq, Theorio analytiquo de la chalour. PariR 1901 . 
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inner e W&rmeleitung in der ftiohtung r, gegen die Konvektion varnaob- 
iSssigen, also das Qbed 9® v/drj* in (4) weglassen und erhalten 


.9®« d 
a dr, 


Wir wollen nun eine Losung dieaer Differentialgleiohung geben, der&rt, 
dftfl an dec Oberfl&ohe des Korpers u eine vorgegebene Funktion des Ortas 
ist. Langs der Oberfl&ebe des Korpera ist f = Jconst. Da £ nur bis auf 
eine additive Kons tante bestinunt ist, konnen wir fttr die Oberflftobe des 
Korpers £ = 0 Betzen. Be ist also fttr £ = 0: « = <0 (jj). Im Unendlioben 
soli ttberall u = 0 sein. 

Die THffflTfln tiftlglBin bnn g (5) ist fo rmal identisob mit der Differential- 
gleiobung XIII, §2, (I) fttr lineare W&rmeleitung bei Abweaenbeit von 
Konvektion, wenn wir £ mit x und rj mit t identifizieren. tJbertragen wir 
unsere Bandbedingungen auf diese Weise, so lauten sie so: Fttr ® = 0 
sei u eine vorgegebene- Funktion <P (£). Dieses Problem haben wir aber 
in XIII, § 4, 1 ganz allgemein gelost. Auf unseren Fall zuriioktibertragen 
lautet die Losung gem&fi Formel (10) dortaelbst: 


( 6 ) 

elta V »I 

wobei der Anfangspunkt der Z &hlung von ij den Nullpunkt der Temperatur 
daxstellt. 

Die Warmemenge, die von dem Kdrper pro Zeit- und Oberflttchen- 
einbeit gegen die FLttssigkeit abgegeben wird, ist 



was naoh Ausfttbrung der Differentiation liefert, 

Die Formel lehrt also, dafi der von der Flacheneinheit des Korpers 
amsgehende WarmefluB der Temperatur <P des Korpers an dieser Stelle 
einfaoh proportional ist. Die Abktihlung eines featen Korpers duroh eine 
an ihm vorbeistromende Eltissigkeit ist also ein Vorgang, ftir den das 
Newtonsohe Abkiiblnngsgesetz XIII, § 1 (6) gilt. Wir sehen daher, daB die 
Zugrundelegung dieses Qesetzes ftir die oberflachliche Abkiiblung erwarmter 
fester K6rper in Kapitel Kin nnter Umstanden auob duroh die exakte Theorie 
gerechtfertigt sein kann, wenn. piad die WSrmestrahlung vernachl&ssigt. 
Allerdings ist djar Proportionalitatsfaktor h , den wir die auBere Warmeleitung 
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geuarmt haben, wie man sieht, keineswegs eine Materialkonstante, sondem 
er enthalt nooh das rj, ist also von dec Gestalt dec Oberflaohe und von der 
Gesohwindigkeit der Stromung daselbst in niobt leicbt angebbarer Webe 
abh&ngig, womit es sick erklart, daB die erperimentellen Bestimmungen 
von h auBerordentlich versohiedene Resultate geben, je naoh der ange- 
wandten Methods. Dieselben tlberlegungen gelten natiirlieh auch ftix den 
W&rmeflbergang an der Grenze zweier Flussigkeiten. 

Nebmen wir beispielsweise an, unser Korper sei ein Kreiezylinder mit 
dem Radius R. Im Unendlichen sei — — V, v v = 0. Dann lanten die 
Gleiohungen der Stromlinien, wenn die Zylinderaohse duroh den Ko- 
ordinatensprung hindurohgeht (vgl. XI, § 1, 5): 



Dabei sind die Konstanten f 0 , rj 0 so zu bestimmen, daB fflr r = R £ = 0 
wild, also ( 0 = 0. Da infolge der geringen inneren Warmeleitung der 
FlflBsigkeit die Temperatux fflr positive x schon in sehr kleiner Bntfemung 
von der Oberfl&che nicht wesentlich von der Temperatur im Unendliohen 
veiBohieden sein wird, die wir znm NuUpunkt machen, so k5nnen wir mit 
geiinger Vernaohlassigung tj 0 so wflhlen, daB fflr x = jR, y — 0: rj = 0 
wird, abo rj 0 = 2 R V und 



Setzt man diese Wcrte in (6) ein, so erhalt man die vollstandigc Losung 
fflr den Fall dee KreiBzylinders. Will man wissen, wieviel Wiirme der ge- 
samte Zylinder pro Einheit seiner Lange in der Zeitoinheit verliert, wenn 
seine Oberflaohe flberall auf (ler gleichen Temperatur U gchalten wird, so 
mufl man (7) nach rj um den ganzen Umfang integrieren, was wegen der 
Symmetric liefert 

(io) e = 2]/^(V^-v^).u. 

.Darin sind rji und ?/ 2 die Extremwcrtc von an der Oberfl&che, wolche 
naot (9) gleich 4 R V bzw. 0 sind. Also wird 
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also pro Einheit der Oberfl&ohe im Mittel 


(11) '-ifc-ll®?-"-*-". 


woraus man entnimmt, daB in diesem Falle die auflere Wanneleitahigkoit 
dem Radj.ua des Zylinders umgekehrt proportional ist, also unter sonsfc 
gleichen Umstanden ein dtinner Zylinder raseher abkiihlt als ein dicker* 


2* Endliche Wartnetibergangszahl. 1st die Warmeiibergangszalil niolit- 
unendlich grofl, so laBt sicb die oben entwickelte Methodc nicht mehr nn- 
wenden. Gewisse Aufgaben lassen sioh aber auch unter dieser aDgomoincron 
Annahme losen. Wir wollen zurULchst versuchen, das folgende Problem zu 
behandeln: 

Duroh ein kreiszylindriscL.es Rohr von sehr grower Lunge und dem 
Radius R flieflt reibungslos eine Flussigkoit mit der fitr alle Punkte des 
Querschmtts gleichen Geschwindigkeit v hindurcL. Im Rohranfang sei 
die Temperatur im ganzen Querschnitt uberall gleicb {/. Die Temperatur 
des Robres selbst sei iil>erall gleioh Null, die Ausdehnung der Fliissig- 

keit sei zu vemaohlassigen. Die stationare Temperaturverteilung ist zu 
suchen. 

Fiihren wir Zylinderkoordinaten z und r ein und legen wir den Rolir- 
anfang nach z = 0, dann lautet die Differentialgleichung § 1, (4) infolge dor 
Symmetric urn die Rohraohse 


( 12 ) 


| djx 3 2 u v du 
0r* + r dr + W ~ ? Tz = °> 


welobe wir zu losen haben unter den Randbodingungcn 

(13) « = (7 fiir a = 0; = Au fill r = i?; u = 0 ftir z=-oo 


Wir setzen in gewohnter Weise dip Liaung als Prodnkt einer Funktion 
von r allein und einer Funktion Z von z allein an, wodurch sioh die 

eic ung (12) in die beiden folgenden Differentialgleiehungen xweitor 
Ordnnng zerlegen Ififlt: 


(14) 

(15) 


Wt i dk 

li* r dr 

VZ _ v_dZ 
a a dz 


+ P2t = 0 , 

- VZ = 0 , 


beliebige positive Konstante sein soil. Die Losnng von (15) 


(16). 


Z = A B e -* z 9 
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wo A und B willktirliohe Konstanten aind und f 2 die beiden Wurzeln 
der charaktcristischcn Gleichung 

m = + 

bezeichnen. Wegcn der dritten Randbodingung (13) mull A vcrschwinden 
und ist in (17) das u uteri ■ Yorzeichen zu nehmen. 

Die Lotiung von (11) lautct gemaB XIII, §2, 4: 

(is) R = j 0 m 

weirn J Q die BeHHelscbe Funktion von der nullten Ordnung daratellt. 
Wegen der zweit.cn Randbodingung (13) muB A der transzendeuten 
Gleichung 

A./,',(A R) - hJ Q (Aft) 

oder 

(19) J 0 (Ui) = -|-./ I (A22) 

Goniige loisten. Auh den Kiitzen fiber die Nullstcllen der BesselHchen 
Fuuktionen (1. Bd., VIII, §3, 10) folgt aofort, daB dieae Gleiolmng un- 
endlicli viele reelle und positive Wurzeln hnt, die wir, der GroBe nach 
geordnet, Aj, A 2 , ..A„, . . . nennen wollen. Die zu dieaon A vermoge (17) 
gehorigen £ mbgcn £ 1f £ a , . heiBen. 

Wegen der Linearitat von (12) konnen wir die allgemeinc Loaung 
ala Summo liber die Partikularlfmungen (16), (18) mil willkurliohon Ko- 
effizienton aiiHotzcn in der Form 


(20) « -■= 2 5,--MM 

I 

Wir flueher uun die B v ho zu boHtimmon, daU die erHte. Bedingung (13) 
befriedigt wird, d. li. 


(21) U-’SB'.J 0 [X,r). 

r 

1)hh isl cine Knlwicklung nac.li BosHolselien Fuuktionen, deren Koeffi- 
zicjitcn «ifh nach 1 Bd., IX, § 3, 4 hcHtiniincn lumen. Die einlache 
Kcc.hmmu licfert. 


( 22 ) 


R, 


2hU 

/f./ # (A > /<)(AM A*)’ 


also sclilicBlicli tins gcsuclitc u als Funktion von r und z 


(23) 


2 A V 

It 




„U 


j o (^> r ) 


(AM h*).J a [KR) 
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3. StnJmung durch enge Rtihren. Der Klihler. 1st das verwendete Jtiolix 
gentigend eng, so dafi innerhalb jedes Quersohnittes die Temperatur an- 
genahert konstant angesetzt werden kann, so kann man die auBere Warmo- 
leitung ganz ahnlich, wie wir es in XIII, § 4,7 fur diinne Stabe gemaoht haben, 
in die Differentialgleiohung selbst hineinziehen, wobei wiederum der Quer- 
sohnitt beliebige Form haben kaTin und das Bohr auoh gekriimmt sein 
darf, da die Stromlinien jedenfalls parallel zur Bohraohse verlaufen werden 
und wegen der Inkompressibilitat der Fliissigkeit v tiberall den gleiolien 
Betrag besitzt. 

Die Differentialgleiohung nimmt dann die Form an 

(24) dt ~ a dl * 6 ^ V dV 


wo l emeu l&ngs der Rohraohse zu z&hlenden Parameter bedeutet, U die 
Umgebungstemperatur ist, and zur Abktixzung gesetzt ist 


6*= hi. 

goq 


» 


wo p den inneren Rohrumfang, q den Bohrquersohnitt bezeiohnet. 

Als Beispiel fiir die Anwendung dieser Differentialgleiohung wollen 
wir den „Ktihler cl behandeln. Zwei konzentrisohe, zylindrisohe Bohre I 
und 2 mit nioht zu groflen Quersohnitten werden von zwei Fliissigkeiten im 
gleiohen Sinne durohflossen. An der Eintrittsstelle bei x = 0 habe die 
erste Fliissigkeit (im Bohre 1) die Temperatur U 1 und die Gesohwindigkeit 
v i> die zweite Fltisaigkeit (im Bohre 2) die Temperatur Z7 a und die Ge- 
schwindigkert v a . Das auBere Bohr sei warmeundurohlassig, das inner© 
Bohr so dtonwandig, daJJ man sowohl seine Dicke als auoh seine Warme- 
kapazit&t vemaohlfissigen und so rechnen kann, als ob die beiden Flttssig- 
keiten direkt aneinander vorbeigleiten wiirden. Zu bestimmen ist, auf welohe 
Weise im stationaren Zustand die k&ltere Fliissigkeit die w&rmere abkiihlt 
und umgekehrt die wannere Fliissigkeit die k&ltere erwarmt. 

Die Differentialgleiohung (24), angewendet auf die beiden Fliissic- 
keiten, lautet ° 


(25) 


-M(%-»,)-«. j£=o, 

wobei die Randbedingungen. gelten: 


(26) 


l “i — Vi, — fiir x = 0, 

| u x und u a endlioh fiir x = oo 
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Elinrrinieren wir aus den beiden Gleichungen (25) w a , indem wir es beispiete- 
weifle aus der ersten Gleiohung auBreohnen und in die zweite einsetzen, 
so erhalten wir oine lineare Differentialgleichung vierter Ordnung: 


(27) 


d 4 «, d*w, 


das 1 


dx 


= 0, 


wo die Konstanten folgende Bedeutung haben: , 

(28) J h = ~«*««> l = o?«, + 

{ m = a® 6® + a*6* — n = — v 1 b$ — v t b\. 

Ihre Losung lautet naoh 1. Bd., VI, § 5,4 

(29) u = A t + B l eh*+ C 1 e L *" + 

wo Xi, A a , A a die Wurzeln der algebraischen Gleichung vom dritten Grade 

(30) k& + lz 2 + mz + n = 0 

Bind. Wegen n/k > 0 miiaaen von den drei Wurzeln dieaer Gleichung 
entweder alle drei negativen Realteil haben, oder es ist nur eine (die dann 
reell aein mufi) negativ. Da aber die Koeffizienten k, l, m, n von (30) 
naoh (28) nioht alle gleiches Vorzeiohen haben, konnen nioht alle drei 
Wurzeln negativen Realteil haben 1 ). Daraus schlieBen wir, daB die Glei- 
ohung (30) nur eine (und daher reelle) Wurzel mit negativem Realteil (— A) 
besitzt. Wegen (26) mtlasen aber in (29) die Koeffizienten der Exponential- 
funktionen, deren A, keinen negativen Realteil haben, versohwinden, und 
wir erhalten 


(31) u x = A x + Bi e~ l *. 

E l i mini eren wir auf diese Weise aus (25), so erhalten wir fur « 3 wiederum 

die Gleichung (27), so daB wir sclireiben mussen: 

(32) u 2 = A t + 

Darin sind nun aber die Koeffizienten A lt A t , B 1) B g nioht mehr ganz 
willktirlioh. Duroh Einsetzen in (25) erhalten wir 


La? A® B, - 6? (B, - B g ) + v l XB 1 ]e~'* = 5? {A, - A t ), 

[a? A* B, - 6® (B, - BJ + v a AB s ] e~ lx = bg (4* - A,), 

welche fiir jedes x erftillt sein sollen. Das kann aber mu sein, wenn beide 
Seiten der Gleiohungen einzeln verschwindon, also 


(33) 


A - A h .-(l _ _ 

1 *’ B ~ V 1 ~bf b!) ~ 


A* a* 
bl 




1 - 


A® a? 

~W 


Av, 

w 


= 9- 


1 ) Derm sonat w&re (30) im Sinne von 1. Bd., Ill, § 4, 8 eme Hurwitzsohe 
Gleichung, ftir die in der Bozoiohnung dee zitierten Paragraphen alle Koeffizienten 
wenn aie reell sind, gleiohea Vorzeiohen haben miiasen. 
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DaB der zweite und der dxitte Term in dem obigen Auadruok einander 
in der Tat gleioh. Bind, ist eine Folge des Umstandes, daJQ X eine Wurzel 
der Gleiobung (30) ist, wie man unmittelbar sieht. Haben wir X und soxnit q 
gefunden, bo erhalten wir nunmehr eindeutdg axis (26), (31), (32) und (33) 


(34) 


«i = {^x - Q U» ~ Q (U* ~ ^i) 


Die Temperatnr im Heizrobr fallt und die im Kublrohr steigt also ex- 
ponentiell, bis sich sohlieBlioh die AuBgleiohstemperatur 


V 0 


Vi-eV* 

i -q 


einstellt, die von der Warmeleitfahigkeit und den Geschwindigkeiten der 
beiden Fliisaigkeiten und von der Gestalt des Ktihlrohres abhangt. 

JShnlioh kann man auoh den jjRftcknuBkiihler** behandeln, in dem 
die beiden Fltissigkeiten in entgegengesetzter Richtung stromen. 


4s Diffusion in strSmenden Gasen und unter Einwirkung gegebener auBerer 
Krafte. Wir beschranken uns in diesem Absohnitt auf eindimensionalc 
Problemc und nehmen zun&chst an, dafl u raumlioh und zeitlich kon- 
Btant und zwar = — v, v y = n* = 0 sei‘; dann vereinfaebt sich die 
Differentialgleiohung §1, (6) zu 


(35) 



9 8 c 9c 
da 5* V dx 


Wir konnen sofort die stationare Losung dieser Gleichung angeben. 
baben dann f = 0 zu setzen und erhalten 




= 0, 


Wir 


eine Glcichung, deren Losung lautet: 


(36) c = ae D * -f- 6, 

worin a und b Konstanten sind. 

Die Konzentration wird sich also in der Richtung der Gescbwindigkeit 
nach einer Exponentialfunktion verteilen, welobe die Geschwindigkeit 
und den Diffusionskoeffizienten enthalt. Da die Steilbeit dieser Verteilung 
von D abbangig ist, erhalt man, wenn man ein Gemiscb aus zwei Gasen 
in ein drittes Gas, das mit der konstanten Geschwindigkeit v stromt, 
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diffundieren laflt, eine Konzentrationsvertoilung, bei der das Misohungs- 
verb&ltnis der beiden ersten Gose mit x variiert. Dies© Eraoheinung kann x ) 
benutzt werden, tun Gasgemisobe, insbesondere Isotopengemiacbe zu trennen. 

Eine Formel yon der gleiohen Gestalt wie (36) miiasen wir gemafi 
§ 1, 2 erbalten, wenn wir die Diffusion im rubenden Medium vor sioh geben 
laasen, dafiir aber annehmen, dafl auf die Teilcben der diffundierenden 
Substanz eine konstante Kraft in der Riohtung der negativen x 9 z. B. die 
Scbwere wirkt. Die Gesebwindigkeit v ist dann jene Gesebwindigkeit, mit 
weloher die Teilohen der Losung gleichmaflig siob in der Riobtung der 
Kiaft bewegen wiirden, wenn keine Diffusion wirksam ware. 

Ist das Gefafi, das das Diffusionsmedium entbalt, von einer Wand 
senkreobt zux cc-Ricbtung begrenzt, dann mufl offenbar der Materiestrom 

dc 

in der x-Ricbtung, also gemaB § 2, (5) der Ausdruck D - - - cv verscbwinden 

d x 

und dah.ec auch die Konstante b in Formel (36), die dann die Form dea 
bekannten aerostatischen Gesetzes armimmt®), das sioh demnach als 
Anadruok fiir ein ,,Diffusionflgleiohgewicht‘ < unter der Wirkung einer 
konstanten Kraft darstellt. 


Wirkt auf die Teilohen statt der Schwerkraft die Zentrifugalkraft, 
herrtihrend von einer Botation des Diffusionsgefafies um eine zur z-Aohse 
senkrechte Aohse mit der Winkclgesohwindigkeitco, dann ist gemaB § 2, (7) 
v proportional zu a> 2 z, und das Verschwinden des Materiestromos § 2, (5) 
liefert flir die Konzentrationsvcrteilung im Diffusionsgleiohgewioht die 
Formel 


(37) c = Ce - *" 1 *’, 

worin A und C Konstanten sind. 


5. Sedimentation und Brownsche Bewegung im Schwerefeld. Wir gehen 
nun auf das allgemeine Problem der Losung von (36) unter bestimmten 
Bandbedingungen iiber. Wir konnen diese Aufgabe durcb Einfiihrung 
einer neuen abhangig Yeranderlicben in (36) erledigen, ahnlich wie wir 
es bereits in XIII, § 4, 7 gemaobt haben, indem wir setzen: 

__ t£_t 

(38) c = c*.e 


Es ergibt sieb dann fur c* die Differentialgleichung 


(39) 


dc* d»c* 

dt dx* ’ 


welohe fiir die Diffusion im rubenden Medium Geltung bat. 


x ) G. Hertz, Zoiteohr. I. Phys. 19 (1923), S. 35. 
*) J. Perrin, Die Atome, S. 82ff. Leipzig 1914. 
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Als ©rates Anwendungsbeispiel betrachten \rir die Bewogung eines 
Schwannes von Teilohen unter der gleichzeitigen Wirkung von Diffusion 
und Sohwere in einem Medium, das ein praktisoh unendlich hohes Qef&B 
erfiillt. Der Qef&flboden sei horizontal und „klebrig“ [vgl. XIII, § 3, 2] 1 ). 
Unsere Randbedingung lautet dann c* = 0 fiir x = 0, wenn der Boden 
sich in dieser Ebene befindet. Fiir t = 0 sei J odx = 1, wenn das Inte- 
grationsgebiet den Wert x = a enthalt und J c d x =- 0, wenn das nioht 
der Fall ist. Wir konnen dann wegen der formalen Identitat dieses Pro¬ 
blems mit dem in XIII, §3,2 behandelten die Losung direkt hinSclireiben, 
indem wir fiir c* den Ausdruok XIII, § 3, (8) einsotzen. Sie lautet mit 
Benutzung von (38): 


(40) 


V . 

~TS~T3^- a) I _ 


2 ynBt 


e 


(« - a) 1 
iDt . 


__ (as + «)* | 

. 4 Dt . 


Berechnen wir hier, dem Gedankengang von XIII, § 3, 2 folgend, dio 
auf die Bewegung eines Einzelteilohens iibertragene „Wahrscheinlichkeit <# 
einer Erstpassage der Ebene x = 0 zwischen t und t +‘ dt , so erkalton wir 


(41) 


M(t)i 


dt = d(~) dt = -*± L. 

\dxJ x=B 2\n D# 


t> 3 1 v_a a 3 

' 4 D + 9 7} ~ TlTt 


adl - 

2 


(O — t» 

4 Dt 

9 


woraus sich unschwer duroh Ausfiihxung der Integrationen folgende Mittel- 
werte der Passagezeiten entwiokeln lassen: 


(42) (I)={I.J4( ( )4«=?® + 5. 

0 0 

Durch Kombination beider erhalt man die einfache Fonnel 

(4S) *'{(■(') ~t1 =2Di 

welohe man zur Bestimmung von D zu benatzen pflegt, wenn man die 
Brownsche Bewegung von schweren Partikeln in vertikaler Richtung 
beobachtet s ). Sie spielt eine groBe Rolle bei der Bestimmung der Ladling 
kleiner Partikelchen nach der Methods von Ehrenhaft-Millikan 8 ). 


*) M. v. Smoluchowski, Phya. Zeitschr. 16 (1616), S. 318; E. Sohrfidingor, 
ebenda, 8. 286. 

*) E. Weiss, Wiener Ber. 120 (2a) (1611), 8.1021. 

*) Vgl. u. a. F. Ehrenhaft, Ann. d. Phys. 66 (1918), 8.1; K. A. Millikan, 
,JDae Elektron“. Braunschweig 1622. 
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Ala zweitea Beiapiel behandeln wir die „ Sedimentation" einer Loaung, 
die ein GefaB mit ebenem, die Teiloben reflektierendem Boden bis zn 
einer Hobe H erfullt, wobei zur Zeit Null die Konzentration im ganzen 
GeffiB gleioh o 0 sein moge 1 ). Die Randbedingungen beatehen demnaoh in dem 

dc 

Yerscbwinden dea Materiestromea D-- + vc ftir x = 0 und x = H oder 

0 X 

mit Benntzung von (38) in den Gleichungen 

(44) -J*- + c* = 0 ftir x — 0 und x = H. 

. dx 2D 

Die Aufangabedingung lautet naoh (38): 

V 

(46) c* = c a e iJ} * fiir t = 0 und 0 ^ x ^ H. 

Wir auchen nach dem Vorbilde von XIII, §3, 3, §4, 3 und §4, 8 die 
aUgemeine Loaung der Differentialgleiohung (39) aus Partikularloaungen 
znaammenzusetzen, die Produkte aua Funktionen von ( allein und von x 
allein aind und die Randbedingungen (44) erfiillen. Die Durchfiihrung der 
einfaohen Recbnung ergibt hielur die folgenden Auadriioke: 

»* n 

(48) c? = e* c .X 0 ; o* = e ** \X n , n = 1, 2, 3. 


worin zur Abkiirzung geaetzt iat 

v ~rn x v nnx ■ nnx i o o 

(47) X 0 = e aD ; X n — coa -g - ^^ain-^-, n = 1,2,3, ... 

Ihre Linearkombination mit konstantcn Koeffizienten liefert die geaucbte 
aUgemeine Loaung 

«* , ■» _ «* «* n 

(48) c* = 4 0 V'»+2e An**, 


die den Randbedingungen Qenlige leistet. 

Um auoh nooh die Anfangsbedingung *(45) zu erfiillen, miissen die 
Koeffizienten in (48) so gewahlt werden, daB die Grleichung 


(49) ^‘=SU 

P = 0 . — X 

erftillt ist. Sie stellt, wie man sieht, die Entwioklung der Funktion c 0 e a7) 
naoh den Eigenfunktionen (47) dar, die zn dem vorgelegten Randwert- 
problem gehoren und, wie man sich durch Ausrechnung iiberzeugen kann, 
ein vollstandiges Ortbogonalsystem bilden. Nach dem allgemeinen Ent- 


l ) M. Mason u. W. Weaser, Phya. Rev. 27 (1024), S. 400; R. Flirth f Zeit- 
■ohrift f. Phya. 40 (1026), S. 361. 
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w’ioklungssatz im 1. Bd., VII, § 4 lafit aioh diese Entwicklung in dor Tat 
durcbfOhren, und die noeh Art der Bereohnung der Fourierkoeffizienton 
durchfilhrbare Bereclmung der Koeffizienten der Entwicklung liefert 


{60) 


A - °* Hv 

A o - d 


Hu » 

1 — e " 


( m i S r ® -I 

+ H [(“ 64 * ~ l ] 


l n = 1, 2, 3,... 

Einsetzen von (48) in (38) liefert schliefllich die geauchtc Lowing 
unseres Sedimentationsproblems, namlioh die Konzentrationsvcrteilu n g iu 
dem Diffusionsgefiifl fiir beliebige Zeitpunkte 


(Bl) 


c — A n 


'+e 


__v_ 

*JJ T 4 I) 


n 2 D 


\e A n X n , 


worm flir die A die Ausdrilcke (50) und ftir die X die Ausdriicko (47) <>iu- 
zusetzen sind. Sie reduziert sich flir t == oo auf die stationiire Vertoilimg 


(62) 




V 



die man natiirlich auoli direkt a us (36) unter Berucksichtigung der Anfangs- 
bedingung und der Randbedingungen ableitcn kann. 


6. Diffusion von Elektrolyten. Wir wollen von der Diffcrcntial- 
gleichimg (8), § 1 nunmehi eine wichtige Anwendung auf die Diffusion von 
Elektrolyten 1 ) machen. 

Wir geben von der Vorstellung aus, dafi die Molekulc cincs gclosten 
Elektrolyten in „Ionen“ zcrlegt seien, die zum Teil positive und zum Teil 
negative elektrisclie Ladungen tragen. Zur Vereinfachung nehmen wir an, 
dafi wir einen „binaren“ Elektrolyten vor uns haben, der aus zwei Ionen- 
arten, den positiv geladenen Kationen und den negativ geladenen Anionen 
besteht, die in gleicber Anzahl vorhanden sind. Der Betrag dor Ladung e 
soli fiir beide Ionenarten gleiob, die Beweglicbkeit B jedooh versehieden 
sein. Wir versehen die auf das Ration bezliglicben Grofion mit dem 
Index 1 und die auf das Anion beziigliohen mit dem Index 2. Es werden 
dann durcb die verschieden schnelle Diffusion der beidon Bestandteile 
elektrisebe Kxafte wachgerufen werden, die sich als Gradienten eines 
Potentials cp darstellen lassen. 


.*) W. Nernst, Zeitechr. f. phys. Ohem. 2 (1888), 8. 013; M. Planck, Wiede¬ 
manns Ann. 39 (1890), S. 101; 40 (1890), S. 601. 
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Nacsh § 1 , ( 8 ) erhalten wir mit Benutzung der fill Ionen in Flttssigkeiten 
armahemd giiltigen Formeln 

(63) D x = P. B lf D t = P.B t , 


worin P eine Konstante bedeutet, fiir die beiden Ionenarten die Differential- 
gleiobnngen 


(64) 


[P . A o, + e. div (c, grad <p)J, 
= B t [P .A c s - e div (c g gradp)]. 


Das Potential <p mufi femer die Poissonsche Gleichung 


( 66 ) 


A 


4 tzF —_c 1 ) 

£ 


befriedigen, worin e die Dielektrizitatskonstante der Fltissigkeit und F 
die Far a day ache Konstante der Elektrolyse bezeiobnet. 

Wir Betzen zunilchst c x —- c a = c und schauon nacb, ob es eine dieser 
Bedingung entsprechcnde Losung von (54) gibt. Durcb Subtraktion der 
zweiton Gleiohung (54) von der ersten erhaiten wir 

(56) (B x — B t ) P. Ac + e (B x + B a ) div (c. grad <p) = 0, 

also div (c. grad f) = - rj ^ c, 

und dies, in eine der beiden Gleichungen eingesetzt, liefert 

(57) p t =D.Ac, 


wenn wir die Abklirzung einfiihren: 

( 68 ) D= , P .BJ> k '. 


Bcide lonenarfcen gehorohen also der gewohnlichen Diffusionsgleiohung 
XIII, § 1 , ( 10 ) mit einem Diffusionakoeffizienten (58). Nun miissen wir 
noch sehen, ob sich Gleichung (57) so befriedigen laBt, dafl gemaB (55) 
A q> = 0 ist. Aus (56) folgt 

div {P (B x — B 2 ) grad o + e (B x + B a ) c . grad (p\ = 0. 


Der durch den Klammerausdruck dargestellte Yektor ist also quellenfrei 
im ganzen Raume; da er glcichzeitig offenbar wirbelfrei ist, mufl er ver- 
schwinden, und es mufl gclten 


(59) grad 9 ? = — 

Hliea-J?rank, DlfferfiutiElglelohungeu. 


ng, - g») 

e(B x + S a ) 


grade 

c 


89 
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und 

(60) 


A tp = — 


P(B ± ~A) 

e(B l + B%) 


div 


/gadc\ _ P(B, - B % ) 
\ o ) e (B x + fl 2 ) 


A (logo). 


Dieser Ausdruck wird aber nun im allgemeinon keineswegs ver- 
schwinden, woraus hervorgeht, daB die Annalimo o x = c 2 im allgemeineii 
nicht zutreffend iat. Rechnet man aber fiir irgendeinen in dcr Praxis vor- 
kommenden Fall die rechte Seite von (60) aus, so wird man sic selir klcin 
linden, da die GroBe log c sioh mit dem Orte nur schr wonig andern kann, 
also A (log c) klein bleibt und der Koeffizient dieser GroBe im absoluten 
MaB Bioher kleiner als 10" 4 ist; anderseits ist aber in der Gleiohung (55) 
der Faktor von c x — c 2 auf der reck ben Seite von der GroBenordnung 10 13 , 
so daB in alien praktisch vorkommenden Fallen c x — c 2 gegen c x bzw. c a 
von verscbwindend kleiner GroBenordnung bleiben wird. 

Damit baben wir also unsere obige Annahme nachtriiglich mit grofler 
Ann&herung gereohtfertigfc. Gehen wir nun von irgendeinem Anfangs- 
zustand aus, wo o x — c 2 ist, was der Natur der Saohe entspricht, so wird 
naoh dem Obigen aucb spater immer sehr angeniihert o x — o 2 bleiben, da ja 
duroh die Differentialglpiohung (57) jeder spatere Zustand cindcutig duroh 
den Anfangszustand bestiroxnb ist und wir gezeigt haben, daB die An- 
nahme o x = c 2 fiir alle t eine sehr angeniihert richtige Losung darstellt. 

Genau kann allerdings niemals c x = o 2 sein, da einerseits die Dif fusions- 
koeffizienten der beiden Ionenarten voneinander verschicden sind, ander¬ 
seits ein Feld iiberhaupt nicht entstehen konnte, wcnn nicht irgendwclch© 
Ladungen entstanden, was wieder nur dann eintretcn kann, wcnn die 
Anzahl der positiven und negativen Ionen nicht uborall gleich gro!3 ist. 

Aus (59) erhalten wir durch Integration sofort die Beziebung 


(61) 


<Pi - <P% = “ 


w £i. 

e(B, 4- B a ) 10g c, 


Dieser Ausdruck bestdmmt die elektromotorische Kraft eines Konzen- 
trationselementes, wenn die Konzentrationen der beiden Tcile bckannt sind. 


7. Diffusion von Ionen in Oasen. Die in 6 auf die Diffusion von 
Ionen in Fliissigkeiten angewendete Theorie kann man mit geringen Ab- 
anderungen auch auf die Diffusion von Ionen in Gasen iibertragen, da die 
Gasionen ebenso wie die Fliissigkeitsionen bestimmte Beweglichkeiten und 
Ladungen besitzen und dem normalen Diffusionsgesetz gehorchen. 

Zum Untersohied von den Elektrolytionen ist ihre Anzahl jedoch nicht 
konstant, es werden vielmehr einerseits durch aufiere Einwirkungen Ionen- 
paare aus ungeladenen Gasmolektilen erzeugt, anderseits durch Wieder- 
vereinigung vernichtet. Die Anzahl der pro Zeiteinheit und Volumoneinheit 
erzeugten Ionenpaare sei gleich A. Die Anzahl der duroh Wiedervereinigung 
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vemicbteten lonenpaarc iat offenbar der Konzentration der positiven und 
dex negativen. Ionen an der betreffenden Stelle, wo dieser Vorgang erfolgt, 
proportional, wix setzen sie also gleich a. CjCg, worm die Konstante a 
als „Wiedervereinigungskoeffizient“ bezeichnet wird. 

InYerallgemeinerung dcr Gl. (64) nach dem Muster von XIII, § 1, Gl. (10) 
erbalt man, wiederum unter Zugrundelegung der Giiltigkeit von (5S), 

dc, 

■jfi = B x [PA Cj + e div (o,grad <p)] + A - oc^c,, 
dc 

= B a [PA c s - e div (c, grad <p)] +A — ac,c„ 

wozu nocli die Poissonsche Gleichung (55) hinzukommt. 

Wild kem auBeres elcktriaokes Feld angelegt, riihrt also cp nur von 
dem Felde der Ionen BelbBt her, dann kann man wie in 6 mit guter An- 
n&herung c x = c 2 = 0 setzen und erhalt duroh Elimination von cp aus den 
GL (62) 

d o 

(63) y t = DAc + A-olc?, 



worm D den Ausdruck (58) bedeutet. Die Integration der Differential- 
gleichnng (63) unter bestimmten Anfangs- und Randbedingungen gibt 
die Losung des gestellten Problema. 

AIb einfaohsten Spezialfall behandoln wir kurz das stationare, ein- 
dimenaionale Problem, bei dem als Randbedingungen das Versohwinden 
von o an don Ebenen x = ± l vorgesohrieben aei, was man loickt realisieren 
kann, indem man dortselbst geerdete Platten anbringt, bo dali jedes an 
aie gelangende Ion sofort zur Erdo abgeleitet wird. Aus (63) wird dann die 
gewohnliohe Differentialgleichung 


d ' c j. A _ 1 - n 

da? + D 


die unter den Randbedingungen 

(66) c = 0 ftir x = Z und sc — — J 

zu losen ist, zu denen wegen der Symmetric der Funktion o (x) um 
x = 0 offenbar noch (lie Bedingung 


A G 

(66) r 1 = ° fur * = 0 

ft X 

hinzukommt. 

Einmalige Integration von (64) ergibt 
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worin C eine noch zu bestimmende Konstante ist, und nochmalige Inte¬ 
gration hieraus 

c 

f dc 

(68) -"JT- 

X 

Fiir x = 0 mufl hierin c = X sein und daher wegen (66) und (67) 

( 69 > ° = i l -n> x ' 

und daher _ 

(70) B = |/a[£ (A - 0 ) - ^ (A 8 — o 8 )] • 

Wegen (66) und. (68) muB femer gelten 

0 

woraufl man durch Einsetzen aus (70) A duroh A, ol,D und l ausdriickon 
kann. Damit aind alle Konstanten bestimmt und die Aufgabe ist golost. 

Die Anzahl der an den Platten pro Quadratzentimeter und Sekunde 
abgesohiedenen Ionen, die man direkt measen kann, ergibt sioh wegen (65) 
und (67) zu. 

§ 3. Spontane Konvektionsstrttmuag outer Einwirbung 
SuBerer KrSfte 

Wird in einem zylindrisohen GefaB eine Fllissigkeit vom Boden aus 
erwarmt, so tritt bekanntliob ein Temperaturausgleich in der Weise ein, 
daB zunaobst die dem Boden unmittelbar benaobbarte Schiclit erwarmt 
wird und aioh dadurob ausdehnt. Sie steigt wegen ibrer spezifisohen Leiohtig- 
keit hinauf, wabrend die kaltere und achwerere Fllissigkeit herabsinkt, 
am Boden wieder erwarmt wird, wieder aufsteigt usw. Es stoflt auf sehr 
grofie Scbwierigkeiten, dieaen Yorgang analytisob zu tassen, und zwar aus 
bydrodynamiscben Grlinden, da dieses Auf- und Absteigen der Fllissigkeit 
bn GefaB koine regelmaBige ?irkulation darstellt, sondem bn allgcmeinen 
in Form von „Sohlieren“ erfolgt. AuBerdem spielt dabei noob die Diffusion 
der wkrmeren in die kaltere Fllissigkeit mit, ein Problem, das wir hier 
niobt bebandeln wollen. 

Einen besonders einfaoben Fall spontaner Konvekiaonsstromung jedocb 
konnen wir ohne weiteres naob den oben entwiokelten Prinzipien bebandeln 
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ala Muster einer Reihe ah nl icher Aufgaben. Ala Beispiel fiir die anzu- 
wendende Method© w&hlen wir das folgende: 

Wix betrachten ein in sich gesohlossenes Rohr von der Form ernes 
Rechteckes A BCD, dessen Eoken abgerundet seien, damit dort die 
Stromung keine Wirbel bildet. Das Rohr sei mit der Fliissigkeit oder dem 
Gas vollig gefiillt, werde mit der Seite AD = L ala Basis so aufgestellt, 
daB die Seiten AB = DC = E vertikal stchen, und langs AB irgendwie 
derart erwarmt, daB bei A eine konstante Temperatur U herrscht. *Es wird 
dann die Fliissigkeit langs A B in die H5hc stcigen, wie oben auseinander- 
gesetzt wurde, wobei sie sioh durch Warmeabgabe an das Rohr und von 
da naoh auBen alhnahlich abkiihlt, dann weiter langs des honzontalen 
Sttickes B C flieBen, dann zwischen C D hinabsinken und von D an langs DA 
wieder erwfirmt werden, bis sie sohliefilich, in A angelangt, wieder die 
Temperatur XJ annimmt. 

Im stationaren Falle wird also die Fliissigkeit in demRolire zirkulieren, 
und es ist nun die Aufgabe, die Gesohwindigkeit dieser Stromung und die 
Temperatnrverteilung langs des Rokres zu suchen. Wir nehmen am, daB 
das Rohx so eng ist, daB wir mit der Differentialgleichung (24), § 2 operieren 
konnen, also langs des ganzen Quersohnittes die glciche Temperatur herrsoht. 
Femer soil die Stromung nooh hydrodynamisch veroinfaeht werden. Wir 
nehmen’ namlioh an, daB allc Stroxnlinien parallel zur Rohrachse verlaufen 
und die Gesohwindigkeit iibcrallim Querschnittdiegleioheist. EineReibung 
l&ngs der Rohrwandung lasscn wir zu, sie soli dfrr Relativgeschwindigkeit 
der Fliissigkeitsstromung gegen die Wand direkt proportional und ihr ent- 
gegengesetzt gerichtet, ferner direkt proportional der GroBe der auf- 
einander reibenden Flaolicn sein. Die infolgo dor Reibung entwickelte 
Wiirmemenge sei so klcin, daB die daduTch horvorgerufencn Temperatur- 
iinderungen zu vernachlassigen sind. Die Temperatur des AuBenraumes sei 
gleich Null gesetzt. 

Die Differentialgleichung §2 (24) fiir den stationiiren Fall lautet 
dann folgendermafien, wenn x cine langs des Rohres iiber A BCD gezahlte 
Lange bedeutet und bei A: x = 0 gesetzt ist: 


(1) 


7 <Z 2 m du 



Die Gleichung gilt nur mit Ausnahmc des Gebietes dcr Warmequellen, 
also fiir das Stuck A BCD, 

Aus Griinden der Kontinuitat muB fiir alio x das Produkt oi; eine 
Konstante sein. Wir haben daher in (1) eine Differentialgloichung mit 
konstanten Koeffizienten vor uns, deren Losung wir sogleich hinschreiben 
konnen. Sie lautet: 


(2) 


u = AeM* + B e € * x , 
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worm und die beiden Wurzeln der oharakreristisolien Gieiohung 


(3) 




i/e*e*<r* Ap 
~ 2* ± F 4*» + *g 


Bind. Da ftir sekr groBe H und L jedenfalla u beliebig klein warden muB, so 
kann yon diesen beiden Wurzeln bloB die mit dem unteren Vorzeiohen in 
Betraoht kommen, die wir einfaok £ nennen wollen. Da auBerdem ftir x = O 
u = U sein soli, muB gelten 
(4) «=Z7^». 


Damit iat die Temperaturverfceilung eindeutdg beatimmt, wenn es uns 
nook gelingt, die GroBe v zu beatimmen. Diese folgt nun aber aua der 
Bedingung, daB ftir den stationaren Zustand die Summe aller auf die 
stromende Fliiasigkeit wirkenden Kr&fte versokwinden muB. Diese setzen 
sick ana folgenden drei Teilen zusammen: 1. aua der Schwere der Fltisaig- 
keitaaSule AB, die der Gesckwindigkeit entgegenwirkt, 2. aua der Schwere 
der Mflssigkeitssaule CD, die im Sinne der Stromung wirkt, und aohliefilioli 
3. aua der Eeibungakraft im Rohre, die ebenfalla in dem der Stromung ent- 
gegengesetzten Sinne wirkt. Bezeicknet g die Beaohleunigung der Schwere 
und r/ die ReibungBkonstante, so lautet also die Gleiokgewioktsbedingung: 

[ b a h+l -■ 

— Jf>dz+ f gdx — 2(H + L)pvr) = 0. 
o b+l j 


Die Andemng der Diohte mit der Temperatur folgt dem bekannten Aus- 
dehnungsgesetz 


(6) I = i(l+««), 

6 Bo 

wo a eine Konstante iat und g 0 die Dichte bei der Temperatur u — O 
bedeutet. Auch die Reibungskonstante rj andert sich mit der Temperatur ; 
zur Vereinfaohung der Aufgabe konnen wir, allerdings mit oinor gewissen 
Willkirr, r\ und q einander proportional setzen, also 


(7) 




c su 

Wir fmden aua (4) und (6) 

I j f dx f dx 

edX ~ e ° J 1 + au ®° J 1 + olUT^ 

Setzen wir als neue Variable y = e fl , so gibt das weiter: 


(8) 




s(l +".!/,) “ f 108 1 + «f7» + K °“ l 


= q 0 x — ^ log(l a Ue? x ) + Konst. 
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Setzen wii aus (7) und ( 8 ) in (5) ein, so folgt: 

,__ (! + «Z7*g)(l + «Pe * t" + *>) _ 2(t>g)p(X + H)i, t S 
K ) 108 (1 + «U3 <*" + «) (1 + a V) ~ eh9 

Diese Gleichung enthalt auller der GroBe (ug) nur nooh bekannte 
Grofien, und man kann daher (vq) aus ihx beatimmen, womit die Aufgabe 
gelost ist. 

Gleiohung (9) vereinfacht sicb wesentlioh, wenn, wie es ja moistens 
der Fall sein wild, a nioht sohr grofi ist. Durch Entwicklung des linken 
Termes naob der kleinen GroBe a. erbalt man 

(10) _±_ _ e ;(iB+L) _ 1 = + g)_7? 0 _ 

' eh-gzU 

Pill v = 0 wird gemaB (3) f < 0 endlich und von Null verschieden, 
die linke Seite der Gleichung bleibt endlich, es muB 'also V = 0 Rein. Pur 

v = oo wird f =-=0 und bleibt endlich, die linke Seite der 

vqaq 

Gl. (10) wird Null, also muB U = oc Bein. Man sicht weiter leicht, daB 
fiir alle dazwischen liegenden Worte von V der Wert von v fltetig von Null 
biB Unendlioh wachst. Wir erhalten also das von vornherein zu erwartende 
Resultat, daB fiir V = 0 die Zirkulation aufhort und bei steigender Hciz- 
temperatur immer rascher wird. 


§ 4. Beziehungen zwischen Diflusionstheorie 
und Wellenmechanik 


1. Wellenmechanische Grundlagen. In dienem Paragraphen Rollon 
gewisse Probleme der Wellenmechanik besprochen warden, die in engor 
Beziehung zur Diffusionsthcoric stehen und daher am batten im Zusamraen- 
hange mit dieser beliandelt werden; im iibrigen sei aut die gesondcrte 
Bohandlung der Wellenmechanik im VI. AbRchn. verwioaen. 

Die Grundlage unserer Bctraohtung bildct die zeitabhiingige Schro- 
dingersche jjWellenglcicliung'* 


( 1 ) 


h dw ~ 


in der h die Plancksche Konstante ist, y cine im allgemcinen komploxe 
Punktion der generaliaierten Koordinaten r/j, .. ., q n und § ein Operator, 
der aus der Hamiltonsehen Punktion U der klasaisohen Mcchamk hervor- 
geht, indem man dann die Impulse j) L durch (lie Operatoren A/2 ni ersetzt. 
Die Schrodingorsohe Gleichung loson, hciBt, bei gegebenem Anfangs- 
zustand y ( q , 0) und unter gegebenen Randbedingungen din „Wellen- 
funktion k< y ( 5 , t) zu emem beliebigen Zeitpunktc berechnen. Die physi- 





016 


Sohitidingergleiohmig 


XIV, §4 


kalische Bedeatung von ip ist nach der heute allgemein angenommenen 
statistdsohen Auffassung die, daB | ip | 8 ein Mafl ffir die Wahraoheinliohkcit 
daffix ist, das betraohtete System zur Zeit t im Zustande q x , .. q„ auf- 
zufinden. 

Diese statistisohe Bedeutung von ip einerseits und die formale Ahnlioh- 
keit zwisohen der Differentialgleiohung (1) und der Fokker-Planoksohe.n 
Gleiohung § 1, (14) der klassischen Statistik andererseits Lassen vermuten, 
daB zwisohen der Wellenmeclianik und der Diffusionstheorie gewisse 
Zusammenh&nge bestehen. Gehen wir von einer groBen Sohar gleichartiger 
Systems aus, deren Anfangslagen zur Zeit Null mit der relativen HSLufig- 
keit | y> (?» 0) | 8 verteilt waren, dann geht die Verteilung zur Zoit l 
|W?>0| 8 bieraus duroh eine Art verallgemeinerten Diffusionsvorgang 
hervor. Ein tiefgreifender Unterschied gegentiber der klassischen Diffusions- 
theorie bestebt allerdings erstens in dem Auftreten des imaginaren Faktors 
A/2 ni in der Grundgleichung (1) und zweitens darin, daB nicht die Funktion 
ip selbst, die „Wabrscheinlicbkeitsamplitude“, sondem das Quadrat ihr<»H 
absoluten Betrages die Nolle der Konzentration spielt. 

Wir wollen uns im folgenden auf ein System besohranken, das aus 
einem einzigen Massenteilchen von der Masse m besteht, das unter <l«*r 
Wirkung von Kraften steht, die sich von einem zeitunabhangigen Potential l T 
ableiten lessen. Da in diesemFalle die Hamiltonsohe Funktion die Gestalt 


g = f U^ ! + gKyi .) 


2m 

hat, folgt nach der oben angegebenen Regel ffir den Operator 

A* 


( 2 ) 


5 = - 


8jt s w 


A + V 


(A = Laplaoesolier Operator), und dies in (1) eingesetzt, liefert dio 
Differentialgleiolnmg 


/ox dtp ih 2ni „ . x 

Fiir den konjugiert komplexen Wert ip* von ip gilt die Differentialgleichuiig 

<4) d -JT = 


( 6 ) 


Fehlen die auBeren Erafte und ist liberall U gleich Null, so folgt aus (3): 
dip _ iA 


dt 


4?tm 


A ip, 


eine Gleichung, die mit der gewobnliohen kraftefreien Diffusionsgleichung 
Xm, § 1, (16) identiach wird, wenn man darin i A/4 n m duxch dent 
Diffusionskoeffizienten D ersetzt. 
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tJber die Funktion rp wollen wir im folgenden atets die Vorauasetzung 
maohen, daB sie im Unendliohen in genligend holier Ordnung versobwindet. 
Vfix -wollen uns ferner rp steta ao normiert donken, daB 

(6) f(jvy*<2F = l 

gilt, worin die Integration liber den ganzen Raum eratreokt iat. DaB die 
Normierungabedingung (6) mit den Gl. (3) und (4) vertragliob iat, erkennt 
man, wenn man (3) mit rp* und (4) mit rp multipliziert, beide Gleiohungen 
addiert und liber den ganzen Raum intergriert. Unter Benutzung der 
Vektorfonnel 1. Bd., Kap. II, § 3, (26) 

(7) div (ab) = grad a . b + a divb 
und des GauBschen Satzes erhiilt man namlioh 


( 8 ) 


| j | div (y* grad y — ip grad y*) d V 
«■=<>. 


ih 

inm 

ih 

inm 


da das Fl&chenintegral iiber cine Flache im Uncndlichen erstreckt werden 
kann. 


Die Norruierung (6) hat den Vorteil, daB | y| 2 . dxdydz dirckt gleioh 
der Wahracheinlichkcit datur ist, das Toilclien zur Zeit t an der Stelle 
x ... x + dx , y . .. y -\ dy , z .. .z-\- dz aufzufinden. Fiir den Mittel- 
wert / einer Funktion / der Koordinaten des Teilcliens gilt demnach 


(9) 7(0 = [jj /(*, V, s) vrp*d~V. 


2 . Bewegung eines Teilchenschwarmes unter der Wirkung SuBerer Krafte. 

Wir gehen nun von der Bctraohtung eines oinzclnon Teilchens auf die 
einer Schar von sohr violen (n) gleichartigen Teilehen von der gleichen 
Masse m iiber. Die Gesamtmasse nm wollen wir der Einfachhcit halber 
gleioh Eins setzen. Unter Bcriieksichtigung der Bedingung (6) Btcllt dann 
die Funktion g = | y | 2 die Dichtevcrteilung in dom Teilehenschwarm zur 
Zeit t dar, wenn wir die Weohsclwirkung zwischcn den Teilchen vernach- 
Iftssigen konnen; dies ist immer gestattet, wenn die Matcricdichte ver- 
Bohwindend klein gewahlt wird. Die Integration dor Differentialglciehung 
(3) bzw. (4) lost das Problem, diesc Dicktcvertcilung fiir irgendeinen be- 
Iiebigen Zeitpunkt zu findon, wenn die Ausgangsvcrteilung zur Zeit Null 
gegeben ist, ein Problem also, das in dcrselbcn Form die klassische Diffusions- 
theorie beherrscht. 
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Wir leiten zunaohst zwei allgemeine Satze iiber die Bewegung unserea 
Teilchenschwarmes her. Der erste dieser Satze sprioht sioh in der Be- 
ziehung ( 8 ) aus, die in unsere jetzige Ausdrucksweise iibertragen offenbar 
die Erhaltnng der Gesamtmasse des Teilohenschwarmes wahrond seiner 
Bewegung ausdrtiokt. 

Zu dem zweiten Satze 1 ) gelangen wir duroh die Betraohtung der Be¬ 
wegung des Schwerpunktes des Teilohenschwarmes, dessen Koordinaten 
x, y, z durch die gemaB (9) gebildeten raumlichen Mittelwerte von x, y, z 
definiert sind 

( 10 ) ® = JJJ xy)ip*dV, y = z = JJJ z v rp*d V. 

Nach dem Muster der Herleitimg von ( 8 ) erhalt man unter Benutzung von 
(7) und dea Gauflschen Satzea: 


31 “ in * -9T 3iT - III vVdr 
= 4^; JJf div(* (f .*grad v »-a;y ) gradv»*)d7 

" &III(**£-*&)" = is III (*£-*•&)"■ 

undhierausmitHeranziehungder Gl.(3) und (4) nacheinfachorRcchnung: 

» - ra III *(*£ - - -1 f JJ £ r 

+ 16^,>l|.f ^ fj’j y x y>y* dV 

+ fe^T* 111 da dlv ^ V* - y >*grad v ) d V. 

d n letZteD beweiat man > indcm man durin 

le Reihenfo^e der Operationen d/dx und div vertauscht und wiedorum 

dSe?be U Rahnl Ma ” erh{Ut daher “Mefllich, wenn man 

uieselbe Rechnung auch noeh fur y und z durchfiihrt, 

I « .1 I A -r. 


( 11 ) 


rf / 1 


lllr^, -&--|||J^r-sr. 


r 1 dr 

dx 
d-z 

m d? “ ~ 


f 5 Z7 
aivvw. 


,[„ Selnvaml n " aunillchen Mittelwerte der auf die Teilc-l.on 

th -" ameS Wllkenden Krafte * -gen die GL(ll) aus. dad sieh <U 


M P. Ehrenfegt, Zntechr. f. Phys. 46 (1927), S. 456. 
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Sohwerpunkt des Schwarmea naeh den Newtonschen Bewegungs- 
gleichungen wie ein Massenpunkt bewegt, dessen MasBe gleich der Gesamt- 
masse aUer Teilchen iat und auf den ala Kraft die Summe oiler ouf die 
einzelnen Teilchen wirkenden Kriifte einwirkt. 

(rleiuhzeitig mit dieser Bewegung des Schwerpunktes findet ein oll- 
mablick.es AuseinanderflieBen des Teilckenschwormes durch eine Art 
Diffusion statt, so lange, bis sich sohlicBlich ein zeitunabkangiger, stationary 
Zustand eingestellt haben wird. Ein spezielles Beispiol, das diesen Diffusions- 
vorgang genauor illustriort, werden wir in 3 betraokten. 

In den besprochonen Eigenschaften stcht, wie man siekt, die Bo- 
wegung onion Roliwarmen gleichartiger Teilchen noch der Wellemneohanik 
in vollkomracner Analogic zu der Bewegung noch dor klassisoken Meohanik 
und der Diffuaionstheorie. Danobeti troten jedoch andcre Ersoheinungen 
auf, die den grundsatzliohen und tiefgreifcnden Unterschied des Bewegungs- 
mcchanismuK nach den beidon Theorien deutlic.h liorvortretcn lassen. Dies 
erkennt man am einfachston (lurch die Betrachtung des erwaknten 
stationiircn Zuatandes, in dom q von der Zeit nieht abliangt. 

Dies wird dann und nur dann tier Fall sein, wenn y> von der Gestalt 

(12) y> (r, y, z, /) - tp (x, y, /). e tnn 

ist, worin y eine beliebige Kunktion ties Ortes und / eine reelle Funktion 
dor Zeit ist. Damit die Funktion (12) die Differentialgloiohung (3) bo- 
Jriedigt, mull, wie man ohne weitercs sieht, / eine lineare Funktion soin, 
wir schreiben daher y in der Form 

E t 

(13) y = y(x, y, z) .c h 

Kinsetzung von (13) in die Gl. (3) ergibl fur y die Differontialglcickung 

(U) + v(*. y ,-))v - o, 

die sogenannte zeitunabhangige Hchrodingergleiehung odor ,,Amplituden- 
gleichung“ der Wellenmeehanik. Kehrt man auf deni in 1 bosckriebonen 
Wege von (14) zur klassischen Ilamiltoiisclien Funktion zuriiok, so 
erkennt man, daB E niehts amities ist als (lie Gesamtenergic des 
Teilchens. 

Die Losung von (14) unter vorgegebenen Randbedingungen ist im 
allgomeinen nur fur bestimmte Werte von Z?, die Eigonwcrte E k des bc- 
treffenden Randwcrtprobleins mdglieh, zu donon die Eigenfunktionen y k 
gekoren. Damit die Funktion (13) tier Normierungsbedingung ( 6 ) geniigc, 
mlisscn die Funktionon y k so noninert werden, duB 

( 16 ) fjf nftdV^l 
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eacftUlt iat; hinzu kotnmt wegen der OrtkogonalitStseigensohaft der Eigen- 
fnnktionen gemfijQ 1. Bd., Kap. VlUL, § 1 fiir alle h und 2 qfc k die Be- 
dingung 

(16) \\\n<p7AV = o. 

Wie man sieht, haben die stationSren Losungen (13) den Charakfcer von 
„stehenden Wellen", deren Amphtudenfunktion die Losung der Ampli- 
tudengleichung (14) ist. Die stationare Dichtevertettung q {x, y, z) wird 
duroh die „Intensit&ten“ der Wellen, namlich das Quadrat des Absolut- 
betrages der Amplitude gegeben. 

Die speziellen Integral© (13) kann man nun auoh bonutzen, um die 
allgemeine niohtstation&re Losung von (3) zu finden, indem man sie mit 
konstanten Koeffizienten linear kombiniert. Dies entspricht bei einem 
diskreten Eigenwertspektrum dem in der klassischen Diffusionstheorie 
benutzten Verfahren der Fouriersohen Reihen und bei kontinuierliohem 
Eigenwertspektrum dem Verfahren mit dem Fouriersohen Integral. 
Durch passende Wahl der Koeffizienten (bzw. der Koeffizientenfunktion) 
ist man hierdurch in den Stand gesetzt, sioh einem beliebigen Anfangs- 
zustand, d. h. einer gegebenen Dichteverteilung zur Zeit Null anzupassen, 
die demnaoh ala ein Biindel von Wellen oder ein „Wellenpaket“ erscheint. 

Der Wellencharakter von y> ist, wie man sieht, eine unmittelbare 
Folge des bercite hervorgehobenen Auftretens des imaginaren Faktors in 
der Grundgleichung (3) und dem daduroh bewirkten periodisohen Verhalten 
des zeitabhangigen Faktors in (13), wahrend in dem analogen Ansatz 
XIII, § 2, (3) zur Losung der klassisohen Diffusionsgleiohung der Exponent 
reell ist und ein stetiges Abklingen mit der Zeit zur Folge hat. Daher 
kommt es auoh, daJJ beim klassischen Diffusionsvorgang eine beliebige 
Dichteverteilung mit der Zeit von selbst in eine stationare Verteilung iiber- 
gehen mufi, wahrend in der Well enm ech anik die Dichteanderungen durch 
Interferenz der einzelnen Wellen des Wellenpaketes zxistande komraen, 
von denen zwar jede einzelne, keineswegs aber die Resultierende einer 
stationaren Dichteverteilung entspreohen. 

3. Kraftefreie Bewegung. Wir wollen jetzt den Fall U = 0, der beim 
Fehlen auflerer Krafte und versohwindend kleiner Materiediohte im Raume 
vorliegt, n&her ins Auge fassen; er wird durch die Differentialgleichung (5) 
beherrsoht. 

Die stationaren Losungen werden wieder durch den Ansatz (13) 
geliefert; die zugehorige Amplitudengleiohung (14) hat dann die Form 
der gewohnlichen Amplitudengleiohung der Optik [vgl. XIX, § 1, (12)]. 
Die ^-Verteilung wird also duroh gewohnliche harmonische, stehende 
Wellen gebildet, deren Frequenz v = E/h und deren Wellenlange 
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X = cfv = A/p ist, also mit der de Broglieschon Wellenlange iiberein- 
stunmt. Wahrend demnach bei der gewohnlichen Diffusion die stationare 
Yerteflung eine solohe mit konstanter Dicbte ist, ist sie in der Wellen- 
meohanik eine periodische Funktion des Ortea, was duroh die bekannten 
Versuolie liber Beugung von Elektronenwellen bewiesen wird. 

Die allgemeine, nioht station&re Losung konnen wir, wie oben erl&utert 
wnrde, naoh dem Fouriersohen Yerfahren als Wellenpaket gewinnen. 
Bei Abwesenheit von Randbedi ngungen im Endliolien, also bei kontinuier- 
liobem Eigenwertspektrum konnen wir wegen der formalen Identit&t von ( 5 ) 
mit der kraftefreien Diffusionsgleichung das in XIII, § 2 , 1 angewandte 
Yerfahren unroittelbar iibertragen 1 ), wenn wir uns auf das eindimensionale 
Problem beschranken: Wir konnen demnach das „Quellemntegrar c von ( 5 ) 
sofort hinsohreiben, wenn wir in Formel XIII, § 2 , (7) statt D den Ausdruok 

ih 

~~ 18 

1 V° _ ( £_zJ>! 

xyniet J 

— OQ 

worin 0 (x) = yj ( x , 0 ) den Anfangszustand zur Zeit Noll bedeutet. Die 
Formel (18) gestattet, genau zu verfolgen, wie Bioh ein zur Zeit Null mit 
der Diohte g 0 (x) = 00 * verteilter Teilcherischwarm aUmhhlich aus- 
breitet, um sich schlieBlich Tiber den ganzen Baum auszubreiten, wobei 
wegen der Erhaltung der Gesamtmasse die Diohte versohwindend klein 
wird. 

Als spezielles Beispiel betrachtcn wir die Ausbreitung eines Wellon- 
paketes mit der Wellenfunktion 

<19) 0(x) = + 

worin co und a reelle Konstanten sind. Die (19) entsprechende Diohte- 
verteilung 

<20) 6q = 00* = (CC*)e~^ 

ist also eine GauBsohe Verteilung. Wegen dor Bodingung ( 6 ) muB darin, 
wie man durch Integration naoh x von —■ oo bis + oo findet, 

<21) CC* - 4- 

wy 7t 


(17) 

einsetzen: 

(18) 


x ) P. Ehrenfest, Zeitsohr. f. Phys. 45 (1927), S. 455. 
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gelten. Perner findet wim ffo die Mittclwerte von x und a? zur Zeit Null 
naoh (9) aus ( 20 ) und ( 21 ) 


+ “ 


+ °° 


a? 


!B = J X Q t dx = 0, = J l?Q 0 dx — 

-OO - OO 

Definiert man die mittlere Straining der Dichteverteilung durch 

(22) A x = V (a —a)*, 

dann git fUr t = 0 

(2S) 


Ax - —■ 

JX °“V2 


Setzt man den Ausdruok (19) in (18) ein und fiihrfc zur Vereinfachung 
die Abktirzungen 


2 et 


, MOV ■ T \ 

(24) a =- ta>, b = — 

a) 1 


'(-&) 


c = -—h (® — eat) coa 
2 a> 


cu s 2e$ 


ein, so erh&lt man mittds einfaclxei Umfonnungen: 

+ oo 


( 20 ) 


v _L_ f 

‘ 2 y niet J 

— oo 

+ /*° atf—W 5 

_ | + ' 

2 \7tiet J 

— oo 

_ +** _ 

= c f = a V® < 

f ?rta J f to 


att-6)S , _e_ 

■« 


£_ 

e fl . 


(26) 




Piir die Diohteverteilung zur Zeit t folgt demnach mit Benutzung von ( 21 ): 

1 /£. + «A 1 _ lx—ia i o 1 

= — e U «*' = -t=J:— e l«l* , 

V or. )a | V».|o| 

Duroh Ausfiihiung der einfachen Integrationen iiberzeugt man sich 
zunachst leioht, dafl die Gleiohungen 

-J- oo + oo 

| gdx = 1 , x = j xgdx = 2 aei, 


(27) 


__ +“ a * 

(® —«)* = J (® — 2 a et)*qdx = L__ 
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gelten, von denen die erste ein Spezialfall von (8) ist und die zweite ala 
Spezialfall von (21) ausdriiokt, daB sich der Sohwerpunkt des Teilchen- 
sohwarmea mit der konstanten Geschwindigkeit 

(28) v s= 2 OLE 


bewegt, Um diesen Sohwerpunkt hcrum ist in jedem Augenbliok die 
Dichteverteilung wieder cine GauBsclie mit der Streuung 

^ 29 ) ^9 \a\ 1 / 


a% a 1 / 2 | 

# -T->r + 7)' 


woraus ersicbtlich ist, wio dieselbe mit der Zeit vom Ansgangswert (23) 
fiir t = 0 anwachst. 


4. Zusammenhang mit der Unscharferelatlon. Bis jetzt haben wir in 
unseren Betrachtungen stets nux auf die Dichteverteilung des untersuohten 
Teilohenschwarmcs, nicht aber auf die Goschwindigkeitsverteilung nnsor 
Augemnerk gerichtet. Aus den Ausfiihrungen von 2 lafit sich nun ohne 
weiteres entnehmen, daB beide miteinamler zwangslaufig verbunden sind. 
Um namlich einen Teilchenschwann gegebener Dichteverteilung als 
Wellenpakct darzustellen, muB man im allgemeinen Wellen von der 
Gestalt (13) mit alien moglichen Frequcnzcn, d. h. alien moglichen Eigen- 
werten E k von (14) zusammcnsetzen. Das bedeutet aber, da E die Energie 
eines Teilchens ist, daB die verschiedencn Tcilohen mit alien moglichen 
mit den Randbedingungen vertraglichen Energien behaftct sind, und zwar 
naoh MaBgabe der Koeffizienten der dom Wellenpaket entsprechenden 
Eourierentwicklung, so dafi also mit der gegebenen Dichteverteilung 
gleiohzeitig eine bestimmte Energie- bzw. Geschwindigkeitsverteilung in 
dem Teilohenschwarm bedingt ist. Wir konnen es also auch so auffassen, 
daB, ahnlich wie beim gewohnliohen DiffusionsprozeB das Auseinander- 
flieflen eines Teilchenschwarmes auf der Ungleichheit der Geschwindigkeit 
der einzelnen Teilohen beruht, auch bei dem bctrachteten wellenmeohani- 
sohen ProzeB das ZerflieBen eines Teilchenschwarmes auf dieselben Ur- 
saoben zurtiokzufiihren ist. Wir wollen unter diesem Gesiohtspunkt an das 
in 3 behandelte Beispiel derkraftefreion Bewegung nooh einige Bemerkungen 
ankniipfen, wobei wir uns wieder auf einen Freiheitsgrad beschr&nken. 

Nennen wir die Anfangslage eines Teilchens des Schwarmes und v 
seine Geschwindigkeit, dann wird seine Lage zur Zeit t gegeben sein durch 

(30) x = Xq + vt. 

Bilden wir von (30) den raumliohen Mittelwcrt iiher alle Teilohen des 
Sohwarmes, so erhalten wir, wcnn wir den Sohwerpunkt zur Zeit Null in 
den Koordinatenursprung verlegen, 

(31) x = v . t. 
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eine Gleiohung, die aussagb, dad siob der Scbwerpunkt mit der Gescbwindig- 
keit e gleiobformig fortbewegt. Subtrahiert man (28) und (29), quadriert 
und bildet den ranmliohen Mittelwert, so erhalt man 


(82) 


A*x = + 2 [®, (e — 6)]. t -f (v — «)*. (* 

-• A*x „ + 2 [as 0 (v — i). t -j- A*v . t*, 


wenn mit Av die Streuung der Geschwindigkeiten bezeichnet wild. 

Wir wenden die Formel (32) zunSohst auf das in 3 behandelte 
spezielle Beispiel an 1 ), indem wir die Formeln (23) und (29) heranziehen, 
und erbalten 


•e 


[® # (u —«)1 =■ 0, A>v = ~ • 


Die erste dieser beiden Gleiohungen bedeutet, dad die Streuungen von x Q 
und v voqpinander statistisch unabbangig sind, und die zweite kann mit 
Benatzung von (17) in der Form 


(38) 


Arp. Ax „ 


mA v.Ax t 


h_ 

in 


gesohrieben werden. Sie erscheint bier als Spezialfall der die ganze Quanten- 
mecbanik fundamental bebcrrsobenden Heisenbergscben Unsobiirfe- 
relation, die bebauptet, dad das Produkt der Unsobarfen zweier kanonisoh 
konjugierter Variablen von der Grodenordnung h ist*). 

Wir wollen jetzt von der speziellen Annabme einer Gaudscben Aus- 
gangBverteilung abgeben und eine beliebige Ausgangsverteilung g 0 — 0 0* 
mit der Streuung A x 0 annebmen. Da die Grundgleichung (5) gegen eine 
gleiohformige Translation des Koord inatensyatems invariant ist, und da 
wir femer aus (8) wissen, dad siob der Scbwerpunkt des Scbwarmes mit 
konstanter Gesohwindigkeit bewegt, konnen wir stets oin Koordinaten- 
3ystem zugrunde legen, in dem dieser Scbwerpunkt rubt, und in dieaem 
die Anderung von Ax studieren, ohne die AUgemeinbeit des Resultatos 
zu beeintraohtigen. Wir setzen also as = 0 oder nach (29) v = 0, woduroh 
sicb die Recbnung wesentlicb vereinfacht. 

Wir scbreiben zunSchst mit der Abktkrzung (17) die Grundgleichung (5) 
und ihre konjugiert kompleze fur den eindimensionalen Fall an: 

dip . d*ip dw* . d*ip* 

Tt = * e a?’ ~dT = ~ %B ~d¥' 


Mit Verwendung dieser Gleicbungen und unter Beaobtung der liber 
das Verbalten von y > im Unendlicben gemacbten Voraussetzungen 


x ) C. G. Darwin, Proo. Boy. Soo. London (A) 117 (1027), S. 268. 
*) W. Heisenberg, Zeiteohr. f. Phys. 43 (1927), S. 187. 
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erkalten wir duxch wiederholte partielle Integration gem&B der De¬ 
finition (9) 

+ CO 

X* = | 2 ? ip ip* dx 

m ' s<*'> 

w < ? > =- ■1 •■(* w+s - n w - jf sao- 

J\ dx dx Y dx * * 3scV J 3s 9a; 

(£<?) = »w [(%£ ?4 - ^ Sr?) 4. 

d£ 8 ^ ' J \ 3x 3 sc 8 3x 9a^ / 

(36} 1 „ 8ic 8 f 1 (f v! _ djp »£\ im = o. 

J dx \ dx 9 x s dx dx a ) 

Nach (36) ist A 2 x = x 2 in tlbereinstiininung mit Formel (32) eine 
quadratisohe Funktion dor Zcit, daher das durch. diese Formel definierte A 2 v 
alfl Koeffizient von i* bei Borucksichtigung von (35) und (36) gegeben duioli 

< s7 > =j &<*> - 4e, ii a, [*» - r 4 *- 

eo — 00 

Wir versuchen nun, fiir (A v Ax 0 ) eine untere Sohranke zu finden, 

• 1 • #u I d ^ I 1 11 J_ If! _11 ’ _DAninltnnrr 


indem wir fiir 


aus der selbstverstandlichen Beziehung 


x <P -f- 9 _- * ^ o 
2/1 s x,, + 9x - 


die Ungleiokung 


9x S ^xj^ 1 2/d®x, 


d*\ 

\ dx dx/ 


I _ spa „ _ g 

*[ 2da;J3® 

Mliei-Frank, Differentialglelohungen. II 
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ableiteu. Die Einsetzung von (39) in (37) ergibt mit Benutzung von (34) 
und (6) 



woraua ftii A p A r 0 die Ungleichung 

(40) Ap idx 0 = mAv .Ax 0 ^>-£- 

ft 71 

resultiert. Dio untere Schranke wird darin offenbar dann und nur dann 
erreicht, wenn in (38) das Gleichlieitszeiolien gilt. Dies ergibt nacli einmaliger 
Integration fiir 0 oinen Ausdruok von der Form 

_ 

0 = 0 . e 4 , 

und daher eine Ausgangsdichteverteilung 

t> 0 = 00* = CC*.e 8J *'s 

die vermogc (23) mit (29) identisch ist. Die untere Sohranke der Unscliarfe- 
relation (40) wird also nur fiir eine GauBsche Dichteverteilung errciolit, 
ftir die wir ihr Bcstehon in der vcrschurften Form dor Gl. (31) bcroitw 
naehgewiesen haben. 
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Das stationare (und quasistationare) 
elektromagnetische Feld 

Fiinfzehntes Kapitel 
- Elektrostatik 

§ 1« Formulienmg des matheraatischen Problems 

1. Physlkallsche Erfahrungen und Vorstellungen. Die Elektrostatik ist 
neben der Schwere dasjenige Gebiet der theoretischen Physik, an dem sick 
die Gedanken und Methoden der Potentialthcorio (1. Bd., XIV, XVI, XVII) 
hauptsaohlioh entwiokelt haben, so daB sie in ihrer jetzigen Gestalt dixekt 
als eine Anwendung dieser Methoden erscheint. Was hier von der Elektro¬ 
statik gesagt wird, gilt, mutatis mutandis, auch von der Magnetostatik. 
Die Grundlagen sind folgende Gesetze: 

a) Das Coulombsohe Gesetz: Zwei punktformige elektrische La¬ 
dungen, e lt e 2i die die Entfemung r voneinander in einom homogencn 
Medium haben, stoBen sioh ab mit einer Kraft, deren Vektor in die Ver- 
bindungslinie der beiden Ladungen hineinfallt, und deren GroBe 

r ” sr 8 " 

ist. e ist hier eine vom MaBsystom abhiingigo Konstante des Zwiselien- 
mediums. Man kennt zwei Arten von Ladungen, die man (lurch positives 
und negatives Vorzeiohen unterschcidet; oben waren die beiden Ladungeu 
e x und e 2 als gleiohartig angenommen. Dio AbstoBung gelit aber in eine 
Anziehnng liber, wenn die beiden Vorzeiohen verschieden wind. Man kaun 
dieses Gesetz in folgende beiden Teile zcrlegen: 

a) Eine elektrische Ladung e x crzeugt in ilrer Umgebung ein „Feld fc * 
mit der radial nach auBen geriohtoten Feldstarke 



/3) Eine Ladung e 2 erfahrt von der Feldstarke (E eine ihr gleioh- 
geriohtete Kraft von der GroBe 

P = e 2 


40* 
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Die Funktion 

t7 1 = -f«(r)ir = ^ 

miBt infolgedcssen die Arbeit, die die Vorlcgung eincr Ladling c 2 ~ 1 
aus dem Unendlichen auf die Kugelfliiohe mit dom Radius r erfordert. 
Sic lieiBt die ,,Potentialfunktion‘ fc dieses elektrisohen Feldes. 

b) Die Konstanfce e heifit nach Faraday die , J Dielektrizitat8konfltallte‘ ,, 
des betreffenden homogonen Zwiscbenmediums. Die „absoluten clektro- 
statischen Einheiten" der Ladling und Feldstiirkc werden so gcwitiilt, daB 
die Konstante a in Luft (odor genauer im materiefreion Raume) zu 1 wird. 
In violen anderen Korpern, speziell den ala Isoiatoren verwendeton, winl 
dann a > 1, man bezeiohnet sie als „Dielektrika“. Korpcr, fiir die e <; l 
ware, sind nicht bekannt. 

c) Das Feld mehrerer Ladnngen, z. B. auoh r&umlich vcrteilter, setzt 
sioh aus den von Einzelladungen duroh Superposition vektoriell zusammen. 
Die zugehorigen Potential funktionen setzen sich daher skalar zusammen. 

d) Es gibt Korper, in denen sioh positive und negative elcktrische 
Ladungen bilden und frei bewegen, sobald ein elekfcrisohes Feld auf sie 
einwirkt. Sie heiBen „Lciter der Elektrizitat“. Gleiohgewicht ist in Lcitem 
nur moglioh, wenn in ihrem Innern kein elektrisohes Feld herrsoht und daher 
auch keine Ladungen vorhanden sind. 

e) Wenn ein elektrisohes Feld auf ein System von miteinandcr ver- 
bundenen Leitem wirkt, so stellt sich in denselben duroh Bildung positiver 
und negativer Ladungen ein Gleichgewichtszustand her. In einem ab- 
geachlossenen System solcher Leiter aber, das also nach auBen hin keine 
leitende Verbindung mehr hat, ist die Sumxne aller Ladungen unabhangig 
von dem auf das System einwirkenden elektrisohen Folde, also eino vor- 
gebbare Konstante des Systems. 

f) In dem Raume auBerhalb der Leiter (Dielektrikum) existioren nur 
die vorgegebenen Ladungen; duroh elektrisohe Felder werden hier koine 
Ladungen erzeugt, auoh dann nioht, wenn das Dielektrikum sich aus Ge- 
bieten versohiedener Dielektrizitatskonstanten zusammensetzt. Die vor¬ 
gegebenen Ladungen im Dielektrikum und die auf der Oberfl&che der Leiter 
sich ansammelnden heiBen die „wahren“ elektrisohen Ladungen. 

g) In einem aus mehreren Dielektriken zusammengesetzten inhomo- 
genen Medium kann nicht mehr das Coulombsohe Gesetz in der Form a) 
gelten. Nach Faraday kann man sich vorstellen, daB im Dielektrikum 
viele kleine abgesohlossene Leiter vorhanden sind 1 ). Dies© beeinflussen die 

Fiir die Weiterbildung dieaer Voratellung der „Polarisation“ in der Elek- 
tronentheorie siebe Handb. d. Phys., Bd. XU, 8 . 493 f. 
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Gesamtsumme der wahren Ladungen im Felde nioht, schirmen aber durch 
die auf ilmen sioh bildenden positiven und negativen Teilladungen das Feld 
in ihrem Innera ab, wahrend es stetig nach dem Coulombsoben Gesetz 
in dem Jtaume zwisohen den gedachten Leitem und in dem umsobliefienden 
Luftraum verlauft. Mit dem elektrostatisehcn Felde im obigen Sinne ist 
aber nioht dieses unregelmaBig verteilte Feld, sondem das durch Mittel- 
bildung liber kleinere Yolumenelemente entstehende ,,mittlere Feld“ zu 
identifizieren, das allein der Messung zuganglich ist. Es ist im Verhfiltnis 
1: e gegoniiber dem erregenden Luftleld verkleinert. Dieses mittlere Feld 
wird gleiohfalls, da die Summe der in den gedachten Leitem induzierten 
Ladungen yerschwindet, im Dielektrikum nur die yorgegebenen wahren 
Ladungen enthalten. Langs der Grenze zweier Dielektrika aber verhalt 
es sioh bo, als ob hier Ladungen (die „freien“ Ladungen nach Helmholtz) 
verteilt w&ren. Sie sind, unter sonst gleiohen Verh&ltnissen, proportional 
mit der Differenz der Dielektrizitatskonstanten e l9 e 2 der beiden Medien. 
Im iibrigen besitzt auoh das mittlere Feld, weil aus Coulombsohen Feldem 
zusammengesctzt, eine Potentialfunktion V (a;, y, z). 

h) Die Potentialfunktion U gibt die Arbeit an, die gegen die Krafte 
des elektrostatischen FeldcB zu leisten ist, um eine Ladung 1 aus dem 
Unendlichen an die Stelle r, y, z des Feldes zu bringen. Die potentielle 
Energie E des Gesamtfeldes entspricht einer solohen Arbeitsleistung, wenn 
man sioh die felderzeugenden Ladungen aUmahlich aufgebaut, d. h. aus 
dem Unendlichen herangebracht denkt. Zunachst sollen nun die Ladungen 
«i> e 2 , . . . auf einzelne Leiter verteilt angenommen werden, und die 
Potentialwerte dieser Leiter seien entspreohend V x , CJ 2 , ... Wenn dann 
die Ladung e t um den Betrag Ae t vermchrt wird, so entspricht naoh der 
Definition dieser Yorgang einer Erhohung der vorhandenen Energie um 
den Betrag AE = U x Ae r , woraus fiir eine stetige Veranderung der Ladung 
Ui == dEfde^ folgt. Nun sind liicrin nach o) die Werte U t selbst lineare 
homogenc Funktionen d(‘r Ladungen und daher E eine homogene 
Funktion zweitcn Grades der Ladungen e k \ nach dem Eulerschen Satze 
liber homogene Funktionen wird 

(1) E = d ~={ZlJ i e i , 

wobei die Summe iiber alle loiter zu erstreoken ist. Man kann jetzt un- 
mittelbar aul den Fall ubortragcn, dali die Ladungen mit der Dichte q 
riiumlich verteilt sind iiber ein Volumen v oder Elachenhaft mit der Dichte a 
iibor eine Flaohe /. Dami wird analog zu (1): 

(1') E = \ f U (xyz) q (xyz) dv+l.[U (xyz) a (xyz) df. 
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2. Mathematische Feldgldchungen. Die Potentialtheorie (1. Bd., XIV) 
formt nun diese Gesetze in folgende Nahewirkungsgeeetze um, die auoli 
Ihxerseits die Elektrostatik aufzubauen gestatten: 

a) In jedem elektrostatischen Felde besteht eine skalare Potential' 
funktion U (x, y, z) derart, dad siok der Vektor der Feldst&rke ala ihr 
negativer Gradient darstellen Mt. Es ist die Feldstarke 1 ) 


( 2 ) 
d. L 
( 2 ') 


<£= — grad U, 





dV _ du 

dy ’ dz' 


b) Im homogenen Medium mit der Dielektrmtfitskonstante e, in 
dem Ladungen etwa mit der Ladungsdiobte q raumlicb verteilt seien, ist 


(3) 




d») 


/d*U . d*u . 

- ~ B (d& + ~df + 
Insbesondere ist in ladungsfreien Gebieten 
(30 div(£ = — AU = 0. 


d*U\ ATT 

sr) 


o) Im Jnnem yon Leitem ist irnmer (£ = 0, also V = konst. Diese 
Konstanten haben denselben Wert in einem System von Leitem, die mit- 
einander metallisob verbunden sind. Wenn dagegen das System a us ver- 
sohiedenen, ftir sich abgesohlossenen Teilen besteht, so ist in jedem Toilc 
ftir sioh ein anderer Wert der Konstanten anznnehmen. 

d) Ist eine Ladnng mit der Fl&chendiohte a auf eine Flache kon- 
zentriert, so w&hlen wir eine positive Richtung ihrer Flachennormalon, n, 
nnd kennzeiohnen Funktionswerte auf der positiven Seite duroh den 
Index + oder a, auf der negativen durch den Index — oder i. Im Falle 
einer gesohlossenen Flache bedeutet immer a die auflere, i die innere Soito. 
Dann folgt (vgl. 1. Bd., XIV, § 1, 6) statt (3): 



Die Nonnalkomponente der Feldst&rke ist also in diosem MaBc un- 
stetig, wahrend die Existenz der Potentialfunktion aussagt, daB die 
tangentiale Komponente stetig bleibt. 

Ist insbesondere die geladene Flache die Oberflache eines Loiters, 
der an ein Dielektrikum mit der Konstanten e angrenzt, so ist im Innern 


*) VgL die Vektorbezeichnungon 1. Bd., 33, $ 3. 
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dee L Biters naoh. o) E, — 0. Also gilt dann flir die Ladungsdiohte auf der 
Oberfl&che: 


( 5 ) 


_ e _ e /dU\ 
a ~in* na 431 \¥H) a 


e) Im Dielektrikum ist die Ladungsdiohte tiberall eine vorgegebene 
Funktion des Ortes. Wenn zwei homogene dielektrisohe Median, von 
den Dielektrizit&tskonstanten s { , e a l&ngs einer Flaohe aneinandergrenzen, 
so bildet sioh der Gleiohgewiohtszustand naoh der Faradaysohen Vor- 
stellung so ans, als ob diese Grenzflaohe eine dlinne, in der Querriohtung 
leitende Sohioht wire. Auf ihren beiden Seiten bilden sioh also Ladungen, 
aber bo, daB die Summe ihrer Flaohendichtigkeiten a t , o a an jeder Btelle 
verschwindet: a t + o a =■ 0. Wenn wieder n die naoh der Seite a hin als 
positiv gereohnete Normale bedentet, so ist also naoh (6) 



Die Normolkomponente des Vektors 


eE — £> 


ist also an der Grenzflaohe stetig, w&hrend die Tangentialkomponente E, 
des Vektors E selbst stetig bleibt wogen der Stetigkeit der Potential- 
fnnktion U langs der Grenzflaohe, d. h. 

(7) D»« - D b< = 0, E, a - E„ = 0. 


Der mit E gleichgeriohtete Vektor X) heiflt die elektrisoheVersohiebung, 
der Vektor D — E = (e — 1) E die elektrisoho Polarisation. 

1) 1st die Dielektrizitiitskonstante e selbst eine stetige Funktion des 
Ortes, so folgt aus der gleichen Vorstellung wie untor e), dafi der Vektor D 
quellenfrei verteilt ist bzw. seine Quellon nur die im Felde vorgegebenen 
Ladungen Bind. Es ist dann also 


( 8 ) 


divD = — 

0 X 


deE v deE, 
dy dz 


4 ng. 


L&ngs einer mit Flaohcnladung belegten Fl&che ist dagogen 
(8') = i no, 

l&ngs einer leitenden Oberfl&ohe wegen D, = 0 

(9) = e«$* a = - fia(|^) a = Ino, 


w&hrend wie oben E = — grad U bestehen bleibt. Femer wird 


(10) -1 - div E 

T 71 


_1_ /dE* dEj, dE, \ 
43i \ dx dy dz) 
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bzw. 

( 10 ') 



<T* 


als die Raumdiohte bzw. Flacbendiohte der freien Ladung bezeichnet. 

g) Wexm raumlioh imd flaohenhaft verteilte Ladungen vorhanden 
sind, so ut die potentielle Energie des Feldes nach (1'): 


(11) B = + i \uodf, 

« r 

wobei wir annehmen wollen, d&B die Ladungsdiobten q und a nach dem 
Unendlioben bin genttgend zn 0 abuehmen, daB die Geaamtladung endJioh 
bleibt. Wir setzen bier fvir g, a ihre "Werte ana (8), (8') ein und wenden 
den Greensoben Satz (1. Bd., II, §3, 3) an in der Form: 

| Z7 l> B d/ = J ttgrad Udv + J UdivDdv. 

f V V 

Als Oberflaohe des betraobteten Raumes miissen dabei einerseits dio bciden 
Seiten der mit Fl&ohenladung belegten Flachen, andererseits eine das Ganzc 
umsohlieBende Kugelflache von sebr groflem Radius angeseben werdcn. 
Das Integral J U“X) n df iiber diese Kugelflacbe geht aber mit waohsendem 
Radius R derselbcn zu 0, da nach der Voraussetzung V proportional mit 
Rr 1 , und D n proportional mit Rr* zu 0 geht. Also bleibt 


( 12 ) 



V 



V . 


In solchem Sinne iat nun die Energie des Systems nicht mehr an die 
Ladungen gebunden, sondem sie iat iiber den ganzen vom Felde crftillten 
Raum verteilt, Dieae Vorstellung, die zun&chst'fiir die Elektroatatik nodi 
formal eracheint und mit der friiheren Vorstellung der Energioverteilung 
ganz gleiohwertig ist, hat sich fiir die spatere Entwicklung der Elektro- 
dynamik ala auBerst fruchtbar erwiesen. 


§ 2. Fundamontalaulgaben; Spiegelung und clektiisehc Bilder 

1. Homogene Grundaufgaben. Die Grundaufgaben der Elektroatatik 
zerfallen in zwei Gruppen, dio mathematisoh als homogene und ala 
inhomogene Aufgaben zu untersclieiden sind. Die einfachste der crsten 
Art ist die: Ein abgeschlossener elektrischer Leiter, der in ein Dielaktrikuni 
eingebettet ist, erlialt eine bestimmte Gcsanitladung. Im Gleichgcwiclits- 
zustand mufl sich diese nach § 1 so iiber die Oberflaohe vertcilen, daB ini 
Innem kein Feld besteht, also V = konst wird. Gesucht wird diese Ver- 
teilung der Ladung iiber die Oberflaohe und das Potential, das der Leiter 
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gegenfiber dem Unendliohen bzw. gegeniiber der Erde oder anderen sehr 
femen Leitem amunimt. Nach § 1, (5) ist die Ladungsverteilung bestimmt, 
wenn das elektrische Feld bzw. seine Potentialfunktion im AuBeren des 
Loiters bekannt ist. 

Ganz elemental liegen die Verhaltnisse im Falls eines kugelformigen 
Leitera vom Radius a, der in einem Diclektrikum von der Konstanten e 
liegt. Die Potentialfunktion geniigt im AuBeren der Gleichung A TJ = 0 
nnd muB in dieaem Falle Kugelsymmetrie haben, d. h. nur vom Abstand r 
vom Mittelpunkt pbhangen, Nach 1. Bd., XIV, § 1 ist, abgesehen von einer 
additiven willkiirliohen Konstanten, die einzige dieaen Bedingungen ge- 
nligende Fnnktion 


(1) 


U = m/r, 


mit einer zn bestimmenden Konstanten m. Die Ladungsdichte an der 

Oberfl&ohe ist nach § 1, (5) in diesem Falle or = — ^ 

ftir r = a. Die Gesamtladung ist also e = 4 rca 2 cr = em. 1st e vor- 
gegeben, bo ist damit m beatimmt. Im Inneren der Kugel nimmt das 
Potential den konstanten Wert U 0 = m/a an (vgl. auoh 1. Bd., XIV, 
§ 2,1). Denkt man sioh den Potentialwert J7 0 vorgegeben, so wird die 
Ladling: e = em = ea Z7 0 . Das Verhaltnis K = e : J7 0 heiBt die „Kapazitat 
cles Leiters gegen das Unendliche" und nimmt im vorliegenden Falle den 
Wert K = ea an. 

Eine allgemeinere homogene Aufgabe liegt vor, wenn zwisohen zwei 
oder mehreren fiir sich abgeschlossenen Leitem, die in ein Dielektrikum 
eingebettet sind, die Spannung vorgegeben ist und die entsprechende 
Ladung gesucht wird. Das einfaehste Beispiel ist hier der Kugel- 
kondensator, d. h. zwei konzentrischo inetaUische Hohlkugeln, zwisohen 
denen der Potentialuntcrscliicd U Q sei. Das Zwischenmcdium erstreoke 
sioh vom Radius r ■= a bis r = 6 und habo die Dielektrizitatakonstante r. 

Die in diesem Zwischenraum kiigelsymnietrisohe Potentialfunktion 
hat die Form 


Es ist also 


TT 171 I 

U =-b W. 

r 


rr tt t v rr ,r v m m b — tt 

U 0 = U (a) U (b) — — g* — m - r 


(r a) 


Die Ladungsdichte auf dor inneren Kugel wird a n 

= , die auf der auBeren or* — + / F --= — . , g , 

4 tt a 8 * '4 n dr 4je6 8 

Vorzeiohenunterschied (laher riihrt, daB auf der Kugelflaehe, b die nach 


f dU 
4 7i dr 
em 


wobei der 
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dem. Felde bin geriohtete Normale die Kiolitaiig abnehmender r bat. Die 
Geeamtladung auf jeder der beiden Kugelfl&chen nimmt also die Werte 

± em = ± e j~— U 0 an, so dafi K at — e ,. a ^ als „gegenseitige 
0 — a (0 — a) 

Kapazitfit" der beiden Kugelsobalen zn betraohten ist. Mit abnehmendem 

Abstand b — a der beiden Kugeln wacbst sie unbegrenzt an. 


2. Verteilung der Elektrlzitit auf elnetn Ellipsoid. Die unter 1 gestellte 
homogene Anfgabe ist ffir den Fall eines Ellipsoids bereits in den Formeln 
vom 1 . Bd., XIV, § 2, 4, 5 gelost. Die Aohsen des Ellipsoids scien a, b, c, 
die gesamte Ladung e. Dann erftillt, wie 1. 0 . ( 21 ), (23) bewiesen, einc 
Belegong, die mit der Fl&ohendichtigkeit 


< 2 ) 


a = 


inabe 


)/£ + £+* 

r a* + b* + 0 * 


auf der Oberflache verteilt ist, die Bedingung, dafi ihr Potential im Innern 
des Ellipsoids konstant ist, und ergibt die ricktige Gesamtlodung e. 

Als Grenzfall folgt daraus die Verteilung auf einer elliptisohen Sclieilx;, 
wenn wir o zu 0 iibergeken lassen. Da hierbei aber zugleioh z auf der Ober¬ 
flache zu 0 libergeht, so mllssen wir zunUchst z mittels der Gleickung des 

Ellipsoids -j- 4 - -jL -j- — = 1 e limini eren. Wir sohreiben also ( 2 ) in tier 

Form 


(3) o = 

4 nab 

und sohlieBliob ftir c = 0 



(3') a ---• 

Diese Ladungsdiohte befindet sich aber nun aul jeder der beiden Seiton 
der Soheibe, und die Dichte pro Flacheneinheit der Soheibe ist dahor das 
Doppelte: 

_ _e_ 

_ 2n)'a i b i -b % x i - aV’ 

und speziell fiir die Kroisscbeibe (a — b), mit r* — x 2 + y*: 


(4) 


a* = 


e 

2 wo Vo* — r* 
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Am Baade der elliptisohen bzw. Kreisscheibe wird diese Diohte unendlioh, 
w&hxend ibi Fl&chenintegral liber die Scheibe duroh elementare Integration 
sich in der Tat zu e ergibt. 

Berechnet man die zu dieser Ladungsverteilung gehorigen Aqui- 
potentialflaohen, so findet man eine Sobar konfokaler, abgeflaobter Ro¬ 
tations ellipsoide, deren Brennkurve eben die Berandung der Kreissoheibe 
ist. Man liberzeugt sich davon duxch direkte Integration Oder all gemeiner 
duroh Einftihrung elliptisoher Koordinaten; vgl. hierliber IX, §3, 3. 
Da jede Aquipotentialflache selbst ale ein Leiter aufgefaBt warden kaun, 
so findet man damit auoh gleiohzeitig das zu abgeflaohten Rotations- 
ellipsoiden gehorige Potentialfeld. 

In ahnlicher Weise l&Bt sich das Feld fiir verlangerte Rotations- 
ellipsoide einfaoh berechnen. Wir nehmen zun&ohst b = a, y* -|- z* = r®, 
so -wird nach (2) 

— e ** , r* 

a ' I o' - ' " a » d" M 




FQr den Fall b = 0, in dem das Ellipsoid auf ein gerades Linienstiiok zu- 
saxmnenflohrnnipft, wird dann 


lim a — lim 
6 0 b 




inor ’ 


und folglioh ist in cLesem Falle die Ladung pro Langeneinheit der Aohse 
2 jiro =- e/2 a konstant. Wir haben also den Fall gleichlSrmiger Ladungs- 
belegung eines Stiickes der cc-Achse zwisohen — a und -f a mit der Gesamt- 
ladung e. Das Potential dieser Ladungsverteilung im Punkte x,r ist 
durch elementare Integration 


= 4~ \ - r - = Sin-—5 + *rein^if). 

2a J ft* _|_ ( x d* 2o\ r r J 


Setzt man u = Cof U^j, so findet man duroh Umrechnung die Aqui- 
potentialflbohen in der Form 

u — 1 . u— 1 , a 

2 ^ + r+l a? = < ‘' 

and das iflt, da ~ } — ■ = 1, in der Tat eine 8ohat koniokaler 

u — 1 u — l 

verlangerter Rotationsellipsoide mit der gemeinsamen Brennlange a. Man 
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kann also das zu einem solchen Ellipsoid gehorige Feld daduroh berechnen, 
(lafl man die Ladling e gleiohm&Qig auf die Verbindungsstreoke der Brenn- 
punkte verteilt. 

tJber die Darstellung duroh elliptisolie Koordinaten, auch fiir den Fall 
dreiaohsiger Ellipsoide, s. Heine, Handbuoh der Kugelf., Bd. 2, II, Kap. 3. 

3* Inhotnogene Grundaufgaben. Wenn Leiter in ein gegobenes elek- 
trisolies Feld gebracht warden, so werden in denselben Ladungen induziert, 
also ein Zusatzfeld erregt, das so besohaffen ist, daft es d as nrsprtinglioh 
vorgegebene im Innem der Leiter gerade aufhebt. Die S unun e der indu- 
zierten Ladungen muB dabei, nach dem Grundsatz e) in § 1, verschwinden, 
wenn die Leiter abgesohlossen sind. Zu suohen ist dann das Potential, das 
jeder der Leiter annimmt, und die Verteilung der Ladung auf seiner Ober- 
flache. Erstreokt Bioh aber ein Leiter ins Unendliohe, so isfc sein Potential 
vorgegeben gleich dem des Unendlichfemen, das der Definition gemaB als 0 
angenommen werden muB 1 ). Der gleiobe Fall liegt auch dann yor, wenn 
ein Leiter duroh einen diiunen Draht mit der als fern gedachten Erde ver- 
bunden ist, wobei im librigen die Wirkung des Drahtes vemachlassigt 
werden kann. In diesem zweiten Falle ist also das Potential eines Loiters 
vorgegeben; gesuoht ist die Sunune und die Verteilung der Ladungen auf 
ihm. Natttrlioh sind manmgfaohe Kombinationen dieser beidcn Aufgaben 
moglich, die z. B. vorliegen, wenn einige Leiter abgesohlossen, andere 
geerdet sind. 

Das gegebene elektrisohe Feld sei ® 0 , seine Potentialfunktion U Q . 
Wir suchen dann die Losung in der Form 

( B ) «=ffio+(£i, V=V 0 +V U 

wobei das Znsatzfeld CE 1 im Gebiet aufierhalb der Leiter lodungsfrci scin 
soil. Es ist also nach (3) von § 1: 

(6) div ffij = — A U 1 = 0 
aufierhalb der Leiter. 

Im Inncrn jedes Loiters und daher auch l&ngs seiner Oberfliielie 
nimmt das Potential einen konstanten Wert c t an, so dafi hicr 

( 7 ) U 0 + P, = c,. 

Sei cs nun, d&B diese Konstante vorgegeben ist odor erst aus don Bedin- 
gungen der Aufgabe (Gesamtladung) sich ergibt; jedenfalls folgt aus deni 
Verschwinden der Folds tar ke im Innem des Loiters wegen dor Stetigkeit 
der TaUgentialkoniponente nacli (7) von § ], daB auch fiir das iiuBere Feld 

! ) Mit AuBnahme der Falle, in denen die folderzeugondon Quollen solhst ini 
Unendlichen anzunohmen Hind, wie z. B. bei einom Parallelfcld. 
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die Tangentialkomponente langs der Oberfl&chen der Leiter versohwinden 
nrmfl; 


( 8 ) (£ 0fl + <E la = 0. 

Dies ist die Randbedingung ftir das zu suchende auBere Feld die 
auoh in der aquivalenten, wegcn der Stetigkeit auf das AuBongebiet iiber- 
tragbaren Form ( 7 ) geschrieben werden kann, ScblioJJlioh ist nook zu 
beruoksiclitigen, dafi in uncndlicher Entfemung das Zusatzfeld ver¬ 
sohwinden muB, da es aus den auf dera Leiter, also nur im Endliohen 
induzierten Ladungen gebildet ist. Da in ( 8 ) (Eg* odor in (7) Z7 0 eine vor- 
gegebene Funktion ist, so ist diese Randwertaufgabe cine inhomogene. 

Ein sehr einfaohes Beispiel ist der Fall einor ungeladenen leitenden 
Kugel in einem elektrisohen Parallelfeld, der analytisch mit der im 1 . Bd., 
XVII, § 3, 2 behandelten Stromungsaufgabe nahczu ubereinstimmt. 

Die Kugel habe den Radius a, und es sei in den auf ihren Mittelpunkt 
bezogenen Koordinaten 

r 2 = #* + i / 2 + z 2 , x =■ r cos ti. 

Das gegebene Parallelfeld habe die Richtung der &-Aohse, und seine Starke 
sei (E 0 . Seine Potentialfunktion ist also: 

(9) U 0 = — (£ 0 x = — (E 0 r cos 


Das gesuchte Zusatzpotential 
l/jmuB nundieGl. ( 6 ) erfiillon, 
fflr r = oo zu 0 abnehmen 
und langs der Kugoloberflachc 
t = a naoh (7) ergcben: 

U 1 (a) = c + ffi 0 a cos 0 . 

So wie bei der zitierten Stro- 
mungsaufgabe ist, bis auf die 
hier unbestimmt bleibende 
Konstante c, die einzigc 
Funktion, die diesen Bechn- 
gungen geniigt: 

( 10 ) U 1 (x, y, z) 


Fig. 48 



(E 0 a 8 coa & 


ao dafi im ganzen aich als Losung ergibt: 

U = - ® 0 cos ^( r — ^r)- 
Die Ladungsdiokte langs der Oberflachc wird 

1 dV _®o _ 


3 (E 0 cos 0 
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woraus ersiobtlich ist, daB, in der Bichtnng dea Feldes gesehen, 
auf der Vorderseite negative, auf der BUckseite positive Ladling in- 
duziert wird. Der konstante Wert des Potentials auf der Kugel- 
fl&obe r = a wird bier 77 (a, d) = 0, welohen Wert das Potential aucb 
lings der ganzen Ebene 0 = tt/2 annimmt, die senkrecbt auf dem ge- 
gebenen Parallelfeld steht (vgl. Fig. 48). 

4. Spiegeltug imd elektrlscbe Bflder. Elektrostatische Aufgaben der 
vorbesproobenen Art, die sick auf Ebenen oder Kugeln als Begrenzungs- 
fiaohen bezieben, konnen bfinfig durob Spiegelungsverfahxen bebandelt 
warden, die den im 1. Bd., Ill und XVI besprochenen mathematisoben 
Verfabren entspreoben. Wenn z. B. ein Baumgebiet, in dem ein elek- 
triflobes Feld untersuobt werden soli, von einer leitenden Ebene, etwa 
der Erdoberfl&obe oder einer ebenen MetaUflacbe, begrenzt ist, so 
mud daw Potential 77 des Feldes langs dieser Ebene einen konstanten 
Wert annalviriftTi . Diese Bedingung laBt siob durob Spiegelung an 
der Ebene erfllllen," wodurob die Aufgabe, die urspriingbob nur fiir 
den von der Ebene begrenzten Halbraum gestellt war, in eine ahn- 
liohe fOr den ganzen Baum verwandelt wird. Physikalisobe Bealitot 
bebalt aber nur das Feld in dem gegebenen Halbraum, der der 
„pbyBikaliscbe Baum" beiBen soil. 

Die leitende Grenzebene sei die Ebene z = 0 und der pbysikalische 
Baum das Gebiet z > 0. Es sei dann irgendeine Potentialfunktion 77 0 
bekannt, die auBer von den unabhangigen Eoordinaten x, y, z noob von 
Parametem £„ jj,, J*, z. B. von den Koordinateu der felderzeugenden 
QueUen, abbangt. Sie genligt der Gleiobung AU 0 = —4 jcq, wenn Q 
die vorgegebene Ladungsdicbte als Funktion von x, y, z. Dann geniigt 
die gespiegelte Funktion 

(11) (as, y,z) = - 77 0 (x, y, - z) 

der Potentialgleicbung 

AU 1 = + ine(x, y, -z); 

man erbalt sie, indem man die Quellpunkte £„ C, selbst an der Ebene 
spiegelt, das Vorzeioben der Ladungen umkehrt und das Feld dieser ge- 
spiegelten Ladungsverteilung bildet. L&ngs der Ebene z = 0 ist damit 
77 0 + 77i = 0; die Potentialfunktion 77 = 77 0 + U 1 erfiillt somit langs 
der Ebene z = 0 die gestellte Bedingung (7), und wenn die Quellen 
des Feldes 77 0 im pbysikalisoben Baum lagen, so Uegen die von U 1 
aufierbalb desselben, so daB im pbysikalisoben Baum A U x = 0, 
wie zu fordern ist. 
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Sei z. B. eine einzelne Ptuaktladung e im Punkte (, > h £ (£ > 0) ge- 
geben, und ihre Induktion auf die leitende Ebene z = 0 gesuoht. Man 
erhalt damn die Losung 

e 

Wv-tf + ly-vf+!*-'& 

e 

V(» - d* + (* ■+ b 1 

flir den Halbraum z > 0. Fiir den Halbraum z < 0 dagegen gilt U = 0. 
Die indnzierte Ladling ist in Wahrheit langa der Oberflache z = 0 
verteilt. Hue Dichte berecbnet sioh mittels (12) un4 (11) zu 
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Um die Summe diesec verteilten Ladungen zn berecbnen, aetzen wir 
(* — £) a + (y — »/) a = t a und finden elementar: 


f r xdi 
a (t)tdt = - e£ | JjF+pfli = ~ e> 

0 0 

Sie ist also entgegengesetzt gleich der induzierenden Ladung, wie man 
auoh mittels des GauBschen Satzes unmittelbar ails (12) ableiten konnte. 

Wenn der physikalisohe Raum nioht duroh eine Ebene, sondem duroh 
eine Kugelilache begrenzt ist, so fiihrt die „Spiegelung an der Kugel* ‘ 
(vgL l.Bd., XVII, §1, 4) zu einor direkten Verallgemeinemng dieses 
Verfahrens. Allgemein kommt es darauf an, daB der Raum dutch eine 
Fl&ohS in zwei Teile eingcteilt ist und nun zwei Funktionen U Q , U 1 gesuoht 
werden, die langa der Grenzflache entgegengesetzt gleiche Werte annehmen, 
und von denen die eine in einem, die andere in dem anderen Toilgebiet 
eine regulare Potentialfunktion ist. Die Kugel ist vor anderen Fl&chen 
daduroh ausgezeichnet, daB jede der Funktionen t/ 0 , U 1 in geschlossener 
Form aufl der anderen ermittelt werden kann. 

Wenn a der Radius der Kugel ist, und r, q>, raumliche, auf ihxen 
Mittelpunkt bezogene Polarkoordinaten bedeuten, so kann man aus einer 
gegebenen Potentialfunktion I7 0 nach Gl. (7), 1. c. immor eine andere JJ 1 
und umgekehrt gewinnen durch die reziproke Beziehung: 

U t (r, <P,0) = ->(£ 

U 0 (r,<p,fi) = p.tf). 
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Hierduroh ist der Funktionswort U Q im Punkte r, p, d in Bezieliung 
gebraoht zu dem Funktionswert U x im „Spiegdpunkt“ a 2 /r, <p, 0, der 
dem ersteren Punkt naoh der Transformation mit reziproken Radien zu- 
geordnet ist, und aufierdem ist offensiohtlioh U Q + U x = 0 langs der 
Kugelflache r = a. Die beiden so zugeordneten Potentialfunktionen be- 

zeiohnen wir selbst als ihre Spiegelbilder 
in bezug auf die Kugel vom Radius 
r — a. 

Ein Beispiel hierzu ist das bereits 
im 1 . Bd. XIV, § 2, 3 behandelte ^Po¬ 
tential der Influenzladung* 4 . Eine un- 
geladene leitende Kugel soil in das Feld 
einer punktformigen elektrischen Ladling c 
gebraoht werden, die sich auBerhalb der 
Kugel im Punkt A befindet. a, r. 0 
sollen in bezug auf die Kugel die gleiche Bedeutung haben wie oben, 
und 22 sei der Abstand der Punktladung vom Kugelmittelpunkt, die 
auBerdem auf dem Strahl # = 0 liegen moge. r (r, d) sei der Abstand 
eines Raumpunktes P von dieser Ladung (vgL Fig. 49). 

Dem Punkte P ist dann naoh der Transformation mit reziproken 
Radien der Punkt P* mit den Koordinaten r' = a 2 /r, tp, 4} zugcordnet, 
und dessen Abstand voin Punkte A sei r'. Es ist somit: 


Fig. 49 
P 



<15) x 


V22* r* — 2 Rr cos 


/ 4 2 


Das urspriingliohe Feld der Ladung hatte die Potentialfunktion 
(16) U 0 =^j- 


Das Spiegelbild dieser Funktion, im obigen Sinne, wird 


<17) 


_ CL C 

u x = - - ^ - 

i r r 


ae 


r j/ 22 8 + ■“ — 2 22 cos # 


ae 


eJA 2 + 2 -^-rcostf 


ae 
R . Q 


Hier bedeutet 9 , die Wurzel im Nenner der letzten Formel, den Ab¬ 
stand des Punktes P vom Punkte A\ dem Spiegelbild zu A in bezug auf 
den Kxeis. Das heifit aber: die gespiegelte Funktion XJ x ist wie die ur¬ 
spriingliohe E7 0 gleiohfalls eine einfache Polfunktion; ihr Pol ist selbst 
der Spiegelpunkt zu dem gegebenen Pol, namlich der Punkt R* = a 2 / 22 , 
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0 = 0, und ilire Ladung ist c r = — Q> c/R. Da sicti die allgemeinste 
PotentiaJfimktion aus solchen Polfunktionen (Coulombsohen Feldern) 
zusammensetzen laflt (vgl. § 1), bo kann dies© Reohnung iibrigens auoh ala 
einfaolister Beweis fur die Spiogclungsregel botrachtet werden. 

Die Fnnktion Vi ist im physikalisohen Raum (r > o>) a ufzuf a a sen als 
Feld einer fiber die Kugeloberflache vertcilten Ladungsdiohte, deren 
Summe naoh dem GauBschen Satz (1. Bd., II, § 3) gleiob der fmgierten 
Ladung e' wird. Die wahre Ladungsdiohte o langs der Oberfl&ohe wird 
bestimmt aus 


(18) 


4 it a = — 


dju Q ±a 1 ) ( 

dr 


e(r — R cob 0 ) a e{r — R! oos 0) 
V« R p 8 


Aub den obigen Detinitionen folgt aber, wenn P auf der Kugel liegt, also 
t = a ist, die fur die Spiegelung bekannte geometrische Beziehung: p: t 
= a : jB, und femer ist RR* = a*. Mitfcels dieser Gleiohungen fallen in (18) 
die Glieder mit dem Faktor oos 0 fort, und ea bleibt die Ladungsdiohte 


(19) 4 no ~ ~ - ^ - 9 

die aussagt, daB die Ladungsdiohte der dritten Potenz dea Abstands von 
dem felderzeugenden Pol A umgekehrt proportional ist (vgl. 1. c.). 

Die Funktion U* = (7 0 + U x erfiillt die gcfordcrten elektrostatisolien 
Bedingungen im AuBenraum und am Rande der Kugel; diese Loaung ent- 
sprioht aber nooh nicht dem Falle der ungeladenen Kugel, sondem der 
Bedingung, daB das Potential sowohl auf der Kugeloberflache als auoh im 
Unendliohen versohwindet, also dem Falle der geerdeten Kugel. Die indu- 
zierte Ladung der Kugel wuxde hicr zu e f = — eo /R bereohnet. Um nun 
das Feld der ungeladenen Kugel zu finden, bilden wir die Potentialfunktion 

(20) V — U* — ~ — C^ 0 -f 

die duroh einen zusatzliohen Pol im Kugolmittelpunkt mit der Ladung 
— e' aus U* hervorgcht. Da langs der Kugelflache U* = 0, bo wird jetzt 
l&ngs der Kugeloberflache 

(21) U(a,<p.&) = 

also gleioh dem Wert der urspriinglichen Potentialfunktion U Q an dei 
Stella des Kugelmittelpunktes. Dieser konstante Wert des Potentials 
wird dem Innem der Kugel von dem auBeren Pol „induziert . 

AInes-Frank, DlifoxentialglQiclrangeii. II 41 
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§ 3. Elektrostaiisches Gleichgewicht aul zwei geladenen Kugeln 

1. Aufgabe tmd Prinzip der LBsung 1 ). Mit Hilfc des in § 2 , 4 bc- 
sprochenen Spiegelungsprinzips lafit sich die Aufgabe losen: zwoi metallische 
Kugeln werden auf vorgegebene Potentiale — sie sollen U„ und U h licifien — 
geladen. Geauoht ist die GroBe der Ladungen und ihrc Verteilung auf der 
Oberflfiche beider Kugeln, sowie das Feld im umgebendcn Raum. 

Diese Aufgabe l&Bt sick zunachst in zwei Schritte zerlcgen und dadurch 
vereinfachen: Der erste ist der spezielle Fall, daB nur U a von 0 verschieden, 

aber U b =-- 0 ist, der vorliegt, 
wenn die zweitc Kugel geerdet 
ist. Der zwcite ist der um- 
gekehrto: U a = 0 , aber U b 
von 0 verscliieden, der der 
Erdung der erstcn Kugel ent- 
spricht. Der allgemoine Fall 
wird durch lincare Superposi¬ 
tion der beiden Spezialfiille 
gewonnen; wir konnen unn 
daher auf die Durchfuhrung 
des ersten beschranken. 

Der Radius der ersten Kugel (vgl. Fig. 50) sei a, der der zweiten b> 
der gegenseitige Abstand der Mittelpunkte c, und es werde 

c >a+ b 

vorausgesetzt, so daB die beiden Kugeln sioh nicht beriiiren. Wir legcn 
die sc-Achse in die YeTbindungslinie beider Mittelpunkte; um diese Achse 
wird das Feld Rotationssymmetrie haben. x t y> z seien Koordinaten, 
bezogen auf den ersten Mittelpunkt, und £, y, z diejenigen auf den zweiten 
Mittelpunkt, und zwar x und £ so gezahlt, daB 

( 1 ) ®H-£ = c. 

Femer sei 

( 2 ) r = Y a 2 -T y % +^ 2 , Q = Vf 2 + y* + z 2 . 

Fiir die gesuchte Potentialfunktion wird gefordert: 

(3a) U = V a fiir r = a, (3b) U ==- 0 fiir q = b. 

1 ) Die Anwendung des Spiegelungsverfahrens auf diese Aufgabe rtihrt von 
W. Thomson her, die unten folgende an&lytisohe Durohiuhrung im Prinzip von 
Riemann in Riemann-Hattendorf, Vorlesungen liber Schwcro, Elektrizit&t 
und Magnetismus. Hannover 1876 


Fig. 50 
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wi„ R X‘ m ::™r dcr eW “ h * te ° & - & 

(4) p, - aTJ ° 

r 5 

uiul womlon tun altcrniemides Verfahren sukzessiver Spiegelungen an den 

“ill K 1 U « t, fl ' w,hon I an - Um die Bedingung (3b) I erfiillen, mussen 
\ lr urn* Uurcli Spiegelung an der Kngel b gebildete Funktion V 2 hinzufiigen. 

v n\ / ' w,H,k ‘* Jpwwhiwii wir aUgemein die Potentialfunktionen dLsh 
du; Buclm^ r f/„ wenn sie durch den Radius r und die auf den ereten 
M_rtt<*lpunki bezogene.ii Polarwinkel <p a , 0 a ausgedriickt sind, dagegen die 
namheJu'n i unktionen, wenn sic durch den Radius g und die auf den zweiten 
Autuupunkt bezogcnon Polarwinkel <p b , % b ausgedriickt sind, durch die 
liuctmtalien W t . Wir konnen uns nun zunaehst in ( 4 ) U 1 (r) als W, (p, O b ) 
gestthriobon detiken, da die Wrnkel <p wegen der Rotationssymmetrie nicht 
vorkonimen. Die durch Spiegelung an b entstehende Funktion ist dann 
(diosc. Transformation lioiBe kurz Spiegelung b ): 


(5) U, (r, 0 „) = W t (g, #») = -- W, (-, 

e '9 / 

Da J7j (bzw. W j) in (4) als eine einfache Polfunktion angenommen ist, 
no winl nach §2,3 auch U 2 einc einfaolie Polfunktion. mit veranderter 
Ijftgu und Starke des Pols. 

Dio Funktion C / 1 H- TJ % erfiillt jetzt die Bedingung ( 3 b), aber nicht 
mehr die Bedingung (3a). Um auch diese wieder zu erfiillen, miissen 
wir winder die huh U 2 durch. Spiegelung an der Kugel a (kurz: Spiegelung a) 
entrstehendo Funktion 

U a (r,#a) = - 7 ^( 7 .^.) 

hinzufUgen, die gleiolifalls wieder cine einfache Polfunktion ist, und haben 
dann. in U x -\ C / 2 + U 3 einc Funktion, die wieder die Bedingung (3a), 
aber nicht mehr (31>) erfiillt. Die Fortsetzung diefles alternierenden Ver- 
fahrens muli, falls os konvergiert, schliefllich die gesuchte Losung in Form 
ciner unendlichen Funktionenfolge ergeben. 


2, Durchftihrung der LGsung. Die Funktion V 1 hat einen Pol von der 
Starke a U tI ini Anfangspunkt r = 0 (Punkt P 1 in Fig. 50). Daher hat die 
Funktion f / 2 ihren Pol in dem duroh die Spiegelung 6 aus r = 0 entstehen- 
clcn Punkte, der P 2 hcilien moge imd im Innem der Kugel b liegt. Durch 
Spiegelung a gcht diese wieder in die einfache Polfunktion Z7 B , mit einem 
Pol P 3 im Inncrn der Kugel a , iiber usw. 

Um die Lage der Pole naher zu erkennen, beachten wir, daB die 
Kugel a durch die Spiegelung b in eine ganz im Innem von b gelegene 

41* 
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Kugel b 2 iibergeht, die den Mittelpunkt q = 0 aussohliefit. Im Innern 
dieser Kugel liegt P a . Duroh die Spiegelung a geht diese in eine ganz im 
Innern von a gelegene Kugel a 3 iiber, die ihrerseits den Punkt P 1 (r = 0) 
ausschliefit. In ihrem Innern liegt P 8 . Duroh die nochmalige Spiegelung b 
geht die Kugel a 8 in eine im Innern von b 2 gelegene Kugel b x hber, die 
ihrerseits den Punkt P a ausschliefit, und in ihrem Innern liegt P 4 , usw. 
Duroh Fortsetzung erkennt man, dafl im Innern von a eine Reihe ineinander- 
geadhaohtelter Kugeln entsteht, a a ,a 6 ,..., und zwisohen je zwei auf- 
einanderfolgenden, die Kugel a selbst, mitgerechnet, liegen sukzessive die 
Pole P l9 P 3 , P 5 ... Ebenso entstehen im Innern von b die ineinander- 
geschachtelten Kugeln 6 a , & 4 ..und zwisohen je zwei derselben liegen 
sukzessive die Pole P a , P 4 ,... Die beiden Reihen von Polen mtissen sioh 
daher schlieBlioh je einem festen Punkt, P OOQ bzw P boo , annahem. DieBe 
beiden Grenzpunkte sind daduroh ausgezeiohnet, daB aie 
weohselseitig sowohl duroh Spiegelung a als auoh duroh 
Spiegelung b auseinander hervorgehen. Die nachste Aufgabe ist 
daher die, diese beiden sioh gegenseitig entspreohenden Punkte zu ermitteln. 

Wir betraohten zu dem Zwecke den Verlauf der Polfunktionen Vi 
bzw. W % nur l&ngs der die Kugelmittelpunkte verbindenden s-Aohse. 
Die Funktionen U % mit ungeradem Index i = 2 k — 1, deren Pole im 
Innern der Kugel a liegen, schreiben wir hier 

( 6 ) TJit-i - - — 

Pa*-i ~ + ?a*-i 


Von diesem Ausdruok ist, um die Funktion langs der ganzen x-Ackse 
darzustellen, der absolute Betrag zu wahlen. Um hieraus W % k zu erhalten, 
ist nach (2) zu Bchreiben: 


= Ujt-i = 


U a 


Pik-i ^ a ^ + fat-i 


Sodann nach der Spiegelungsregel 6 : 
-bU a 


(7) W, k = 


— b TJ a 


)+fit-i] i“+ fat—1^£ Pal— i~ 


Dieser Ausdruok sei nun gesetzt: 

(7') W tk =- - 

Tit y + ?** 


Die GroBen Ta-u 9tt-i konnen hier als homogene Koordinaten 
der nngeradzahligen, die GhtiBen k , q% k analog als homogene Koordinaten 
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der geradzahligen Pole aufgefaBt -werden. Fiir sie erh&lt man aus (7), (7') 
die Rekursionsformeln 

(®) Pat — — £p»t-i — <Iik-iiat = 

Genau ebenso wie die Funktionen W ai aus If**-!, nur untex Ver- 
tauaohung der beiden Kugeln (Spiegelung a statt b)„ entateht nun die 
Funktion U ai + 1 aus U it . Die Koeffizienten der entspreohenden Formeln 
entstehen also auob aus (8) dureh Vertausohung von a mit b und 2& mit 
2 fc + 1, und bo findet man: 


(9) 


P»t + i = — TPat— iat', iat + i = r Pat- 


Dureh Einsetzen von (8) in (9) ergeben sioh sohlieBlich die Kekursions- 
fonneln fiir die Koordinaten der ungeradzahligen Pole P s * +1 allein: 

c *-b* 

Pat + i '• 


( 10 ) 


ab 


■ Pat-i + k-i. 


?a*fi = — ^-pai-x — -j- iak-i- 


Diese Kekuxsionsformeln Bind nun noch unabhangig von der Wahl 
des ersten Poles, von dem die lieihe ausgeht. Sie bestimmen daher zugleich 
auoh die Koordinaten p, q der oben definierten, duroh gegenseitige Spiege¬ 
lung an a und 6 sioh selbst entspreohenden Punkte P a *, Pf,» in folgender 

c*-b* , c 

c a 

a? = -- f --q. 


Form: 

ax) 


Fiir das TranafomationaverhaltiiiR a ergibt aicli hicraua nadi Elimination 
von p, q die quadratiache Gleichung 



a a + 


a 8 + ft 8 - c s 
ab 


a + i 


- 0 , 


und deren beide Wurzcln a u a 2 ergeben, in (11) eingesetzt, je einen der 
beiden gesuchten Punkte P aooi Pboo* DaB die beiden Wurzeln reell und 
voneinander verschieden wind, folgt durch Biidung der Diakriminante 

A __/«*- (a* + 6 V _ ^ _ (c* — («+.. 6 .) s )if*Z S a r b ?) } 

\ ab ) fl 1 i a 


die > 0 iat wegen der Vorausaetzung c > a + b. Ea sei deshalb mit Riick- 
sicht auf ot x . ot 2 = 1 etwa ol x > 1, a a < 1 gewahlt, und die aua (11) 
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folg ead.au homogenen Koordinaten seien ftir den. era ten der beiden aus- 
gezeiohneten Punkte (a,) durcb. geeignete Wahl dee Proportional!aktors: 


(12) a® — 1; p a) = 

ftir den zweiten Punkt (a 8 ): 


0) _ _ 


a +«i& 


gU) = — 


a + «j6 . 


a» = i; 




Die Werte (12) bzw. (12') konnen wir zugleioh ala Ausgang zweier 
,,partikularer“ Losungssysteme der Rekursionsformeln (16) betrachten 
und kflnnen deren allgemeine Losiin g non unter Einfiihnmg zweier K.on- 
stanten c (1 \ o w Hupat ana diesen beiden partikularen Loaungen zusammen- 
setzen, indem wir die Anfangswerte p l3 q x ansetzen: 

(13) + <**> p«>; q x = cF> q + o » . 

Dieses Yerfahren ist genau analog zu dem iiblichen bei linearen Diffe- 
rentialgleiohungen, Dann ergeben die Rekursionsformeln (10), unter 
Beriiclffliobtigimg von (11), zunachst flir k = 1: 

p, = + q 8 = 

und allgeinein: 

(14) Ju-j = o« 

Es bleiben also, urn die Losung anzugeben, nur nooh die beiden Kon- 
stauten <f$ aus (13) zu bestimmen. Nun war die Polfunktion, von 

der wir ausgehen wollten, die Funktion U, nach Gl. (4), oder langs der 

E-Achse: Z7, = • Deshalb ist = 1, = 0. Setzt man diese Zahlen 

1*1 

in (13) ein und benutzt die Werte (12), (12'), so ergibt die Auflosung: 

< 16 > '“--•-rh 

und die Gl. (14) nehmen die ezplizite Form an: 


a af -1 — aj- 1 a' 
**-■ = * +«: 

e «•->— aS" 1 

6 aj — oc 4 




Derjenige Teil der gesuchten Potentialfunktion II [bzw. ihres Verlaufa 
V (a;) langs der x-Achae], der aus den im Innern der Kugel a gelegeneu 
Polen entsteht, lautet also gemafl (6): 


(16') U«> = ^°-+ 17.(0,- 
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Aub dieser Summenformel ist die Konvergenz dea angewandten Verfahrens 
ersiohtlich. Denn wegen der oben angegebenen Bestimmungen a 1 > 1, 
a * < 1 iiberwiegen im Nenner mit waohsendem Index unmet mahy die 
Glieder mit dem Faktor a 4 ' liber die mit dem Faktor a*, and die Reihe 
konvergiert wie eine geometriscbe. 

Jedes einzelne Glied der Reihe (16') vertritt eine einfaohe Polfunktion, 
die man ra uralin h erhalt, indem man statt 



die zugehorige Teilladung ist also e, — a U„/p,. Die geaamte (in Wirklich- 
keit aui der Obcrfliichc verteiltc) Ladung der Kugel a ergibt sich ala Summe 
dieaer fiktiven Lodungen der einzclnen Pole zu 


= P.[« + («, -«,)ai £• -ai\ • 

ilber dcren Konvergenz das gleiohe gilt wie oben. 

Um nooh den Teil V lb) der gesuchten Funktion U zu finden, der 
aus den Polen im Innem der Kugel b entsteht, benutzen wit die tJbergangs- 
formelu (8), die zuaammen mit (16) ergeben: 


Also ist nacli 


Pn = — 


c otf 
a at 



a. 4 1 —a. 4-1 b ai — ai 

q. n = 1 . — " *> *. 

a, — a, a a, — a 4 

(7') 


(18) 


*7«o = 


=-6 r „ (oc, - a,) 2 


(«f 


1_ 

1 - a* l )+ (a, 1 - a 4 ) (- ® + 



Cber die Konvergenz dieser Reihe gilt das niimliche wie oben flir die 
Reihe (16'). Dor Verlauf der gesuchten Funktion lhngs der i-Aehse ist 
<lamit in der Form U (j) - - L nn) U w dargestollt, und in dicBer Summe 
von lauter einfaehen Polfimktioncn geht man ohne Sehwierigkeit analog (17) 
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wieder zu der raumlichen Fuuktion V (x, y, z) liber. Hieraus erhalt man 
flir die gesamte Ladling der Kugel b den Ausdruok 


(19) 


6Z7 0 rr / i ctb 1 

*- 2 ^7 - - *M«i - «.)-r 


«-«*) 


Die Wiederholung der ganzen Aufgabe, iinter den veranderten Be- 
dingungen: 

U = 0 fiir r = a; U = U b t&r y = b, 


ergibt femer die zwei weiteren Teile der Potentialfunktion, die vom Potential 
der Kugel b berrtihien. Der Grenzfall, daJJ beide Kugeln siob berilhren 
und infolgedessen U a = TJ b sein muB, l&Bt sich dnnn durch Grenzlibergang 
(es wird jetzt a x = a 2 ) aus den obigen Formeln gleiohfalls gewinnen, worauf 
wir aber nicht weiter eingehen wollen. 


3. KapazitStskoeffizienten. Fiir den speziellen Fall U b = 0 ergaben 
doll im vorangebenden die Ladungen der beiden Kugeln in der Form: 

6 a = G aa U a ; e b = C ab U a . 

Bei Berttcksicbtigung von V b allein (V a = 0) wiixde sioh analog ergeben: 

e a = G ba U b \ e b = C bb U bt 

und im allgemeinen Falle der tTberlagenmg ist 

(201 { + G! ba TJ b = (O fla + Gba) U a + C ba (U b — C7 a ), 

1 } 1 — C ob ?7a + = C ah (U a — U b )+ (C ab + G bb )U b . 

D&bei gilt rnrvmer die Symmetriebeziebung 

Gab = G bai 

wie aus der erreobneten Form des Koeffizienten C ab in (19) hervorgeht. 
Denn diese ist zunaobst, soweit a und b explizite vorkommen, symmetrisch 

indieaen GroBen. Femer aind aber auoh dieFaktoren Bymmetrische 

of — a* 

Fuciktionen von a l3 a 2 , also nach Gl. (11') ebenfalls symmetrische Funk- 
tionen von a und b. 

Die Gl. (20) sind Kapazitategleichungen, msofern sie die Ladungen 
e a9 e b aus den gegebenen Spannungen V a , U b bestimmen, und zwar ist, 
wie die zweite Solrreibweifle der rechten Seite zeigt, C ab = C ba als gegcn- 
seitige Kaparitat, C fl0 + C ba bzw. C ab + als Eigenkapazitiit der 
Kugel a bzw. 6 aufzufassen. Alle diese Koeffizienten hangen von der gogen- 
seitigen Lage der beiden Kugeln ab. Die umgekehrte Aufgabe der Be- 
B tiirvm ung der Potentials bei gegebenen Ladungen wird durch Auflosung 
der Gl. (20) gelost. 
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Wii wollen noch kurz den Fall erwahnen, dafl die beiden Kugeln 
niolit getrennt Jiegen, sondem sick umschlieflen, fur den nui die Eigen- 
kapazit&t des &uBeren und die gegenacitige Kapazitat beider Leiter 
definierbar ist. Das Potential der kuBeren Kugel, die als Kugelschale zu 
deuten ist, bestimmt die gleichformig verteilte Ladung ihrer ftuBeren 
Oberflaohe genau ebenso, als ob es siob. rnn eine Vollkugel handelte. Der 
oben behandelten Aufgabe entsprioht also hier nur die Bestimmimg der 
Ladling auf der inneren Kugel bzw. der entgegengesetzt gleichen auf der 
inneren Flaohe der auBeren Kugel aus dem vorgegebenen Potential- 
unteraohied. Fur die letztere Aufgabe ist die entwiokelte Methods anzu- 
wenden; dabei ergibt Bich nur naturgem&B der Unterscliied, daB die 
Spiegelung der inneren Kugel (a) an der auBeren (b) zu Hilfskugeln im 
AuBenxaum der letzteren fiihrt. Die „fingicrten“ Ladungen e 2l liegen 
also jetzt im AuBenraum von b und tragen, wie ea scin muB, zu ihrer ge- 
samten Ladung nichte bei. Die gegenaeitige Kapazitat ist daa Verhaltnis 
der inneren Ladung Ee ik ^ 1 zum Potentialunterschied. 

8 4. Zylindrische Felder. Darstellung durch Funktionen komplexer 

Veranderlicher 

1. Logarithmisches Potential, koaxiale Krelszylinder. Die allgemeinen 
•dektrostatischen Aufgaben fiir raumliohe Gebiete, von denen einige in 
den vorangehenden Paragraphen gel oat aind, laaaen aich zwar im Prinzip 
mittela der Bntwicklungen behandeln, zu denen die Potentialtheorie und 
schlieBlich die Theorie der Integralgleichungcn in allgemeinBter Weise 
ftihrtc. Speziclle Methodon, die cine genauere Erfasaung der Feld- 
verteilungen ermoglichen, sind aber nur in wenigen Fallen in den Mitteln 
der heutigen Analysis enthalten. Unter dicsen Umatanden ist es von 
Wiehtigkeit, daB solehc Aufgaben viel Icichter zuganglich werden, wenn 
man sich auf ein zwoidimensionales Gebict beschrankt, einc Vereinfachnng, 
die fiir viele physikalische Aufgaben ohne groBen Fchler mbglioh ist. Das 
ist immer dann der Fall, wenn die. in der Aufgabe vorkommenden Korper 
fiir das in Betracht kommende Gebiet ala Zvlinder aufgefaBt werden konnen, 
die etwa in der z-Richtung imendlieh ausgedehnt aein mbgen, und wenn 
das Feld in dieser Richtung wenig veranderlieh ist. Man sielit dann also 
von der Wirkung der Zylinderenden ab; an Stclle der Begriffe der riium- 
liehen Potentialtlieorie treten damit die der ebenen (vgl. l.Bd., XVI). 

Eine punktformige Ladung e crzeugte naeh § 1 im Raume das radial 
ijerichtete Coulombsclie Feld mit der Feldsturke 
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Denken wir uns nun eine unendliohe Gerade, etwa die z-Aohse, mit 
liadung belegt von der konstanten Dichte q pro Langeneinheit, so dafi 
c = qd£ die Ladung des Langenelements d£ ist, bo erzeugt jedes solche 
Element eine Feldverteilung nao h (1), wobai fill den Aufpunkt x, y, z 

wird: R = )/x 2 -\-y*-\-(z — f )*. Die Zusammensetzung dieeer Felder 
ergibt ein ebenes, senkreoht zur z-Aohse radial geriohtetes Feld, und zwar 
bereohnet sioh im Abstand r = ]/ x 2 -f* y* von der z-Achse elemental: 
* + */a 

{2) (g = f gdC.cos(rjj) __ f jcosfl.i# 1 ) 2q 

r J + + J r = T“ 

-°° -»/a 

Die zugehorige Potentialfunktion zu. dieser Feldverteilung ist 


(3) 


TJ(xy) = 2gln^, 

T 


mit einer willldirliohen Konstanten r 0> die duroh Angabe eines Zylinders 
bestimmbar ist, dessen Potential verschwinden soil, die aber weder zu 0 
nooh zu °o gew&hlt werden kann. 

Feraer gentigt naob (3) von § 1 das Potential V einer mit der Diohte 
Q(xyz) raumlich verteilten Ladung der Potentialgleiohung 


<±) 


AU = d -^4- d * V jl* u a 


Im zylindriflchen Falle kann. die Ladung gleichialls als raumlich vcrteilt 
angcaehen werden, aber ihre Dichte ist unabhangig von der Koordinate z. 
Die Dichte pro Langeneinheit der z-Richtung und pro Flacheneinhoit der 
a-, j-Ebene bezeichne n wir dann ak Flacben dichtc a. Ihr Potential ergibt 
sich, wenn jetzt r = ] {x — f) a + (y — >/) 2 gesetzt wird, nach (3) duroh 
Integration iiber die mit Ladung belegte x, y-Ebene in der Form 


(B) 


U(xy) = 2j ff (f,ij)ln J <2f d,, 


und dieses „logarithmiscbe Potential" der Flachendichte a [vgl. 1. Bd., 
XIV > §!» ( 2 )] geniigt der zweidimensionalen Potentialgleiohung 


( 6 ) 


AD -d a V,d*U 

+ a? = ~ ina - 


Dieses Potential einer zylindrisoh verteilten Ladung kann, im Gegensatz 
zum Newtonschen Potential, nicht ins Unendliohe fortgesetzt werden, 

*) Mit oos # = cos (t JR) = r:B; z — f = r tgfi. 
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da es hier zu — oo abnehmen wiirde. 1st aber die Summe der Ladungen 
oder 3 bei kontinuierlicher Verteilung, die Summe der Flachendichten 

(7) j<r<2f <Zjj = 0, 

so heben siob die unendlichen Glieder auf, und man kann dann schreiben: 

( 8 ) U(xy) = 2 la 

Diese Funktion verschwindet im Unendlichen wegen (7), und zwar in 
gleicher Ordnung mit 1 /r (wahrend das NewtonBche Potential bei ver- 
schwindender Ladungssumme mit 1 /Z 2 2 zu 0 geht). In den Anwendungen 
spielt nur dieser Fall eine Rolle. 

Wegen der besproohenen Eigentiimlichkeit des logarithmisohen 
Potentials kann man nicht von dor Kapazitat oines einzelnen geladenen 
Drahtes sohlechthin spreclien, wie es bei der Kugel zulassig ist, wenn man 
die Kapazitat gegen das Unendlichfeme meint. Man kann sich aber z. B. 
den Draht von einer koaxialen zylindrischen leitenden Flacho umgeben 
denken und die Kapazitat gegen diese bostimmen. Zwei Zylindor von den 
Radien a, 6 , die die z-Achse als gemoinsamc Aclise haben, seien also geladen 
und ihr Potentialuntcrschied sei (J ab . Die PotcntiaUunktion des Feldes 
zwischen den Zylindern hat dann die allgcmeino Form 


U = In ^ 

mit zwei Konatanten q und r 0 . Daraiw folgt der gegebene Potential- 
unterscliied 

U ai - U(a)-U(b)--=2q\nj 

Der Faktor 


heiBt hier die gcgensoitige Kapazitat pro Liingencinheit der 
Zylinder; die Ladungsdichtc auf den Zylinderflachcn wird 


1 dV q 

7} a = — j - z — (r = fl) = ~— , 

4 n dr 2na 


, 1 dU q 

bzw. 7j b = j— -j- tr - W = — 5—7 ■ 
' 4rc or 27tb 


2. Splegelung, exzentrische Krelszylinder. Die Aufgabe der Ladungs- 
verteilung auf zwei exzentrischcn Kreiszylindorn, die gegebcne Spannung 
gegeneinander haben, laBt sich in ahnlicher Woise wie oheu (§2) fur zwei 
Kugeln, aber viel einfacher als dort, behandcln. Dieser Losung liegt die 
„ 8 piegelung an einem Kreise“ (1 Bd., Ill, § 2 . \) zugrunde. 
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Analog zu dec raumbohen Spiegelungsregel findet man dieae am beaten 
dadurcb, dafi man die Qleichung A U = 0 auf ebene Polarkoordmaten 
transformiert [1. Bd., II, §3, (43) mit (PU/dz* = 0]: 


(9) 


. AT7 _ d/dU\,d*v_ d (dU\,d'u__ n 
r dr\ dr)^ d q>* 3lnr \3lnr) dp 1 


Diese Gleicbung bleibt aber unverandert, wenn man mm r duroh o 9 /f 
eraetzt, da in ibr r nur im Different!ationspr ozeb d/d (In r), ond zwar 
zweimal vorkommt. 

Hieraus folgt die wicbtdge Spiegelungsregel: Wenn U 0 (r <p) eine 
Potentialfunktion ist, so iat immer 


( 10 ) 



ebenfalls eine Potentialfunktion, und beide nehmen lings des Kreises 
r — a entgegengeeetzt gleicbe Werte an. Sie sollen gegenseitig als ibre 
Spiegelbilder am Kxeise r = a bezeichnet werden. 

Wir wablen nun, wie bei der analogen Aufgabe in § 2, fur U 0 diejenigc 
Potentialfunktion, die im Funkte P (vgl. oben Fig. 51 und setze dort rp 
statt ti) einen logarithmisoben Pol der Ladungsdiohte q bat, also 

(11) U 0 = — 2 j In r = — 2g'lnVr a +P 4 — 2 rP cos q>. 


und geben zu der gespiegelten Funktion uber: 


( 12 ) 


=r 2 q lnr' = 2 q bi -1- J2* — 2~ Rooaq> 


\ = 2 j(ln fi-f ]rq — lnr). 


cos 9 ?^ = 2 gin ~ g 


Da hier q den Abstand PA 9 dea Aufpunktes P von dem Spiegel- 
punkt A' zu A bezeichnet, so ist ersiohtlich, dalJ IJ 1 in der Tat wieder 

eine Potentialfunktion darstellt. 


Fig. 51 



U n 


Wahlen \vir femer fiir U 0 das loga- 
rithmiache Potential, das aus zwei 
mit entgegengesetzt gleicher Dichto. q 
geladenen parallelen Druhtcn A x , 
A 2 (vgl. Fig . 51) hervorgcht, wc»- 
bei alle GrdBen in den vorangelion- 
den Bezeiobnungen durch Index 1 
und 2 unterschieden werden sollen. 
Es ist also jetzt 

= — 2glntj + 2?lnr s = 2}In *, 


(13) 
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uud nach (12) wird die gespiegelte Funktion 

fZ7 X = 2tf(ln22 l + ln^ — lnr) — 2g(ln R t + lnp, — lnr) 



Bis auf eine additive Konstante hat also jetzt die geBpiegelte Funktion U 1 
die namliobe Gestalt wie die urspriingliclio Funktion U 0 , ihre Pole Bind die 
Spiegelbilder zu den ursprungliohen Polen. 

Liegen endlich die beiden Punkte A x , A z selbst spiegelbildlioh in bezug 
auf den Kreis, so stimmt weitcr mit r a und g 2 mi* ilberein. Folgliob 
ist dann 

(14') U t = 2gin *■ , U,= 2g(ln + ln*’). 

Das Zusatzpotential U l , das zusammen mit U 0 langs des Kreises V = U 0 
+ U x = 0 ergibt, stimmt also bis auf eine additive Konstante mit U 0 
selbst iiberein, woraus hervorgoht, da(3 schon das Potential 17 0 langs des 
Kreises einen konstanten Wert OTgibt, also als eine zu diesem Kreise ge- 
horige Potontialfunktion betrachtet werden kann. Es folgt dann namlich 

(15) (J a + U t -= 4gIn *• + 2 ? lnf = 0 

r i 

flir r a=s a. DaJJ aber in der Tat r 2 : r x = konst, und zwar = VjR b : R l9 
wenn A ± nnd A s Spiegelpunkto in bezug auf don Krois wind, folgt auch aus 
elementargeometrischen Satzon (Kreiso des Apollonius). 

Mittels dieser Ansiitze ist es nun leicht, cine Potontialfunktion zu 
beatiinmen, die langs zweier exzentrischer, sich ausschliefiender oder urn- 
sohliefiender Kreise konstante Wertc annimmt und im Gebiet zwischen 
beiden Kieisen iiberall regular ist. Man wahle namlich fur die Punkte 
A l9 A 2 dasjenige, schon in §3, 2 bestimmte Punktepaar, das die Eigen- 
schaft hat, in bezug anf beide Kreisc spiegolbildlich zu liegen. Dio Kreise 
mogen die Radien a, b imd den Mittolpunktsabstand c >a + b bzw. 
<a — b haben, so boreclincn sich die Abstande dieser Punkte Ri , R 2 
vom Mittelpunkt des Kreises a aus den Gleich ungen, die die Spiegelungs- 
eigenschaft an beiden Krcisen ausdrucken: 

(16) R j R 2 = a*, (o - R x ) (c - R 2 ) - 6*, 
naoh leiohter Reohnung zu 

£! - \ + ‘ T L 1V=*+*nv-*-m■ 

Die Potentialfunktion 
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nimrm t, nun nach (15) langs des Kxeisea a den konstauten Wert an: 

I7 a = 2 ? lnj/|s, 

und analog langB des Erases b den konstanten Wert 

so daS die Potentialdifferenz beider Ereise wird: 


(18) 




woranfl die gegenseitige Kapazitat der beiden Kreisleiter 

1 _ 1 


(19) 


folgt. 


Oab = 


u a -u h 


21b 


1 / R* ( c — R i) 
V R^c- 'Rj 


Ftir praktiscbe Bereohnungen kommt meist der Fall getrennter Kreiae 
in Betraoht und iat dann c groB im Vergleicb zu a und zu b. In dicscm Falle 
iat noch eine etwas andere Form der Kapazitat zweckmaBig. Die Eigen- 
schait der mittleren Proportionalen a bzw. 6 , die in den Gl- (16) zum 
Ausdruck kommt, laJBt sicb namlich aucb so schreiben: 


■Ri _ / a — R t \* c — R 1 _ /c — R x — 6\ a 
jR a — cl) 9 c — jRj \6 — c -|- R 2 / 

und biemaoh 



(19') 


O fl6 = 


2 In 


(Rs — a) (c — R l — b) 


(a — R 2 ) (b — c + J? 2 ) 

Wenn nun-c iiber a und 6 stark iiberwiegt, so nabert sioh R 1 dem 
Werte 0 und R^ dem Werte c, und man erbalt dann aus (19') ala erst© 
Naherung den Ausdruok 

(17') G al - Lj, 

21n4 

ah 


der bei teobniacben Beohnungen meist zugrunde gelegt wird. 

Zur Ableitung dieses Naherungsausdruckes geht man dabei von der 
vereinfaohten Vorstellung aus, daB die Ladungen gleicbformig iiber dio 
Zylinderoberflaoben verteilt seien, was natiirlicb nur bis auf Fehler der 
GroBenordnung cl Jo bzw. b/c zutrifft; das Potentialfeld des erst en Letters 

eei dann 2 q In —, das des zweiten — 2 5 In — gescbrieben (r a und r b bedeuten 

Tj) 
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die Abstande von den beziiglichen Mittelpunkten, r 0 eine Konstante), 
und beide Potentialfelder superponieren sioh, Langs der Oberflaohe des 
ersten Leiters ist dann zu setzen: r a = a, r b = c (bis auf Fehler # a jo), 
langs der Oberflaohe des zwoiten Leiters ebenso r b = b, r a = c (bis auf 
Fehler £: b/c). Es wird also die Potentialdifferenz 

was mit (17') ubereinatimint. 

Diese Naherung hat den Vorteil, daB sie auf den Fall von mehr als 
zwei Leitem iibertragen werden kann, wahrend ein strenges Verfahren 
hier nicht mehr durohftihrbar ist. Seien also (vgl. Fig. 52) 1 , 2 , 3 solche 
Leiter, q lt q 2 > ihre Ladungen, a l9 a 2 , a 3 ihre Radien und c la> c 28 usw. 
die gegenseitigen Abstande. So setzt man das Potential dor Leiter an zu: 

v 1 = 2? 1 ln-^- + 2? i ln-pi- + 2y J ln^-, 

a i C 1S C IH 

(20) I r g = 2 ?1 ln-p2- + 2 ?l ]nA + 2 ?3 ln-p!-, 

c \ s a a c a 3 

^ = 2 ?1 lnA + 2 ?s ln-^ + 2 3 ?ln^ usw. 

c i 3 c i a 

Diese Qleichungen werden als die Maxwollscken Kapazitatsglei- 
ohungen bezeicknet. Um mit bestimmten Potentialwerten rechnen 
zu konnen, muB, wie oben in ( 8 ), fiir die Ladungen noch die Beziehung 

(20') 0 = ?i + + ? 3 • • • Fig. 62 

angenommen werden. Man kann dann aus (20) die 
Differenz von je zwei der Gleiohungen bilden, wodurch 
die willkiirliche Konstante r 0 fortfallt, z. B. 

Ui - u* = 2 q 1 In -+ 2gr s ln^- + 2y,ln^ 2 , 

a i C l 9 C 18 

und hat somit, zuBammen mit (20'), gerade (lie riclitigc Anzahl von 
Qleichungen, um q l9 q 2i ... usw. duroh die Potentialdilferenzen der 
Leiter, U 1 — J7 a ubw., auszudriickcn. Dieses Verfahren dient z. B. zur 
Berechnung der kapazitiven Verhaltnisse von Drehstromleitungen. Eine 
andere Anwendung auf die Theoric der Gliihkathodenrohre s. in § 6, 2. 
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und den Funktionen eiuer komplexen Variablen besteht (vgl. 1. Bd., Ill, 
XVI), wird naturgemafi aucli fQr die ziveidimensionalen olektroBtatiscben 
Aufgaben von groBter Bedeutung Hein. Die gesucliten Potentialfunktionen 
konnen niimlich imraer ala Rcalteil oder Imagin&rteil einer komplexen 
Funktion dca Arguments c = x — iy betrachtct werden. 

Es sei in diesem Sinne gesetzt: 

( 22 ) /(*) = / 0* + iy) = T fry) + iU (*y)- 

Die elektrostatische Bedingung, der die PotentiaKunktion U genligen 
muflte, war immer ihre Konstanz lings der Leiteroberflaohen. Das besogt. 
dafl die Funktion / (z), die als die komplexe Potentialfunktion bozeiclmet 
sei, fiir die Leiteroberflaohen konstanton Imaginarwert annehmen soil, oder 
mit anderen Worten: Betrachtet man die Gl. (22) ala konforme Abbildung 
der z = x + iy- Ebenc auf die / = T + i C7-Ebene 5 so sollen die Lciter- 
oberfloohen, die durob gewisse Kurven in der z-Ebeno dargestcllt aind, 
durch die Abbildung in Gerade U = c, d. h. Parallele zur reellen Acliao, 
iibergeben. Dazu kommen nooh Bedingungen fiir das Verlialten im Un- 
endliohen der z-Ebene, die aber von Fall zu Fall versekieden sind. 

Wenn eine einzelne gcschlossene Kurve vorliegt, auf der die im Glcicli- 
gewioht befindliche Elektrizitatsverteilung gesucht wird, so kann die Auf- 
gabe auoh nooh anders formuliert werden. Da namlich fiir einen Kreis 
diese Aufgabe ohne weitcres gelost werden kann, so geniigt es auoh, dir 
gegebene Kurve auf einen Kreis so abzubilden, daB das AuBengebiet in 
dessen AuBengebiet (und zwar der unendlich feme Punkt wieder in don- 
selben) libergeht. 1st etwa w ( z ) — u ( z ) + iv(z) die Abbildung, die diene 
Aufgabe leistet, so ist dann im wesentlichen duroh f = ilnw und also 
U = In Vw 2 + v 2 die gesuchte Potentialfunktion gegeben. 

Fiir die in l und 2 angegebenen Losungen lassen sich leiclit ihre kom¬ 
plexen Formen aufstellen. Fiir zwei konzentrische Kreiazylindcr liatte 
die Potentialfunktion die Gestalt 

C7 = 2 ? ln^- 

Die entspreohende komplexe Funktion ist 
( 22 a) f(z) = 2 tjln^, 

die in der Tat die Kreise der z-Ebene auf horizontale Gerade der /-Ebenc 
abbildet (vgl. 1 . Bd., Ill, § 2 ). 

Fiir zwei exzentrische Kreiazylinder hatte die Potentialfunktion die 
Form 
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wobei und r a Abst&nde von zwei fosten Punkten waren. Die entspreohende 
komplexe Funktion ist 


/(*) = 2igln^—J 

Z — Zj 


t 


\rerm ft, z t die komploxen Koordinaten der beiden Fixpunkfce bedeuten. 

"Weiter hangt die komplexe Funktion / (z) auoh unmittelbar mit dem 
Vektor der Feldst&rke (E im elektrostatisohen Felde zuaammen. Es ist 
n&mlioh naoh 11 

(23) “ dU „ dTJ 




dx ’ 


<£,= 


und ferner 


(24) div<E = 3®2 + a®» = 0. 

ox ay 

Deshalb lassen sich (£, und <£ v auob darstellen durcb eine Funktion T, 
nftmlieh: 


(23') 




dT 


dy' 

Aus (23), (23') folgt aber: 




d_T 

dx 


ST _ dt/ d_T _ dU 

dx ~ dy ’ dy ~ dx 

Diese Gleichungen stimmen, in entsprechender Bezeiohnung, 'mit den 
Riemannschen [1. Bd., Ill, § 1, 3) fiir don Real- und Imaginiirteil oinor 
komplexen Funktion ttberein, und folglicb fUlt die ebcn eingefilhrte 
Funktion T mit dem Realtoil T der komplexen Funktion 

/(*)- T + iU 


zusammen. (In Anleknuug an die Bedeutung in dor Hydrodynamik nennt 
man T die Stromfunktion. Sio ist konstant langs der Krattlinion des 
elektrischen FeldeB.) Man kann nun zuHammenfassen: 


(25) 




_ ac/ , . acr _ ^ 

dx dy dy +i dy 
dJT 4- i U) ^ df(z) dz = . d/(z) 
dy dz dy dz 


In dicser Weise laBt sich der Vektor der Feldattirke direkt dunk 
komplexe Differentiation aus f (z) gewinnen und kann in dem Sinne als 
komplexer Gradient der komplexen Potentialfunktion f (z) aufgefafit 
werden. Endlich ist auch unmittelbar die Ladungsdichte an der Oberflache 

Ml«8»-Pr»nk, Differantialuieiohuntfen. II 42 
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ein.es LeiteiB duroh / ( z ) anzugeben. Da sioh namlich die Ladungsdiobte 
tier naoh § 1, (5) duroh die Normalkomponente von $ ausdriiokt und die 
Tangentialkomponente verschwindet, so wird 

(26) ina = V(g + ffij = |/»|, 

Bie driiokt sioh also duroli den Betrag des komplexen Gradienten a us, und 
ihr Vorzeiohen ist poaitiv oder negativ, je naohdem die Feldstarke an der 
Oberfliiohe nach auBen oder naoh innen geriohtet ist. 


§ 5. Das Feld prismatischer leiter 

1. Anwendung des Schwarzscheu Vertahrens. Von den Methoden der 
konformen Abbildung, die in der ElektroBtatik Verwendung finden, ist 
am wiohtigsten das Sohwarzsohe Abbildungsverfahren (vgl. 1. Bd., XVT, 

§ 3, 2) und seine Erweiterungen. Unmittelbar konnen wir es auf folgenden 
Fall anwenden: Ein zylindrisoher Leiter, dessen Quersohnitt durch ein 
gesohlossenes Polygon gegeben ist, sei xnit einer bestimmten Elektri- 
zitatsmenge pro Langeneinheit geladen. Hire Verteilung und das von ihr 

erzeugte elektrisohe F eld 
Fig. 63 wird gesuoht. Man kann 

sioh dabei als Gegenpol 
fiir die von dem Prisma 
ausstrahlenden Kraft- 
linfa n einen groBen, das- 
selbe umschlieJJenden 
Kreiszylinder vorstellen. 

Die Schwarzsohe 
Abbildung verwendet 

man hier am unmittelbarsten in folgender Form: Die Zahl der Eoken 
des in der z-Ebene gelegenen Polygons (Fig. 53) sei n und ihre AuBen- 
winkel seien 



( 1 ) fait, faTt, p n n. 

Positive Werte von p bedeuten ausspringende, negative einspringende 
Eoken des Polygons. Da es im Endliohen gesohlossen sein soil, so muB 
nach dem Auflenwinkelsatz die Winkelsumme == 2 n, also 

(2) /b. + Pi H-iWn = 2 

sein. Die komplexen Koordinaten der Eokpunkte seien 

• • •> 

Dieses in der z-Ebene gelegene Polygon soli nun auf den Einheitskreis 
einer w-Ebene so abgebildet werden, daJ das Au£engebiet des Polygons dem 
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AuBengebiet des Kreises eindeutig entspricht, und zwar der uoendlioh 
feme Punkfc der 2 -Ebene dem unendlich femen der w-Ebene, woselbst eiae 
Entwicklung der Form gelten soli: 

(3) « = aw + ®»-f + ~ir H 

Die gesuohte komplexe Potentialfnnktion wild dann sohlieSlich nach § 4, 3 
die Form 

(4) /(z) = 2»5ln^ 

annehmen, worin q die gcgebene Ladung pro Langeneinheit dcs Zylinders 
und Wq eine willkurliche Konstante bedeutet. Denn diese Funktion bat 
ja die Eigenschaft, dafl ibr Imaginarteil V langs des Kreises |w| = 1, 
also in der z-Ebene langs des Polygons, konstant ist, und mittels der Ent- 
widdung (3) iolgt, daB sicb V bis auf einc additive Konstante fiir geniigend 
groBe z wie — 2 q In \z\ verluilt, was der geforderten Ladung pro Langen- 
einheit des Zylinders entspricht. 

Die komplexen Werte w k , die die Funktion w an den Eokpunkten 
des Polygons annimmt, kounen wir, da sie auf dem Einheitakreis der 
w-Ebene liegen sollen. sohreiben: 

(&) w x = e'*i, = e* V 

Wir machen nun in der w-Ebene einen Umlauf auf einem den Einhoits- 
kreis von auBen umschlieBenden, ihm unmittclbar benaohbarton Kreis. 
In der z-Ebene entspricht dem cin Umlauf in einer dem Polygon unmittelbar 
benaohbarten, dasselbe von auBen umschlieBenden stetigen Lime. Damit 
ihre Tangente in der Umgebung der Ecke z l siob um den Winkel /lyji 
drebt, muB das Differential dz hier von der Form sein: 

(8) dz = dw(w - P^w), 

worin P t (u>) eine in der Umgcgend von w x regular analytische Funktion 
bezeichnet. Durcb analogen Ansatz auch an den anderen Ecken erhfilt 
man 

JMm\ Z 

(') dw~ ~ ““ Wn ^ n P ^ 


mid P(w) bezeichnet jetzt eine langs des ganzen EinbeitskreiseB regulaT- 
analytisohe Funktion von w. Fiir groBe z und w muB femer nacb (3) die 
Entwicklung von dz/dw sein: 


(8) 


dz a_ x 

dw ~~ u? uP 


42* 
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wahiend z auch im ganzen ilbrigen AuBengebiet Bingularitatenfrei ist. 
tSetzen P(w) = a/ie®, so erhalt man demnach mit Ruckaioht aul (2): 


( 9 ) 


dz _ (to — «,)“i (io — w s )"» ... (io — w n ) u n 
dw ~ a " W* 




oder entwiokelt 


(9') 



Ji_ t l l w l + Pi w % H- f** w n 

L «o 


to* 



Damit dies mit (8) ubereinstimmt, mufi noeh das Glied mit der negativ- 
ersten Potenz von to verschwinden, also flir die to B die Bedingung 

(1°) /«!«! + /{jtO* + • • • fJ. n W n = 0 

erftiUt sein. Sie driickt ans, daB die Funktion 


( 11 ) 



T 4 



im Unendliohen kein logarithmisches Residuum enthalt, also beim Umlauf 
um das Polygon eindeutig bleibt. 

Die Zuordnung zwisohen Kreis und Polygon selbst erhalt man, indem 
man w = langs des Kreises und flir die w k die Werte (5) einsetzt, nach 
einfaohen XJmformungen, unter Beriicksichtigung von (2), in der durch- 
sichtigen Form: 


(IV) 


z — z 0 — — 4 iae 1 l * i <* 1 i + "a+ ■ • ■ * n ) 


| X | sin" 1 sin" 1 ^ 


- & 


. B in"»^Zlid^ 


die ohne weiteres erkennen lfiJlt, daB die Richtung der Abbildungskurve 
beim Durohlaufen je ernes der Werte $ n aich um den vorgegebenen Winkel 
[i k 7t dreht und im Ilbrigen geradlinig verlauft 1 ). 

In der Funktion (11) steht nun die komplexe Konstante a und die 
komplexe Integrationskonstante z Q zur Verfiigung, femer die n reellen 
Konstanten 0 ls # a , ..die aber durch die komplexe, mit zwei reellen 
Bedmgungen fiquivalente Gl. (10) eingeschrSiikt sind, also im ganzen 
ft + 2 verfiigbare reelle Konstanten. Das Polygon enthalt im ganzen 2 n, 


2 ) Diene Forderung maoht die oben getroffene Festsetzung von P (to) 
eindeutig. 
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n&cli Abzug der — 1 imabhangig vorgegebenen Winkel noch n *f-1 Be- 
stimmungsstiicke, denen die obigen n + 2 Konstanten angepaBt warden 
konnen. DaB eine Konstante unbeBtimmt bleibt, entspricht dem Umstand, 
dafi der Einheitakreia noeh urn eincn beliebigen Winke] 0 O in sicli gedreht 
werden kann, d. h. dafl Multiplikation der v\ mit einem gemeinsamen 
Faktor e ld ° moglieh bleibt. 

Aus der Potentialfunktion (4) 

/ (z) = 2 i q In — 

* to 

ergibt sicli nach Gl. (26) von § 4 die Ladungsdiclite an der Oberfl&ohe des 
Prismas ihrem Betrag nach zu 

(,2 > 

Wegen der Abhildung auf den Emlieitskrcis hat hierin w (z) langs der 
Oberflache Werte vom absoluten Betrag 1. Dahcr ergibt Bich nach (9) 

I<rI =_?_=__ 

2 Ttdzjd tv | a {tv — wj"! {tv — m 8 ) u -> ... (it — «■,»)“» |' 

ein Ausdruek, der unendlich wird an alien Eeken, fiir die // positiv, dagegen 
Null an den Eeken, an denen fj negativ ist. D. h. an den ausspringenden 
Eeken wird die Ladungsdiclite unendlich, an den einspringenden ver- 
schwindet sie. Die erstero Erscheinung wird in der Pliysik als Spitzen- 
wirkung, die zweito als Abschirmung bezeichnet. 

Als Beispiel sei das Polygon als ein Quadrat von der Seitenlange s 
angenommen, dessen Seitcn parallel zur x - und y-Achae liegen mogeti. 
Aus Symmetriegrtinden kann gefolgert werden, daB dann aucli die Werte tc k 
die Eeken eines dem Einheitskreis eingeschriebenen Quadrats in der 
zc-Ebene bilden; sie seien z. B. als die vierten Wurzeln aus — 1 angenommen: 

± ~ — dr ^ 4 —■ Wegen der rcehten Winkel sind die samtlich = 1 / 2 . 

Dann wird aus (11) 

< 13 ) a — z„ = a J U die. 

In (4) setzen wir die willkiirlicho Konstante v 0 = 1, femcr ist dtc/tr 
** q> w =. so daB schliefllieh kommt: 

< 13 ') - - *• ” r, | + p d > - ^ J |/' 2 “ j *>■ 




662 


Zwei tmendliche prismatisohe Leiter XV, § 5 

Integnert man l&ngs des Einheitskreiaes der to-Ebene, bo ist der Winkel 
* »In m = //2 q , and die Seite des Quadrats wird: 


(14) 


lff/4 


* = — ai 


I y2cos2ddd = a f V2cos20<Z0 
*1* -in 

*I a _ 

= a Y2 [ VcosTir. 


Hiernaoh ist die Konstante a duroh die Seitenlange s beaticoxiit; das 
tegral ist ein elliptischea nnd lafit sioh duroh vollstandige elliptische 
Intepale erster und zweiter Gattung (harmonisoher Fall, vgl. 1. Bd., Ill, 
§ 0 , 3) ausdriioken. 

^ unendllche prlsmatlsche Letter. W&hrend bei der voran- 
gehenden Anwendung des Sehwarzsohen Verfahrena ein Polygon ani den 
Emiextskreia oder die reelle Aohse einer zweiten kompleacen Ebene ab- 
jjj? et 'wurde, wodinch die statische Verteilung elektrisoher Ladling auf 
esem Polygon gefunden wuide, lost eine Yerallgemeinenmg des Ver- 
^ die Aufgabe der Feldberechnung zwisohen zwei prismatisoben 
Leitem. Am einfaohsten ist bier der Fall, wenn die Quersohnitte beider 
Leiter sioh ins Unendliohe erstreoken, so dafl das Zwisohengebiet ein einfaoh 
zuaammenh&ngendes ist. Zwisohen beiden Leitem sei der Spannungs- 
untersohied U 0 vorgegeben, das Potential Bei also 0 bzw. U 0 auf den beiden 
JBerandungen; mit anderen Worten: die duroh die komplexe Potential- 
lunktaon f=T+iV vermittelte konforme Abbildung soli die eine Be- 

randung auf die reelle Aohse, die andere 
auf eine P&r&IIele dazu im Abstand U 0 
abbilden. Wir betrachten der Einfaoh - 
heit halber die Function w = t + iu 
= nf/U o> ft** die die parallele Gerade 
den Abstand n hat. 

Erates Beispiel sei das der Pig. 54 
(s. auch Fig. 54), fur das die Spur 
des ersten Leiters die Gerade y = 0, 
die des zweiten Leiters ein Winkel 
desse * einer Sohenkel dem ersten Leiter parallel ist und den 
Abstand a von ihm habe. Die Losung dieser Aufgabe ergibt durch Spiegelung 
auch dM Feld zwisohen zwei spiegelbildlioh zur z-Aohse liegenden Winkeln 
wie in den Figuren angedeutet ist. Wir bilden nun wieder den Auadrack 
dz/dw = F{w), wonn F(w) eine Funktdon sein mull, die langs der reellen 
Aohse u — 0 reell, l&ngs der parallelen Geraden u = n dagegen zum Teil 
reell, zum Teil imaginar mit dem durch den AuBenwinkel a. — ftn be- 


Fig. 54 


p 

v\ 
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n 

02 
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stinunten Argument sein muB. Da femer fiir grofie negative Werte von x 
das Feld in ein Parallelfeld iibergeht, muB dort dzjdw sioh einer Konstanten, 
und zwar afn, nahem. 

Man geniigt diesen Bedingungen, indem man F ala geeignete Funktaon 
von v = e v da v sowohl fiir t* = 0 als auch fiir u == % reell ist. 

Man kann d as auoli so deuten, daB durch die Funktion v der Streifen deer 
w-Ebene anf die obere Halfte der n-Ebene abgebildet wird und daroit die 
Abbildnng auf das Sohwarzsohe Verfahren zuriiokkommt. Wenn der 
Eoke P der Punkt w = i n entsprechen soil, so wird, naoh analogen tJber- 
legungen, wie unter 1, den Forderungen geniigt durch 

(15) Ji = *■(»)=» i («" + X)'. 

Derm diese Abbildung ergibt fiir to = in, d. i. e w = — 1, die verl^ngte 
Eoke, und ftir w = - oo, d.i. e“ = 0, nahert sich dzjdw dem geforderten 
Wert # In. (IB) gibt also eine Losung und mit Rlioksioht auf Emdeutigkeits- 
s&itze (1. Bd., XVI, § 4) die einzige Losung des gestellten Problems. 

In folgenden beiden Fallen ist die Rechnung weiter durohftthrbar und 
auoh von Interesse fiir physikaliBobe Anwendungen: 

a) Xante von unendliob breiten Kondensatorplatten. Wenn 
dear Winkel ot — n, also /t = 1 ist (Fig. 55), so wird durcb die Aufgabe 
das Feld zwisoben 
zwei Konden¬ 
satorplatten dar- 
gestellt, die senk- 
reobt zur Zeioben- 
ebene unendliob 
und deren Breite 

auoh in der nega- _ y w-eimk 

tiven a>Biohtung 

als unendliob ausgedebnt betraebtet wird. In Wirkliobkeit wird dadurch 
das Feld in der Nabe der Kanten fiir Platten von endliober Breite dar- 
gestellt. Von Helmholtz ist diese Aufgabe in hydrodynamisober Formu- 
lierung bebandelt worden. Man erbalt aus (IB) und durcb nachherige 
Wiedereinfiihrung von / = U 0 wjn\ 




= i («■+!), 

dw 71 


t j (e .+1) 1 <»+«*> - £ /+£ 


Wenn dex Realteil von f — T + iV grofle negative Werte annimmt, 
iiberwiegt bier das erst© Glied und stellt ein Parallelfeld dar, das bei 
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negativ grofien x zwisoben den Platten senkreebt verlauft; fttr positiv 
grofien Bealteil T ttberwiegt daa zweite Glied: e* T/c ’° e , * rlr ° a/n’, die 
Potentiallinien U — konst stellen damn Strablen, die Feldlinien T — konst 
Kreise dar, wie in der Abbildnng angedeutet ist. 

b) Beobter Winkel(Nutenfeld). Der Falla = rr/2, d. li. /( = 1, —, 
spielt bei Bereohnungen an Dynamomasebinen eine Bollc und wird als 
Nutenfeld bezeiobnet. Es ergibt sicb dann: 


« V _ 

(17) • £ f ^r+i di0 = ±[Vl±± dV) 

n j n j v 

0 1 

oder, duroh elementare Integration: 

J (z -z 0 ) =2V^+T - In t^±L±l _ 2 V2 + 2 In(1 + V^). 

« \e' e + 1 — 1 

Hier tiberwiegt bei negativ grofiem Bealteil von «• der vom Nenuor 
des zweiten Gliedes berrttbrende Teil: 


Kg. 50 


La (Ve» + 1 - 1) = In (1 + i e"-1) = «< - In 2 -i- 

und stellt das geforderte Parallelfeld bei grofiem negat ivem x dar: fttr 
grofien positiven Bealteil bberwiegt das erste Gbed: 2 Ve 1 ' + 1 ~ 2 e-" ~ l 
und gibt wieder Strablen und Kreise als Potential- und Feldlinien (vgl. 
Fig. 64). 

o) Feld zwisoben zwei reebteokigen Polen. Etwas allgemeiner 
als die unter b) bebandelte Aufgabe ist noeb der zweidimensionale Fall 

des Feldes zwi- 
seben zwei senk- 
reoht abgeschnit- 
tenen Polen nach 
Fig. 66. Durob 
Spiegelung wird 
er wieder zurtlok- 
geftibrt auf den 
eines einzelneu 
Loiters gegenttber der Mittelebene, deren Spur die Aobse y = 0. Die 
Abbildnng auf die Ebene w = t + 1 « soil wieder so erfolgen, dafi die 
Aobse y = 0 auf die Aobse « = 0 und die reobteokige Kontur auf die 
Parallels u = n abgebildet wird. Die Abbildung gesebiebt wie oben 
in der Form dzjdw = F (e“), wobei die Breite der Pole 2 b, ibr Abstand 
2 a sei. 


-5 




f-Ouf 


*4 


w-Ebv* 
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Znr Pestlegung von F sei angenommen, dafi der Punkt z = 0 dem 
Punkte w = 0 entsprechen soil, dem Mittelpunkt P dee Poles (z = in) 
ontspriolit dan n w = i ti* F muB reell sein und ohne Nullstellen, wenn w 
reell ist; den beiden Eoken des Pols entsprechen zwci Nullstellen von F 
auf der Par&llelen u = % n, die in der Pig. 56 als w lt U'% bezeichnet sind 
und symmetrisch in bezug auf den Punkt io = i n liegen; dann sei e Wl = e' 

= — genannt, Pemer mlissen die zugehSrigen Exponenten wegen der 
rechten Winkel ji = J sein. Endlicb wird F (e 10 ) selbst eine gerade 
Punktion von w darstellen. Allen dieBen Porderungen gentigt die Ab- 
bildungsgl eic hung 

(18) ^ = A V(e ,r -f «,) (e~ <" + v t ), 

worm A und als aus den Dimensioncn der Pole bestimmbare Konstanten 
iur Verftigung bleiben, und zwar v x positiv reell > 1. Die Eindeutigkcit 
dieser Losung folgt wic oben aus den Satzen vom 1. Bd., XVI, § 4. 

Zxu Durchftilirung der Reclmung maclien wir die Substitution: 

(19) e w = v = — —; ,v - %] r, 

die dem Umstand Reclmung triigt, da' 1 ,,,, kings der Berandung der Pole 
ncgativ reell ist. Dann wird 

« _ 

( 20 ) • * = 

< 1»1 

handelt sicli also um ein elliptisohes Integral (l. Bd., Til, § 5) mit dem 
Modul k = * < 1 . 

Den vicr Ecken z u z t% z Zi z 4 der Kontur in der c-Ebene entsprechen 
die vier Werte w = ±,izi [ lm^, bzw. in der gleichen Reihenfolge 
(s. Pig. 56): *= — « lf ~ ], v x , +1, und folglich crgeben sick 
folgende zwei Bedingungen aus <lc;n vorgegebonon Abmcssungen: 


(21) 

1 



+ 1 


(2V) 




fur die Konstanten A und v x . Dabei ist das letzterc Integral auf komplexem 
Wege, unter Umgehung des Punktes 5 = 0, zu verstehen. 
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Das Integral in (21) l&Bt aicli wie folgt zerlegen, wobei wir noob A* 
ftir 1/d* sobreiben (k a < 1): 


J ** J **V(i — «*)(i -vtf) 

l 1 

lit lit 

= _ tt-*«**) d8 M f 

J V(i-o(i-feV) J V(i - 8*) (i - 


A* 8 s ) 


+ 


1 


is 


8 s V (1 — 8*) (1 — ft* 8*) 


Durob die Substitution s = 1/Ar gebt ferner das letzte dieser drei Integrale 
liber in: 


Ilk Ilk 1/8 

f_ &Vdr _f (1 - A* r*) dr _ f _ 

JV(l-H) (1 — fc-r*) JV(i_r*)(i_A«f*) + JV(l- 


dr 


r*) (1 - A*r a ) 


Damit ist alles anf vollstfindige elliptisebe Integrale erster and zweiter 
Gattung mit dem Modal k zartLokgeftLhrt. Wir setzen nftmlioh: 

f k Ilk 

_ ds _. . p _ r l-y** 

V(1 — 8*) (1 — A* 8*) * 1 J V(l-»»)(1-P^j 


and bekommen dann statt (21): 

( 22 ) 

Analog setzen wir: 


+ 1 4-1 

* = f ds _. W _ f_<L: 

J V (1 — 8»)(1 — **«*)’ J V (1 - 


(1-A*s»)ds 


8 J )(1-A*8‘) 


und erbalten dorcb die namliohe Umformung aus (21'): 


( 22 ') 


^=2E-{l-V)K. 


Duxcb Division von (22) und (22') erhalt man endlicb: 


JO!l\ 


26 2E X -{1-1?)K, 
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Hierin sind nun K und K x unmittelbar vollstandige clliptisohe Integrate 
erster Qattung mit dem Modul k bzw. k' — ]/1 —E iflt ein soloh.es 
zweiter Gattung mit Modul k, und E x lafit sich durch vollstandige Integrate 
erster und zweiter Gattung, unter Hinzunabme des zum Modul k' gehorigen 
vollstandigen Integrals zweiter Gattung E’ ausdriicken 1 ). Alle diese 
Integrals sind als Funktionen von k bekannt und tabuliert. Man kann 
daher mittels (23) auf numerischem Wegc aus b/a den Modul k bereohnen 
und sodann mittols (22) oder (22') auoh die Konstante A. 

3. Feld zwbchen zwei Leltern von endllcher Querschnittsausdehnung. 

Sind die beiden Leiter, zwischen denen das Feld gcsuoht wird, oder wenigstens 
einex davon im Endliohen begrenzt, so untersobeidet sioh die Auigabe da- 
duroh von der vorhergehenden, dafi dann der Baum auBerhalb der Leiter 
ein zweifach zusammehh&ngender ist. Es sind dabei zwei Sonderi&lle zu 
untersoheiden, aus denen sioh. der allgemeine zusammensetzt: a) Die 
beiden Leiter haben entgegengesetzt gleiche Ladung; das Feld versohwindet 
dann (vgl. § 4,1) im Unendlichen, so dafi der unendlioh feme Punkt als 
regulMrer Funkt zu betrachten ist. b) Beide Leiter haben gleiohe Ladung; 
das Potential wird dann im Unendlichen logarithmisoh unendlioh, die 
komplexe Potentialfunktion hat dort eine vorgegebene logarithmisohe 
Singularitat. Man kann auch den ersten ate homogenen, den zweiten ate 
inhomogenen Fall ansehen. 

a) Der homogene Fall. Die Aufsuohung der Potentialfunktion, 
die l&ngs der OberfhLohe der beiden gesohlossenen Leiter konstante Werte 
mit der Differenz 2 U 0 annimmt, deuten wir wieder ate Abbildung der 
z = x + iy-Ebene auf eine to = t + tw-Ebene, und zwar einen Streifen 
zwischen der Aohse u = — n und « = + «• Das gesuchte Potential ist 
dann V — uXJjn. Wegen des zweifachen Zusammenhangs des AuBen- 
bereiohs in der z-Ebene kann aber diese Abbildung nicht umkehrbar ein- 
deutig sein, wohl aber ein-vieldeiitig, indem man den Stroifen der w-Ebene 
m unendlioh viele kongruente Bechteoke von zu bestimmender Seitenl&nge 
einteilt. Der ganze AoBonbereicli der z-Ebeno ist dann je auf ein solches 
Reohteck der to-Ebene abzubilden. Der einfachste Fall diesor Art liegt 
bei der Auigabe in 2 von § 4 vor, wo es sich run das Auflongebiet von zwei 
exzentrtechen Kxeison handelt. Die in § 4, 3 gegebeno komplexe Potential¬ 
funktion fiir diesen Fall: F ~ 2 iq [In (z — Zj) — In (z — z s )] hat in der 
Tat die Eigenschaft, daB ihr Roalteil beim Umlaufen eines der Punkto z x 
oder z 8 um den konstanten Betrag ^p 4 n q wiichst, wahrend der Imaginartcil 
unverandert bleibt. 


*) Vgl. z. B. Jacobi, Fundaments nova, § 60ff. Siehe auoh Jahnke- 
Emde, Funktionentofeln, 2. Aufl. (1933), S. 127 f. 
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Liegen statt desaen. zwei gesclilosBene Polygonc vor, so kann man 
wieder naoh dcm Sohwarzschen Verfohren vorgelien, indem man zunaclist 
den Ausdruck 

/7 2 

(24) — = F (te) = (ir - ip,) u 1 (ip - ip 2 )'^ ... P(w) 

bildet, dcsaon Exponenten \x dureh die PolygonauBenwinkel bestimmt sind. 
Dabei zerfallen die Ndlstellen in die dem ersten Polygon entspreclienden, 
die auf der Aohse u = — n, und die dem zweiten Polygon entsprechonden, 
die auf der Achse u = + n liegen. Die FunktionP (ip) darf in dem Streifen 
zwischen u = ± tc und auf diesen Random selbst keine Nullstellen haben 
und mull so gewBhlt werden, daB die Periodizitats- und Realitataforde- 
rungen erflillt sind. Den letzteren karm man, wie in 2, dadurch geniigen, 
daB man F (ip) als Funktion von i e wl% einfiihxt, da dieser Auadruck langs 
der Achse w =■ — n positiv reell, langs der Aohse u — jc negativ reell 
ist. In die Funktion F (tr) wird dadurch die Periode 2 in eingcfiilirt. 
Andererseits soli er anch wegen der Rechteckeinteilung eine reelle Periode 
haben. Er hat also die doppelten Periodizitatseigenschaften von der Art der 
elliptisohen Funktionen mit rechteckigem Periodenparallelogramm un<l 
wird sich imrner duroh solche ausdriicken lassen. 


Pig. 57 



Als Beispiel behandeln wir den Fall, an dem zuerst von Helmholtz 1 ) 
der Wert der Abbildungsmethode erlautert wurde: zwei unendlioh lango 
parallele Kondensatorplatten, die aber jetzt, im Gegensatz zu der unter 
2, a) behandelten Aufgabe (vgl. Fig. 57), von endlicher Breite angenommen 
werden sollen. Hie Kontur in der z-Ebene besteht aus zwei parallelen 
Sohmtten, deren vier Eckpunkte, die Punkte ± 6 ± ia 3 ein Rochtoek 
bilden (Fig. 57). Die Schnitte sind als Grenzfall je eines Polygons, und zwar 
als Zweieok aufzufasaen. Ihr AuBengebiet wird die ganze uncndliche 
z-Ebene, wobei die Feldstarke auf den beiden Seiten des Schnittes ver- 
schiedene Werte annehmen wird und gegeniiberliegende Punkte des Sclinittes 
in der Abbildung als versohiedene Punkte, nur mit gleicliem w, anzusehen 
sind. Wegen der Symmetric konnen wir uns hier clurcli Spiegclung darauF 

1 ) H. Helmholtz, Gea. Werke 1, S. 167. Die dort angegebene L dating wt abt*r 
unriohtig. 
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beaohxanken, die duroh den oberen Sohnitt und die reelle Achse y = 0 
begrenzte Halbebene auf den Halbstreifen der to-Ebene abzubilden, der 
zwisohen der Acbse u = 0 und, etwas allgemeiner als oben, der Parallelen 
u = K ' liegen moge, mit noch zu bestimmendem K'. Die beiden „Auflen- 
winkel" des Zweiecks sind jr, so dafi also die vorkommenden /t-Werte 
alle = 1 sind. 

Auf der Parallelen u = K' der w-Ebeno miissen in diesem Falle in 
jedem Periodenabsohnitt zwei Nullstellen des AuBdrucks F (w) liegen, 
die den beiden Kanten z l9 z a = ±b + ia des Schnittes entsprechen, und 
zwar einfacbe Nullstellen wegen ju = 1. Bei der Abbildung entspricht 
einem vollen Umlauf um den Schnitt ein Anwaohsen des Realtciles t 
von w um einen konstanten Betrag, der 2 K heiBen moge. Um den nam- 
lidien reellen Betrag wachst t, wegen der Reohteckabbildung, wenn man 
die Teelle se-Aohse von — oo bis + oo durchlauft. 2 K bzw. 2 %K' sind 
daher hier die Seiten des Periodenparallelogramms in der w-Ebene, die 
obere z-Halbebene entspricht dem halben Reohteck mit den Seiten 2 K 
und iK\ Dem Punkt z == oo der cc-Achso entspricht in jedem Reohteck 
der w-Ebene ein Punkt der Achse u = 0, und zwar scion hier die Punkfce 
w = 0, ± 2 K , ±4 K usw. gewahlt. Es handelt sich um einen quadra- 
tisehen Pol, da dzjdw beim Durchgang sein Vorzcichen nicht andert 
(d. h. in der Umgebung von w = 0 ist z von der Ordnung ur 1 bzw. to von 
der Ordnung zr 1 i in Ubereinstimmung mit der Bemerkung in § 4, l, wonach 
bei verschwindender Ladungssumme das Potential fur r = oo mit f* 1 
versohwindet). 

Die Zuordnung der z-Ebene zum Reohteck der tt^Ebene ist zusammen- 
gefaBt die folgende: z = oo entspricht w = 0, ± 2 K usw., und zwar 
als quadratischer Pol; z = 0 entspricht dann aus Symmetriegrlinden 
w = ± K, ± 3 K usw. Dem Mittclpunkt z = ia des Schnittes, auf 
dessen unterer Seite, entspricht dann w = K + %K f , und dem gleiohen 
Punkt auf der oberen Seite des Schnittes w = %K\ da der t)bergang von 
der unteren zu der oberen Seite hier einem halben Umlauf ontsprioht 
(vgl. die Zuordnung naoh Fig. 57). 

Alle verlangten Eigensohaften kann man erfiillen durch Einfiihnmg 
der Jacobischen Funktion (fur die Literatux vgl. 1. Bd., S. 192): 

(25) H{w,K,iK') = 2 2 1 /4 B in^«>-2g t /*ain|j « + — 
mit 

q = 6 -* a, ' a ', 

deren Nullstellen nui an den F unk ten liegen, an denen fiir F = dz/dw 
die quadratisclien Pole verlangt warden. Dann erli&lt man F dargestellt 
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als einfi (naoh Analogic der Weierstraflsohen p -Funktion. gebildete) 
Funktion: 




und Bomit wixd die Abbildungsgleiohung 


(27) 2 = Jj( w )dig = A ^^M + Bw + C. 


Zur ErftiUung der weiteren Bedingungen haben wir die Konstanten A, 
By C und das PeriodenverhaJtnis bzw. den Modul der elliptischen Funktionen 
zur Verfiiguag. Zun&chst folgen die Konstanten B und C zu 0, die erstere, 
weil z fiir eine Vennehrung des Arguments w um 2 E rein periodisch sein 
muB; diese Eigensohaft bat aber der Definition nach bereits der Teil 
mit dem Faktor A . Sodann wird 0 = 0, weil z fur w = K verschwin- 
den soli und diese Eigensohaft, gleiohfalls nach (25), H'{w) hat. Eb 
bleibt also 


i*n 


. ding(ti) . dz __ . dMnff (w) 
Aw 9 dw dw* 


Nun ist, wie aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannt ist, 
die [mit der Jaoobisohen Funktion Z (w) tibereinstimmende] Funktion z/A 
lfingB der Parallelen u = iK\ abgesehen von einer additiven imaginaren 
Konstanten, reell und hat langs dieser Linie keinen Pol. Also muQ sie 
in jedem Periodenabsohnitt 2 E ein Maximum und ein Minimum haben. 
Diese Werte sind die Nullstellen w u w 2 von dz/dw 9 die den beiden Kanten 
z l9 z 2 des Sohnittes entspreohen. Der weitere Verlauf der Reohnung ist 
daher folgender: Man bereohnet als Funktion des Periodenverhaltnisses 
die Lags einer dieser Nullstellen to l9 wobei in Betraoht kommt, daB 
cP In H/dufl in bekannter Weise mit l/sin a am w zusammenh&ngt und also 
tabellarisoh bekannt ist, sodann mittels der Tabellen fiir Z (w 3 ) (elliptisches 
Integral zweiter Gattung) den zugehorigen Wert zjA = (x a + iy x )jA. 
Die Fordenmg : y 1 = b : a ist dn.nn eine Bedingungsgleiohung fiir das 
Periodenverhfiltnis bzw. den Modul it. Ist dieses bekannt, so ergibt (27') 
in der Form z 1 = AZ(w 1 ) auoh nooh die Konstante A. SchlieBlich ist 
/ = U 0 w/K’ die gesuohte kompleze Potentialfunktdon. 

b) Der inhomo gene Fall. Der zweite Fall, aus dem sioh zu- 
flammen mit dem vorherbehandelten die allgemeine Aufgabe zus&mmen- 
setzen l&Bt, ist der, dafi die beiden gesohlossenen Polygon© in der z-Ebene’ 
gleiohes Potential haben sollen und dann, wegen der Symmetrie der an- 
genommenen Leiterformen, gleiohe Ladung tragen, die je — Qj 2 heiBen 
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Boll 1 ). In grofier Entfemung r verhalt sich dann das Potential nach § 4,1 
wie 2Qlnr. 

Auoh fill die Behandlung dieaer Aufgabe kann das obige Abbildungs- 
verfakren herangezogen werden. Mittels dicser Abbildung entspricht 
dem TJnendlioben der z-Ebene in der to-Ebene eine Punktreihe, namlioh 
die Punkte: 

Woo = 0, ± 2 K, ± 4 K usw. 

Die gesuchte komplexe Potentialfunktion — sie heiBe W = V* i& — 
bat jetzt in jedem dieser P unk te einen logarithmisohen Pol von der 
Ladung Q. Denn es bleibt, wie vorerst zu beweisen ist, bei der kouformen 
Abbildung eines Feldes die Ladung entsprechender fltiicke von Leiter- 
oberflSchen unver&ndert, und als solche kann ein grofier Kreis in der 
j-Bbene bzw. je ein kleiner, die Pole in der w-Ebenc umgebender Kreis 
angesehen werden. 

In der Tat ist an einer Leiterobcrflache in der z-Ebene die Ladungs- 
diebte naoh (26) von § 4: 

, = ±irw|. 

Die konforme Abbildung 

= w (z) bzw. z — z («') 

ergibt nun 

f281 dF _ dW dw 

' dz ~ dw dz 


Andererseits geht ein Langenelement ds in der z-Ebene duroh die Abbildung 
liber in ein L&ngenelement ds in der 10 -Ebene, wobei 


ds = ds- 


dw 

dz 


Also ist, wenn man langs entsprechender Stiicke der Leiteroberfl&chen 
integriert, naoh (28), (29): 


MdF 

ds - 1 [ 

dW 

J| dz 


dw 


Der letztere Ausdxuok ist aber die Ladung des Leiterstiiokes in der w-Ebene, 
womit die Behauptung bewiesen ist. 

Wir haben also jetzt in der w = t-\- tu-Ebene folgende Aufgabe*): 
Qesuoht wird eine Poten tialf unktion W (to), die lfings der beiden parallelen 

1 ) Wir vermeiden die sonat gebrauohte Bezeiohnung q wegen deren ttblioher 
Verwendnng in den Jaoobi'Qohen S-Vnnktionen. 

*) Dieee Anfgabe kommt in der Elektroteohnik anoh nnmittelbar vor; vgl. 
P. Noether, tJber eine Anfgabe der Kapazitatebereohnnng. Wies. Verflff. a. d. 
Siemena-Konzem II (1922), S. 198. 
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geradlinigen Leiter u = ^ K' gleiohe konstante Wcrtc liat und die in 
den Pnnkten w = 0, ± 2 K, ±4 E usw. logarithmisohe Polo von der 
Ladung + Q haben soli. Zu ihrer Losung gehen wir folgendermaflen vor: 

Wir spiegeln zun&ohst die Polieihe (sie heiBe die „reale“ Polreihe 
nnd werde mit dem Index 0 bezeiohnet, Fig. 58) an den beiden begrenzen- 

den Geraden und goben 
Kg- 68 den Spicgelbildcrn der Polo 


5 +o 

+ 0 

+0 

40 +0 +4/tf' 

die der realen Ladung ent- 

?-0 

-0 

—0 

-o -o +2iK' 

gogengesetzte Ladung, also 
je - Q. Die gespiegelten 
Reihen aeien bezeichnot 

— 



- + iK' 

durch den Index 1 bzw. 1. 
Dann wiirde die Polreihe 0 

0 +o 

+ 0 

+0 


mit den Bildern 1 zu- 

J-o 

-0 

-0 

o 

t 

o 

* 1 

* ^ 

sammen die Bedingung 
des konstanten Potentials 
an der oberen Wand 

i +o 

+p 

40 

4 0 +o - 4iK' 

u = + K r erfiillen, an- 
dererseits die Polreihe 0 
zusammen mit den Bil- 


dem 1 die namliche Be- 
dingung an der unteren Wand « = — E!. Nioht aber erfiillen die 
Bilder I die Bedingnngen an der unteren Wand und die Bilder 1 
die Bedingungen an der oberen Wand. Una auch diese zu or- 
fttllen, mtissen wir noohmals die Reihe 1 an der unteren Bcgrenzung 
u = — E’ und die Reihe 1 an der oberen Begrenzung u = 4 K‘ Bpiegeln 
und erhalten so zwfj neue Reihen 2 bzw. 2. Diese neuen Bilder erhalten 
wieder die entgegengesetzte Ladung, also + Q. So mtissen wir fortgesetzt 
verfahren und erhalten sohliefilioh das Feld im physikalisohen Bereicli 
zwisoben den Geraden u = ± K dargestellt als das Feld eines Gitters, 
das in seinen horizontalen Reihen abwechselnd die Ladungen d; Q hat. 
Und zwar liegen logarithmisohe Pole mit der Ladung -f Q in den Punkten 
w m ,» = 2 mK + 4 niK\ dagegen mit der Starke — Q in den Punkten 
w m,n = 2 mk + (4n + 2)» E' ftir alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen m, n, einschliefllioh 0 (vgl. die Vorzeiohen in der Fig. 58). 

Dieses Feld logarithmisoher Pole hat die doppelte Periodizit&t der 
elliptisohen Funktionen, und ftir seine Konvergenzeigensohaften gelten die 
aus der Theorie der elliptisohen Funktionen bekannten Satze. Die kom- 
plexe Potentialfunktion, die duroh Summation der einzelnen Polfunktionon 
entsteht, sei nach § 4,3: 

(30) W{w) = 2QilnP(«) 
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geschrieben. So mu£ P(w) Pole erster Ordnung in alien Qittcrpunkten mit 
positivem Vorzeichen, und Nullstollen erster Ordnung in alien Gitter- 
punkten mit negativem Zeichen haben. Dieso Bcdingungen erfiillt aber 
die Jacobisclie Funktion: 

(31) P(te) = 1/sin am (* u\ Jfc x ), 

wenn man den Modul k x so bestimmt, dafi das zugehorige PeriodonverhaltniB 
iK'jK wird (wahrend bei der verwendeton konformcn Abbildung das ent- 
spieohende Periodcnverhiiltnis iK'/2 K war). Denn da pro Pcrioden- 
pfliaMogramm je zwei Nullstellen und zwei Polo zu rcchnen sind, aind 
die Perioden jetzt 4 K und 4 iK'. Man hat zu deni Zweck zu setzen 
(vgl. Jacobi, Fundamenta nova . ..): 

q 1 = 

sodann 

7.* = 2 jJ ,4 (l + + 3? + Ji 1 4 ^ * 

1 + ^ q L -j- 2 qi + 2 q [... 

Die entsprechcnden vollstandigcn Integrale sind dann: 

<1<P K > ^ f _ = rr ;uc 

Vl — ki sin*?) * 1 I Vl — (1 — kf) sin* w 1 K 3 

o n 

und es iat sohlieBlich zu setzen x = KJK = K[I2 K’ } wodurch die 
Perioden der Funktion P («>) in der Tat die Werte 4 K und 4 iK 1 an- 
nehmen. Die gesuchte Potontialfunktion ist dann nach (28), (29) der 
Imaginarteil von W , also 

U — J [W (t/?)] = — 2 Q In sin am w, k^ , 

womit die Aufgabe vollstandig gelost ist. 

Das konstante Potential langs der Wandc crgibt sich aus seinem Wert 
in den Punkten w = ± iK'. Hier ist es 

U{±iK f ) = — 2Qln 

Naoh einer Formel aus der Theoric der clliptischcn Funktionen iat 
aber: 

sin am k\ = -Is 

v 2 > V y t ' 

und demnach das Potential langs der Wande: 

V(±iK')=Q\nk x . 

TEnk, TMflenntialglelohniiffen. II io 
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Femer ist langs eines kleinen, einen realen Pol umgebendon Kreises vom 
Radius r zu setzen: 


K y 

smam -~w 
h. 


~ K r ’ 


und folglich der Potentiahmtersohied zwisohen diesem Kreis und den 
Wanden ± » 'K' ' 


Der Wert 




c = 


21nK — 21n2f 1 YA; 1 r 

bestimmt die „Kapazitat des Systems pro Pol 4 *, wenn man sioh diese 
gtwa ala reale Drajitquersclmitte von dem kleinen Radius r vorstellt. 


§ 0. Anweudung der Elektrostatik aul die Theorie 
der GliUikathodenrOhre 1 ) 

1. Problemstellung. Wahrend ein Metall im kalten Zustand sich ini 
Vakuum beliebig booh aufladen laBt, verliert es dies© Eigenschalt im 
heiBen (Gliih-) Zustand, da es dann den Elektronen durch eine Art Ver- 
dampfungsprozeB moglich ist, aus dem Metall zu entweiohen. Diese Er- 
soheinung liegt der Gliihkathodenrolire zugrunde, die in der Hegel aus zwei 
im Vakuum befindlichen Elektroden, der Kathode und der Anode, beateht, 
von denen die erstere in den Gluhzustand, meist durch Hindurohleiten oines 
elektrisohen Stromes, des Heizstromes, versetzt werden kann. Dazu tritt 
dann noch bei der Dreielektrodenrohre eine weitere, von den beiden anderen 

isolierte Hilfselektrode, die ,,Steuerelek- 
trode“. Verbindet man den positiven Pol 
einer Batterie von der Spannung <p A 
(der Anodenbatterie) mit der Anode, 
den negativen mit der Kathode, so flieflt 
naoh dem oben Gesagten ein elektrischer 
Strom durch die Rohre hinduroh. Zwi- 
schen der Stromstarke i A dieses Stromes 
und der „Anodenspannung << <p A besteht 
eine besthnmte Beziehung i A = f (<p A ), 
die man gewohnlioh als die ,,Charakteristik c< der Rohre bezeiohnet. Sie 
zeigt im allgemeinen den Verlauf der Fig. 59. In dem Gebiet zwisohen 



*) Dieser Paragraph ist aul Veranlassung des Herausgebers eingesch&ltct; 
vgl. Inhaltsverzeiohrds. 
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den. Punkten A und B y das fiir die meisten Anwendungen allein in 
Betracht konrnit, kann man sie annahernd ala goradlinig betrackten, 
analog dem Ohmschen Gesetz, IX, § 1, 2. 

Bringt man nun zwischen Kathode und Steuerelektrode eine Hilfs- 
apamrang <p$ an, so veriindert sioh bei gleiohbleibendem (p A das i A , 
worauf die Verwendung dor Gliihkatkodenrohre ala Verstarker fiir die 
Radiotelegraphie beruht. Barkhausen 1 ) hat gefunden, daB sich die 
Abh&ngigkeit des i A von cp a durch die Formel 

(1) = f(<Pa + D<Pa) 

ausdiiicken laBt, worin / die obige Bedeutung hat, und D eine fiir die 
betreffende Rohre charakteristischc Konstante ist, die gewohnlioh als 
,J>archgri£f £e bezeichnet wird. lhre tlieoretisohe Vorausberechnung iflt 
deshalb ein Problem von groBer Wichtigkeit, weil die Grofle D fiir die 
Verat&rkerwirkung der Rohre von ausschlaggcbender Bedeutung ist. 

2, Berechnung des Durchgriffs. Wir folgen boi der fierechnung dem 
Gedankengang von Laue 2 ) und Abraham 3 ), indem wir das Problem 
in erster N&herung clektrostatisch behandeln. JDurch das Bestehen der 
Potentialdifferenzen und q> (} wird namlich auf der Kathode eine elek- 
triBohe Ladung e influenziert; durch den Umstand, daB dieso Elektrode 
heifi ist, kann dicse Ladung aus der Kathode austreten und einen Strom i A 
hervorrufen, den wir dcmnaoh in erater Niiherung der Grofle e proportional 
setzen konnen. Die Ladung e laBt sich noch den Grundprinzipien der 
Elektrostatik leicht bcrcohnen. Macht man namlich zuniichst y a = 0, 
bo wird jedenfalls e =- e 1 = C 1 qj Ay wobci dio Konstante G l gewohnlich 
als Teilkapazitat zwiHchcn Kathode und Anode bezeichnet wird. Analog 
wild, wenn wir <p A = 0 setzen: e — <p G , wo C 2 die Teilkapazitat 

zwischen Kathode und Steuerelektrode ist. Den allgemeinen Fall kann 
man offenbar aus den beidcn vorongehenden additiv zusammensetzen und 
erh&It allgemein (vgl §3, 3): 

(2) e = + e a = q> A -J- C a <p (1i <0, < 0. 

Naoh dem Obigen konnen wir also setzen 

*a = *{<Pa + D( Pa)> 

wobei 

( 3 ) £ = ^>° 

l ) Vgl. MOller, Elektronenrdhren. Braunschweig 1922. 

*) Laue, Ann. d. Phys. 59 (1919), S. 405. 

B ) Abraham, Arch. f. Elektroteohn. 8 (1919), S. 42. 

48* 
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ist; hat aJso tatsaohlioh die Gestalt der Fonnel (1), und zwar ftir den 
geradlinigen Teil der Charakteristik. Der Durohgriif ergibt sioh dabei 
als das Verhaltnis der beiden Teilkapazitaten C 1 /C 2 and kann demnaob 
mit den Methoden der Potentialtheorie berechnet werden. Damit ein 
Strom fliefien kann, mufi dabei wegen der negativen Ladung der Elek- 
tronen e < 0, daher <p G -f D <p A > 0 sein. Im entgegengeaetzten Ealle 
fliefit kein Strom (Gleiohnchterwirkung der Gltihkathodenr ohre). 

Wir wollen die Berechnung von D in einem konkreten Fall© wirklioh 
durchftihren, der dem in der Technik verwendeten moglichst genau an- 

gepafit ist. Die Rohre moge 
einen Quersohnitt gemafl der 
Fig. 60 haben. Die Anode sei 
ein Zylinder vom Radius a und 
die Kathode ein in dessen Achse 
gelegener Drabt vom Radius r 0 . 
Es sei r 0 <<o. Die Steuerelektrode 
bestebe aus, einem „ flitter" von 
m aohsenparallelen Dr&hten mit 
den Radien b (b << a), die in aqui- 
distanten Abstanden auf einer 
Zylinderfl&che vom Radius g 
angeordnet und untereinander 
leitend verbunden seien. Es sei 
g < a, aber beide von derselben 
GroJJenordnung. Zur Vereinfaohung nehmen wir an, dafi die Zylinder- 
flaoben alle in der Achsennchtung unendlioh ausgedebnt seien, wodurch. 
sioh das Problem auf ein zweidimenaionales reduziert. 

Das Problem besteht nun nach § 1, 2 in der Losung der Differential- 
gleiohung A TJ = 0 mit den Randbedingungen : E7 = Ofiirr = r 0 , 17 = <p A 
fiir r = a und U = <p G ftir die Oberflachen der Gitterdrahte. Wir fiiliren 
in der Zeichenebene kompleie Koordinaten z ein und konnen d«.rm JJ 
ernfach dem reellen Teile einer komplexen Funktion % {*) [= — if (z) 
*** § ®] gleichsetzen, den die obigen Randbedingungen erfiillt. 

Es ist zunaohst klar, dafi wir die Bedingung der Konstanz von V 
an dei Oberflaohe der Kathoden- und Gitterdrahte daduroh annahemd 
erfiillen konnen, dafi wir # als Sxunme von logaxithmischen Potentialen 
nach § 4, (22 a) mit den Punkten 0, z l9 z 2 , ... als Polen ansetzen. Denn 
m genligender^ N&he des Punktes z k wird ja log (z - z k ) gegeniiber alien 
anderen Loganthmen tiberwiegen, und daher werden die Aquipotentiallinien 
m gentigender Ntihe von z k annahemd Kreise sein, daher auch, wie verlangt, 
die Drahtoberfl&ohen Flachen konstanten Potentials, und zwar gleiohen 
Wertes auf alien Dr&hten wegen der Symmetrie der Anordnung. 
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Um nun. auch nooh den Kreis r— am einer Potentiallinie zu maohen, 
spiegeln wir die Punkte a* an diesem Kreise; die Spiegelpunkte nennen 
wir z*. Aub der Methode der elektrischen Bilder § 2,4 geht hervor, dafi 
datm auf r — a konatantes Potential herrsoht, wenn man die Punkte z k 
und 4 mit entgegengesetzt gleiohen Lodungen versieht, d. h. wenn naan 
zu jedem Gliede log (a — z h ) ein Glied — log (a — zj) hinaufttgt. All- 
gemein konnen wir also setzen: 

X = Alogj + Blog n + C, 

• 0 ^ * 

wo A, B, C nooh frei wahlbare reelle Konstanten Bind. Daraus folgt: 


U = Ahg^ -t-^logfl 

r o 


a-a* 


;-af 


+ o. 


Da die Werte z k als aquidistante Punkte auf einem Kreis vom Radius g 
einfaoh die Wurzeln der Gleiohung a* — g m = 0 Bind und Analoges fiir 
4 gilt, konnen wit dafut auch schreiben: 


(4) 


U = A log — + B log 

r o 


Z m — g m 

gm — 


+ 


wobei wegen der Lage der Spiegelpunkte gilt 
(3) gg* — o 8 . 

Zur Bestimmung dcr Konstanten setzen wir in (4) zunachst jz| = a 
ein (Anode), dann wird mit Berlicksichtigung von (6), wie man naoh leichter 
Reohnung sieht (vgl. §4, 2): 

(6) Ta = Alog^-f wiBlog-^ + C. 

~o ° 

Femer wird fiir |a| = r 0 (Kathode) wegen r 0 g mit BeriickBiohtigung 
von (5): 

(7) 0 = 2 mB log ^4 C. 


SchlieBlioh setzen wir |z — g\ = b (Gitterdraht). Dann konnen wir aus 
| z " — | den Faktor b heraushoben und in dem tlbrigbleibenden wegen 
der Bedingung b <z£g n&herungsweisc a = g setzen. Das liefert 

-i-4- zg m ~ i + 9 m_1 | = bmp'- 1 . 

Femer wird mit derselben Genauigkeit 

|z»-j*«| = = (jf-<r = r [(j )** -1 ] ■ 
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Dann lautet die Randbedingung aul den Gitterdrahten nacb (4): 

(8) r s = Alogi- -n+°- 

• '[(?) - 1 ] 

Aub den. drei Gleiohungen (6), (7), (8) kann man nun ohne weiteres 
die drei Konstanten A, B, G duroh die Potentiate <p A nnd <p e linear 
ausdrlioken, und damit ifit die Aufgabe der Bestimmung von U gelost. 
Speziell ergibt sioh flir die Eonstante A bis auf einen uns niobt weiter 
intereesierenden Eaktor: 


A = x {log 


-H*n 


<p A + m log — <p a 

v 


Nun reduziert eioh in der Nahe dee Nullpunktes (4) einfaoh auf daa 
erste Glied, also U auf ein tegarithmisohes Potential. Die physikalisohe 
Bedentung der Grolle A 1st dann einfaoh die durch — 2 dividierte Ladung 
der Lfingeneinheit des Kathodendrahtes (vgl. § 4, 1). Daher ist (9) voll- 
kommen analog zu (2), und es ergibt eioh fur den Durohgriff sofort 

S 6111 ^ (8): r , „ ,m-i 


{-(f) ] 


m log — 


Setzen wir das Beispiel (wie ea bei Yerstarkerrohren in der Technik 
etwa liblioh ist) a = 5 mm, g = 2 mm, b = 0,2 mm, m = 6, so crhalten 
wir aus (10): D = 0,09 = 9Proz. 


3. Die Raumladimg* Die obige Behandlung ist nioht nur aus dcm 
Grunde mangelbaft, weil sie ein Problem stationarer Strome elelctrostatiscli 
behandelt, sondem anob desbalb, weil die Verwendung der Laplacesohen 
Gleiohnng nnzulassig ist, da die von der Kathode emittierten Elekfcronen 
im Tatuum eine merkliohe ranmliche Ladungsdichte (Raumladung) hervor- 
rufen. Ein heifles Metall ist demnaoh im Vakuum steta von einer „Rauin- 
ladungBwolke" umgeben, und es bildet ein weiteres wichtiges und inter- 
ess antes Problem der Gltihlmthodenrohren, die Potential- und Dichte- 
verteilung in einer solohen Wolke zu ermitteln. Hierzu dient eine im 
wesentliohen ebenfalls von Lane 1 ) herrtihrende Entwicklung. 

Aus statistisohen Prnmpien kann. man leioht entwiekeln und aneh 
duroh das Experiment verifizieren (Richardson), daB die Dichte der 


x ) Laue, Jahrb. d. Rad. u. Elektr. 15, S. 205. 
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R&umladnng im Znstand statistiflohen Gleiobgewiohtes mit dem Potential U 
in irgendeinem Punkte dnroh die Gleichung 

( 11 ) Q = Q 0 e aU 

verknlipft ist, worin g 0 die Diohte an der Stelle Z7 = 0 bedeutet und a 
eine von der Temperatur dee Metalls allein abh&ngige Konstante ist. Wir 
wollen steta an der Oberflacbe des Metalls U — 0 setzen, dann sind also 
£flx ein bestimmtea Problem g 0 mid a Konstanten, und zwar ist wegen der 
negativen Ladung der Elektronen q 0 < 0. 

Verbinden wir nun (11) mit der Poissonsohen Gleicbung § 1, 2, (3): 
AJJ — — 4 ng, so erhalten wir die Differentialgleiehiing 

(12) AU = -tn eo e aU , 

also eine Gleiobtmg vom Typus AU — e v , die im 1.Bd., Kap.XIX, § 2 
bereits kuxz bebandelt und von der die Existenz ihrer Losungen bewiesen 
wuide. 

Wir leiten zunaobst eine allgemeine Eigenscbaft von (12) ab. Wegen 
g 0 < 0 ist namlioh stets A V > 0 und daher kann U nacb dem GauB- 
sohea Satze 1 ) nirgends ein Maximum baben, also nacb (11) |g| ebenfalls 
kein Maximum. Eine Elektronenwolke, die am Rande liberall verschwin- 
dende Elektronendiebte hat, kann folglich im Gleichgewicht nicht cxistieren; 
daher muB sie mit einem gluhenden Metal 1 an mindestcns ciner Stelle in 
Bertthrung stehen. 

Wir wollen zunaohst als einfaohstes Problem die Losung von (12) 
fflr den Pali aufsuoben, dafi U nur von einer Koordinate x abhiingt. Das 
kann man erreichen, wenn man als Gluhelektrode eino unendlich ana- 
gedehnte Platte senkrecht zur x-Achae annimmt. Ana (12) wird dann 

(IS) 

Duroh Multiplikation mit auf bcidcn Sciton von (13) erhiilt man als 

dx 

erstes Integral: 

<“> 

wo A * eine Integrationskonstante ist. Ist nur die eine Gllihelektrode 
vorhanden (wir denken uns dieselbo als massiven Metallblock von x = x Q 
bis — oo erstreckt), so karm U an einer Stelle x > x 0 nacli dem Obigen 
kein Maximum und daher aiioh im Endlichen kein Minimum haben. Es 

darf also nirgends -J? verschwindcn, und daher muB A 2 0 sein. 
dx 


1 ) 1- Bd., II, $ 3, (29) mit x> = grad V Oder GL (34) mit v = 1. 
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Wir ftthren in (14) statt U die Variable g gem&B (11) ein und erhalten 
mit der Ahktirzung B = — A*a/8 n: 


(16) 


= 1 f 

V— 8jrocJ qSq- 


\e+B 


V— 2n<x.B 


StrCotg 


V‘+* 


+ -^J 


worm X eine wiMriirliohe Konstante ist. Duich Auflosung von (15) naoh q 
erh&lt man: 

A* a 1 

e = - 


(16) 


8 n 


etn»(^ (*-*))’ 


woraufl man mit Hilfe von (11) auoh U (x) berechnen kann. 

Aub (16) sieht ma n , dafl fiir x = X : g = — oo wird, es muB also 
jedenfalls X < x Q sein. In der Nahe von x = X verhalt sicli g angen&hert 
wie 

(17) o = - 1 _ 

e 2 si a (® — X)* ’ 

ist also unabhangig von A , und U wird daselbst unendlicb wie 
— 2 log (x — X ). Fiir x$ — X ergibt sioh angenahert: 




2 n a g 0 * 

woraus hervorgeht, daB, da im allgemeinen a und g 0 beide sehr groB sind, 
die Ebene x = X sehr nahe an der Oberflache der Gliilielektrode liegt. 
Wir ko n n en daher mit geringer Vemaohlassigung diese Oberflache an die 
Stelle x — x 0 = X versetzen und so rechnen, als ob an der Oberflache 
die Diohte und das Potential unendlioh grofl waxen. 

Fiir sehr groBe x wird aus (16): 

a% „ 

Q =z — e -Aaix-X)' 

2 71 

L)ie Dichte geht also wegen des grofien a sehr rasch exponentiell gegen 
Null; nach (11) erhalten wir daraus fiir das Potential: 


3-id-l) + ik l (.'i) 1 

also einen linearen Verlauf. Die Konstante A wird festgelegt, wenn man 
in irgen d einem Punkte x den Wert von U vorgibt, wenn Tnsyn also dort 
z. B. eine kalte Elektrode anbnngt, die gegen die heiBe eine gewisse 
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Potentialdifferenz <p besitzt. Wegen A > 0 muS 9 < 0 sein, die kalte 
Elektrode also negativ, wie ja unmittelbar einleu.ch.tet. 1st die kalte 
Elektrode positiv, so erhalt man keinen station&ren Zustand, aondem 
einen eiektrischen Strom (s. 1 und 2). Filr A — 0 gilt Formel (17) exakt, 
mod im Unendlichen verschwindet q dann quadratisoh und V logarithmisch. 
Dies entsprioht dem Falle, dad sioh die kalte Elektrode im Unendlinhen 
befmdet und das Potential Null hat. 

Wir gehen jetzt daran, die Differentialgleiohung (12) in zwei Di- 
menaionen zu losen, was immer dann sich ale brauohbar erweieen wird, 
wenn die Elektroden die Form unendlioh langer Zylinder mit beliebigem 
Quersohnitt haben. Wir haben dann zu schieiben: 


(18) 


9a* + 9y® - 4 • 


Wir ftthren hier neue Eoordinaten durch die kompleze Funktion w = w ( 2 ) 
derart ein, dad z = a + iy und w = u + iv. Dadurch soli die Funkbion 
U (a, y) tibergehen in die Funktion U* (u,«). Wir definieren ferner eina 
weifcere Funktion V (u, v) dutch die Gleichung 


(19) 


V = u* + - log 

a 


dz 

dw 


Nun gilt die Beziehung 


d*U , 9*17 (d'U* , d*U*\ dw !* 

9a* + 9y» ~ V 9u» 4 9t>* ) dz | 


Dies in (18) cingesetzt, lielert mit Benutzung von (19): 

dz'* 


9* U* 9* U* 

*"1” q ..2 * H Qn 


9u* 


9v* 


die 


e" r * = — inQ 0 e ar . 


Nach (19) gilt 

9* V 9* V _ 9 s U* 9* U+ 
9u* + 9v» ~ 9u* + dv* 


liberall dort, wo die Funktion log 


dz 

dw 


regular ist. Daraus folgt weiter 


( 20 ) 


qzj gt y _ 

9u* ^ 9v* — 


4 


was mit (18) formal identieoh ist. 

Bat man also eine Losung V von ( 20 ) fur einen besonderen Spezialfall 
gefunden, so kann man daraus mit Hilfe von (19) sofort eine neue Losung 
U* ableiten, wobei w (z) eine willkttrlichc analytische Funktion ist. Dabei 
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geht die 8telle U = oo in die Stelle V = oo liber, wobei allerdings in 
einzelnen Pnnkten, an eingul&ren Stellen der Abbildung z (to), Schwiorig- 
keiten entatehen konnen, die beaonders beriloksiohtigt werden mliasen. 
Nun baben wir oben die aligemeine Ldeung von (18) fiir den Fall gefunden, 
daB in den Pnnkten x = X 6 Potential U = oo war. Fiihxen wii mit 
Hilfe der konformen Abbildung z (to) die Gerade x — X in. eine beliebige 
vorgegebene Kurve in der to-Ebene liber, so erbalten wir arm (16) und (19) 
die dieser Bandbedingung angepaflte Ldeung. Hat die neue Randkurve 
keine Eoken, so wird eiob in der NUhe derselben die Funktion V wiederum 
wie — 2 log l verhalten, wenn l den Abetand dee betrachteten Pnnktes 
von der Randkurve bezeiobnet. Wir konnen daber wiederum mit der¬ 
selben N&berang wie oben diese Kurve mit der Leitlinie dee Gliih- 
elektrodenzylinders identifizieren und daber das Problem der Verteilung 
der Raumladungsdiobte in zwei Dimensionen allgemein fiir beliebige 
Gestalt dee Gluhelektrodenzylinders losen. 

Lautet z. B. die Abbildungefunktion to = exp —, so werden duxoh 

sie die Geraden x = konst in die Kreise um den Koordinatenursprung 
in der to-Ebene verwandelt, und man kann so ohne weiteres den fiir die 
tecbnisoben Anwendungen wicbtigsten Fall bebandeln, daB die Elektrodcn 
die Gestalt nnendliob longer koaxialer Kreiszylinder haben. Die Singularitiit 
ina Koordinatenuraprung spielt hier keine Rolle, da eie jedenfalls nioht im 
Innem dee betrachteten Gebietes gelegen ist. Analog geht man in andercn 
Fallen vor. 

SchlieBlich kann man mit den entwickelten Hilfsmitteln auoh noch 
die allgemeinste Ldeung von (18) direkt angeben. Duxoh Ausfiibrung 
der eben angedeuteten Recbnung iiberzeugt man sich namlicb leicbt, 
daB die partikulare Losung von (20) fiir den Kreiszylinder lautet* 

F= -i[log{-4*« e ,)-Iog[ jT -L ? ])- 

Daraus erbalt man gemaB (19) eine Loeung von (18): 

(21) D - I {- log(- 4»« f.) + tog [ fl 4^ji]}' 

Darin ist nun to (z) eine g&nz willkttrliohe komplexe Funktion, so daB (21) 
eine aligemeine Losung von (18) darstellt. Die Fonnel ist von Liouville 
angegeben worden, und Biebexbacb bat gezeigt, daB tatsaohlich alle 
reellen Los ungen von (18) in (21) entbalten sind. 
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Seohzehntes Kapitel 

Stationare elektrische Stromungen 

% 1. Aulstellung der Feldgleichungen and einlache Aulgaben 

1. Die phy8lkall8chen Gesetze. Die Geaetze iiber elektriaohe Stromungs- 
felder ftihien zu mathematisohen Eorxnulierungen, die mit denen der Elek- 
trostatik nahezu iibereinstimmen, so dafi Aufgaben ana beiden Gebieten 
immer zueinander in Parallele gestellt werden konnen. Probleme, die weiter- 
gehende mathematiaohe Behandlung erfordem, treten dann auf, wenn die 
Stromung eiob dutch Raumgebiete von versohiedener Leitf&higkeit erstreckt, 
wobei dieae auoh etetig veranderlich sein kann. Ale Beiepiele behandeln 
wir Erdungsprobleme und ein solches iiber Strdmung in einer Pliiasigkeit 
zwiflohen Elektroden. Wir geben bier die Ansatze nur fiir stationare 
Gleachstrome, womit aber auch praktisoh eine geniigende Annaherung fiir 
langaam-frequente Wechselatrome erzielt wird. Man vemaohlassigt damit 
diejenigen Ungleichartigkciten der Stromverteilung, die bei Weohflelstromen 
von der Induktion herriihren (z. B. Skin-Effekt). 

Die Grundgcaetze sind aus den Stromungserscheinungen in sogenannten 
linearen Leitcrn entnommon, d. h. Driihten von konstantem Queischnitt, 
die in einem niohtleitenden Medium licgen: 

a) Wenn ein clektrischer Konduktor mit cinom linearen Leiter ver- 
bunden iet, bo wird die Zunahmc bzw. Abnahme der Gesamtladung des 
Eonduktors pro Zciteinheit al» clektrischer Strom in dem Leiter bezeiohnet 
und naoh einer Richtung ale positiv, nach der anderen ale negativ gezahlt. 

b) In einem einzelnen linearen Leiter kann an jeder Stelle auf elektro- 
atatiBohem Wege ein Potential U gemessen werden, dessen Abfall langs 
einer gegebenen Strecke dem den Leiter durchfliefienden Strom J pro¬ 
portional ist (Ohmnohes Gesetz); d. h. zwischcn zwei Punkten 1, 2 iat 
der Spannungsabfall: 

(1) U t - 17 , = W.J. 

Die vom Material abhangige Konstante W, der Ohmsohe Widerstand, 
ist proportional der Leiterlange zwisohen den Punkten 1, 2, und um- 
gekehrt proportional dem Querschnitt des Drahtes. 

o) An einer Verzweigungsstelle der linearen Leiter ist die Summe 
der zuflieflenden gleich der Summe der abflieBenden Strome (1. Kiroh- 
hoffsohes Gesetz). 
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d) Auoh. in einem beliebig verzweigten Netz von linearen Stromleitem 
kann auf elektrostatisdiem Wege an jeder Stelle ein Potential gemessen 
warden, d. h. fiir einen beliebigen geecblossenen Weg l&ngs des verzweigten 
Net zee ist iirnner die Summe der Spannungsabf&Ue Null ( 2 . Kirchhoff- 
eobea Gesetz). 

Ana einem beliebig verzweigten Netz kann man durcb Grenziibergang 
ein r&umliohes Stromungsfeld erhalten. J. C. Maxwell hat daher dieae 
Gesetze in folgender Form auf Stromungsfelder erweitert: 

a) Daa Stromnngefeld wird duroh den Feldvektor i der Stromdiohte 
oharakterieiert, deeeen Normalkomponente t* zn ftinaTn beliebigen FlSohen- 
element df den das Fl&ohenelement durohsetzenden Strom pro Fl&ohen- 1 
einheit angibt. Ist dunn Q die innerbalb einer gesohloeeenen FlSohe / , 
befindliohe wahre elektrostatiaobe Ladung, bo ist 



t 


d. h. die Ladungs&nderung pro Zeiteinheit ist gleioh dem die Flfiche naoh 
iimen hin durohsetzenden Geeamtstrom (die Normalriohtung n ist naoh 
aufien gezahlt). 

Bezeiohnet V das eingeschlossene Volumen, q die raumliohe Ladungs- 
diohte, so ist 

Q=je<27 und ^df = JdivtiF, 

daB letztere naoh dem Gaufisohen Satz ( 1 . Bd., II, §3, 3); also folgt 
aus ( 2 ) duroh Anwendung auf ein Volumenelement: 

(2') - divt = || ■ 

Bei stationSLrer Btromung folgt darans immer 

(3) div t = 0, 

d. h. das Stromungsfeld ist das einer inkompressiblen FHissigkeitsstronmng. 

b) Im stationaren Stromungsfeld existiert eine elektroatatisohe 
Potentialfunktion U, derart, daB die elektnsohe Feldstarke liberal!. 

(4) C = - grad V. 

o) Jedem Material eigentiimlioh ist eine Konstante c des spezififlohen 
elektnsoben Widerstandes, die den Widerstand eines Wtirfels der Kanten- 
lange 1 miflt. Ihr reziproker Wert A = 1 /c heiBt die Leitf&higkeit. 
Dann ist, wenn man zwisohen zwei Pnnkten des Stromungsfeldes auf einem 
beliebigen Wege integriert: 

( 6 ) TJ t — U l = — Jo-ids, 
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woraus folgfc: 

(6') — grad U = (E = cl bzw. I — A® 

als differentielle Form des Ohmsohen Gesetzes. 

d) Das Geaetz (3) unter a) ist noch dahin zu erweitem, dafi an der 
Greuze zweier Median mit versohiedener Leitf&higkeit, A 1: A a , die Normal- 
komponente der Btromdiehte stetig ist: 

(«) i», = In,. 

Folglioh ist die Norznalkomponente der Feldstarke unatetig, nfemlioh 

(«') 

Wenn daher Strom durch eine solohe Grenzfl&ohe hindurchtritt, so bildet 
sioh. auf ihr inuner eine elektrostatisohe Ladungsdiebte von der GroBe 

Die elektrostatisohe Potentialfunktion U des Feldes kann man sioh erzeugt 
de n ken aus dieser Ladxmgsverteilung, die auch noch in dem Grenzfall 
vorhanden ist, daB ein Leiter (A a ) an tinon Niohtleiter (A a = 0) grenzt, 
in welnhem Fall zwar auch i. = 0 wird, aber dooh der Grenzwert L /A a = <£_„ 
endlioh bleibt. 

Dagegen ist naoh b) die Tangentialkomponente der Feldst&rke stetig 
(vgl. VU1, § 1) und daher die Tangentialkomponente der Btromdiohte 
unstetig: 

(8) G.,-®., =0, d.i. = 

Aus der Stetigkeit der tangentialen Feldkomponente und der normalen 
Stromkomponente ergibt sioh, wie in ahulichen Fallen, ein Brechnngs- 
geaetz ftir die Stromlinien an der TrennungBfl&ohe. Wenn a : bzw. a, den 
Winkel der Stromlinien in den beiden Medien gegen die Noimale der 
Trennungnflaohe bedeuten, so ist 

|<Ex{ sinct! = |G a | sina a ; A x j©!| oos = A a |® a | oos« a , 

also 

tg a x : tg a a = Aj: A a 

das Breohungsgesetz. 

e) Da 4 jiq — div® zu setzen ist (naoh VIII, § 1), so folgt aus (6') 
nnd (2') in einem Gebiet konstanter Leitfahigkeit A: 

(9) ^| = — divi = — A div® = — inkg, 
woraus 

e = e 0 e~** 2< 



686 


Einf&ohe Strflmungsaufgaben 


XVI, §1 


folgt, d. 1. im Innem ein.es homogenen Leiters kann auoh bei nichtstation&rer 
Strbmung Ladun g nui vorhanden sein, wenn sie anf&nglioh erzeugt war. 
Due Diohte nimmt dann an jeder 8telle naoh einem exponentiellen Gesetz 
ab. Siebt man von soldier anfangliohen Ladungserzeugung ab, so gilt 
aucb bei nichtstationarer Stromung div i = 0. 

Zn den so formulierten Grundgesetzen fur Stromungsfelder erh&lt 
man vollstSndige elektrostatisohe Analoga, wenn man an Btelle des elek- 
trisohen Stromes die dielektrisohe Versohiebung betraohtet, also das 
elektrostatisohe Feld in einem inhomogenen Dielektrikum, so. dafl an 
Stelle der Leitfahigkeit X die ,,dielektrisoh.e Leitfahigkeit" e tritt. Bin 
Leiter im Sinne der Elektrostatik kann so auob als ein Gebiet mit unendlioh 
grofler Dielektrizitatakonstante betraohtet werden, in dem zwar die Feld- 
st&rke versohwindet, aber die dielektrisohe Versohiebung endlioh bleibt, 
ebenso wie naoh den obigen Gesetzen in einem vollkommenen Leiter 
(A = oo) zwar die Feldst&rke (£ versohwindet, aber die Stromdichte 
endlioh bleibt. 

2. Einfache Aufgaben fiber stationfire Stromungsfelder. Die einfaohsten 
Anwendnngen finden diese Gesetze der elektrisohen Stromungsfelder, wenn 
ein metallischer Leiter, dessen Leitfahigkeit X t = oo angenommen sei, 
in ein unendlioh ausgedehntes, homogen leitendes Medium von der Leit¬ 
fahigkeit X, z. B. die Erde, eingebettet ist und Strom aus dem Metall in 
die Erde libertritt. Infolge des Strbmungswiderstandes der Erde entsteht 
dann ein Spannungsuntersohied zwisohen dem Metall (der „Elektrode“) 
und entfemteren Punkten der Erde, dessen Bereohnung von praktisoher 
Bedentung ist. 

Ist »„ die aus der OberflSohe austretende Stromdichte, so ist = 
die Normalkomponente der Feldstarke im Sufieren Medium, wahrend im 
Metall die Feldst&rke versohwindet. Wegen der Stetigkeit von (B, ver¬ 
sohwindet dann die tangentiale Eomponente von (£ auch im AuBengebiet 
longs der Grenzfl&ohe, und daher verhalt sich das elektxische Feld im 
Aufiengebiet wie ein elektrostatisches Feld. Langs der Grenzflaohe bildet 
sioh elektrisohe Ladung von der Dichte a = ®,/4 n = ijAnX, und die 
gesamte Ladung wird daher, wenn J = J i n if den gesamten austretenden 
Strom bezeiohnet: 



1st endlioh die elektrostatisohe Kapazit&t des Leiters gegen das Unend- 
liohe C, bo wird der Spannungsabfall gegen ontfemte Punkte V = e[C 
— JfA nXO. Im Fall einer Kugel vom Radius a ist also V = J(A nXa. 

Bine Heine Modifikation dieser tJberlegung ergibt den Fall, da£ 
duroh eine metallisohe Elektrode, die in die Erdoberfl&ohe eingelagert 
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ist (z. B. von Halbkugelform), der Erde Strom zugefiihrt wird. Langs 
der Erdoberflache muB dann die normale Stromungskomponente ver- 
Bchwinden. Man fiihrt diesen Fall duroh Spiegelung an der Erdoberflache 
auf den vorigen zuriick, muB aber dabei mit dem Doppelten des iiber- 
tretenden Stromes, also 2 J, reohnen. Unter C' verstehen wir jetzt die 
Kapazit&t des duroh die Spiegelung entstehenden Vollkorpers (z. B. a im 
Falle der Halbkugel vom Radius a). Dann wird also 

V=J/2 7riC'. 

Der Faktor lfinXC bzw. 1/2 nW f wird als ,,Erdungswider8tand“ der 
Elektrode bezeichnet. Bei den Anwendungen pflegt,man die Elektrode, 
z. B. von Flatten- oder Stabform, duroh Ellipsoide bzw. Halbellipsoide 
von Shnliohem Verhaltnis der Hauptabmessungen zu ersetzen und wendet 
dann die frtlher (VIII, § 2, 2) fur die Kapazitat der Ellipsoide abgeleiteten 
Formeln an. 

Yon Wichtigkeit ist z. B. der Fall, d&£ die Elektrode eine die Erdober- 
fULche berlihrende kleine Kreissoheibe vom Radius b ist. Nach den Formeln 
von IX, § 3, 3 ist die Kapazitat der Kreissoheibe (7 = 2 b/n, der Erdungs¬ 
widerstand also in diesem Falle 1/4 bL 


§ 2. Stromiibertrltt zwischen Erde und 'metallischen Leitungen 

1. Randwertaufgabe und Integralglelchung. Die in der letzten Aufgabe 
des § 1 gemaohte Voraussetzung versohwindendcn spezifisohen Wider- 
standes der metallischen Leiter (im Vergleich zum spezifisohen WiderBtand 
der Umgebung) wird unzulassig, wenn der metallische Leiter die Form 
einer ,,linearen tc Leitung hat, d. h. in einer Langsriohtung sehr ausgedehnt 
ist im Vergleioh zu den Querschnittsdimensionen. Denn dann wird der 
Spannungsabfall in der Langsriohtung des Leiters von gleicher GroBen- 
ordnung wie der in der umgebenden Erde. Wir behandeln hier folgende 
Stromungsaufgabe 1 ): 

Unter Absehen von der Erdoberflache (die duroh Spiegelung ohne 
neue Sohwierigkeit beriicksichtigt werden konnte, vgl. 1. o.) nehmen wir 
an, daB ein unepdlioh langes, kreiszylindrisches Leitungsrohr in die homogen 
ausgedehnte Erde eingebettet sei. Seine Aohse sei x-Achse eines reoht- 
winMigen Koordinatensysterns, sein SuBerer Radius q und sein Metall- 
quersohnitt /. Im senkrechten Abstand h von dieser Aohse trete aus einer 
sehr klflinftn kugelformigen Elektrode Q der Gesamtstrom Jq in die Erde 
fiber; gefragt wird nach der Verteilung der Stromung in der Erde und im 


*) Wei tore auoh teohnische Ausfiihrungen siehe bei F. Noether, Wise. Vertff. 
a. d. Siemens-Konzem 1, 3 (1021), S. 36. 



688 


Stromflbertritt 


XVI, §2 


Leitungsrohr. Die Leitfalugkeit der Erde sei A, die des Metalls A , und von 
der Leitfahigkeit der das Rohximiere erftillenden Substanz soil ganz ab- 
geaehen werden, da sie jedenfalls sehr klein neben A. ist und praktisoh dnrch 
geringe Abdnderung von / berfickfriohtigt werden konnte. Der Widerstand 
doLatnng beibomogener Stromverteilung ist also to = l[Af pro Langen- 


Pig.fll 

9* 


Von dem in die Erde emtretenden Strom tritt ein Ted in die Leitung 
fiber und im weiteren Verlauf der Stromung wieder aus und in die Erde 

zurfiok. AusdenAnsatzenvon §1 ergibt sioh 
ffir diese Strdmung folgende Randwertauf- 
gabe: Es soil ein StEdmnngsfeld (») und da- 
xnit verbundenes elektrostatdsobes Feld ((E) 
gesuoht warden, das sioh dnrch eine der 
Potentialgleiohung genfigende Funktion U 
_ darstellen laflt (® = — grad U). In der Um- 
gebung der Stelle x = y = 0, z = h soil 
sioh V wie die Funktion J Q /i nXr verhalten 

- —- — ( r = V*® + y* + (z — A)*), und ebenso soil 

in grofiem Abstand TJ mit 1 Jr zu 0 gahen. 
Langs der Oberflaohe J / 8 + z® = g* der Leitung, die a heifie, soli V stetig, 
clagegen die Normalableitung tmstetdg sein, und zwar, wenn mit a und 
% fiiiflere und inner© Ableitnng untersohieden werden: 


TT. 


a) 


dU _ , du 
3n„ dn t 


(falls ein innerer Leitungsradins existiert, so ist dort dU/dn = 0 zu 
fordem). 

’ 1)1086 fnfgabe kann im AnsobluB an den 1 . Bd., XIV, § 3 , 2 in eine 

IntegraJgleiohung umgeformt werden, indem man die Funktion U mittels 
emer einfaohen Belegung der Oberflfiohe a von der Dichte p darstellt, 
© zugleioh die wirMiohe elektrostatische Ladungsverteilung ergibt. Die 
Potentialfunktion nimmt dann dj© Form an: 


( 2 ) 


U = I7 0 + Ui = 


inlr J 


f tMgiSli 


R 


o; 


( R — V(* - W+ly -»?)* + (z- 0* 

(f» V, f Bind Koordinaten des Integrationspunktes auf o). 
bedingung (1) l&Bt sioh scbreiben: 


Die Rand 


(!') 


i±A {dU dJJ\ , X-A/dU ■ dU\ 

2 Van. d.nj + 2 Xdn^ dnj ~ 0 
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und geht durch Einsatz von (2) ilber in die Integralgleichung (vgl. 1. o.): 


( 3 ) 




= lA-X) dU ^*\ 


die Icings der Leiteroberflache gilt. 

Die so formuliorte Randwertaufgabe und Integralgleichung, deion 
weitere Behandlung allerdings mtihsam ware, wiirde die Ladungs-, damit 
die Spannungs- und Stromverteilung aowohl in der Langsrichtung als 
auob in der Querrichtung der Leitung crgcben. Im Innem der Leitung 
wenigstens ist indes nur die Verteilung in der Langsriehtung von prakti- 
sohem Interesse, und fiir deren Berechnung gerade ist die biflherigo Formu- 
lierung wenig geeignet. Es ist daher wichtig, dad sick durch eine verein- 
faohte Formulierung, die uns unmittelbar auf eine Integralgleichung fiihren 
wird, gerade diese Langsverteilung direkt erfassen liiBt 1 ). 


2. Dlrekter Ansatz einer Integralgleichung. Yon dem in die Erde ein- 
tretenden Strom J 0 tritt ein Teil in die Metalleitung tiber, wo er in der 
Hauptsache parallel der Achse flieBt. Der den Quc.rscknitt / parallel der 
Aohse durchflicBende Strom ist das Integral der Liingskompononten i s der 
Stromdichte liber diesen Querschnitt und heillc J(x ) im Querschnitt mit 
dor AbBzisse x. Es ist also 

(4) J(x) = | i x (x, y, z) df. 

/ 

Iniolge der Spannungsunterschiede zwischcn dem Rohr und benach- 
barten Teilen der Erdc tritt im weiteren Verlauf der Strom aucli wioder 
aus der Leitung aus. Die Summc aus ein- und austretendem Strom, nach 
auBen positiv gerechnct, sci pro Langencinheit der Leitung i (x). Sic ist 
gleich dem iiber den Umfang l eines Querschnittes genommenen Integral 
der Normalkomponente der Stromdichte an der Oberflache: 

2 7T(> 3 7 TQ 2 rTQ 

(6) t(sr) - J t n dl --- A f <& na dl = A f d Hl dl. 

U 0 0 

*) Ein andorer, aber im wesentlichon liberoinstim mender Wog zur LOsung 
der Randwertaufgabe wire auch hior ihre Darstcllung durch partikulAre Integrale 
der Potentialgleiohung von der Form u (x) .v (\y 2 -b z a ), die im XV. und XVI. Kap. 
dieses Bandes mehrfach gobrauoht wird. Rr aetzt von vomhercin Kreissymmetrie 
voraus und wird ctwas dirokter zum Ziel fuhron, wonn dor Oesiohtspunkt mehr 
auf das Feld in der buBorcnUmgcbung des Loiters goriohtet ist. Vgl. F. Ollendorf, 
Wisa. Verflff. a. d. Siemens-Konzern V, 3 (1927), S. 9, und dcasen Buch: ErdstrGme, 
S. 53f. (Springer 1928). 

MlBea-Frank, Dlfferonllalgleiohuutfen. II 
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(£ bo bzw. (E n< bedeuten bier die Noraalkomponente der elektroBtatisohen 
Feldst&rke, auBen nod innen. Dana iat wegen des Stromerhaltungs- 
gesetzes (3) in § 1 : 


(®) 


*(*) = - 


dJ(s) 

dx 


Wegen der Unstetigkeit der Feldstarke iat femer die Oberflache als 
elektrisch geladen zu betrachten, und zwar iat die Ladung q pro L&ngen- 
einheit das Integral der in I edngeftihxten Ladungsdiohte /u liber den Umfang 
des Qnersehnittes: 

3 ft p 9 Jt() 

(7) q(x) = J MMdl = jL | (Cn 0 - (E «i)dl, 

0 0 

also nach (5): 

< r > 


Wir betraohten nun den Spannungsverlauf langs der Rohrachse 
(y = 2 = 0 ), der U (a?) heifle. Die nach (7) auf der Leiteroberflache verteilte 
Ladung erzeugt langs der Achse im Punkte x das Potential 

+ oo 

( 8 ) 17 ,( 3 !) = | ^ <l£, mit = V(a: — + 


Das ungestorte, voa der Stromquelle Q erzeagte Potential ist dagegcn 
nach § 1 : 


(9) 


U B 


4nAr’ 


mit r = V®*+y* + (z —A)*. 


Also ist der gesamte Potentialverlauf langs der Rohraclise (y — z — 0 ): 


( 10 ) 


V(x) 


J. _ 

in A Vx* + h a 


+ oo 



Durch diesen Ansatz ware die Aufgabe bereits formuliert, wenn der 
Ohmsche Widerstand der Leitung vemaohlassigbar (d. h. yl / = oc] 
w&re. Denn dann ware U (a?) = konst, und zwar = 0, wie fiir x = °o. 
Es handelt sich so um die elektrostatische Aufgabe, die L&dungs- 
verteilung q (z) zu bereohnen, die deru von auBen gegebenen Potential- 
feld U Q Gleichgewicht halt, im Sinne von Kap. VIII, § 2. Diese Gleichuiig 
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ist eine ,,Integralgleiohung enter Art*', die die Verteilung der Strom- 
aufnahme in einem „vollkommenen“ Leiter bestimmt oder, prak- 
tisob, die Aufnahme in einem geniigend kurzen Stliok dee wirkliohen 
Leiters. 

Um dagegen auoh den Wiederaustritt dea Stromes in die Erde zn 
finden, muB man den endlicben Wert des Leitungswiderstandes berttok- 
siobtigen. Der naoh (10) bereehnete Spannungsverlauf liings der Aohse 
muB mit dem aua dem Obmsohen Widerstand resultierenden ttberein- 
stimmen. Wir mtissen bier die naherungsweise Yoraussetzung maoben, 
daB dieeer Obmscbe Spannungaabfall sicb aus dem Gesamtstrom J(x) 
im Qnersehnitt und dem Widerstand pro Langeneinheit w = 1 /Af be- 
reebnet, d. b. 


(II) 


dU _ J (x) 
dx Af 


Darin ist die Annahme entbalten, daB der Strom J (x) siob bomogen liber 
den Quersohnitt verteile nod daB folgliob aucb die Spannung fiber den 
Quersohnitt konstant sei. Es sind also die Querkomponenten der 
Stromung und des elektriscben FeldeB im Innern der Leitung 
vernachlfissigt; konsequenterweise unterdrfioken wir also auob in (7) 
daa Glied (£„, und iolgliob in (7') das Glied XjA und scbreiben: 


(7") 


q{x) = 


»(s) 

4 7i A 


Aus (7"), (6) und (11) folgt 

( 12 ) ?(*) = - 


1 dJ Af d'U 
4 7r A dx 4 tiA do? ’ 


und somit erhalten wir aus (10): 


(13) 


tt y v Af + fd*U(£)d£ J„ 

U{X) ~inX J d R xi ~ 4 7 t A \x'~+V 

— oo 


Es handelt sich hier um eine ihhomogene lineare Integrodifferential- 
gleichung (zweiter Art) fiir den Spannungsabfall l&ngs der Leitung. Die 
Funktion 1 fR ai = l/V(a;-£) 8 + q 2 sei als ihr Kern, bezeiohnet. Er- 
w&hnt sei noch, daB die Form der Gleiohung unverandert bleibt, wenn 
der Quersohnitt des zylindrischen Leiters nioht kreisformig ist. Nur 
tritt dann an Stelle yon q eine entspreohende Dimension des Querschmttes 
(vgj. hierliber die auf S. 687*zitierte Arbeit), und man ka nn nicht von dem 
Potentialwert in der Aohse, sondern nur von einem Mittel der Potential- 
werte im Querschnitt spreohen. 


44* 
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3. Aufl&sung der Integralgleichung fUr die Stromaufnahme. Die Auflosung 
der Integralgleiohung (10') ist naoh dem 1. Bd., XII, § 3, 4 moglioh, wenn 
man die Eigenfunktionen der zugehorigen homogenen Gleichung kennt. 
Wir fiihren zu dem Zwecke zunachst die unbenannten Grofien ein: 


(14) 




h 

e 


= v- 


In der Integralgleiohung (10') ist jetzt die Ladung pro Langeneinheit q 
(oder auch die Ladung qq — q pro Langeneinheit q des neuen MaBsystcms) 
als "R nnk tion von t gesuoht und ergibt sich aus der Gleichung 
+ •» 


(15) 


j X(«-T)q(r)dr 


_/._ 

4 TlXyp + T)*’ 


mit dem Kern 
(15') 


K(t- t) = 1-- 

V(t-T)*+1 


Ihr ist die homogene Integralgleichung (Parameter k) zugeordnet: 


+ *> 


(16) 


y> (t) — k J E (i — r) rp (r) d t = 0 , 


deren Eigenlosimgen wir zunachst finden miissen. 

Es liegt hier in der Tat ein beaonders einfacher Fall der homogonon 
Integralgleichung insofem vor, als der Kern K (t — r) symmetrisch in 
bezug auf die Variablen t und r iflt und nur von der Differenz / — t ab- 
hangt, und alfi femer die Integration langs der ganzen reellen Achse von 
— oo bis + oo erstreckt ist. Fur diese Gleichung ist daher kein Punkt t 
vor anderen ausgezeiohnet, und sie kann als voiles Analogon zu den linearen 
Differentialgleiohungen mit konstanten Koeffizienten gelten, doron 
wesentliche Eigenschaft die ist: Wenn eine Losung rp (t) bekannt ist, so 
ist auch y) (t + c), mit einer beliebigen Konstanten c, eine Losung der 
namlichen Gleichung, d. h. hier mit dem namlichen Parameter k. GemaB 
dieser Analogic suchen wir die allgemeine Losung in der Form: 


(17) y> k (t) = sin p k (t + c). 

Der Ansatz (17), in die Gl. (16) eingesetzt, ergibt (mit der Abkurzung 
t -« = f): 


+ » 


sin^(« + c) = A | K (f)sin/t fc (£ + * + c)d£ 


= fcsin/ij.ft + c) j K^cos/^fdC d-fccos^(« + c)J J5C(f)sin^ & Cif. 
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Mit Riioksicbt darauf, dafi K (£) eine gerade Funktion ist, ver- 
schwindet hier das letzte Integral, und es ergibt aioh unabbhngig yon 
e die Bedingung 


(18) 


+ O 0 oo 

1 =» k J K (£ ) cos fi h f d f = 2 k J K (f ) cos p k f d f , 

— 30 0 


wodurcb die Abb&ngigkeit zwiscben k 
nnd fij, beatimmt ist. Wir lassen nun 
fit alle reellen Werte durcblaufen und 
sueben je den nach (18) zugehorigen 
Wert von 1/2 k bzw. k. 

Ohne 'weiteie Ausftibrung der Inte¬ 
gration erkennt man mit Riioksioht auf 
die Definition (15') fllr K (f) = K (t — r), 
dafi ftix /ij. = 0 das Integral 1/2 k zu oo 
■ffixd, also £ zu 0, und fiir /t k = oo das 
Integral 1/2 k zu 0, also k zu + oo. DaB 
dazwisoben k monoton mit von 0 zu oo 
durob n&bere analytisebe Untersuchung erweisen. 
Zweok: 


Fig. 62 



g j ► 

gebt, Trann man nur 
Wir schreiben zu dem 


(19) 


4 * oo 4* °° 

-»W-f4Z£if -SLi(. 

J vi+c* J yi+c* 


Dieses Integral laBt sicb durcb komplexe Integration in ein bekanntes 
Integral uberflihren, indem man den reellen Integrationsweg I nach Fig. 62 
in den Sohleifenweg II urn den Verzweigungspunkt f = + i verlegt 
(vgl. aucb 1. Bd., VIII, § 3, 8). Die Substitution f = i£ = i (z-f- 1) 
ergibt dann wieder das reelle Integral 


(19') 








Vi(*+1) 


~ di 


Daa ist die Normalform des ersten Hankelsohen Integrals O-ter Ordnung. 
Es ist hiemaoh 

( 20 ) ^ = v (/**) = * * (»' ftt) 

in der iibliohen Bezeichnung der Hankelsohen Funktionen. Da 
Bp {ifi) nach (19') eine monoton von oo bis 0 abnehmende Funktion 
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ist 1 ), wenn fj, monoton well yon 0 bia + oo w&olurt, so folgt, daJ3 in 
der Tat k monoton mit /i k von 0 Mb oo wicket, nnd zwar iat die Zu- 
ordnnng eine eindeutige. Zn jedem poaitiven Parameter k gibt es also 

Eiganloaungen der Integralgleiobung (16), und zwar die beiden linear 
nimKli Hn m cron • 


Vi! = 008 f* k t, y> ki — an pj' 

Negative k dagegen kdnnen niobt Eigenwert sein. 

Wohl aber ist der Paiameterwert k = oo (bzw. p k = 0 ), der der zu 
lSsenden inhomogenen Gl. (16) entspriobt, nooh als Eigenwert zu be- 
traohten. Baber atebt die LSsb arkeit dieser Gleiohung niobt obne weiteres 
feet, sondem (naob Eap. XII, § 1 , 6 nnd § 8 , 4 vom 1 . Bd.) nur dann, 
wenn die Funktion auf der reobten Seite, die f (<) heiBen moge, die Be- 
dingungen erffillt: 

(21) Imi | /(t)cob/jt<Zt = lim f f{x)wifivdT — 0. 

“ 00 — OO u —y oo 

Da im Pall der Gl. (16) 

f(t) -- 

in + V 

far < = e» zu 0 abnimmt und sonat iiberall endlich bleibt, so Bind diese 
Bedingungen in der Tat erftillt. 

. vollstfindige Losung nun wiiklicli anzugeben, entwiokeln wir 

die Funktion / (t) in ein Fourierscliea Integral ( 1 . Bd., XI, § 2 , 6 ), in 
dem wir sefczen 


t 22 ) f A (n) cm fit dp, 

0 

worin dann A [fi) den Wert bat: 


( 22 ') ( , 
n J + 71 J )V‘ + 1 n pvn ^ } 


naob (19) und (20). 

. Andereraeite sei die unbekannte Funktion q (t) gleiohfallfl in der Form 
ernes Fourierachen Integrals 


(23) 


q(0 = J B(fi)ooa/itd/i 
0 


) Vgl. z. B. auch Jahnke-Emde, Fiinttionfintafehi. 
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gesuoht. Setzt man diese Ans&tze in (15) ein, so erh&lt man mittels einer 
Vertausobung der Integrationsordnung und Berdoksichtigung, dad cos u It) 
der GH, (16) genligt: 


oo 

— 4 leA J A (/ i ) 00 *f itd f i 
0 

- +- oo 

| K(t — T)cos/iTdT = | cob/ cl dp 

0 —oo 0 

und folglich durch Yergleioliuiig 

(23'1 B(u) = - if 1 ! A(u) = - - £l tiSA 

VW inX W in*X p(p) 

Wix bereclmen schliefllich noch. die ge&amte Stromaufnahme in der 
Leitung. Sic wird mit Rlicksioht auf (6) nnd (7 ;/ ): 


+ oo 


+ oo 


J = - f i(()di = - ink f g(f)d£ = - J q(r)dr. 

— oo — oo — oo 

Da nun q ({) in (23) in Form eines Eourierschen Integrals gegeben ist, 
so erhalt man das Integral liber q (r) von — oo bis + oo direkt aus dem 
Grenzwert, dem Biob der Eourierkoeffizient B (it) fiir u -*■ 0 annahert. 
Es wild 

+ oo 

(24) [ q (r) <Zt == lim n B(p) — — lim —• 


Nnn gilt aber fiir kleine fi nach Gl. (20) und Tormeln vom 1 . Bd., VIII, 
§ 3 1 ) die Entwioklung: 


(W^)* j_ (/*/ 2 )* 


P (/i) - - 2 In (£ /*) • [l + + (21}l 

~[(f) + ( 1 + j) ( S +•••]’ 


+ 


wobei C = lny die Eulersohe Konstairte 0,577... bedeutet ( 1 . Bd., 
&). Es folgt daraufl, daB p (p) und p (ri/i) ftir fi 0 logarithmisoli 
unendlich werden und sioh. dabei in der Grenze nur additiv um die endliohe 
Konstante 2 In rj unterscheiden. Also gebt der Grenzwert in (24) zu 1, 
nad es wild J = J 09 d. h. der ganze Strom wird von dem Bohr auf- 
genommen (wohlgemerkfc solange die Leitfehigkeit A als unendlich 
angenommen war). 


1 ) Vgl. auoh Jahnke-Emde, Funktioncntafeln. 
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** nocb det besondere Fall bemerkt: r) = 1 , d. b. h — o, fttr 
den die Stromquelle Q dioht an die Oberftecbe der Leitung heranrttokt. 
Dann wird naob (23), (23') 

oo 

Dies ist die Fourierdarstellnng derjenigen (Zaoken-) Funktion, die im 
allgemeinen 0 ist, an der Stelle t = 0 aber bo unendlichwird, daB ihr Integral, 
zwisohen einer beliebigen negativen und einer positiven Grenze erstreokt, 
, ’ ™ a ^f war . ~ *^o/4 nX wird. Die geaamte Stromanfnabme, die 

wieder •'o betrfigt, ist dann auf diesen Punkt konzentriert. Diese-Bemerkung 
ist fttr ie Disknflfflon des Wiederaustritts von Wicbtigkeit, da bier der 
_ v °iliegt, daB der Strom duzch unmittelbare metallisohe 

rerunning gesohlossen der Leitung zugefttbrt wird. 


4. AuflBsung der Integrodlfferentlalglelchung «r den Stromaustritt. Fttr 
die IntegKKbfiereniaalgleiohung (13) wird die Losung auf ahnliobem Wege 
gefunden. Wir fiiiren wieder die unbenannten GroBen /, r, r> naoh (14) 
mn; ferner sei ala unbekannte Funktion das Verhaltnis des Potentials 
U (*) zu dem prunfir an der Stelle x = 0 erzeugten gewahlt: 


(25) 


« /ft U (x) rr, i/rlA 


nnd ** sei der unbenannte, positive, praktisob imm°er groBe Parameter: 


« s = 


d f 


(26) _ 

X ing* 

Damit erhSlt die Integrodifferentialgleichung die Gestalt 
(27) 


+ 00 

1 d * P + v* 

mit dem Kern K (t — t) nacb Gl. (16'). 

Die zugehorige bomogene Integrodifferentialgleiobung 

m vw-t)i(«-T)^i T =o 

babe wieder die unabhangigen Eigenlosungen: 

_ ¥’i(0 = sin( / «j.« + c). 

Dann ergibt sicb auf dem gleioben Wege wie oben unter 3 der Zusammen- 
uang zwiBcten k und ju^ aus der Qleidumg 

^ 1 + M jF^eos/ttCdf = 0. 
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Domit ist zu jedem /x eindeutig ein zugehoriges k ( /i) bcatimmt, und zwar 
■wild, nach der Bezeiohnung (19), (20): 

< 28 '') (/‘) = - in ft* HI (t /t). 

Alle Eigenweite k sind demnaoh jetzt negativ, mit Rticksioht 
auf die obige Diskussion von f (/x). Da p (ju) bei ju = 0 nur logarithmisoh 
unendlicb wird, istl/fc = 0 f&r/i = 0 , wie es auch bei einer gewohnlichen 
Diffcrentialgleiobung zweiter Ordnung der Fall ware. Fiir grofle /.t gilt die 
asympfcotische Entwicklung (vgl. 1 . Bd., IX, § 3,1, und, ,Funktionentafeln“): 

» »w - -*«M- 

und daher gebt 1 jk fiir groBe fi wieder zu 0 , wie es auoh oben bei der 
Integralgleichung unter 3 der Fall war. ZuBammenfassend sieht man also, 
daB, wahrend jjl monoton von 0 bis oo wacbst, zugleioh k von — oo bis 
zu einem gewissen negativen Wert von kleinstem Betrag berabsinkt und 
dann wieder zu — oo ansteigt. Der absolute Betrag der negativen 
Eigenwerte k bat eine nicht verschwindende untere Grenze. 
Es folgt daraus weiter naoh den S&tzen aus dem 1. Bd., XII, § 1 und § 3, 
daB die inbomogene Gleiohung (27) fiir jeden positiven Para¬ 
meter » a loBbaT ist. 

Zur Bestimnmng der Losung setzen wir wieder die rechte Seite von (27) 
in der FourierBchen Form ( 22 ) an: 


( 22 ") 

mit 


y <7 —; = V j A (/') cos /itd/r. 


A I \ 1 f CMUT , 1 . . 

A 00 = - ,/ ~ r - i dv “ H' 9 {l H {) 

n J Vt 1 + r/* n 

— QQ 

nacb (22'). Femer sei <p (t) gesucbt in der Fourierschcn Form: 

no 

(p[t) — j C ( [i ) cos /ltd ft, 

0 

bo daB (27) die Gestalt annimmt: 

T +OQ oo 

J 0(^)cos fitdfi + x* J K{t — r) J/t 8 C(/t)ooB ( uTdpdT 

0 —» o 

oo 

= ?/ J 4 (fx) cos /xtdt. 


(31) 
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Da cos ji t eine Losung der homogenen Gl. (27') mit dem Parameter k (//) 
1st, ao entsteht aus (31) naob Vertauscbung der Integrationsordnung in dem 
Doppelintegral: 


(32) 

also 

(33) 


= 7? J A(,ti)COS ptdfi, 

n 0 


CM 


vM^) v A M 

1 - x*/* (jt) 1 + *V?M 


mittelfl (28'). Demit ist formal die Auflosung geleistet. 

Was die Konvergenz der Losung (30), (33) betrifft, so ist zu beachten, 
daB p (fi) mit waehsendem p nach (29) exponentiell zr 0 gebt, also 0 (p) gegen 
ty-^M konvergiert und daber die Konvergenz des Integrals (SO) die Kon¬ 
vergenz von (22) voraussetzt nnd dumb sie gew&hrleistet ist. An geringere 
Voraussetzungen gebnnden ist die DarsteUnng der Punktion 9> (t)-F(t), 
wenii unter F (t) die reelite Seite vobl (27) oder allgemeiner eine beliebige 
Funktion an dieser Stelle verstanden wird. Man erbalt 


(34) <p (f) - F(t) = -1/** j A(p) coaptdfi, 

0 

nnd wegen der exponentiellen Abnahme von p (fi) im Z abler konvergiert 
dieses Integral viel Bt&rker als (32). Wir konnen bier nook fur i]A(/z) 
im allgemeinen Fall seine IntegTalform einsetzen: 

+ « 

7I-d(p) = — | F^cos^rdr. 

71 J 

— eo 

Dann wird wegen des asymptotisohen Verhaltens die Integrationsordnung 
vertausobbar, und es ergibt sicb die Porm 

<p(t) = j F(r)dr J cos ptooBprd p. 

DaF (t) als eine gerade Funktion angenommen ist, karm ein entsprecbend.es 
Glied mit sin fi t sin jjl t zugefiigt werden, das wegen der Integration naoh. t 
keinen Beitrag liefert, und man erbalt so ■ 

+ OO 

?>(0 = F{t)-«* j j , ( T )r(f-T)dt, 


(35) 
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00 


(36') 


r(t- r) 


I f Ol EM. 

n J 1 + xVy(/i) 


cob ji (t — r) d p 


der „l5sende Kern" der Integrodifferentialgleicbung (27) ist (vgl. 1. Bd., 
XII, § I, 2 und § 3, 4). 

I*Qr die weiteren Diskussionen der Looting verweisen w auf die 
S. 687 tmd 689 zitierten Arbeiten. Sie eratreoken sioh vor allem auf den 


Fall *7 = 1, der, wie wir in 3 sahen, den allmahliehen Wiederaustritt 
des an einem Punkt konzentriext eintretenden Stromea daratellt und 


voiliegt, wenn unsere Leitung etwa als eine bandfonnige Erdung ainaa 
Hoohepanntmgsnetzea gedacbt ist. 


§ 3. FlilsaigkeitsBchicht mit metalliseher Begrenzung. 

Nobilische Farbenringe 

1. Die Rlemannsche Aufgabe. Die Gesetze der Stromverteilung in 
raumlicben Leitem sind gepriift worden mittels der Erscbeinung der 
Nobilisohen Farbenringe. L&Bt man n&mliob in Elektrolyten, die in 
einer Sohicht liber einer Metallplatte lagem, den Strom durob eine Spitze 
ein- und durob die Platte austreten, so entstebt auf 
dieser ein Niederaohlag, firr dessen Dicke naob dem ***• 8 * 
Faradayschen Gesetz die Stromdiobte an der be- 0_ 

treffenden Austrittsatelle mafigebend ist. Dieser 
Niederaohlag zeigt bei auffallendem Licbt Newton- 
aobe Farbenringe, die als ein Hilfsmittel zur ex- 
perimentellen Priifung der Dioke der Scbiobt und 
damit der Verteilung der Stromdiobte betraohtet 
werden konncn. Naob frtiberen Yersucben in dieser 
Riohtung, die siob aber auf eine unriobtige Be- 
reobnung der Stromlinien stutzten, bat Riemann 1 ) 
die nachfolgende Berecbnung, unter Zugrundelegung 
der Stromungsgeaetze von § 1, gegeben, indent er 
die Stromung in einer leitenden Sohiobt auobt, die 
auf einer vollkommcn leitenden Metallwand aus- 
gebreitet ist. 

Die Ebene z = 0 sei die metalliscbe Grenzfl&che .i-- 

(in Fig. 63 sobraffiert), h die Hohe der darliber 
lagemden Fliissigkeitescbicbt von der Leitfabigkeit A, und die strom- 
liefern.de Eiektrode aei als punktformige Stromquelle in der HSbe 
z = a (^ h) angenommen. J 0 aei der gesamte, von der Stromquelle 

I ) Ges. Werke, 8.55. 
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gelieferte Strom und U die Potentialfunktion des elektrisoben Feldes dec 
Stromung. Die Aufgabe iat in dieser Form der von § 2, 8 nnbe v erwandt. 

Ba sind folgende Bedingungen zu erflillen, worin wir r = V a 2 + V z 
eetzen: 


(1) 17, = 17- 

bzw. 

(1') U 1 = U — 


(z — o)* 


= U — U a , wenu 


a < h 


= U — Z7„, wenn a = h. 


2jiA Vr , + (z-o)* 

soil eine regulate Potentialfunktion innerhalb der ScMoht 0 <z <h 
einscbliefilicb der Umgebung der Stelle z = a, r = 0 sein, also der 
Gleiobung A U = 0 gendgen. 

Flir die obere Begrenzung der Sobiobt veracbwindet die Komponente 
dec Stromung normal zur Oberfl&obe, d. b. 


(2) 9Z7/9z —0 fur z = h. 

An der metallisohen Grenzfl&cbe versohwindet die Tangentialkompo 
nente der*Feldstfiike und der Stromung, d. b. 


(3) dV/dr = 0 far z = 0. 

Endliob soli U mindestens wie 1/r verscbwinden flir r = °°. Diese 
Funktion V lafit aioh durob das Spiegelungsverfahren finden, das ahnlich 
bereits in dem zweidimensionalen Falle von VIII, § 6, 8, b) angewendet 
wurde. Man gebt aus von der Polfunktion U 0 und erfiillt zun&obst die 
Bedingung (2), indem man, unter Beibehaltung des Vorzeiohens, den 
Pol an der Bbene z = h spiegelt, was im Falle a = h bereits in der Form (1') 
von Z7 0 zum Ausdruck kommt, und sodann die Bedingung (3), indem man 
den Pol unter Umkehrung des Vorzeiobens an der Bbene z = 0 spiegelt. 
Jede der geBpiegelten Funktionen erftlllt aber die Bandbedingung nur an 
der betreffenden Spiegdungsebene, niobt an der anderen Grenzebene, und 
sie mtissen daber, immer nacb den gleioben Eegeln, sukzessivo weiter- 
gespiegdt werden, wie aucb 1. o. ausgeffibrt wurde. Man erbalt so Pole in 
folgenden Punkten, wobei das tbergesetzte Zeicben immer das Vorzeichen 
des Poles anzeigt: 

a, 2 1 —a, —a, -2A + o, 2A + a, 4 h — a t 2 h — a, —4 h + a uew. 


und durob Summation aller Pole die Potentialfunktion: 


W 


9 = AS(-d-(-_J— 

\1V* + (z + 2 n A — 


«)* 


+ (z-r 2nh-\- a ) 8 / 9 
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die fonnell alle verlangten Bedingungen befriedigt. Auch ihre Konvergenz 
ist gesioherfc, da die einzelnen Glieder der Summe bei wachsendem n mit 1/n 
abne hraen, aber je zwei aufeinanderfolgende yerschiedene Vorzeiohenhaben. 

Ftix Gebiete, in denen r < A, reioht zum Vergleich mit dem Experiment 
die Beriioksiobtigung von wenig Gliedem der Summe aus. Fiir groBere Ent- 
femung r aber empfieblt Bicb eine andere Daratellung, die aus dem TJmstand 
folgt, dafl V in (4) eine periodiscbe Funktion von z mit der Period© 4 h ist. 
Da dieFunktion U femer ungerade in bezug auf die Acbse z =0 [d.h. U (— z) 
= —U (z)], aber gerade in bezug auf die Acbse z = h [d. b. V (2 h — z) 
= V (z)] ist, bo hat sie eine Fouriersche Entwioklung von der‘Form 


/K\ |-t . 71Z . - 7CZ • K 71Z - 

(5) CT = 0l sm^ + a a Bm3^ + a 4 sm6^H-, 

nnd man. eihalt fiir die Koeffizienten a it ^ 

%h 

jA-TfBinjfe^rSt- 1 )'! ■ ..;—r 

2 A (f + 2nh- a )' 

•-_i _J«. 

Vr*+(f + 2nft + o)“J 

Setzt man im Summenglied mit Index n 


f rf 2 nh — a = x, bzw. f + 2 nh -f a = z, 

so kommt das auf eine Versohiebung der Integrationsgrenzen des Gliedes 
um 2 n ± o hinaufl, wahrend der Integrand in alien Gliedem dann die gleiobe 
Form annimmt; dabei ist noeh zu beachten, daB dasVorzeichen der Sinus- 
Funktion bei ungeradem n sich ftndert, und ea folgt: 


<h = 


— 


inkh 




2 7t AA Sm 2A 


hna f knr dr 
cos ■ 


2 h iV + t*’ 


__ J 0 . kna 
~ 2jrAA Sm Th 


1 

- oo 

+ 00 ^ 

:(/«, £_ 

J Vr* + r> 


Dieses Integral geht durcb E infiihrun g von z/r als Integrations- 
vaxiable in das Hankelsobe Integral 0-ter Ordnung [vgl. (19) in § 2, 3] 

fiber: niH ^■ Also ist 



(6) 



702 


AufgabenstdluDg mit Polarisation 


XVI, § 3 


und wenn rfh grofl iat, kann man fttr H die asymptotifioher Pormeln (29) 
in 12, 4 anwenden. Es folgt d<mn 





t nz -<sf + i)2T 


eine Eeihe, die wegen des Exponentialfaktors sehr rasoh konvergiert. Die 
gesuohte Strom dichte l&ngs der Metallflaohe z — 0 ergibt aioh. hieraus zu: 


( 8 ) 


•( 0 ) - 


= - aT ^SV2 , + l^l + l)^e 


na -ciz+i)^ 


2* Berilcksichtigung der Polarisation. Auf die Erscheimnig dor No- 
biliBohen Farbenringe hat ein weiterer TJmstand Einflufl, der in der 
obigen Riemannschen Theorie nooh niobt beriioksiobtigt ist, n&mlich 
die Gegenpolarisation der auf der Metallflaohe abgelagerten Schioht. 
H. Weber 1 ) nahm die Gegenpolarisation ala eine detr ablagemden Strom- 
st&rke proportionale Spammng an, bo dafi statt (3) eine Bedingung von der 
Form 

(3') U-xi,= U + xl~ = 0 fiir z = 0 

o z 

zu setzen w&re. Naoh den neueren Erfahrungen ist auoh dieser Ajasatz 
niobt zutreffend, sondem es tritt ein Sattigungszustand ein, so dafl die 
Gegenpolarisation nux bis zu einem gewissen Mairiirmm anwaohsen kann 2 ). 
Im stationaren Zustand muB dann in denjenigen Teilen der Metallplatte, 
in denen dieses M ax imum niobt erreioht ist, die hindurcbtretende Strom - 
diobte versobwinden, da eben anderenfalls die Polarisation weiter anwaohsen 
wtirde. In den Gebieten dagegen, in denen dm Mayimnin erreioht ist, 
herrsoht konstante Bpannung, die diesem Maximum gleioh ist. Das erstere 
Gebiet wird das Aufiere, das letztere dim Innere eines Excises t = b sein, 
dessen GroBe aber erst aus der Losung der ganzen Aufgabe folgt, wenn 
die Maxim ft lapannnng vorgegeben ist. Vorerst soli 6 als bekannt ange- 
nommen werden, aber die GroBe der Spannung ka-nn dann nicbt mehr 
vorgesobneben werden. Wix maoben femer, um die Bebandlung zu er- 
moglioben, die vereinfaobende Yoraussetzung, d&B die Hobe der Fltissig- 
keitasohiobt unendliob sei: h = oo. 


*) Grelles Journal 75 (1872). 

*) hat difisen A naa tz hypothetisch geznaoht; Nuovo Cimento, vol. X 

(1881); vgL auoh V.Volterra, Atti R. Aooad. Torino, vol. XVIII (1882—1883). 
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Die Aufgabe ist daher folgendermaflen zu formulieren: Wir suohen 
cine Puuktion 27 == I7 0 + U x . Dabei iBt 

/g\ jj _ jo _ _ Jo 

0 inXRi 4^AVf*+ (z-a)*’ * 

und TJ X soli eine im Qebiet z > 0 regulars Potentialfunktion sein, d. h. 
AU 1 = 0 emsobli&Bliob dear Umgebdng der Stelle r = 0, z = a. 

Die Randbedingung ist dabei: 

(10) ^7 = 0 ^ * = 0, r > 6, 

(11) ^ = 0 fttr 2 = 0, r <6 (d. h. C). 


Man mufi femer fordem, daB der gauze Strom J 0 in die Met&Uplatte 
fibertritt und nioht Teile davon nach. dem Unendliohen abstromen, da 
wir die unendlichliohe und ansgedehnte Schicht ja nur als einen einfaolieren 
Fall der in Wirkliohkeit endliohen Schicht betraohten. Das bedeutet, daJB 
das liber die Strom aufnehmende Kreisfl&che genommene Stromintegral 

b b 

(12) — 2tz ji,rdr = 2nX^~^rdr = «7 0 fur z = 0 

0 0 

zu fordem ist. Man kann diese Bedingung auch so aussprechen, daB sioh 
keine Stromquellen im Unendlicben befinden sollen, d. h. 

(12') fr^+z'U = 0 flir = oo. 

Die so formulierte Aufgabe ist von R. Gans 1 ) durch Entwioklung naoh 
Kugelfunktionen, von M. Haf en B ) in gesohlossener Form gelost worden, 
die wir hier ableiten wollen. 

Um zunSnbst die Bedingung (10) zu beriiokBiobtigen, denken wir uns 
U als gerade Funktion von z in den Raum negativer z fortgesetzt. Wir 
ftigen also zunaobst einen zweitenPol hinzu im Punkt r = 0, z = — a, setzen 

fj — __ = _!?o_ 

0 ± 7 tX\r*+{z + a) 1 4 nXR 2 

und sucben dann U statt der obigen Form in der Darstellung 

(11') u=u 0 +u Q + u 19 

woxin dann auob TJ^ eine gerade Funktion von z ist. Hire Ableitung 9 U 1 /dz 
verscbwindet langs der Ebene z = 0 fiir r > 6, ist aber endlioh ftLr r < b 
und daher unstetig beim Durohgang durch die Ebene. 

*) Zeitaohr. f. Math. u. Phys. 49 (1903). 

*) Math. Ann. 69 (1910) (5 2 der Arbeit). 
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Diese erweiterte Aufgabe laflt eine elektrostatische Deutung zu. Der 
Bereioh. z = 0, r b ist als eine ebene, kreisformige Metallplatte zu deuten, 
der gauz e umgebende Baum ala bomogenea Dielektrikum, und ea handelt 
aioh um die elektrostatiaohe Induktion der beiden Pole auf die Metallplatte, 
unter der Nebenbedingung, daB die geaamte Ladung der Kreisplatte ent- 
gegengesetzt gleioh der Ladungssumme der beiden Pole aein aoll, alao 
— J 0 /2 7iX. Dies ist eine inhomogsne Aufgabe im Sinne von VIII, § 2. 


3. Homogene Hilfsaufgabe, Um dieae inbomogene Aufgabe zu losen, 
geben wir aua von der homogenen Aufgabe der elektroatatisoben Ladungs- 
verteilung auf einer Kreisplatte, deren Radius ff < b sei, und der Be- 
stimmung des zugehorigen elektroatatisoben Peldes. Die Potentialfunktion, 
die dieser bomogenen L5sung entspricbt, sei mit ip (/?, r, z) oder aucb kurz 
mit ip (p) bezeicbnet. "Wir finden sie duxob Einfuhrung eines geeigneten 
Systems ortbogonaler Koordinaten, und zwar elliptisober Ringkoordinaten; 
vgl. 1. Bd., Ill, § 3, 6 und XVII, §2, 7. 

Die kxummlinigen Koordinaten mogen a, ft, x beiBen und konnen 
duxob die Substitution eingefbhrt werden: 

\z = poft, r = py'l + o* )'l- fi\ 

1 x = roost, y = rainr. 


Darin sind die Pl&chen 
(14) a = konst, d. i. 


r> 


P'd+o*) 



1 , 


die Rotationaflaoben konfokaler Ellipsen mit dem Brennpunktsabstand p 
von der Aobse r = 0. Flir den Parameterwert a = 0 artet die Rotations- 
flaobe in die beiderseitige Oberflache der Kreiaplatte vom Radius r = p aus. 
Dagegen sind die Flaoben 

(IB) n — konst, d.1 = 

die Rotationaflaohen der zugehorigen konfokalen Hyperbeln. Fur jli = 0 
artet hier die Flache in die beiderseitige Oberflache des Bereiohes r > p 
der Ebene z = 0 aus, flir /z = 1 in die Achse r = 0. Duroh den 
Koordinatenbereioh 0 <[/z ^ 1, 0 oo ist somit der Halb- 

raum positiver z, durch Vorzeiohenwechsel von or auch negativcr z aus- 
gefiillt. 

In den* neuen Koordinaten lautet das L&ngenelement: 

d,8 2 = dr 2 -f t^dr 2 + dz 2 

= P* |V + A**) (j4^s + i~^s) + ft + ffl ) (! - A **) d *■]. 
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und folglich. wird der Differentialoperator A U nach 1. Bd., II, §3, (42) 
bereohnet ztl 




i d*u 

H*) (l + a») dr* 


Wir suoben nun rotafcionBsymmetrische, also von x unabhangige 
LSsungen der Gleiohung A U = 0. Sie lessen siob, z. B. naoh dem im 
1. Bd., SVII, § 2, 6 und 7 verwendeten Verfahren, als eine Straune von 


Produkfcen. det Form 


U = ^}P h (^)Q k (a) 

ansetzen, wobei sich fur P und Q aus (16) die zusammengehorigen Glei- 
clnmgen ergeben: 

<"> ^[< 1 -'‘ , '3^]+* p ‘ = 0 ' 

Die nach (17) definierten Funktionen P sind Kugelfunktionen von /i 
(1. Bd., VIII, § 2), die nach (17') definierten Funktionen Q dagegen sind 
Kugelfunktionen der Variablen ia, und zwar sollen sie regular sein fur a 
zwischen 0 und °o, d. h. langs der ganzen Achse imaginarer io. In diesem 
Bereich kommen nur Kugelfunktionen zweiter Art in Betracht (1. Bd., 
vm, § 2, 8), da die Kugelfunktionen erster Art mit wachsendem Argument 
zu oo gehen, wahrend die Funktionen zweiter Art zu 0 abnehmen, wie 
man aus (17') erkennt, indem man die Losungen fiir groBe a in Potenz- 
reihen entwiokelt. 

Die gesuohte Losung unserer homogenen Aufgabe, y (/?, r, z), soli 
lfings der Oberfl&che der Kreisplatte (a = 0) konstant, also von fi unab- 
hangig sein. Dann muB k — 0 angenommen werden, und man erhalt aus 
(17') bis auf einen willkiirlichen konstanten Faktor: 

(18) y{0) = Q 0 = arc ctg a = arc sin —• 

VI + a 

Hr konstanter Wert langs dor Plattenoberfl&che {a = 0) ist tc/ 2. Durch 
Auflosung der Gl. (14) kann man hier auch wieder r, z einfiihren und 
erh&lt durch leichte Umformung: 


lip (/J,r,z) = arc sin 


Vi (j8* + ** f*) + i V(^ + +«*)*- 4 r s p* 

2/5 


= arc sin — - - ^ -■ - —-— -- -- 

Vz‘+(r + /3) s 4-VzM-(r-/3)» 


Mli.i-Fr.nk, Dlftanstidglaldhiuigai. n 


45 
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Ans dec letzteren Gestalt enrieht man, da£ fill grofle r und z die Funktion y> 
sich dec Form yS/V r* + z* ann&hert; sie stellt daher das Potential der 
Kreisplatte vom Radius p dar; wenn diese die Gesamtladung vom Be- 
trage p enth&lt. Aus dem konstanten Wert des Potentials rp (/?) = ji/ 2 
fiir <7 = 0 und der Ladung p ergibt sioh die Kapazitat der Rreisscheibe 
zu C = 2 p/n. 

Da die Aquipotentialfl&ohen a = konst naoh (14) verkiirzte Rotations- 
ellipsoide sind, bo ist damit auoh ffir diese die elektrostatisohe Aufgabe 
gelost; vgl. auoh VUI, § 2j 2. Fiir ein verlangertes Rotationsellipsoid 
kann man analog elliptisohe Koordinaten einfiihren duroh Vertauschung 
von r und z in den Substitutionsgleiohungen (13) und findet dann die 
Losungen auf dem gleiohen Wege; siehe auoh 1. c. 


4. Allgemdne Lttsung der Inhomogenen Aufgabe. Im AnsohluB an 
M. Hafen (1. c.) benutzen wir, urn jetzt die in 2 formulierte inhomogene 
Aufgabe zu losen, die Darstellung der gesuohten Funktion XJ x duxch eino 
„einfaohe Belegung" der in der Ebene z = 0 liegenden Kreisplatte vom 
Radius b. Als Elemente der Belegung wahlen wir dabei die der homo- 
genen Aufgabe von 3 entsprechende Ladungsverteilung auf je einer Teil- 
platte vom Radius P <b, wobei die elementare Ladung der Teilplatte 
q (p) dp sei. Die Belegungsfunktion q (ft) ist aus der Randbedingung (11) 
zu beatiramen, w&hrend (10) aus Symmetriegriinden befriedigt ist. Um 
femer die Bedingung (12) fiir die Gesamtladung erfilllen zu konnen. werden 
wir am Ende nooh eine homogene Losung o y> (b, r, z) zufiigen, die die 
Randbedingung (11) nioht beeinfluflt, da sie ls.nga r <b konstant ist. 

Die der elementaren Ladung q(P) entsprechende PotentiaMunktion 


ist naoh der Bereohnung am Ende der Torigen Nummer -3- y> (ft, r, z), ihr 

P 

konstanter Wert l&ngB r < p ist nq/2 p n-nrl sei mit p' (ft) bezeiohnet. Die 
beabsiohtigte Darstellung der Potentialfunktion Uy lautet dann 

b 

(19) TJy - | j>' (P) yi (P, r,z)dft + ey> (b, r, z) 


0 

oder nach partieller Integration, wobei ' die Differentiation naoh /J be¬ 
zeiohnet: 


(19') 


Uy = ~ 


2 

n 


b 


j V (P) f' (P> *•. z) d P + p (b) + e) y) (b, r, z). 


In der Darstellung (11') schreiben wir fiir z = 0: 


U 0 + V, = f(r) 


Jo 

2 31^1*+a*' 


( 20 ) 
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und (11) nimmt Bodann durch Einsetzen von (19') die Form an: 

b 

(21) f(r) + C — ^ jp(/3) y>'{p,r)dp flir r < 6, 

o 

'wobei das zweite Q-lied auf der recbten Seite von (19'), das flir r <b 
konstant ist, in die Konstante C hineingenommen ist. Nun ist kings der 
Ebene z = 0 naoh (18'): 

I y(M = arosin^/f, daher y'(/?r) = 1/VV-jF fto r>/9, 
* ' 1 y>(ff,r) = ji/2 , daher yi'(/)r)=0 fiir r</J, 


also uaob (21): 

r 

(21') /WH-0 = fto r<b 

0 

die BcUieBliohe Form der Randbedingung. Das ist eine Integralgleichung, 
die dem allgemeinen Volterrasohen Typua (vgl. 1. Bd., XII, § 2, 2) zu- 
geipohnet werden kann, die aber gerade die speziellere, im 1. Bd., XI, 
§ 2,1 behandelte Abelsobe Form aufweist. Naoh dem dort angegebenen 
Verfahren ist sie bo zu losen: 

Wir sobreiben als Integrationsvariable g statt r, multiplizieren Gl. (21') 
mit g dg/Vr* — g* tmd integrieren naoh g von 0 bis r: 


(23) 


Jyr»-e* 


+ Cr 


_ 1 f e<*e f viPWL 

* J Vfj* - g* J Vp* - p 


0 0^0 
Rechts kann die Integrationsordnung vertausoht werden, wobei fiir 
die Grenzen zu beaohten ist, daJ3 sick die Integration auf dae Gebiet 
/? < q bezieht. Dann wird 


(23') 


f e/(e) 

JV^7 


d Q C T ==z 


« /» 


e£e 

V(r* - e *) (g* - >s*)' 


Hier hat das innere Integral auf der reohten Seite den Wert n/2, wie 
elementar oder duroh komplexe Integration leioht naohzuweisen ist, und 
mithin ergibt (23') 


d.h. 


[ et±e)_ 

jV-'-e 1 


dg + Or 


\p(P)*P> 

0 



45* 
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Damit ist die in die ursprtingliohe Daretellung (19) von eingehende 
Funktion p' (JJ) gefunden und die inhomogene Aufgabe prinzipiell, ab- 
geeehen von der nook folgenden Festlegung dear Konstanten 6, geldst. 


5. Ltfsung fttr den StrQmungsfalL In dem speziellen Falle, der den 
Nobiliaohen Farbenringen bzw. unserer elektrostatisohen Aufgabe ent- 
apracb, war / (r) nach (20) gegeben. Dann wild in (24) 


e_/(e) d A. f e±Q 

- e* S y\r» _ e «) ( g » + a «) 


*7» 

inX 



. r* — a*\ J a , r 

" osm ?+T') = 2Sl“ 0t *a 


durch elementare Integration. 

J»W = 


Also wild naoh (24) 

jj> ° i n 
2n IrH®' 


Der Ansatz (Id 4 ) ergibt djamit fiir die geauchte Potentialfunktion: 

b 

( 26 ) 77 , = -^^- i y 1 '(p, r ,z)dp + o' v (b,r,z), 

0 

indem man iinter der Konstanten c' die Glieder mit ip (6) zusammen- 
faflt. 

Man karm hier ala Integrationsvaxiable zweokmafiig wieder die in 3 
benutzte Variable a einftihren, in der nach (18) 

v'O 

Das ist so aufzufasaen, daB ftix einen featen Punkt r, z der Koordinaten- 
wert a eine Funktion dea Brermpunktaabstanda /? ist, der dem Koordinaten- 
system. zugrunde gelegt wird, woranf der Index p hinweist. Es ist namlioh 
nach (14) 

z* r* 

Dem Werf ft = 0 entspricht also ftLr alle r und z der Wert Op — oa, und 
man erhalt folgliob durch dieae Substitution aua (26): 


17? = U 1 — o'ip (b, r, z) 


u b 


an] 

CO 


da 



r* 

l + o* 
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Das Integral bat folgende Partdalbruobzerlegung: 


U( = 


"6 

J. a z* f / 1 


z* + a 1 a*) 


da 


mit der Bezeiohming 

4«J - (VH+(* + «)• + l'r» + (* — «)“)• = (R, + Bj)?, 
4«J = (Vr* +(z + a)» + yr> + (z - a)*)’ = (fi f - JJ,)*. 
Damit gibt die Integration: 


TJ*~ J- 2 — 
1 “ 

1 


[ 


■®i H" B, 


Bj — jR| 


arcctg 




2 z 


arc ctg 


(Rj + B,) oy i 
2 z I 


und mittels der Beziehnng R* — R* = 4az bieraus nooh kiirzer: 

1 \ . 2 aa(b,r,e) 


( 26 ) 


£ ' f - 2 ^[(s; + ^)“ 00t « 


iZ x + R t 
2 a a (6, r, p)l 


Endlioh haben wir noch die Konstante c' zu bestimmen mittels der 
Bedingung (12'), naoh der ftir grofle r und z die Potentialfunktion U x 
gegen J 0 [2 jtcAJZ mit iZ = Vr 2 + z 2 gehen mufl. Die Funktion y/ (6, r, z) 
nahert sich nacb (18') ftir grofle R dom Yerlauf b/R an. Um den Verlauf 
von U* ftir grofle R zu finden, konnen wir die Form (26) benutzen; kiirzer 
aber gehen wir direkt von (2B) aus. Da n&mlich ip (/?, r, z) ft/R gebt, so 
geht ip' (J} 3 r, z) -> 1 [R, und dann folgt durch Integration in (28): • 

(27) V* - tefgflp ■ 

Zur Festlegung von o' haben wir jetzt also: 


(28) 


h. 


arc ctg 



Jo 

2 nk 


d.h. o'= 


2nXb 




und damit ist die Funktion U 1 vollstandig bestimmt 1 ). 


2 ) Mit der Funktion U iat eino den Randbedingungen entepreohende Greensohe 
Funktion der Kreissoheibe gefunden, wenn deren Pol auf der Rotationflaohse r =» 0 
liegt< FQt eine allgemeinere Lage dUrfte die Greensohe Funktion daraus duroh 
eine geringe Yerallgemoinerung entstehen. Ygl. auoh H. Heine, Handbuoh der 
Kugelfunktionen, 2. AufL, 2. Teil, S. 132. 
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Es ist fexner auf Grand der abgeleiteten Formeln ohne Sohwierigkeii 
der konstaHte Wert des Potentials U lfings der Kreissoheibe r < b zu 
bereohnen und da-n-n umgekehrt, wie es dem Polarisationsgesetz entspricht, 
ans diesem vorgegebenen Wert riiokwarts der Radius b zu bestimmen. Aller- 
dings erfordert die letztere Aufgabe graphisobe oder sonstige Naberungs- 
losung. 


Siebzehntes Kapitel 

Magnetostatik 

§ 1. Erxeugung magnetiecher Felder 

1. Die magnetischen Grundgesetze und die daraus resultierenden Auf- 
gaben stimmen in vieler Hinmeht mit den elektriscben ilberein und konnen 
aus ibuftu fibertxagen warden, wenn man die den elektriscben. parallelen 
magnetischen Begriffe einftthrt. An Stelle der elektriscben Feldstarke und 
ibres Potentials tritt die magnetiscbe Feldstarke und ibr Potential, an 
Stelle der elektriscben Yersohiebung die magnetiscbe Induktion. Der 
Gesamtwert der magnetischen Induktion, der eine gegebene Flache / 
normal durobsetzt, wird der magnetisohe FluB durcb diese Flache (<P) 
genannt. Wenn also 23 der Vektor der Induktion, 2J„ ibre Normalkompo- 
nente zu der Fl&che ist, so wird 

(1) 0 = fs nif. 

t 

Die Induktion ist in bomogenen Eorpem mit der Feldstarke gleioh- 
gericbtet, uhd ibr Verh&ltnis zur Feldstarke, die magnetiscbe Permea- 
bilitat fi, ist in den moisten Korpem, wie in Luft, eine wenig von 1 ver- 
sobiedene Konstante, die aber, im Gegensatz zur Dielektrititatskonstante, 
auob < 1 sein kann. Letztere Korper heiBen nach Faraday „diamagneti- 
sohe“, solcbe dagegen mit /i > 1 „paramagnetiscbe“. 

Im Gegensatz zum elektriscben Yerbalten vieler Stoffe sind aber 
keine magnetischen Leiter bekannt, d. b. Korper, in denen sioh ein statiscbes 
magnetisobes Feld nioht halten konnte. Vielmehr sind auch die Metalle 
als para- oder diamagnetisob zu betraohten. Eine Ausnabmestellung 
nebmen aber das Eisen und verwandte Materiaben, die, ,ferromagnetisohen‘ ‘ 
Korper, in doppelter Hinsioht ein. 

a) Die Permeabilitfit des Eisens im Normalzustand ist aufier- 
ordentlioh groB (GroBenordnung 10 s ), so daB bier die Feldst&rke bei 
mittleren Werten der Induktion sebr Mein wild. Insofem bilden diese 
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Kfirper ein Analogon zu den elektrisohen Leitern. Die Permeabilit&t ist 
abet hist niobt konstant, sondem nimmt mit waohsender Induktion ab, 
am sich sohlieblich einem konstanten kleinen Betrag, annfibernd 1, zu 
nfihem (S&ttigung). 

b) Magnetiecbe Hysterese. Bei zeitlioh weohaelndem Magnet- 
feld folgt die Induktion der Feldat&rke niobt unmittelbar, sondem mit 
einer zeitboben Versobiebung, die alkrdings wenig merkbob ist bei weiohem 
Bisen. Bei bartem Eisen (Stahl) aber tritt sie so stark in Ersoheinung, 
dafi T"an von „permanentem << Magnetism us spreoben kann. Emma! 
magnetifliertej- Stahl bebalt seine Induktion auoh naob Aufhoren dee 
Magnetfeldes bei, und er wirkt daber semerseite ala ein dauemder Feld- 
erreger. Der „permanente Magnet" kann aufgefabt werden als ein Eisen- 
korper, in dem ein eingepr&gtes Induktionafeld dauemd aufreobterhalten 
wild, solange- niobt genugend atarke Felder auf denselben wirken, um eine 
Ummagnetiflierung zu ermdgUehen. 

Das permanente Feld im Innem des Magnets bat also die Eigensobaft 
einea induzierten Feldes: Es ist tlberall quellenfrei verteilt, und der im 
ganzen durob die Oberfl&ohe tretende magnetisobe Flub ist 0. Wird der 
permanente Magnet meohanisch in mehrere Teile zerspalten, so bleibt 
wegen der Quellenfreiheit des Feldes diese letztere Eigensobaft ftLr jeden 
einzelnen Tail erhalten. 

2. Permanenter Magnet und magnetlsches Moment Bei dieBer Auffassung 
ist das magnetisobe Feld des Auben- und Innenxaumes zusammen zwar 
quellenfrei, aber niobt wirbelfrei, da seine Tangentialkomponente an der 
Oberflaobe una tetig werden kann. Es ist aucb niobt notig, aioh die In¬ 
duktion im Innem des permanenten Magnets als wirbelfrei vorzustellen, 
viehnehr kann Bie als das Feld Amp fere sober Molekularatrome (vgl. 3) 
gedacht werden. Eine andere Auffassung des Feldes aiehe bei R. Gans, 
Enzykl. d. math. Wiss. 6,15, Nr. 24. 

Der permanente Magnet erzeugt in seiner Umgebung ein magnetisobes 
Feld. Sei SB W das eingepragte Induktionsfeld, SB* seine Normalkomponente 
an der Oberflache, entspreobend SB (a) , S* fl> das erzeugte Induktionsfeld 
im Aubenraum, so ist das letztere quellen- und wirbelfrei und daduroh 
definiert, dab das Gesamtfeld SB = S8^' -f- SB* 0 * quellenfrei verteilt ist. 
In diesem Sinne gibt es daber keinenwahren Magnetismus. Fiir das aubere 
Feld allein folgt aus der Quellenfreibeitlungs der Oberflaohe die Bedingung 

(2) Si a) -SB*. 

Es ist Bomit duxch die ,,zweite Randwertaufgabe der Potentialtheorie" 
(Vargabe von S^) bestimmt und kann naob Bd. 1, XIV, §3, 1 und 2 
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duroh eine emfaohe Belegung der Oberflaohe eindeutig dargestelit werden, 
deren Ladungssmmne 

(») 

in diesem Falle versobwindet. Man ersetzt auf dieae Weise daa quellen- 
freie Qesamtfeld 23^ -(- S0 (O durob ein im Aufiengebiet (jbere inatimm endes, 
abet auob im Tnnwrn wirbelfreiea Feld. Natfirliob kann mm dieses Feld 
nioht mehr quellenfrei sein, sondem erh&it eine eindeutig bestimmte 
Quellenverteilung langs der OberfllLohe. Auf dieser letzteren Fiktion 
berubt der Begriff des ,,magnetiscbenMomentes“ des permanenten Magnets. 

Es sei a (£, »j, f) die Belegung in einem Punkte P auf der OberflEobe 
des Magnets, so erbalten -wit das Potential im Aufpunkt x, y, z dargestelit 
in der Form 

(4) U(x,y,z) = J a{6 ^- dt, R = V(® — £)* + (y — v) x ~~ ( zS W- 
r 

Femer seien _ _ 

r = itf+y'+J, g = Vf+C® 

die Abstande des Aufpunktes bzw. Integrationspunktes von dem will- 
kitrliob angenommenen Koordinatenanfangspimkt, und r, q deren Vektoren. 
Da nach. (3) 

$o{t,ri,C)df — 0, 
r 

so ergibt sioh aus (4) fiir Werte von r, die grower sind als der Maximalwert 
von q, naob Bd. 1, Vin, § 2, 1, eine EntwioUung der Form: 

( 6 ) U^y^xi + yri + zOatf^ndf + ^i---), 

t 

oder durob EiTiftihnmg desYektors 

(6) aR = {?or(f j)? ,f)d/ 

/ 

mit den Komponenten 

(6') = [£o(£r}C)df, m, = \r,<x(er,C)df, = J 

1 t t 

die Form: 

(5') U= -SR-grad (!)+••• ■ - | gt| °° B J^ + . ■. 

Dieser Vektor 331 wird als das „magnetisolie Moment" des permanenten 
Magnets bezeiohnet. 
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Das magnetische Moment ist nun insbesondere in ei™™ Grenzfall 
von unmittelbarer Bedeutung. Dei permanente Magnet soli in eine dtinne 
Sobiobt konstanter Dioke ausarten, die senkreobt zui S obi ohtfl&ohe 
ma gne tisiert ist, wobei die Magnetisierungsst&rke nook Funktion 
des Ortes auf der Schiohtflaohe sein kann. Die Randbedingung ( 2 ) ergibt 
darm file das aufiere Feld zu beiden Seiten der Fl&ohe den nfimliohen 
Wert von SB®, wenn diese Normale fiir beide Seiten der Fl&obe in gleicher 
Riohtung festgelegt ist. Die einfaobe Belegung or der beiderseitigen Ober- 
fl&obe geht folgliob naob Bd. 1 , XIV, § 1 , 6 in eine Doppelbelegung 
der einfaoben Sobiohtfl&ohe fiber. Sei /* diese Flaohe, so nimmt (4) 
die Form an: 

(7) U(xyz) = = J m(g,q, 

r QV r a 

Durcb Vergleioh mit (5') zeigt siob der in die Normalenriohtung v fallende 
Vektor vom Betrage m als das magnetische Moment pro Fl&oheneinheit 
dieser „magnetischen Doppelflaobe“. 

Rfiokt der Aufpunkt r an den Punkt q der Fl&cbe von der positiven 
oder negativen Seite her heran, so ergeben siob zwei versobiedene Potential- 
werte U + und 17_, und zwar ist (vgl. 1. o.) 

(8) U + -U_ = 4 nm(S, r,, £). 

3. Station&res elektromagnetisches Feld. AuBer durcb permanente 
Magneto kann ein magnetisobes Feld aucb durcb stationare, also ge- 
schlossene elektrische Strome erzeugt werden. Das „statisobe elektro- 
magnetisebe Feld“ besitzt gleichfalls nirgends wahren Magnetismus, es ist 
also iiberall 

(9) div SB = div (/«§) = 0 . 

Ferner sagt das Amp&rescho Gesetz, daB das langs eines beliebigen 
geschlossenen Weges geflihrte Arbeitsintegral 

= 0 

(10) W = Jfids = bzw. 

4 71 J, 

je nachdem der Weg keinen Stromleiter oder einen den Strom J fiihrenden 
Stromleiter umschlieBt. Es folgt aus der ersteren Beziehung nach dem 
Stokesschen Satz ( 1 . Bd., II, §3, 3): 

( 11 ) rot <5 = 0 , d. h. £ = — grad V . 

Die Potentialfunktion V laBt sioh aber wegen der zweiten Beziehung nur 
eindeutig definieren, wenn man den unendlichen Raum duroh eine in den 
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Stromleiter eingespannte Fl&che, eine „Membran“, begrenzt. Zu beiden 
Seiten der Membran nimmt sie versohiedene Wert© an, namlioh naoh ( 10 ): 

( 12 ) U+ - CL = 4 nJ. 

Vergleicht man dieses Feld mit dem atti End© von 2 besohriebenen, so 
ergibt sioh: Das magnetisohe Feld eines gesohlossenen Stromes ist gleioh- 
wertig mit dem Felde einer langs der „Membran“ ausgebreiteten magneti- 
sohen Doppelfl&che, deren magnetisohes Moment m pro Fl&oheneinheit 
konstant ist, und zwar von der Grofle m = J. In dieser Form ist iibrigens 
das AmpdreBohe Gesetz zuerst ansgesproohen worden. Bin kleiner Kxeis- 
strom vom Radius r, der Stromstarke J, ist also equivalent mit einem 
magnetischen Moment |5Dt| = r 1 nJ. In dieser Weise kann man siob den 
permanenten Magneton aus einem eingepragten System Ampfcresoher 
„Molekularstr 8 me“ aufgebaut denken, im neueren Sinne umlaufender 
oder rotierender Elektronensysteme von verschwindender elektrisoher 
Gesamtladung im Molekiil. 

§ 2. Paramagnetiache KOrper im Magnetfeld 

1. Die allgemelne Randwertaufgabe. In ein gegebenes Feld, sei es von 
permanenten Magneton oder von Stromen erzeugt, werde ein Korper mit 
der (konstanten) Permeabilitat gebraobt. Wie wird das Feld duroh ibn 
modifiziert ? Diese Frage ist insbesondere von Wichtigkeit fiir die Korper 
von groBem p, also z. B. die Eisenkeme von Spulen. 

Die gegebene magnetisohe Feldstarke sei < 5 0 , die gesucbte 

(1) $ = So+$i, 

und als Innengebiet sei der von dem Korper eingenommene Raum be- 
zeiohnet. Im Innen- und AuBengebiet geniigt dann den Diilerential- 
gleiohungen: 

( 2 ) div = 0 , 

( 2 ') rot Si = 0 . 

Langs der Grenzflache beider Gebiete ist die Tangentialkomponente S*» 
also auoh S lt , stetig, in Erweiterung von ( 2 '). Dagegen ist, wegen der 
Bedingung des Versohwindens von wabrem Magnetism us, die Normal- 
komponente der Induktion stetig, also 

(3) AH*?-**.". 

wenn /x a die Permeabilitat des AuBenraumes ist und der obere Index den 
Innen- und AuBenraum unterscbeidet. Durob Einsetzen von ( 1 ) folgt 
daraus die inhomogene Bedingung ftir 

W - fla = [fla - /*) 
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deren rechte cJeite eine durch das Grundfeld vorgegebene Funktion F (s) 
auf der Grenzflache ist, die librigens die Bedingung 

( 4 ') = 0 

erfttllt. Im Yerhalten im TJnendlichen sohlieBlioh muB gleiobfalls zum 
Ausdruck kommen, dafi das Feld im ganzen Raume (Ixmen- und AuBen- 
gebiet Bowie Grenzfl&che) ladungsfrei ist. Daraus folgt das Yerhalten des 
Potentials gemlB (6') von § 1, 2, und somit muB niebt nur r*$ ls sondem 
auoh fttr unendliohe r endlich bleiben. 

Diese Aufgabe ist eindeutig losbar. Wir erfiUlen aie namlioh, in- 
dem wir naob (2') dutch zwei Potentialfunktionen (p® und tp w dar- 
stellen: 

= — grad §< a) = — grad q>^. 

Dabei ist wegen der Stetigkeit von 5j ls lungs der Grenzfl&che auch <p stetig: 

( 6 ): 

und naob (4): 

(6') 


= q>f> 


a djp^ _ 

/to dn~ fli dn ~ 


F(s). 


Femer ist im Innen- bzw. AuBcngebiet wegen (2) 

(6) A = 0, A <p™ = 0, 

und im Unendlichen r 2 (p[ n ) endlioh. 

Wir haben es hier unmittelbar mit der im 1. Bd., XIV, § 3, 2 be- 
handelten allgemcincn Randwortaufgabe der Potentialtbeorie zu tun, 
die man mittels des AnBatzes einer einfachen Belegung der Grenzflacbe 8 
(als Integrationsvariable or gcschricben): 


( 7 ) <p= \^io, r,, t = V (a: _f)* + (y_^ + (z_C)‘ 

J r r i •; 

in eine Integralgleiohung umformt. x, y, z ist der Aufpunkt, f, r/, C der 
Integrationspunkt. Man erhalt langs der Grenzflache: 


( 8 ) 

mit 

(80 


-2ji(n a + fi t ) m (*) + (//„ — (s, a) m (a) d a = F (*) 



cos (r I( ;n) 


fttr Aufpunkte x, y, z, die auf der Flaohe selbst liegen. 

Mittejs (40 folgt nun zunaohst das Yerschwinden der Gesamtbelegung. 
Denn es folgt aus (8) durch Integration unter Beriicksiobtigung von (40: 


( 9 ) — 2 n (^ 0 + /i < )Jm(s)ds + (j « 0 —/i<)JJjff(s,or)»i(<r)d<rds = 0 . 
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Nun ist nack ( 8 '), wena a feetgekalten wird, also einen auf der Fl&ohe 
selbst liegenden Quellpuokt okarakterisiert: 

( 10 ) \K{t,a)&8 = 2n l ). 

Somit argibt (9) nack Vertausokung der Integrationsordnung: 


— 4 n/ii J m (cr) da = 0 , 

wie oben behauptet. 

Zufolge des Versobwindens der Gestuntbelegung ist die im Unendlioben 
fttr <p geetellte Bedingtmg erffUlt. Um die Lbsbarkeit der vollstandigen 
inhomogenen Aufgabe darzutun, baben wir nan, naoh 1. Bd., XIV, § 3, 3, 
nar nook festzustellen, daft die zagekorige komogene Randwertaafgabe 
keine Losang bat. In der Tat, die bomogene Aafgabe fordert statt ( 6 ') 


( 11 ) 




dn 


= 0 . 


Wir baben nan zanaokst fttr das Innengebiet v t : 

( 12 ) 0 = /*, j q&A <p (t) dvi = — /if | (grad yW)*i «< + /<< j <p M ^ 8 ‘ 

iy * 

Ebenso fax das AuBengebiet v a : 

(12') 0 = /i„ | q> la >A<pt a) dv tt = — fi a | (grad <p M f dv — fi a j <jt a) ~q~ ~ 

«o ® 0 * 

Hierin beziebt siok das letzte (Oberflaobenintegral) auf die aas der Grenz- 
flftcke and einer anendliob groBen Kugelflaoke gebildete Begrenzung des 
AuBenraumea. Diese letztere aber liefert wegen des oben abgeleiteten 
Verkaltens yon q> im Unendlioben keinen Beitrag. 

Also folgt durcb Addition and Beriioksiobtigung von (6) and (11): 

(13) /u J(grad <pU)*dv { + /i a j (grad ^dv a = 0. 

v i *a 

Da pt ( und fji a beid© poaitiv sind, folgt somit, daB grad <p ubeiall ver- 
sohwinden mtiBte, d. h. es eadstiert keine bomogene Losiing. Damit ist 
der geforderte Naohweia ftir die Losbarkeit der inhomogenen Randwert— 
aufgabe erbracht, und zwar ist die Losung eindeutig. 


2 . Kugel im Parallelfdd. a) Yollkngel. Im Luftraum (fi a = 1) sei 
das parallel© Grundfeld 




Or 


2 ) Hat die Fldohe Eoken, so ergibt sioh statt dessen *. 2 n (ygl. 1. o. S. 615). 
Da aber solohe Eoken nur diskret vorkommen kttnnen, bo dndert das nichts an dem 
Resultat. Zn Gl. (10) aiebe auch 1. Bd., XIV, § 1, 3. 
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gegeben. Sein Potential ist 

(14) 9>o = “ So • *• 

In das Feld soil eine Engel vom Radius a und dec Permeabilitat /x gebraobt 
werden, und ibr Mittelpunkt sei Anfangspunkt des Koordinatensystems; 
r, & seien Polarkoordinaten in bezug auf diesen Pnnkt. Die Randbedin- 
gungen flir die Funktionen <p^\ nehmen dann die folgende Form an. 
Fiir t — a ist: 


(15) 


iv_o , 

dr H 


T’V 0 = <f{‘\ 

d( Pi } _ u (9 <p 0 , 9 <P < \ t) \ 

TT- /t Vd7 + —)' 


Es liegt nahe, den Ansatz der Losung ahnlich wie bei den Aufgaben 
des Eap. VIII, § 2, 3 flir das elektroatatisohe Feld zu suohen, in die unsere 
Aufgabe iibergeht, wenn (x = °° ist, also durok Entwicklung nach Kugel- 
funktionen. Fiir unser paralleles Grundfeld gilt nach (14) 


n = - §o r C0B # = ~ (0). 

Die Funktionen <p x sollen in Reihen nach Kugelfunktionen entwickelt 
werden, also nach. 1. Bd., VIII, §2 gefeetzt werden: 


(16) 9>i = 2”(°» rn + c -"-i r-n_1 ) P *W> 

0 

worin die c n Konstanten bedeuten, die im Innen- und AuBengebiet ver- 
schiedene sind. Die Bedingungen (15) muasen nun unabh&ngig yon 
daher von jedem Summanden der Summe (16) fiir sich erfiillt werden. 
Das gleiohe gilt von der im Unendlichen geltenden Regularitatsforderung. 
Man aieht dann, dafl fiir alle Indizcs, mit Ausnahme des Index n = 1, die 
Bedingungen (15) homogene und daher, wie in der vorigen Nummer be- 
wiesen, nicht losbar sind, auBer duroh versohwindende c n und c_ n _ 1 . 
Bs bleibt also nur n = 1, und zwar mit Riioksicht auf die erforderliche 
Regularitat: 

(17) = c">r P,(#), = + ci$a 8 r-’P 1 (0). 

Die Bedingungen (15) ergeben dann: 

C W = pcf + 2d 0 ,) = (fi - 1) 

Also: 

und schlieBlich: 


(18) 


im Innengebiet: cp = — r cos 0 = — ^_|_2 So 35 - 

im AuBengebiet: <p — — S> 0 (r — P — g p-j cos 0. 
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Die Loaung bedeutet ftir paramagnetische Korper (pi > 1 ) eine Ab- 
sohwaohung des Feldes im Innem des Korpers, das fiir pi = oo ganz 
versohwindet. Die Induktion © = pi$ dagegen wird verstarkt bis 
zu dem Wert 3 5 0 bei p = oo gegen $ 0 bei p = 1 . Im Aufien- 
gebxet (Ifings der Mittelebene cos d = 1 ) ist das Feld und die Induc¬ 
tion abgesohwaoht bei p > 1 , die magnetisohen Kraftlinien werden 
also in paramagnetisohe Korper hineingedrangt. Umgekehrt verst&rkt 
flioh das Feld im Innem diamagnetischer Korper bis zum Wert */* So 
fiir pi = 0 , wahrend die Induktion abgesohwaoht wird und ftix /li — 0 
versohwinden wiirde. Das auBere Feld und die Induktion' warden 
dann verstarkt, die Kraftlinien also von dem diamagnetisohen Korper 
abgedr&ngt. 

b) Hohlkugel im magnetisohen Parallelfeld. Der Fall einer 
paramagnetischen (oder diamagnetisohen) Hohlkugel im Magnetfeld ist 
von Interesse wegen lhrer Sohirmwirkung auf das Innere. Der tiuSere 
Kugelradius sei a , der innere 6 , pi die Penneabilitat der Kugel, wahrend 
im Auflen- und Innenraum die Penneabilitat 1 angenommen werden soli. 
Wir nehmen wieder an: 

<p Q = — £ 0 £ = — £„ r cos & 

und setzen 

V “ Vo + 9 3 ? 0 ,}m Auflenraum (r > a) 

V Vo + 9i m) in der Kugelsohicht (b <r <a) 

V = 9^0 + Vi 0 ku Innenraum (r < 6 ). 

jiq namliohen tJberlegungen wie unter a) flihren zu dem Ansatz: 

9** = cffi ^ COS 0, 

9 ~ cos 


9 > 0 ) = r cos 6 


und den Randbedingungen an beiden Kugelflfichen: 


ftlr r = o: 



qtrt = q>V>, 


/ d <p\ m) 
\~Jr~ 



<hP? ■ d<Ps 
dr "’“a?' 


fttr r *= b: 
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Daraua folgen der Reihe nach die Gleichungen: 

(a) cp] - - 4$ = 0, 

(P) — 2cL a j — = —(/< — l)So» 

(19 ( y <"> + p c<f - c<'> = 0, 

(d) fid?'-2/ip c<_»? - <?«'> = (/* - 1) $«• 

Zur Auflosimg sotzen wir a z jlP — A und bilden zunaohst aus (a) und (j8): 
(e) - (2 + /.) c<“> ■+ 2 { f i - 1 ) c<»> = - (ju - 1 ) S„; 

aus (y) und (d): 

(£) (/i — l)ci m) — (2/i H- lJAc^ = (/* — 1)(6«; 

hieraus noch: 

| - 3 c<“> + [2 /* (1 - A) - (2 + A)] ci“' 

(»/) (= - 3(c\ m > + c 1 !^) + (2ft -f 1)(1 - A)c‘_“> = 0; 

endlioh aus (y) und (d): 

(0) (/« - 1) c<« = (/* -1) So + 3 fi Xci”K 

Aus (f) und (f) bzw. (?/) erhalt man duroh Auflosung: 


J = 2 (1 — A) (/( — l) s — 9 /< A, 


aodann nach (fl): 


«f> - 6 . = St bzw - e i° 




nach (//) und (a): 

. (a) _ ( 2 /i + 1 ) (1 — A) (m) = ( 2 /» + !)(/» - 1 ) jlzi? 

c a — 3 " a 

Hicmach ist das Fold in den drei Teilgebictcn bestimmt. Am meiaten 
intcresBiert die Absohirmung des Feldes im Innem der Kugel. Hier wjrd 
^(0 — ( c (i) _ £ 0 ). x, also die Feldstarke nach leichter Umrcchnung: 
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Es folgt somit, da b < o, das bemerkenswerte Resultat, dafl immer 
< So. also eine Absoiirmimg eintritt, sowohl ffiLr /x < 1 als auoh 
fi > 1, und das Mafi derselben bleibt unverandert, wenn statt der Per* 
meabilit&t /x die Permeabilit&t 1//* verwendet wd. Das Feld bleibt aber 
im Innem ein homogenes Parallelfeld. 


3. Ellipsoid hn ParalleHeld, Die allgemeine Bandwertaufgabe dieses 
Paragraphen ist nux in wenigen Fallen explizite gelost. Es ist yon Wichtig- 
keit fttr die Anwendungen, dafl zu diesen Fallen der eines (para- oder 
diamagnetisohen) Ellipsoids im ursprtinglioh parallelen Felde gehort, weil 
man darans einen Uberbliok der Verhaltnisse bei ahnlioh geatalteten 
Edrpem gewinnen kann. Das Ellipsoid hat namlioh mit der in § 2 be- 
handelten Engel die Eigensohaft gemein, dafl das Zusatzfeld in seinem 
Innem ein paralleles wild, wenn das Grundfeld ein par alleles war. Um das 
einzusehen, geben wix zunachst eine allgemeine Darstellung des zu dem 
Grundfeld mit dem Potential q> 0 hinzukommcnden Zusatzfeldes mit dem 
Potential <pi(<p = <po + ?*i). 

Das Zusatzfeld <p 1 ist, aufier dutch die allgemeinen Potentialbedin- 
gungen, duxoh die tlbexgangsbedingtmgen (5) und (11) an der Grenzflache 
bestimmt, die fill <p x ergeben: 


( 20 ) 

( 21 ) 








\ dn dn ) *“' 


d (p^ 
dn 


Diese Bedingungen,(20), (21) lassen sioh nach 1. Bd., XIV, §1,.6 so 
deuten, daB die Potentialfnnktioll q> x erzeugt ist duxoh die aUerdings 
noch unbekannte einiaohe BelegUng der Oberflaohe a des Korpers 
von. der Dichte: 

„ P m — Pi d p (,) 

4 nfjL a dn 


Es ist mithin, wenn man v ftir die auflere Normale des Integrationspunktes 
schreibt: 


( 22 ) = fh 


** d qfb 
d v 


r *.f 


ia\ r t 






Da A <p® = 0 sein soli, laBt sioh dieses Integral naoh dem Greenschen 
Batz [1. Bd., II, § 3, Gl. (33)] umformen in das Raumintegral: 

* “ j {*** ^ k) * t 

t T 


(23) 
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(grad t bedoutet die Abloitung naoh don Koordinaton dcs Intogrations- 
punktes f. £; V das Innengebiot). 

Wir fragen nun, untcr wolchen Bedingungen dieses Zusatzfold 9 ^, 
also auoh das Oesamtfeld q>°\ im Innom des Korpers ein Parallelfold 
blcibt. Dann mull also q' u) oino linoaro Funktion des Ortes, somit grad y (,) 
konstant sein. Daber winl aiu ( 2 S): 


< 2 *> 

r 

Urn das lotzto Integral nooh zu vereinfaohen, trennen wir aus deni Korpcr- 
volumen V ein Kugelvolumen K mit dem Mittelpunkt im Pmikto £ = x, 
V = y> C = 3 ab, das ganz im lnnern von V liegen soli. Fur dieses Teil- 
volumen ist, aus SymmctricgrUnden, 


Fiir den Rest kann, da 



d K = 0. 


gesetzt werden: 


also 

(25) q> x 


dfxj _ _ d_r^ 
dS ~ dx 


U8W., 


I 

^ (I r!: t »')) • 


Damit nun <p t gleichfalls cine linoaro Funktion Hoi, wenn grad <p u) konBtant 
ist, muB hiornaoh offenbar das Potential dm Korpervolumcns 


(26) 



im Innom des Korpers oino quadratisohe Funktion dor Variablen x, y, z 
sein. Dicse Bodingung ist abor nacli 1 . Bd„ XIV, §2, 4 erfiillt, wonn 
der Korpcr oin Ellipsoid ist. Dort war namlich fttr oin auf soino Haupt- 
aohsen bezogenes Ellipsoid, dossoti Gloiehung sei: 


bcwicson: 


o* 6 * + c* 1 


(27) P = E - Aj? — By* - Cz*, 

Misoi-H'rHuk, DirToreutlalifLnchungi'n. II 


US 
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wobei die Konstanten E, A, B, 0 folgende Werte haben: 

As 


(27') 


E ~ n \ D(V 

.4 = JS 

0 


oo 

n_,f 

G = n 

J (P + «)D(«)’ 

0 


ixo-^i+s) 

(*+p)( : 


As 


Das zugrunde gelegte Parallelfeld sei nun gegeben durob sein Potential: 

9*0 = (S)oa ® "f" Soy y “t~ Soa 
feraer sei gem&B der Forderung der Parallelitat gesetzt: 

<Pl = ‘“(Sl,«+S l yy+$1»2 5 )» 
grad <p® = - $ = - ($ 0 +Si).' 


so ist 

also naoh (26): 


— ($1*X + SlyJ/ + Slf 25) 

= [(So + Si).-* » + (So + S,)v Bj/ + (So + Si).5 *j. 

A 7C /X a 


Somit: 


Si St — 


Mi^Ma 

2 »i»« 


4S 


0 » 


l + £zJf»^ 


UBW., 


bzw. das Gesamtfeld: 

S. = So, - 


(28) 


1 


1+e &E A 

s. = f». 


2np a 

Sis = Sow' 

1 


Mi ~ i»« 
2 npL tt 


B 


1 + 


2 n/i a 


C 


Setzen wir dieee Werte fiir — grad in die Darstellnng (22) dee Zusatz- 
potentiale ein, so erhiilt man folgende Form des Oberfl&ohenintegrals: 

,«m\_if /So,oos(vf) , S 0 v eo s(vjj) , $ 0 e cos(vf)\ iff 

(29) *"t I12 ^; a -— 


2njjg 


^nMa 
Mi~ Ma 


f T,£ 
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Im vorangehenden war die Form (27) dee Potentials P und die daraus 
reaultierende Form (29) der geauchten Loaung <p x ala notwendige Be- 
dingung fiir die geforderte Parallelitat des Feldea § (n erkannt. Wir haben 
zu zeigen, dafi sio auoh ausreichend Bind, um in der Tat alle Bedingungen 
der Aufgabe zu befricdigon. 

Dafl die Potentialglciohung fiir <p x erfiillt ist, aowie die Stetdgkeits- 
bedingung (20), geht aus der Daratellung ala Mnfache Belegung hcrvor; 
ebenso die Bedingung fiir das Verhalten im Unendliohen, da das Integral 
der Belegung vorsohwindet wcgen 

J ooa (v £) da = 0 usw. 

Ba bleibt ako nur die Randbcdingung (21) zu bestatigen. Wir aetzen zu 
dem Zweok voriibergohcnd die vorgogebenen Funktionen: 


(SO) - - 

r» r a a 

2 np a 


1 + 


1 + 


&« 
fij—Po 
'In fi a 


- = H V 
B 


So, 


2n/i a 


= H. 


Dann folgt aus (29) nach den Unstetigkeitsbedingungen der einfaohen 
Belegung (l.Bd., XIV, §1,6): 


(31) 


djp'p _ <Pj_ _ _ /**- P_* g 
dn dn «„ 1 


und um die Randbedingungcn (21) zu bestatigen, ist also nur zu zeigen, 
daft aus (29) und (27) sioh — grad = § = U ergibt. Nun folgt aber 
aus (29), da H ein konstanter Vektor ist, analog der Umfonnung von (22) 
zu (25): 

= - H .gn&P = 2(H x Ax-\-H,By + H.Cz), 

wonaoh 


(32) 




W = _ = _ Pi -Pa 

dx 2np a 


A H a usw. 


Also unter Hinzunahme von (30): 


(33) = $ ox + $ ls = (l + A ) H « - ~ H 


USW., 


was zu bcweisen war. Damit ist beatatigt, daB alle Bedingungen der 
Aufgabe durcb die Loaung (29) bofriedigt werden. 

Fiir den Fall oinea Rotationscllipsoids mit axial geriohtetem Magnet- 
feld laflt aioh die Aufgabe kiirzer mit Hilfe der in VIII, § 3, 3 eingefiihrten 
elliptiachen Koordinaten bchandcln. 


46 * 
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§ 3. Krfifte aul materielle Korper im elektrischen Oder 
magnetischen Felde 

1. We Feldenergle* Die FeHbestimmung, wie wir sie in § 2 nnd § 3 
durohgefuhrt haben, gestattet die Krafte zu bereolmen, die auf die be- 
treffenden Korper im Magnetfeld ausgeiibt werden. Damit ist zugleioh 
auoh die entsprechende elektrostatisohe Aufgabe — dielektrisober 
Korper im elektrischen Felde — behandelt, wenn man nur die mag- 
netiflohen GroBen (£, 8, p) durcli die analogen elektrischen (ffi, D, e) 
ersetzt. Diese t3ber emstimmuiig der beiden Felder brauoht nnd kann 
librigens nur in der Umgebung des eingetauohten Korpers stattfinden, 
denn es miissen ja immer die Unterschiede bleiben, die die Erzengnng 
des magnetischen bzw. elektrostatischen Feldes oharakterisieren: Wir 
haben nns das elektro-statisohe Grundfeld immer als ein rota- 
tionsfreiea, das magnefcische Grundfeld als ein divergenzfreies 
vorzustellen. 

Die Krafte auf materielle Korper im elektrischen Felde findet man 
aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit: Jedem elektrischen Felde ent- 
sprioht ein bestimmter Energievorrat 17, den wir als potentielle Energie 
betrachten. Da durch die Lage einea Korpers in einem yorgegebenen 
Grundfeld das Gesamtfeld eindeutig bestimmt ist, so wird diese Energie 
auBer von dem Grundfeld nur von den Lagehkoordinaten des Korpers 
abhangig sein. Wir denken uns diese Lagehkoordinaten einer Variation 6 
unterworfen und verstehen unter <3 A die meohanische Arbeit, die bei 
dieser Variation die ponderomotorischen Krafte bzw. Moments dee Feldes 
an dem Korper leisten. Sie miissen sich also aus dem Prinzip der virtuellen 
Arbeit ergeben: 

(1) <5Z7+<3A = 0. 

Analog liegen die Verhaltnisse im magnetischen Felde. Nur besteht 
hier der Untersohied, der mit dem oben betonten Unterschied des Feld- 
charakters zusammenhangt und zuerst von Maxwell erwahnt wurde, 
dab man die Energie des magnetischen Feldes nicht als potentielle, 
Bondem als kinetische auffassen muB — wir bezeichnen sie demgemaB 
mit T. An Stelle des Prinzips der virtuellen Arbeit tritt dann das 
Hamiltonsohe Prinzip (genauer die ,,Zentralgleichung“) in der Form, 
die sie ann burnt, wenn die vorkommenden ,, Gesohwindigkeits* ‘-Kom- 
ponenten nur „verborgene“ (zyklische) sind (vgl. II, § 1, 1), dagegen 
von den Impulsen, die zu den ,,wahmehmbaren 4 * Koordinaten ge- 
horen (namlioh der Massengeschwindigkeit der materiellen Korper), 
abgesehen wird: 


(2) 


-6T + 6A = 0. 
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Analog wtirden im allgemeinen elektromagnetisohen Felde beide Energie- 
toile, potentielle nnd zyklisch-kinetische, anftreten, also dio allgemeine 
Gleiohung zu erfiiUen sein: 

<5Z7-dr+(3A = 0. 


Die Energie ist im elektrischcn und im magnetisohen Felde naoh den Vor- 
stellungen von Maxwell nicht an die materiellen Korper oder die feld- 
erzeugenden Ladungen bzw. Strome gebunden, sondern im Felde selbst 
verteilt. Dabei ist die elektriscbe Energie pro Volnmenemheit, wie fill das 


elektrostatisohe Feld in VIII, § 1, Gl. (11) abgeleitet worde 
die magnetisohe analog (§ . IB), also 

O 71 


1 

’ 8n 




(3) = ^ j(G.X>)d7, T = ^ j(§.S)i7. 

Wir haben nun diese Energieausdrilcke in eine Form zu bringen, die ihre 
Bereohnung duroh die Lagenkoordinaten des in das Grundfeld eingetauohten 
Korpers gestattet. 


2. Hilfssatz. Es seien zwci Vcktorfelder ^ bzw. £1 gegeben, die im 
ganzen Renm den Bedingungen genligen: 

(4) rot «p = 0, 

(5) div £1 = 0. 

Es soil auf*b dor Fall eingescblossen sein, daB diese Vektoren langa gewisser 
Flachen unstetig sind, in wclohem Fall die Flachenrotation bzw. -divergenz 
verschwindet: 


(4') % + - V- = 0, 

(»') O.+ +O---0 1 ). 

Ftir unondlicb grofie Entfemung r soil 

(6) lim r 2 Sp = 0, 

r —► oo 

(6') lim r £l = 0 

gefordert werden, womit im Unendliohen Quellen von bzw, Wirbel 
von £} ausgeschlossen aind. 


l ) Hicrin ist die Normalo auf boiden Seiten dor Grenzflhche je naoh dem 
AuQom des angronzondon Gebiotes &Jr positiv gereohnet. 
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Dana ist die Behauptnag, daJB das Tiber den g nn y.mn Raum erstreokte 
Integral des skalaren Produktea: 

< 7 ) / = J(<p.Q)d7==0. 

Dean wegen (4) kaan man setzea: 

$ = grad/. 

Bedeutet 7* die Teilgebiete, in denea die Yektoren *p, JQ stetig sind, 
8 k ihre Oberfl&oh.en, n k jeweils die naoli ,d6m Aufiem des Teilgebietes 
geriohtete Hormale, so verwandelt sioh, mit Rdoksiolit auf (5), das Integral J 
in [vgL GL (33) im 1. Bd., H, § 2, 3]: 

J - 2I w-mr, = s ftf.ajJfi,. 

** 4 

In dieser S tnnm e von OberfliLobenintegralen heben aioh je zwei Summanden 
au^ die der namliahen Grenzfl&ohe entspreohen, wegen der Ste tigk eita- 
beamgung (5), nnd da wegen (4 1 ) anob / stetig An gAnr»mTTnvn warden kann; 
das Integral liber die nnendkohe- OberflSobe versobwindet wegen (6) 
bzw. der daraus folgenden Beziehung: lim rf = 0, sowie (6'). Also ist 
in der Tat J = 0 bewiesen. T -*■ °° 

3. Energie einea dlelektrischen KSrpers im elektrischen Felde. Bs sei im 
bomogenen Baume (Dielektrizitatskonstante e a ) ein elektrisohes Grundfeld 
®o g^geben. Bs ist also: 

(8) rot (Eq = 0, (£,,= — grad <p Q , D 0 = e a %>. 

Alle felderzeugenden Ladungen p 0 = -Ldiv D 0 sollen im Endliohen 

Hegen, so daS ftix ® 0 im Unendlioben die Bedingnng (6) erftillt ist. In das 
Feld wird ein Kdrper mit der Dielektrizit&tekonstanten e { gebraobt; sein 
Innengebiet sei als V i} der auflere Raum als V a bezeiohnet. Das ent- 
stehmde Zusatzfeld sed wie oben dumb C^, bezeiohnet, das Gesamtfeld 
mit C, <p. Es ist im Innen- bzw. AuBengebiet: 

w £ = e < (®o + ®i) bzw. = e a (ffio + «i). 

Femer: 

( 10 ) rot (E x = 0, 

^ 1Q/ ) div (X) — £> 0 ) = 0. 

l^ngs der GrenzflSobe ist die Tangentialkomponente von (E, und die 
Wormdkomponente von ($ - £ 0 ) stetig, und im Unendlioben erftillt 
~ "o) die Bedingung (6'). Die Energie des Grundfddes sei U 0 , die 
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des Gesamtfeldes U, so entspricht dem Hineinbringen des Korpers ins 
Feld der Zuwaohs an potentieller Energie: 

j [((E.D) — (<E 0 .XS 0 )]dV 

Vi + v a 

= ^ j [<E.(D-D 0 ) + ($-e 0 ).D c ]d7. 

Vi + Va 

Wegen der Bedingungen (10), (10') versohwindet nun naob dem Hilfs- 
satz (7) der erste Teil dieses Integrals und es bleibt: 

v.-a \ = + i|e.I.JV.. 

Vi + »a Vi v a 

Das zweite dieser Integrals laJJt sich nun umformen in ein gloichfalls nur 
tiber V t erstrecktes Integral. Es ist n&mlich mit Riicksiobt aul (8), (9): 

dF tt =J(D-3> 0 )M7 o . 

Wegen (8), (10') und der Bedingungen (6), (6') kann nun auoh auf dieses 
Integral der Hilfssatz (7) angewendet werden und ergibt: 

f(3)-D 0 )ffi 0 d7 o = — f(©-»,)«,d7 < . 

Va V( 

Also kommt im ganzen: 

U, = J [(« - G.).D 0 - (® - 3> 0 ).ffi 0 ]d7< 

Vt 

- i | (®»,- sejiv, - j ®MK,. 

Vi V , 

4. Energie elnes para- Oder dlamagnetischen Kfirpers Im Magnetfeld. Das 

magnctiscbo Qrundfeld sci jotzt duroh $ 0 imd 23 0 = Pu$o gegoben. Es 
ist nacb unseren Voraussetzungon: 

(12) div S8 0 = 0, 

dagegen ist das Grundfeld nioht wirbellrci. Naoh Einbringen des Korpers 
mit der Permeabilitiit m sei das Gesamtfcld $, und SB = //<$ bn Innen- 
bzw. SB = [i„$ im Auflcngobiet. Dann ist: 

(13) rot (§ — $ 0 ) — 0, 

(14) div SB = div (SB - SB„) = 0. 



j(E 1 D 0 d7 a = e o f(S 1 (E 0 
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Lings der Grenzfl&ohe ist (# — $j 0 ), und (8 — 8 0 )* stetig. Etir dip 
Energie des Korpers bekommen wir jetzt: 


J ($8-$ 0 8 0 )dF 
j m -5 0 )»o +*(»-»,>] dy- 


Hier verschwindet wegen (12), (13) nach dem Hilfssatz (7) der erste Teil 
des Integrals. Der zweite ergibt: 

T\ = ^js(»-».)dF < + g^js(8-8 0 )dF o . 


Statt des Integrals tiber V a schreiben wir: 

JS(®-S,)<2F 8 =/*.J($(S-$ 0 )dF a = 


-[«(*- 


bo)dV a . 


Naoh den Bedingungen (13), (14) ist aber hierauf wieder der Hilfssatz 
anwendbar und ergibt: 

J ® ($ ■- t>o)dV a = -18 ($ - S 0 )iF<. 

* a 

Also im ganzen: 

*i = j[S(®-8 0 )-®(S-S.)]iF< 

( i6 ) . K : 

- 8^ I (SBSo “ SSo) 57 ‘ = J $$*> d7 <- 


Der Vergleicb der Formeln (11) und (16) zeigt, dafi die Energie eines 
Korpers im elektrischen bzw. magnetiscbenFelde durob einen, abgesehen 
vom Vorzeiohen, tLberemstfanmenden Ausdruok dargestellt ist, wenn 
man die entsprechenden elektrisohen und magnetisoben FeldgroBen im 
Innem des Korpers vertausobt. Trotz der Verscbiedenartigkeit ihrer Er- 
zeugung (durch QueDen bzw. Wirbel) konnen nun die beiden Grundfelder 
in der Umgebung des Korpers iibereinstimmen und erzeugen dann, wegen 
der Gleiehbeit der Rajidbedingungen, auob jibereinstiminende Zusatzfelder. 
Beachtet man nun nooh den Yorzeichenunterscbied im Prinzip der virtuellen 
Arbeit (1) bzw. der Zentralgleiohung (2), so folgt, daB die ponderomotori- 
soben Krafte die gleichen werden, wenn die elektrisoben GroBen Cc, D, f 
durch in der Umgebung des Korpers quantitativ gleiohe magnetisoho 
GrSBen ®, fi ereetzt werden. 
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5. Anwendung auf das Ellipsoid. Wir bcschr&nken uns wegcn dicsor 
Analogic anf don ningnetisohen Fall. Ein Ellipsoid von dor Permcnbilitut /i t 
bofindc »ich im parallclon magnetischen Feldo $j 0 . Dieses Fold orflillt 
> 5 war in groBcr Entfcmung nieht die oben vorausgcsetztcn Budingungcn (6'); 
da aber die gosuebten Kriifte nnr von dem Fcldo in der unmittclbarcn 
Umgebung dcs Korpers abhiingen kiinnen, und da die Daistellung (10) 
von 2\ nnr cine Integration liber das Korperinnerc erfordort, so kann 
das Parallelfeld init beliebiger Qenauigkeit als einc Annaherung an ein 
Grand fell l der obengedaebten Art aufgcfaBt werden. 

Wir crludten unter Bcnutzung der konstanton Ausdriicko (28) in 


§3 fllr $: 
(17) (S-S») 


l+ OL ZJbA 

2n/i a 


Ml 

!±ZLts 

2 Xfia 


Mi 
- /«» 
2 ir Ha 


mid, unter Einsotssung von V, — \nabc flir das Volumon dos Ellipsoids: 


- /*■ ~ !'« 


abc($,$ t ). 


Bieser Knergioausdruck hiingt auBor von dem Botrag der Fcldstiirkc, 
// 0 , aucli von dor Riddling des Feldes gcgonilber den Huuptacbsen ab. 
Kiner Drohung des Korpers mud (labor nach deni Arboitsprinzip (2) ein 
Moment. M entspreelien, das von dem inagnetisehon Felde auf den Korper 
auHgeiibt wird. Ks Hci im Sinne der Meoliunik ba>(hm e , dw,, dot,) der 
Vektior einer virtuellen Urebung des Kdprers uni seinen Mittelpunkt; 
diigegen soil das (irundfeld § 0 im Uaume festgelialten wenlcn. Kelativ 
an dem im Korper feston Aeliwenkreuz der Hauptaclisen, auf <1 oh siob 
die Komponenten x usw. hczichcn, ist dann, wenn es als Reohtssehrauben- 
system angenommen wird (vgl. 1. Bd., 11, §3): 

<>So • [So X M- 

d. b. 

<5Soa - So yblit. iSo» " So 3^'G — Sor^'"»i 

^So« " Sox b())y So»^ f,, *‘ 

Ferner ist nach (17') mit Riicksicbt auf den homogenen quadratisc...-n 
Oliamkter dor Form (17): 

b T x ----- <*6c.2(§.<5 $„) = MS-[So* M) 


= '^^ab c(LSx$„l.M. 

Andererseits ist dio virtuolle Arbeit dor Momente: 

»A - W.ba>)^- Mjbou -1 \ M,bu> c , 
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also eigibt das Arbeitsprinzip (2), da die da> drei unabbangige Variationen 
sind: 


(18) 

oder in Komponenten: 


aR = a_if£ 0 6 0 [^ x $ 0 ], 


(18') 




(_*_i—}, 

«. = &=•& <■»«&.&, (—-i—- * „ - }■ 

2 71 fl a 2 7C fl a 

M “ = ^-T^ aho $°*f>'>v (- Tr~ll - IT^x -i 

S \l + &=Jts A 1 + OfUtiB) 

2n/t a 2 n/.t a 

Ans diesen Ausdr&oken ftir die Moments lessen siob bemerkenswerte 
Polgernn gep ziehen, Zun&oist «ind biezin einige einfaolie GroBen- 
beriehungen zwisbben den Konstanten A, B, C featzuBtellen. Naoh den 
definie renden Formeln (27') in §3 ist: 

(19) A^O, 5^0, 0^0. 


Femer ist die Groflenfolge der A, B, C umgekehrt der Groflenfolge der 
a, b, o, d. b. wenn a <b <o, bo ist A > B > C. 

Dnrcb Addition folgt sohlieBlioh, indem man die Integranden in § 3, 
(27') auf gemeinsamen Nenner bringt nod dann t = (aboD) a als neue 
Xntegrationsvariable snbstitniert: 


, i., „ i r (&•+>)(«■+«)+(<■’+*)<«■+«i+(■>’+»)(*’+») j , 

A+B+C= »aio] -((o*+,)(i>+s)(o*+OP : 


«= nabo j ££ = 2n. 

o* &* e> 

Hieraus nnd wegen (19) folgt: 

(20) A^2ji, B£2n, C^2n, 

wobei ein Gleiohbeitszeioben ntu bestehen Vann, wenn zwei der GrSBen 
A, B, C versohwinden, was in dem ansgearteten Falle eintr&te, daB zwei 
der Aohsen a, b, o unendlioh wtiiden. Im Falle der Kugel wird A = B 
= 0 = 2 je/3. 

Mittels (20) folgt zunaohst, daB in den Klammeransdrlicken (1 der 
Momente (18') die Nenner immer positiv sind, auoh in dem diamagnetisoben 
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Falle ^ < n a , wobei nui in dem erwahnten Auanahmefall der (pbysikaJiBob 
unreale) Wert Hi — 0 auszuBchlieSen ist. Bringt man auf gemeinsamen 
Nenner, bo ist z. B. 




C — B 


fa 




usw. 


Die Richtung der Momentkomponenton ist daher unabh&ngig 
davon, ob fa > /i a oder fa < fa... Me Momentkomponenten ver- 
sohwinden, wenn das magnetisohe Feld §o zu einer dor Hauptaohaen 
parallel ist. Ihr Drehsinn hangt von der GroBenfolge der Hauptaohaen 
ab; z. B. ist das Moment M n negativ, wenn 0 < B, d. h. c > 6, und die 
Komponenten $ ov , § 0 , beide positiv sind. Mgemein gilt: Die Kom- 
ponenten des Moments nach den Hanptaohson drohen in 
solohem Sinno, daB je in der zur Momentkomponento senk- 
rechton Hauptcbcne die groBere der beiden Hauptaohsen in 
die Feldkomponcnte dieser Bbene auf ktirzestom Woge hinein- 
gedroht wird. 

Demzufolge ist (lie Gloiohgowiohtslage des Ellipsoids stabil, wonn 
die groflte Aohse in die Feldriohtung cingestellt ist, sie ist labil, wonn 
die kleinste oder mittlere Aohse eingestellt iat; im lotztoren Falle aller- 
dings mir hinsiohtlioh der Drehungon um die kloinste Aohse, w&hrend 
sie hinsiohtlioh der Drehungen um die groflte Aohse stabil ist. Beim ver- 
langerten Rotationsellipsoid ist die Aohseneinstellung stabil, beim ver- 
ktirzten ist sie labil. 

Dio Unabh&ngigkeit der Einstollung vom Vorzeiohon der GroBe 
fa — (i a soheint auf den ersten Bliok den Faradaysohen Versuohen zu 
widersprechen; indessen bezogen sioh diese nioht auf ein Parallelfeld, 
sondcrn ein inhomogoncs, durch zwei Magnetpole orzougtes. Im inhomogenen 
Felde ontstehon Krafte, die sioh auch zu Momonten zusammensetzen. 

Um solohe Krfifte zu bercclmon, nchmen wir das Feld als ,,quasi- 
homogcn" an, d, h. als wcnig verilndorlioh fiir cine Streoko von dor GrSfien- 
ordnung der Korperdimcnsionen. Erteilon wir dem Korper eine Ver- 
rhokung dx, dy , dz unter Beibehaltung seiner r&umlichon Orientierung, 
so sei 

dA = yjx+y v dy+y a d* 


die virtuelle Arbeit des Foldcs. Andererseits ist in diesem Sinno T 1 cine — 
im allgemeinon noch von der Orientierung der Hauptaohsen gegen die 
Feldriohtung abhangige — Fuhktion des Ortos, don der Korper im Felde 
einnimmt, also: 
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Man erhS lt bo fiir die Kraft, die das Feld auf den Korper auslibt, naoh (17') 
nnd naoh dem Aibeiteprinzip (2): 


* = grad T = o b ograd ($. $ 0 ). 


Im FaDe der Kugel (a = b = o, A — 2 nj2>) wird 




c. 


Diese Kraft iflt yon der Eiohtung der Feldst&rke unabhangig und zeigt 
an jeder Stelle naoh der Riohtung, in der der Absolutbetrag der Feld- 
starke am st&rkBten anw&ohst, solange p x > fi a (paramagnetiflcher Fall), 
dagegen entgegengesetzt im dismagnetisohen Falle \jl x < p a . 


Aohtzehntes Kapitel 

Quasistationare Strome und Wellen 

§ 1. Quasistationftre Stromkreise 

1. Magnetische Feldenergie. Ein stationarer Strom J erzeugt im um- 
gebenden Raume ein qnellenfreies Magnetfeld, das naoh X, § 1 duroh 
die Ampferesohe Bedingung bestimmt ist, dad das Linienintegral der 
Feldstarke anf jedem den Stmmleiter umsohlieflenden Wege 8 

(1) J$ds = 4jrJ r , 

dagegen auf gesohlossenen Wegen, die keinen Stromleiter umsohlieBen, 
gleioh 0 ist 1 ). 

Wenn der Strom J sioh zeitlioh ftndert, so pflanzen si6h, wie im 
IV. Abschnitt gezeigt werden wird, die Storungen mit annahemd Lioht- 
geschwindigkeit fort, und es entsteht ein ver&nderter Feldzustand. Wenn 
aber die zeitliohe Anderung des Stromes langsam ist im Vergleich zu 
diesem Ausgleichsvorgang, so konnen wir mit geniigender Genauigkeit 
den Zustand in jedem Moment als ausgegliohen annehmen. Man sprioht 
dann von „quacdstationaren <( Zustandsanderungen. 

Um Gesetze ftii solohe Zustands&nderungen zu finden, gehen wir 
von der Feldenergie aus. Die betraohteten Leiter sind „lineare“, d. h. es 

1 ) Integrationaweg und Stromriohtnng hew. naohher Stromkreifl und positive 
Normals der Membran bilden je ein Rechtssohraubenflystem. 
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wird von der QuerschnittBausdehnung bei ibnen zunaohat abgeaeben. 
Damit werden auoh elekfcrisobe Ladungen auf der Oberfl&obe der Loiter 
ausgesohlossen, da ihre Kapazit&t naob XV, § 4,1 versohwindet. Es 
seien der Ktirze halber zwei aolohe gesohlossene Leiter vorbanden, mit 
den Stromen J ly J t , die zusammen ein Magnet- und Induktionsfeld 
$ = $i + © = /*$ erzeugen. Die beiden Leiter » lt s, denken wir 

nns je durcb eine Membran f lt f a iiberspannt, deren beide Seiten nooh 
als / 1+ , / x _ bzw. / a+ , / s _ untersohieden werden. In dem durcb die beider- 
seitigen Oberflaohen der Membranen begrenzten nnendlioben Raume 
existiert naob (1) eine Potentialfunktion <p = <Pi + <p a , so dafi 

J $ = - grad <p, Si = - grad <p lt $a = - grad <p t , 

' ' \div© = div = 0, div ffi x = div /r$ x = 0, div S a = div/i$ a = 0. 

Zu beiden Seiten der Membranen nimmt aber <p versohiedene Werte 
an, namlicb 

an / x : q> + — <p_= <p 1+ — <Pi- = + 4ztJj, 
an it- <P+~ <P-= <Pa+ — <p»- — + 4 re J a . 


Das Integral der Feldenergie iiber den unendlicben Raum naob 

XVII > § 3 ’ 1: lf lf 

2,= 8^J 0^ J ^(gprad^dt;, 

verwandelt siob naob dem Greensoben Satze (vgl. die dort durobgefiihrten 
Reohnungen) in Oberflaobenintegrale. Es wird n&mliob 

1 " - fi I f ?* r .‘ ,f -+ f** is if + j w f£‘ 11 + f« n*>\ ■ 


'i+ 


L- 


'»+ 


1 1- 


Hierin ist in jeweils das naob auBen bin geriobtete Normalenelement des 
betreffenden Oberfl&chenstiioks. Verstebt man aber in den Komponenten 
Sn> © n vinter » die Normale der Membran je naob deren positiver Seite 
bin, so ist 


an f 1+ und /, 


*+• 


dtp _ 


dn 




an /,_ und ^ = + &»» 

und ebenso ©„, baben je auf beiden Seiten den n&mlioben Wert. 
Also wird mittels (1): 

f 1 = ^ { j iv+ ~ v) + l <*♦ - P-) »«<*/) 

f 1+ Ut 

= i ^ j ©„d/ + i/, | ©ni/ - \ (A Pi + ^p a )- 
^1+ ^!+ 


( 3 ) 
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Hierin wild 


p x «J©,d/ bzw. p a = J ©«if 
^1+ *»+ 


als der magnetisohe FluB (lurch den gesohlossenen Stromieiter 8 X bzw. 8 % 
bezeiobnet. Und zwar zerlegen sich, entspreohend der Zerlegung £ == $>i 
+ auob p x nnd p a je in zwei Teile, die vom Strome J x bzw. J a ber- 
rtihren: 

(4 . [pi=pij.+Pii s = L ii J i+ L it J t' 

1 = p 8 i + f ti = i al J x -f L at J t . 

Wir bilden dann noob die Differenz: 


(B) 


= R ({'*<«■■* - ?*-> *t ~ j " - *-> “"I 

=^ {i" ^ is d/ +r ^ _ j 

u+ 'i~ 


Femer ist aber, da ^ an / a und an f x stetig ist: 

(5 '> 0 = b. {1 * t» at +J * ft 4/ - J *> ft 4 ' -1* ft 4/ )' 

^i+ ^i- ^»+ , 

Aus (S), (5') erbalt man duroh Subtraktdon nun das fiber die gesamte, 
duroh die vier Teilflaohen f 1+ , f x _, / a+ , / a _ gebildete Oberflaohe erstreokte 
Integral: 

J.?,.-'.ft. = Ejf >•(?>, 


= (r,8..-ftS,.W 

f 

= — ^ | (^diviB, — p 4 diy =* 0 


[naob dem GanBeoben Satze nnd (2)], somit: 

J X J a(ii2 = 0, d. b. Z la = L %v 
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Mittels dieaer wichtigen Symmetriebeziehung wild die magnetisohe 
Energie (3): 

(6) T = J (L lr Jl + 2 L lt JiJ 2 + 

L ll9 L 22 heiBen die Koeffizienten der Selbstinduktion, L 12 ~L %1 
ist der Koeffizient der gegenseitigen Induktion der beiden Leiter. 

2. Mechanlsche Auffassung des Systems. Faradays Induktionsgesetz. Im 
AnschluB an Maxwells Bilder stellen wir uns diese magnetisehe Energie 
als kmetisohe vor, was durcb den Gharakter des Stromes als einer Ge- 
sobwindigkeit bewegter elektrischer Ladung nahegelegt ist. Die zugehorigen 
„Impulse“ sind dann die magnetisohen Fliisse: 

(7) -qjT = L l2 J 2 — Pi 9 ~ Pa- 

Entsprechende Lagenkoordinaten kommen in T nioht vor, so daB insoweit 
ein zyklisches System vorliegt. Sie konnen aber in der elektrisohen als 
potentieller Energie in Ersobeinung treten. Wir definieren sie, anschlieBond 
an die Meohanik, als 

x t 

(8) q 1 = ^J l dt 9 q 2 =*jj 2 dt 

and sehen sie ftir einen gesohlossenen Stromkreis nor als Reohnungs- 
grdfien an. Ist aber ein Stromkreis dnroh einen Kondensator unterbroohen, 
so stellen sie dixekt die Ladung auf der einen Belegung desselben dar, 
die als die positive bezeiohnet sei. 

Im letzteren Falle sei F + , F_ das Potential auf der positiven bzw. 
negativen Belegung, CE, die Feldstarke im Kondensator, b sein Platten- 
abstand, so ist die eloktrisohe Energie, die diesem Teile entsprioht, naoh 
XV, §1 

u„ = i(V + — V_)q = iff J 

0 

da ffi 0 mit q proportional ist, ist dieser Ausdruck quadratisoh in q, und es 
entsprioht einer Ladungsanderung dq eine Energievariation 

b 

(9) dU c = dq. j&'.ds. 

a 

Im Leiter ist naoh einem physikalischen Grundgesetz die pro Zeiteinheit 
erzeugte (Joulesohe) Warme: 
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Der gleiohe Ausdmok gilt auoh ftlx etwa vorkommenden ohemisohen 
Energieumsatz. Die so erzeugte W&rme oder sonstige Energieform mllssen 
wir gleiohfalls als potentielle Energie ansehen. Nach (9), (9') entsprioht 
Bomit immer einer virtuellen Anderung der ,jLagenkoordinaten* 4 q x , 
die virtuelle Andemng der potentiellen Energie: 

(10) dV = iq l \ads + dq t \ads, 

«i *1 

wobei die Integrale iiber die geschlossenen Wege, also aueh duroh die 
Kondensatoren hinduroh, zu erstreoken sind. 

Axis (7) und (10) folgen die Lagrangesohen' Gleiohungen: 


( 11 ) 


L(?lL\ + d JL-*2iA. f 

dt\djJ' t dq l dt ) 

•1 

L (<LT\ , = , f 

dt\dJj^ dq t ~dt J 


(Ids = 0, 


dds = 0. 


Diese in (11) ausgesproohenen Beziehungen stellen das Faradaysche 
InduktionBgesetz in seiner allgemeinen Form dar. Auf einen solohen 
Zusammenhang zwischen den Grundlagen der Elektrodynamik und der 
Meohanik Mngewiesen zu haben, ist ein Hauptverdienst der Maxwell- 
seben Theorie. 


3. Schwlngungen von Stromkrelsen. Wechsetetromwiderstand. In den 
unter 3 behandelten Strom Vreisen sei der Obmscbe Widerstand W lf W B , 
also der Ohmsobe Spannungsabfall W x J x bzw. W B J t . Femer sei in jeden 
ein Kondensator eingesohaltet mit der Kapazitat K % , K t . Der Spannungs- 
abfall im Kondensator ist dann qJK x bzw. q B /K B , und die Spa nnun gs- 
integrale in (11) werden: 

(12) Jffids =^ + W 1 J i , j(Eds = + 

*x ij 

Folgbob ergibt (11), (12), (7), (8) zusammen folgende Gleiohungen: 


(13) 


4 . j} + L i,jf + + !; = <>. 



J. 


djj 

dt 


Wir fragen zunachst naoh den freien Sohwingungen eines einzelnen 
ungekoppelten Sohwingungskreiaes. Dann ist i la = 0, und wir erhalten 
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unter Weglassung der Indizee aus (13) naoh Elimination von q die Differen- 
tialgleiohung zweiter Ordntmg: 

Dec bekannte LSsungsansatz (vgl. 1. Bd., VI, §2, 3) J = c 1 e a ' t 
c a e a * 4 ergibt zar Bestimmtmg von a: 

L a* + W a + ^ = 0, 


,} 2 L ± \iJJ 


a,) - 2£ X MZ* LK‘ 

Wenn A = TP* — 4 ^ > 0, so handelt es sioh urn einen aperiodisoh 

jQL 

abklingenden Strom im Stromkreis; wenn dagegen A < 0, so sind die 
partikul&ren Losungen 

es liegen also ged&mpfte Sobwingungen vor, mit dem logarithmisohen 
Dekrement k und der Frequenz n: 

, W _ 1 i/ 1 _ IP 

* - 51* ” ” 2 n\ LK 4I*‘ 

Im allgemeinen Falle handelt es sioh in den Gl. (13) um gekoppelte 
Schwingungen der beiden Stromkreise, die naoh den Regain im 1. Bd., 
VI, § 5,4 zu behandeln sind. Wir wollen aber auoh nioht diesen allgemeinen 
Fall durohffihren, sondem den von erzwungenen Schwingungen eines 
Stromkreises, den man z. B. erhalt, wenn man in der ersten Gl. (13) das 

Koppelungsglied L lt ^A a ]s eine induzierte periodische Spannung von 

vorgegebenem Verlauf betrachtet (also die Rhckwixkung auf den zweiten 
Stromkreis auBer aoht l&Bt). Die Spannung sei $ ooscot; so wild die 
Gleiohung, unter Fortlassung der Indizes: 

(14) L 2T + WJ + i = Tt =J ‘ 

Da die freien Schwingungen, die oben auigestellt wurden, ged&mpft 
and, interessieren uns hier hauptsSohlioh die erzwungenen. Eisetzen 
wir die reohte Seite in (14) nach bekannten Methoden duroh den kom- 
plexen Ausdrnok $e““ 4 , so finden wir / als Realteil der Losung von 

m i iF+ ,p i7+4 = 

Mli«i-Frank, DtflarvntlAlglAiohangeii. II 47 
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Die erzwungene Losung sei gesetzt: 3e ,co( , so ergibt rich 


(- La? + iwW + 1 /K) 3 = toSp, 

d. h. 

(16) 3 = F4 »(i!- l/iM‘ 

Den Nenner, der da s komplexe Verhaltnis yon Spannung zu Strom an- 
gibt, bezeiohnet man hier, in Analogic znm Ohmschen Gesetz, als ,,kom- 
plexen Wechselstromwiderstand". Der Betrag dieses Verhaltnisses, in 
der Elektroteohnik „Impedanz <£ genannt, ist 

*i 


(17) 


= R = iW* + (ia) - l/Ka))*. 


Der Strom ist dabei nach (16) in der Phase der Spannung nacheilend um 

die GroBe (vgl. 1. Bd., Ill, §1, 1): 

, Leo — 1 IKeo 
V = arotg-^-, 

einePhasenverschiebung, diebei "Gberwiegendes „kapaziti ven £ £ Gliedes l/Keo 
liber das ,4nduktive‘ < icain eine Voreilung libergeht. Sie ist 0 im Falle der 
Besonanz yon eo mit der ungedampften, freien Frequenz, d. h. wenn 

CO* = 

LK 


Fflr den Betrag |3| stellt (17) in Abhangigkeit yon w bei festem |^}| eine 
Resonanzkurve dar. 

Die gekoppelten Gleichungen (13), nooh erweitert um eine auBere Span¬ 
nung, sind auch der Theorie des Wechselatrointransformators zugrunde ni 
legen (vgl. z. B. Frankel, Theorie der Weohselstrome; Berlin, 3. AufL, 1930.) 


g 2. QuasistatumSre Wellen in Leitem 

1. Die Wellenglelchungen. Wie in Kapitel XXII auf Gnmd der Max- 
wellsohen Gleichungen gezeigt werden wird, pflanzen sioh elektrisohe 
Storungen nioht nur im freien Raume mit Lichtgeschwindigkeit fort, 
sondem auoh l&ngs „vollkommenen ££ Leitem, die als Grenzfall metallisoher 
Leiter bei unendlioh groBer Leitfahigkeit anzusehen sind. Fiir die Be- 
handlung solcher Wellen kann man auch, im AnschluB an Heaviside 
und andere, von einer weniger allgemeinen Grundlage ansgehen, die fiir 
homogene gerade Leiter im Resultat mit dem der Maxwellschen Theorie 
tibereinstimmt. Fiir zusammengesetzte Leiter gibt die Metbode allerdings 
nur eine Annahemng an das den Maxwellschen Gleichungen genligende 
Feld, die aber den Vortefl hat, praktisch handbar zu sein. 

Zwei zylindrisohe Leiter (1, 2, s. Fig. 64) sollen parallel der z-Achse 
liegen, und wir wollen solche Wellen behandeln, fiir die der Strom beider 
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Leiter entgegengesetzt gleioh ist. (Sofem dies nioht der Fall ist, konnte 
man einen dritten Leiter, z. B. die Erde„ annehmen, so dafi die Strom- 
Btumne 0 wird usw.) Die Strome 

J x = J, J 2 = — J haben eine ^8- ^ 

doppelte Wirkung: Sie erzeugen _^_£*_ 

erstens im umgebenden Raume 
ein magnetisohes Feld $ (93= (x$) 
und laden zweitens die Leiter 
elektrisch auf, da sie, im Gegen- 
satz zu § 1, jetzt nicbt mehr B t 

ale „linear“ betraohtet werden 

sollen; dadurch, sowie durob den Obmachen Widerstand der Leiter, 
entstebt ein elektrisohes Feld (E. Das in einem Qnersohnitt x senkrecht 
zu dem Leiter von einem zum anderen erstreckte Feldintegral 

a) jcE(iy = p( i t) 

i 

heiBe die Spammng des Loiters 1 gegen den Leiter 2 in diesem Quersehnitt. 
Langs der Leiter selbst ist, wenn W l9 W 2 der Ohmsohe-Widerstand der 
Leiter pro Langeneinheit: 

(2) ffi a = W x J l9 ffi 2 = W 2 J t = - W % J ± . 

Wir legen nun zwei Quersohnitte A 1 A 2 , B X B 2 senkreobt zu den 
beiden Leitem und betrachten das Rechteck A l B 1 B 2 A 2 - Da* das in § 1 
abgeleitete Faradaysche Induktionsgesetz unabhangig davon gait, ob 
der dort betraohtete Stromkreis ein gesohlossener oder ein durcb einen 
Kondensator unterbroohener offener war, sind wir bereohtigt, das Gesetz 
auf das obigc Rechteck anzuwenden, dessen Randkurve zum Teil auf 
Leitem, zum Teil durch den Zwischenraum verlauft. Wir haben also fftr 
einen geschlossenen Umlauf mn das Rechteck: 

(3) j<Eda = -^jsB„d/. 

f 

Das zweite Integral bezieht sioh auf die vom Rechteck umsohlossene 
ebene Flache /, und n ist deren Normalenriohtung im Raume. Durch 
Einsetzen von (1), (2) in das Integral linker Band in (3) erh&lt man: 

B% Ai 

- ^ f *.d/ = P(au) - P(*b) + J W t J a d x + j W.J.dx 

r a % B\ 

B 

= P(*a) - P (*b) - (^i + ^i) { Jix • 

A 
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fTi«T geben wir zur Grenze liber, indem wir x B -*■ Xj, harannioken lassen 
(Differentiation, nacb x). Aus dem Flicbenintegral links entsteht dabea 

A | 

bis auf den Faktor dx das Linienintegral | SB n dy, das den FluB pro Langen- 

einheit des Reiters an dieser Stelle bezeiohnet, nnd man erbalt, nooh mit 
der Abktirzung W =W 1 -\- TF a : 

<‘> ^(jiMy) = 3j + "V. 

1 

wobei alle GroBen im Quersobnitt x zu nehmen sind. 

Wir maflbfln nun folgende beiden einlenobtenden VoranBsetzungen, 
deren Beredbtigung ftlr die SohluBfolgerungen auf Grand der Maxwell- 
sohen Gleiobungen (Kap. XlX) begriindet werden kann: 

a) Die Induction SB„(«) bereohne siob aus dem Strome J(«) ebeneo, 
als ob dieser lings der ganzen Leiter ttberall der namliobe ware. Insofem 
ist die Bereohnung des magnetisoben Feldea eine zweidimensionale Auf- 
gabe. Dabei wird auob von der induzierenden Wixkung des „VerschiebmigB- 
stromes" abgeseben, der nacb den Maxwellsohen Auffassungen zwisohen 
den Leitem verlauft, vgl. IV. Abaobnitt, insbesondere Kap. XV, § 2, 3. 
Wir bezeicbnen daber solobe Wellen als „quasi8tationare“. 

b) Auf beiden Leitem befinden sioh Ladungen, und zwar wegen 

der Voraulsetzung = 0 entgegengesetzt gleicbe in jedem Quer¬ 

sobnitt. IhreDiobte pro Lingeneinheit auf beiden Leitem sei + g bzw. — q. 
Die Spannung P(x) soil siob nun aus der Ladungsdiohte q(x) genau so 
bereohnen, als ob die Ladungsdiobte lings der ganzen Leiter konstant 
wire, also die zweidimensionale Aufgabe in Kapitel XV, § 4, 2 vorlbge. 

Wenn man den Sinn des induziertenFeldes beaohtet (Lenzsohe Regel), 
so nimmt die Induktion pro Lingeneinbeit nacb Voraussetzung a) die 
Form an: 

(5) — J*SB n (a:) dy = LJ (*); 

A\ 


hierin beiflt L die „Selbatinduktion des Loiters pro Langeneinbeit". 
Folgjioh erbilt man statt (4): 


( 6 ) 


L°J + W J = - 


dP 

dx 


Andererseits kann nacb Voraussetzung b) eine Konstante K, die 
„Eapazit&t pro Lingeneinbeit", eingeffihrt werden, so dad 

(7) q(x) = KP(x). 
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Ulnd'linTi ist wegen dec UnverSnderiiobkeit der Gesamtladung die Ladungs- 
&-nrlftnrng dee Stttckes zwizoben den Qaenehnitten x A tmd x B : 

B 

^ j qdx = J {A) — J {B), 

A 

also durob den Grenzttbergang B -*■ A i 


( 8 ) 


dq = _dJ 
dt dx 


und ana (7) tmd (8): 

( 8 ) 


K dP - d J. 

K dt ~ dx' 


Die Gleiohnngen (6), (9) zwisohen Spanning und Strom, die die Foit- 
pflanznng der Stromspaxmtingswellen regeln, heifien die „Telegrapben- 
gleiobungen". Zwizoben den Konstanten L und K besteht libiigens immer 
e jne B e ziehung, die dureb Ausreobnung dee Feldea ohne Scbwierigkeit 
einzusehen ist: 

(10) LE _ 


Dabei Bind e, fi DielekMzit&tskonstante und Permeabilitat des die Leiter 
umgebenden Mediums, c die Liobtgeschwindigkeit un Vakuum, und all© 
GroBen sind im elektromagnetisohen MaBsystem zu rechnen. 

Die Elimination von P aus (6) und (9) ergibt noob: 


(9') 


tw + W T>- 


ld^J 

Kdx* 


= 0, 


und die namliobe Gleiobung ergabe sioli durob Elimination fur P » 
allgemeine Form der Ldsung dieser Gleiobung ist bereits im 1. Bd., XYIH, 
§ 4, 8 angegeben, unter der Vorauflfletzung, daB die Leitung unbegrenzt 

ist und die anfangliohe Verteilung J (a?) und , d. h. naob (6) P(a?)> vor- 


2. Stehende Wellen. Frde Schwingungen. Wir besobranken uns daber 
bier auf spezie^ere Aufgaben, und zwar solobe, die siob auf begrenzte 
Leiter bezieben. Zu dem Zweck suoben wir zunaohflt die partikulfiren 
Losungen der Gl. (6), (9), ftir die sowohl J alfl auoh P je alfl ein Produkt 
einer Funktion von t und einer Funktion von x ersoheinen. Da es bio 
urn Differentialgleiobungen mit konstanten Koeffizienten bandelt, kann 
man eine solobe partilml&re Losung J ni P m ansetzen: 

( 11 ) *« = ?**"’*“• 
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Dabei Bind m, a, j m , p m Konstanten, fttr die man duroh Einsetzen von (11) 
in (6), (9) folgende Beziehungen erhftlt: 

(12) (Lx + W)j m = - mp n , 

( 12 ') - mjm = 


also naoh Elimination der Konstanten j m , p m : 

(13) La 1 4 Wx~y - 0, 

and naob Elimination von m: 

(i3') u = ± ife+2L 

Jn f Ha 

Wir wollen znerst den Fall in Betraobt ziehen, dafi J und P in bezug 
anf x hannonisoh periodisob sind oder sioh aus aoloben Teilen znsammen- 
setzen; dann ist m rein imaginSr — w scbreiben iv —, dagegen naob (13): 


(W) 


ai,* = 



negativ rein reell, solange r* 


KW* 
4 L ’ 


und konjugiert komplex nait 


negativem Realteil ftir grofiere v. Es bandelt sicb also um aperiodisoh 
abklingende oder gedampfte Sohwingungen. Wir setzen weiterbin d4n 
letzteren Fall voraus und setzen dann 

(14') x M = —*±»A„. 


Demnaob kann man duroh Kombination der zu + v bzw. — v gehorigen 
e-Faktoren unter Benutzung von (12') folgende partikularen Losungen 
bilden (wir sohreiben bier j, fur die Stromkonstante): 


(15) 


J = j,sm.(vx — d)e<-* ±tl J t , 

P = — j r oos(vx — d)e ( “* ± *V f . 

K CL 


Solohe Losungen warden bekanntlich als freie, stehende Sohwingtmgen 
bezeichnet, da die Nullstellen und Maxima von Strom und Spannung 
firtlioh f estliegen und das Zeitglied jaur duroh die Konstanten des Systems 
bestunmt ist. Ortlioh besteht eine Phasenversohiebung um eine Viertel- 
wellenlange zwischen Spannung und Strom, und zeitlioh bedeutet der 
Nenner a in P, dafi die Spannung dem Strom um die Phase y ¥ — arg (a,) 
= arctg (h/x) naoheilt, die im Falle x = 0, d. h. W = 0, gleiohfalls 
zu einer Viertelperiode wird. 
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Ala Anwendung 1 ) sei zur Zeit t = 0 eine Ladungaverteilung q 0 (x) 
auf einer beiderseits offenen Leitung der L&nge l vorgegeben, deren Aub- 
gleioh untereuoht warden soli. An den Enden gilt dann ftir jeden Zeitpunkt: 

(16) J = 0 far x = 0 nnd x — l, 

und auBerdem versohwindet der. Strom. tLberall zur Anfangszeit, d. h. 

(16') J (x) = 0 ftir t — 0 und 0 x ^ l. 

Die Loeuiig soli in eine Fouriersohe Reihe entwiokelt warden, und zwar 
koirimt nacb den Bedingungen (16) die Entwioklung in Frage: 

oo 

(17) J(xt) = e~*‘ in sin —ain Kt, 

x 1 

mit ganzzahligem n. Die Ladungs- bzw. Sparmungsverteiliuig ist dann 
nftoh (15) und mit Bertickaiohtigung von (13), worin fiir w* = — (nit/lf 
m setzen ist: 

q(xt)=KP(xt) = -e-‘ 5* ^ cos^ sin (A,« + Yn) 

oo 

= -e-^KL SinC08^Biu(A B t4y,). 

i * 

Zur Zeit t = 0 erhalt man Hermit: 

oo 

?0 (*) = ~ fKL Sin sin y n cob -j 
so daB j n aus der Fouriersohen Beziehung bestimmt ist: 

i 

— iK L sin y n j n = ^ J q 0 (£) cos —*- d f. 

0 

3, Erzwungene Schwingungen. In der W eohselstromtechnik ist der 
andere Fall realisiert, daB der Strom J und die Spawning P zeitlioi. rein 
harmonisohe Funktionon sind, deren Frequenz co dem Netze von auBen 
aufgezwungen wird. Dann ist in (11) a = ia> rein imagin&r, und naoh 
(13) wird 

(13") m = ± yiC (— Lco* + i W co) = ± (q + io) 

1 ) Eino ausftihrlioho Bohandlung derartigor Aufgabon siehe bei K. W. Wagner, 
Elektromagnotiaohc Ausgleiohsvorg&ngo in Freileitungen und Kabeln. Teubner, 
1908 . 
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komplez. Dabei sind, wenn w als positiv angenommen ist, sowobl g als 
auoh tr positiv. Bine partikul&re Lfisnng sei dann gesobxieben: 

(18) J = ef at (ji e* B ■» jj^^w+wo+M + 


und naob (12) bzw. (13') -wild der zogehorige Yerlanf von P: 
(18') P = [- ji ^ ai + a ^+f + j t 4W-om)- 9 *]' 


Der mit dem Faktor j x behaftete Tail der Losungen (18), (18') stellt 
eine in der Biehtnng abnehmender x, der mit dem Faktor — j\ eine in 
der Biohtnng waobaender x fortschreitende nnd jeweils in der Fort- 
Bohreitungsriohtong abklingende Welle dar. Die erstere kann als BeLezion 
der letzteren betraohtet werden, wenn die Leitnng z. B. im Gebiet x < 0 
liegt nnd bei x = 0 abgebroohen nnd „belastet“, d. h. fiber einen be- 
stimmten Obmsoben (S) nnd induktdven (S) Wideratand gesoblossen ist. 
Das Beflezionsverhfiltnis j 1 : ist dann ans der Art der Belastung be- 
stimmt, die duroh die Bedingnng . 


P= S^y- +RJ ffir *=0 
at 


oharakterisierbar ist. Duroh Einsetzen von (18), (18') ergibt (19): 

+ (iSa + P)j j\ 

+ + (»5o> + P)]i, = 0 

fdr das Verh&ltnis j 1 : j t) nnd zwar ist es, weil komplez, naob GroBe und 
Phase bestimmt. Unter Umstanden kann (Me reflektierte Welle auoh ver- 
sohwinden, namlioh dann, wenn der Koeffiaent vonj a in (190 versohwindet. 
Damit dieser Fall edntreten kann, mnB.man vom induktiven Wideratand S 
der Belastung nnd dem Ohmsohen W der Leitnng absehen konnen, und 
der Ohmsohe Wideratand der Belastung mufl von bestimmter GroBe eein, 
nam lioh 

( 20 ) 



Die tier eingeftihrte Konstante Z, die bei versohwindendem Wider- 
stand die euudge oharakteristische Konstante der Leitung ist, wird als 
„WeUenwiderstand“ der Leitung bezeichnet, da sie in diesem Falle nach 
(18), (18') das Verh&ltnis von Spannung zu Strom in den fortschreiten- 
den Wellen angibt. Wir bezeichnen allgemeiner auoh das komplexc 
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Verbaltnis zwiachen Spanuong xmd Strom naob (18), (18') als Wellen- 
wideratand Z. 

Eine Umordming der Gl. (18), (18') ist zweokm&fiig, wean etwa 
der Strom (<7 0 ) and die Spannung (P 0 ) am Ende x = 0 der Leitung vor- 
gegeben sind. Es ist fttr x = 0: 

Jo = e ,w< Ui + k)> P 0 = 3 «<•*(-k + is). 

d.b. 

ZJ 0 - P 0 = 2 Zke iat , ZJ 0 + P 0 = 2 Zj t e iat . 

Duiob Einsetzen dieser Werte erhalt man aus (18), (18'): 

(ZJ = 


P = - ZJ, 


g« a* — g— m x 


- +Po 


e* 1 * + 1 


Da hierin m = q + ia komplex ist, lassen sioh J und P bei gegebenem 
J 0 und P 0 je in einer komplexen Ebene in Abhangigkeit von * duxch 
ein Diagramm, das in der Elektroteohnik ,, Spixalendiagramm*‘ benannt 
wird, darstellen. Wird der Ohmsohe Widerstand W vernaohlfissigt, so 
ist naoh (13") und (10) 

£= 0 , a — co YLK — 9 m = {q 9 

c 

und man erbalt statt (21): 

ZJ = ZJ 0 cos — — i P 0 sin YT/j, —, 

(21') I _ C C 

iP — Z sin V B/i + i P 0 eos YT/i < ^- • 

Strom und Spannung sind dann langs der Leitung sowohl naoh der Phase 
als auch naoh der Amplitude periodisch veranderlioh. Nur falls iP 0 gleioh- 
phasig mit Jo, so bloiben die Phasen langs der ganzen Leitung erhalten. 
Die Phasenversohiebung zwisohen J und P betragt in dem Falle iiberall 
eine Viertelperiode 1 ). 

4. Fortschreltende Wellen belieblger Gestalt. Die partikularen Lo- 
sungen (11), von denen wir in 2 ausgingen, lassen sioh mittels (14), (14') 
schreiben: 

J Y =j v e~ xt e^ x ± l rf ) 9 p v = 


2 ) Naheres in dem zitierten Buohe von K. W. Wagner sowie bei Breisig, 
Theoretisohe Telegraphie, 2. Anil, (Vieweg, 1924), Kap. VII, VJLII. 
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und stellen in dieser Form fortsohreitende Wellen mit einem von der 
Wellenlange 2n/v unabhangigen Dampfongsfaktor e~ Hi dar. Ihre Fort- 
pfln.n ?mngsgeschwindigkeit ist 



Diese ist daher von der Wellenlange nux abhangig nach MaBgabe dee 
quadratisohen Oliedes (W/2Zv) 2 . Besohranken wir die Rechnung auf 
die linearen Glieder, so pflanzen sioh also alle Wellen mit der gleichen 
Geschwindigkeit fort and Idingen dabei nur gemaB dem gemeinsamen 
Dampfungsfaktor ab. Nachdem so die Wirkung der Dampfung im all- 
gemeinen festgestellt ist, vereinfachen wir die Aufgabe dahin, dafl wir 
von dem Ohmsohen Widerstand W der Leitung ganz absehen. Wir haben 
dann also statt (6), (9) die Gleiobungen: 


( 6 ') 


Z — = - K d —-- d — 

dt ~dx ? K dt “ dx 


Deren allgemeine Losung ist, durch zwei wiUkiirliohe Funktionen f lt f t 
ausgedruokt: 

(22) \ J = /i (»+•*) + /a (- * + ««). 

\ P — ~ %fi ( x + vt) 4- Zf % (— x + vt) 
mit 


Z-VZ/i, V 


1 = _c_ 

iLK iTfi 


Die mittela dieser fortsohreitenden Wellen zu behandelndcn Aufgaben 
beziehen sich auf die Reflexion an den Enden der Leitungon odor tlen 
Ubergang in Leitungen von anderem Wellenwiderstand, z. B. von einor 
Freileitung in ein Kabel, und ahnliche. Es kommen unter anderen folgencle 
Rand- und tlbergangsbedingungen in Betracht: 

Eiir ein Leitungsende: 

a) Offenes Leitungsende bei x = 0. Dann ist J (0, l) = 0, alfio 

fi + fa = 0, J = /i (x + vt) — /j (— x + vt), 

P = — Z[j 1 (x + vt) -(- fi (— x + «<)]• 

Hier ist f 1 als eiufallende, f i als reflektierte Welle im Gebiet * >0 zu 
betrachten. Die Reflexion erfolgt in solchem Sinne, daC die Stromanteile 
am Lnde sich aufheben, die Spannungsanteile dagegen siob vcrdoppeln. 

b) GescblosseneH Leitungsende bei x = 0, d. h. P(0, t) = 0, also: 
“ fi + /« = 0, J = / x (*+ ot) + /x (- x + vt), 

P = Z [— fi (* + vt) + fi (— x -f «£)]. 
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la diesem Fall© wird der Strom der einfallenden Welle am Ende duroh 
die Reflexion verdoppelt. 

o) Belastung duroh eiaen Ohmsohen Widerstand R. Dann ist 
P(0,Q +JZJ (<>,*) —0. Alflo: 

(R-Z)f 1 +(R + Z)f a = 0. 

Die reflektierte Welle / 2 verschwindet in dem Falle, wenn R — Z = 0, 
d. h. Belastungs- und Wellenwiderstand iibereinstinmien. 

d) Belastung duroh eine Induktivitat S . Dann ist am Ende x = 0: 


s dJ(0,t) 


mo = o, 


woraus zur Bestimmung von / 2 bei gegebenem f x die linear© inhomogene 
Differentialgleichung folgt: 

^(/; + /i)-Z(/ 1 ~/ 2 ) = 0. 

1st die einfallende Welle harmonisch periodisoh, und zwar duroh den 
Faktor e im{ t~ xlv) dargestellt, so lautet diese Bedingung: 

(iSvu) —Z)f x + (iSvco + Z) / a = 0, 

wonach die reflektierte Welle im Bctrag mit der auffallenden iiberein- 
stimmt, aber in dcr Phase verschoben ist. 

Ubcrgang zwisehen zwei Leitungen. a) An der Stelle x = 0 
Hollcn zwei Leitungen von vcrsehiodenem Wellenwiderstand zusammen- 
treffen, und zwar noi or Z + im Gebiot x > 0 und Z_ im Gebiet x < 0. 
Im erstoron Gebiet nelimen wir cine in der Richtung abnehmender x 
einfallende Welle /, (;& |- vi) gegeben an; sic kann sich an dcr Trennungs- 
stelle x -- 0 in eine reflektierte / 2 und durchgckende / 3 zcrlogen. Wir 
setzen also im ersten Gebiet naeh (22): 

(l ,ov j Jx --- fl (■* I- »’0 + /»(—»+ 

U', -z, vt) -I /,(-*+«*)] 

und im zweiten Gebiet.: 


(280 J- U (' -I w 0. P- = ~ Z-f* (* + «0- 

Dio Korderung, dull an der TrennungsHtelle sowohl der Strom als die 
Spannung stetig verlaufen mlissen, gibt dann: 


J , (0, /) - J~ (0, 0 — /j + /a /a — 0, 

i\ (o, 0 - P- (o. 0 =- z + (- A + /.) + Z-/. = o, 


'* - Z, + Z_'" '■ Zj+Z."' 


wonach • 
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Je naohdem ob Z_ ^Z + , ist die reflektierte Welle beziiglicb des 
Stromes von entgegengesetztem oder gleiohem Vorzeicben mit dei einfallen- 
denWelle. Der eisteFall n&bert siobftirZ_ -*■ oo demZnstand der offenen 
Leitniig, dec zweite fflr Z_ ->■ 0 dem Zustand der gesoblossenen Leitung. 

b) Ein Obmsober Widerstand R sei zwisohen zwei Leitnngen von 
gleiobem Wellenwiderstand Z_ = Z + = Z gesotaltet. Dann gelten die 
Gl. (28), (23') mit Z statt Z + und Z_, nnd fiir x = 0 die tTbergangsbedin- 
gungen: 

J + (0, t) - J_ (0, t) *= /!+/,-/, = 0, 

P+ (Oj t) — P_ (0, t) + RJ_ (0, t) = Z [— fi -f- f a + /J + -®/a — 0» 
wonaob 

f __ Q t f _ ^ f 

'* 2 Z + R Iv '*“2 Z + R h ' 

Anob bier ergibt siob ftir R -*■ oo der Grenzfall der offenen Leitung, fill 
R -*■ 0 der Fall des reflesdonafreien ungestorten Duxobganges der Welle. 

o) Statt des Obmscben sei jetzt ein induktiver Widerstand 8 zwisohen 
die beiden gleichen Leitnngen bei x = 0 eingesobaltet. Dann kommen 
zn (23), (23') die tlbergangsbedingungen binzu: 

J + (0, t) - JL (0, *) = /! + /„-/, = 0, 

P+ (0, t) — P_ (0, t) + S ^ J_(0,i) = Z (— /j + / s + f») + Svf a = 0, 

wonaob 

Svf' t + 2 Z/ 8 = 2 Zf x . 

Diese inbomogene lineare Diiferentialgleiobung bestunmt f a als Funktion 
ihres Arguments £ = * + vt. Wenn man annimmt, daB fiir negative 
Werte des Arguments und fiir f = 0 sowohl / x (£) = 0 als auch / 8 (£) = O, 
so wird naob dem 1. Bd., VI, §2, 2: 

f 

9 7 _**> r n,. 

/s(£) = if e *• 

0 

und die reflektierte Welle f 2 ist dann, als Funktion ihres Arguments 
— x + vt, bestrmmt zu / 2 = / 8 — / x . Der Strom in der zweiten Leitung 
und der reflektderte in der ersten waohsen naoh diesen Gleiohungen von 
Beginn des Auitreffens ab allmahlioh an. 

Wenn z. B. in der auffallenden Welle f 1 = konst (Reohteckwelle), 
bo wird 

/, = /,.( i-.-H*), 

wonaob als Endzustand der vollstSndige Durohgang / 8 = f 1 erreioht wird. 
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Oder falls die auffallende Welle fiir £ > 0 harmonisoh. periodisoh 
mit der Frequenz co, d. h. / x (£) = ce i(a6 ^ 9 so ist der Endzustand 


f 3 ~ o / 


2 Z 


2Z + i£co 


A. 


2Z + iSco 


/r 


§ 3. Quasistationare Wellen in Spulen 

1« Die Wellengleichungen. Die Fortpflanzung von Wellen durch 
Spulen ist ein Problem, das zu seiner vollstandigen Bewaltigung eine genaue 
Feldbcrechnung in der Umgcbung der Spulen notwendig maolit, die aber 
bisher niclit allgemein moglich ist. In XXI, § 3 wird die Feldbereclmung 
fiir langsamen Weohselatrom behandelt, wobei nur die Verteilung des 
Stromes im SpulenquerHchnitt, nioht in der Langsriehtung, der Berech- 
nung zu unterwerfen ist. Die am Elide jenes Paragmplien genannten 
Arbeiten von Lenz, Goosmann u. a. behandeln darttber hinaua auoh 
lpnge Wellen in Spulen mit dor Feldtheone — lang im Vorgleioh zur 
Windungslange der Spule geineint. Praktisub wiohtig Bind indes gerade 
auch die Falle, in denen die Wollenliinge i|iit der Windungsliingc vergleichbar 
ist. Fiir dioso Falle, aber aueh allgemein, gibt die folgende vereinfaohte 
Behandlung 1 ), die der 
§ 2 analog ist, den leiehteHteu 
Uberblick (vgl. Fig. GT>). 

Die SpulcnacliHo falle in 
die ar-Aelise, und die Spule 
selbst sci uIh eine einfaehc 
zylindriHehe Scliraubenlinic 
von sehr geringer Uanghohe 
angenommen. Ihre Hiiek- 
leitung »ei der Symmetrie halber in der AcIiho vorauHgesetzt und kami 
als geerdet angenommen werden. Sie H( i i, in Verbindung mit anderen 
fernen zylindersymnielriHchen Leitern, kurz ala „Erdo" bezeiehnet. 

Im Luftraum im Innern und AuBern der Spule besteht ein elektrisohes 
Feld (S, von dom wir die radialen Komponcntun (£ r (r = Vy 2 + z 2 ) und die 
LkUigskomponenten tEj, in Betraoht ziehen. Ferner beHteht wcgen des die 
Spule durchflieBendon Htromea ein magnetisolies Feld §, von dem wir 
gleichfallH die omleuehtende VorausHetzung machen, daB es in den Radial- 
ebenen liegt, d. h. daB nur Heine Komponenten § r und in Bctracht 
konnnen. IJnter dieser Voraussetzung int naeh dem Faradaysolion 
InduktioiiHgc^etz das elektrisohe Feld in den Radialebenen wirbolfrei 

*) In Anlehnung an: 0. BOhm, Wanderwollcnschwingungen in Tranaformator- 
wioklungen. Aruh. f. Elektrot. 5 (1917); K. W. Warner, obenda 6 (1918). 
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nud kann somit elektrostatisoh bereohnet warden. Unter Sp annnng P 
in ftinwm Punkfce der Spule ist das Integral — J (£ ds zu versteihen, von der 
Erde anf einem in der Radialebene gelegenen Wege naoh dem Spulenpunkt 
bin erstreckt. 

Anf der Oberflache des die Spule bildenden Drahtes bilden sicb elek- 
triflcbe TjftdnngftTij die wir, gemafi dem allgemeinen Ausdruck von Kap. XV, 
§ 1, 2 (vgl. auch 1. Bd., II, § 3, 4) fiir die raumliohe Ladungsdiobte in 
Luft (e = 1): 


( 1 ) 


4 wg = divCE = 


1 dr(£ r d®, 
r dr + 'dx • 


gleichfalls in zwei Teile zerlegen. Es sei also die Ladung anf der Spule 
pro L&ngeneihheit der z-Aobse 


(2) 3 = ?r+ 3«- 

Der crate Ted, der naoh (1) den Eeldkomponenten CE r entspricht, soli nun 
so bereohnet werden, als ob der von der Spule erfiillte Baum ein Kreis- 
zylinder vom inneren Radius a und aufieren Radius b ware, und der Zu- 
HB.mTnp.nTiA.-ng zwisohen q r ( x ) und der mittleren Spannung P (x) im Quer- 
schnitt x werde dabei wie in § 2, 1 so angenommen, als ob die Spannung 
Engs des Zylinders konstant ware. Also 


(S) 


q r (x) = KP{x), 


mit einer KapazitStskonstante K pro Langeneinheit der x-Aohse 1 ). 

Den zweiten Teil q a der Ladungen bereohnet man am zweokmaQigsten 
so, als ob der zylindrisohe Spulenraum kontinuierlioh vom Langsfeld (£ x 
erfiillt ware. Man erhalt daher diese Ladung pro Langeneinheit durch 
Integration iiber die ringformige QueraohnittsfEche / zwisohen r — a 
und r — b aus (1) zu 


(4) 



d(E. 
dx ’ 


wobei die tlberatreiohung eine Mittelwertsbildung bezeichnet. Da voraus- 
setzungsgem&B das Eeld in den Radialebenen wirbelfrei ist, so ist hier 


( 5 ) 




dP(s) 

dx 


Each (4) und (5) sohreiben wir also: 


( 6 ) 


n d'P 
” “ 0 dx* 


*) Sie l&St fiioh elektroetatisoh naoh Kap. XV, § 4, 1 bereohnen, wobei abor 
die DimenBionen der „Erde“ in Betraoht gezogen werden mtieaen. 
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und nennen C die ,,Windungskapazitat“ pro Langeneinheit der a>Achse, 
weil sie die Wirkung des Spannungsunterschiedes zwischen benachbarten 
Windungen der Bpule darstellt. 

Im ganzen bekommt man somit: 

(2') q(x) = q r (x)4-q t (x) = KP(x)-C~^-- 

Dieser Ansatz tritt an Stelle von Gl. (7) in § 2, 1. 

Dagegen gelten 'die Gl. (6) und (8) des §2 in ihrer Form auch flir 
die jetzige Aufgabe. Nur ist zu beachten, daB die Induktivitat L jetzt 
dem die Querschnittsebene der Spule, also die Flaohe a 2 :rc, Benkrecht 
durohBetzenden magnctischcn FluB entsprioht und daher nioht mehr in 
der Beziehung (10) zur Kapazitat steht. Vielmehr Bind, wenn a den 
Bteigungswinkcl der Spulo bezeiohnet, sowobl K ala auch L ungefahr 
im Verhiiltnis ctg a groBcr, als dieser Beziehung entsprachc, d. h. es iat 
der GroBenordnung nacli _ 

(7) \~LK ctg a ^ B J 1, 

L ist gleichfalls pro Liingi'neinheit der aJ-Achse zu rechnen, ebenso der 
Widerstand W, den wir aber der Einfachheit lialber vernachlassigen wollen. 
Danach haben wir folgcnde Gleiohungen: 


( 8 ) 

also mit (2'): 

(9) 


(U _ _ 9 P . dq = _dJ 
dt dx’ dt dx’ 

dP d'P d_J 

dt dx'dt dx' 


Dutch (8) und (9) iat nun tier Wellenverlaut bestimmt. 


2. Harmonlsche Wellen. Zur Untcrsuchung dieser Wellcn steht nur 
die Methods der Zusammensetzung uub hnnnonischen Wellenziigcn zur 
Verfiigung, da allgeineine Lbsungen als fortschreitende Wellen beliebiger 
Gestalt, wie die liosungen (22) in § 2, bier niclit existieren. Wir setzon 
also wieder partikuliire Lbsungen an: 

(10) J, j > e' (rj “ w,) , P r = »«, 

und finden (lurch Einsetzen in (8), (9): 

(11) - iLatjr - - % vji, , - ivj, -- - i (Km + CW) p r , 
worauH 

(12) L (K -|- (V) to* — i* 2 — 0, 

< l3 > l/ia-Lo*. 
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Aus dieeen. Gleiohungen geht hervor, daJJ jedem reellen v, also ortlioh 
hannoniflcher Verteilung von Spannung und Strom, auch ein reelles co, 
also zeitlioh haimoniscber Verlauf entspricht. Es handelt sich dann inn 
eine forteobreitende Welle mit der von der Frequenz bzw. Wellenlfinge 
abhangigen Fortsobreitungsgescbvindigkeit: 


(14) 


co _ 1 _ i j 1 — LCw* 

~ yx(z+iv s ) “ r lk 


Fill co = 0 ist sie lfi/LK, also nach (7) von der GroBenordnung tg«. cfie/x. 
Sie nimmt dann ab mit abnehmender Wellenlange l — 2 n/v bzw. wach- 
sender Frequenz w und wird im Grenzfall versohwindender Wellenlange 
(v = oo) zn 0. Die Frequent a nahert sich zugleioh einem Grenzwert, 
der als „kritisohe Frequenz 4 * bezeiohnet wird: 


(15) 


0) h = 


1 


Ftir hohere Frequenzen sind fortsohreitende Wellen nicht mehr moglioh, 
vieknehr wird, wenn co > o) k iflt, v nach (14) rein imaginar. Die ortliohe 
Verteilung der Partilnila^losungen ist dann nicht mehr harmonisch, sondem 
exponentiell abklingend bzw. ansteigend. 

Ebenso ist nach (13) der Wellenwiderstand Z r = j)/j keine Material- 
konstante mehr, sondem von der Wellenlange bzw. Frequenz abhangig 
und versohwindet fur die kritische Frequenz, ftir die sich also die Spule 
in beider Hinsicht wie eine gerade Leitung mit unendlich groBer Kapazitat 
verhalt. Ftir groJJere Frequenzen wird Z rein imaginar, d. h. es tritt eine 
Phasenversohiebung um eine Viertelperiode zwischen Spannung und 
Strom ein. 


3. Zusammensetzung zu abgebrochenen Wellen. Im Gebiet x < 0 ver- 
laufe eine Freileitung wie die in § 2 behandelte, mit dem Wellenwiderstand Z. 
Im Gebiet x > 0 sei eine Spule angesohlossen 1 ). Sje kann zunachst ftir 
harmonische Wellen nach 2 wie eine Freileitung mit dem Wellenwider¬ 
stand Z„ behandelt werden. Wenn also in der Freileitung eine harmonische 
Welle der Frequenz co mit der Stromamplitude / x einfSllt, so dringt nach 
der Aufgabe a) auf S. 747 in die Spule eine Welle gleicher Frequenz ein, 
und zwar erhalt man ftir ihren Strom bzw. ihre Spannung: 

(161 J a --- - teUwt-Vtt) p -- f 

K } Z+Z/ 1 ’ " Z + Z/ 1 


1 ) Die Verh&ltnisse wllrden tdmlich wie die hier behandelten liege n, wenn an 
jeden Zweig der Freileitung eine Spule angesohlossen ist. 
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Eine einfallende Welle beliebiger Gestalt ist mm als Fourier aches 
Integral aus solohen harmonischen Wellen zusammenzuBetzen. Es handle 
sioh z. B. nm eine hannonische Welle der Freqnenz a mit „steiler Front", 
die zui Zeit 4 = 0 die Trennungsstelle erreioht. D. h. die einfallende 
Welle sei fiir x = 0: 


P(0, 4) = ZJ (0,4) = 0 fiir 4 < 0, P( 0,4) = ZJ( 0,4) = Ze tai fiir 4 > 0, 

Diese Funktion laBt sioh nicht duroh ein reelles Fouriersohes Integral 
darstellen, da sie nicht auf reellem Wege von — oc bis + oc integrabel 
ist (vgl. 1. Bd.,IV, §4,3). W ohl aber ist sie auf komplexem Wege darstellbar. 
Es ist namlioh 



— no —■ co 


wenn das letztere Integral in der komplexen c/>-Ebene auf dem in Fig. 66a 
gezeichneten komplexen Wege geftihrt wird, der den Punkt co = a im 
Linkssinne umgeht. Denn fiir 4 < 0 kann man diesen Weg in einen die 
negativ-imaginaro Halbebene umspannenden groflen Halbkreis unmittelbar 


Fig. 66 a 


-oo 




6 

\°/-*“ 


±OQ 


C O— 

^-Oy — 


L 


Fig. 66b 


deformieren und erhalt so den Wort Null fiir das Integral (vgl. 1. Bd., 
Ill, § 3). Boi positivem 4 kann man ihn nur in einen den Punkt co = a 
umsohliefionden kleinen Kreis « und den die positive Halbebene urn- 
spannenden Halbkreis deformieren, der wieder Null orgibt. Als Residuum 
von dem Krcis « bloibt dann aber: J (0,4) = e tai . 

Folglioh wird die in die Spulo eindringende Welle fiir x = 0 naoh 
(16) und (17): 

+ «*» 

.... 2 Z f p* wt , 

J{0+, ) ~2h%) (Z r (a>) VZ){m - a) d(,> ' 


(18) 


mit: Z, (eu) = |/^ (1 — £ Ca> 1 ). 


Fur x > 0 endlioh hat man zum Integranden nooh den Faktor e~ lrx 
hinzuzufiigen, mit Benutzung des Wortes v aus (14). Man erhalt also 
fiir x > 0: 

+ 1,1 ^ ^ 

“ gfwO- lO’j/l/l-LCcu 3 ] 

do> 


z f f* 

(.si •'(*■<)-r.J (z.w- 


+ Z) («.-«) 


Misei-FrAnk, DifleroniiAlglotohongen. II 
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ala voUatandige Losung fiir die Stroniverteilung. Die entspreohende 

SpannungBverteilang ist: 


( 20 ) 


+ no 

pr n - 1 f Z r (a>)e“>t'-VLKxl |T=7c3] 

’ ni J (Z,(w) + Z) (co — a) < ° 

— JC 


Fiir den Integrationaweg in (19), (20) ist nooh zu beaohten, dafl der 
Integrand fiir alle positiven x, einsclilieBlich x = + oo, endlicb. bleiben 
ninB. Das ist sioher erfiillt, soweit die [—] im Exponent reell ist. Da 
aber ftix co > co k die Q uadratwurz el rein imaginar wird, bo ist der Weg 
so zu wahlen, dafl icof\ 1 — LCco 8 fiir co > positiv reell wird. Wenn 
die Wurzel im Gebiet co < a>* positiv gewahlt war, so wird das erreiobt, 
indem man je einen Verzweigungssolmitt in der co-Ebene von + co h nach 
+ cjo nnd von — co* nach — oo legt und den Integrationaweg nach Fig. 06 b 
wahlt. Fiir t < 0 l&fit aich dieser Weg wieder in den die negativ-imaginaro 
Hslbebene umspannenden Halbkreis deformieren, so da£ die Integral© 
versohwinden. 

Fiir t > 0 ist eine genauere Diskus s ion erforderlioh. In allgemeinen 
Xiigen wild ihr Resultat darin bestehen, daJB die steile Front der Welle 
beim Vordringen in die Spnle sich abflaoht, da, wie oben festgestellt wurde, 
die hoher frequenten Partnalwellen sich mit geringerer Gesohwindigkeit 
fortpflanzen als die niedrig frequenten, und zwar iat die in (14) bercchnete 
GroBenordnung bis zur kritischen Frequenz co =• co k maflgebend. Aber 
wegen der Quadratwurzel im Exponenten, die fiir co > co k imaginar wird, 
iat es auoh fiir beliebige positive x doch vom Moment t = 0 ab nicht mehr 
moglioh, den Integrationaweg in den negativen Halbkreis zu deformieren, 
wo die Integral© versohwinden wiirden. Das bedeutet, dall im Moment 
t = 0 aowohl P ala J fiir alle positiven x plotzlich 1 ) einen endliohen, wenn 
anch anfanga sehr kleinen Wert annehmen, ala Folge der kapazitiven 
Wirkung zwisohen den Windungen. 

Es ist w'egen der Verzweigungssohnitte nicht mehr moglich, diese 
Diskussion im einzelnen mittels der Residuenmethode auszufuhren; an 
lhre Steile tritt jetzt zweokm&Big die Sattelpunkfcmethode (vgl. z. B. XVI, 
§ 4, 2 u. 1. Bd. IX, § 3, 2). Man stellt zunachat feet, daB der Ex ponent 
i 11 (19). (20) ExtremalateUen an den Punkten 



hat. Der Wert des Integranden in der Nahe dieser Stellen oharakterisiert 
dann den Wellenzu stand in Abhangigkeit von x und t. Solange t < YLK x, 


. ® ei Berflokaichtignng dee Vereohiebungaatromee (e. den foigenden Abeohnitt) 
wflide bier erne Fortpflanzung mit LiohtgeBohwindigkeit Plate greifen. 
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sind sie rein imaginar, nnd es ergibt sioh. (aus — co 8 ) ein geringer Betrag 
der Wellenamplitude. Fiir t ^ )jLK x aber werden sie reell, und damit 
erst setzt der eigentliohe Erregnngsvorgang an der Stelle x ein. Der 
stationare Wellenzustand wird merklicli in dem Zeitpunkt erreicbt, wenn 
der Satteipunkt + fiber den Pol a hinweggegangen ist, was naoh (21) 
und (15) nur eintritt, wenn a < a)*. Der entspreohende Wert von xft, 
der sich nach. (16) auoh als dco/dv sohreiben laflt, heifit die „Gruppen- 
geschwindigkeit" zur Frequenz a (vgl. XX, § 3, Ende). tTber Diskussionen 
dieser Art existiert eine umfangreiche Literatur, auf die wir hier ver- 
weisen miissen 1 ). 


Lehrb&cher zu Kapltel XV bis XVUI 

E. Cohn, Das elektromagnetische Feld. Leipzig 1900. 2. Auflage. Berlin 1927. 

P. Duhem, Les theories 61ectriquea de J. 01. Maxwell, 6tude historique et 
oritique. Paris 1902. 

P. Duhem, Logons but r61eotricit6 et le magn6tisme. T. I, Et, Ill. Paris 1891. 

M. Abraham, R. Beoker, Theorie der Elektrizit&t, Bd. 1 (Einf. in d. Max- 
wellsehe Theorie), 9. Aufl. Leipzig 1932 (frflher Abraham-F&ppl). 

J. H. Jeans, The mathematical theory of eleotrioity and magnetism. 4. edit. 
Cambridge 1923. 

J. Frenkel, Lohrbuoh der Elektrodynamik, Bd. 1 (AllgemeineMeohanik der Elek¬ 
trizit&t), Berlin 1926. 


x ) Zum Boispiel F. Pollaozek, Theorie der Einsohaltvorg&nge usw. Elektr. 
Nachr.-Techn. 2 (1926), S. 197. E. G. B&rwald, tfber die Fortpflanzung von 
Signalenusw. Ann. d. Phys. 6. Folge, 6, S. 296; 7, S. 731; 8, S. 666 (1930/31). 
Hier ausfuhrliohe Litcratumaohweise. 
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Elektromagnetische Schwingungen 

Neunzehntes Kapitel 

Allgemelne Satze und Integrationsmethoden 

§ 1. Grundglelchungen und Eindeutigkeit der Losungen 

Unter elektromagnetisclien Schwingungen verstehen wir zeitlicb 
periodisohe Losungen der Maxwellschen Gleiohungen beliebiger Frequenz, 
von den kurzwelligen Rontgenstrahlen liber das gewohnliehe Licht und 
die Hertzsohen Wellen bis hin zu den. Frequenzen der drahtlosen Tcle- 
graphie. Ob die physilcalisohe Darstellung dieser Vorgange durch die 
Maxwellsohen Gleiohungen endgiiltig ist oder ob sie quantentheoretisoh 
zu'verfeinem sein wird, geht uns hier niohts an: die-mathcmatische Be- 
handl u ng der WeHenausbrdtung wird stets duroh die Maxwellschen 
Gleiohungen bestimmt sein, auoh wenn diese Gleiohungen selbst kiinftig als 
Mittelungen von Quantenprozessen aufzuiassen sein sollten. Die Emission 
und Absorption des Liohtes andererseits, welohe zweifellos nioht in den 
Maxwellschen Gleiohungen enthalten sind, liegen auBerhalb unseres 
Gegenstandes. Dabei begreifen wir unter dem Namen „Maxwellsohe 
Gleiohungen 44 nn weiteren Sinne entgegen dem historisclien Saoh verb alt 
nioht nur die ihnen von Hertz und Heaviside gegebene vereinfaohte 
Form, sondem auoh die Loientzschen Gleiohungen der Elektronentheorie 
und lire relativistische Vervollkorunmung. 

1. EigentUche Maxwellsche Theorie. Die Maxwellschen Gleiohungen 
lauten filr ruhende Medien in bequemen (sog enannt en rationellen, 4 jt- 
freien) Einheiten und in einem mathematifloh bequemen MaBsystem (die 
elektrisohen GroBen einschliefllich des elektrisohen Stromes elektrisch, die 
magnetisohen magnetisoh gemessen): 

(I) = — rote, (III) divffi = 0, 

c 

(II) +3) = + lots, (IV) div® = e- 

© iflt die magnetisohe Induktion, S die elektrisolie Verschiebung oder 
Erregung, CE und £ elektriaohe und magnetisohe Feldatarke, 3 spezifisoher 
Leitungsatrom, g Raumdiohte der (wahren) elektrischen Ladung, c = Va- 
kuunL-Lichtgeaobwindigkeit = 3,00.10 10 cm/sec. 
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(IV) ist Definitionsgleiohung Itix g. Man folgert aus (II), daB in Nioht- 
leitem (3 = 0) g zeitlioh konstant ist, wegen dir rot = 0, vgl. 1. Bd., 
S. 77 (27). Ebenso folgt aus (I) die zeitliohe Konstanz von divSB, welohe 
GroBe man die (wahze) Raumdiohte der magnetisohen Quellen nennen Trann. 
In (III) wird diese zeitliobe Konstanz dahin spezialisiert, daB SB dberall 
quellenfrei (solenoidal) verteilt sein soli. 

Die Gl. (I) und (II) bekommon einen pbysikalisoben Sinn erst dann, 
wenn man ibnen erfahxungam&flige Aussagen liber den ZusammSnhang 
zwisoben den Vektoren X), SB, 3 und ffi, Jr> hipzufllgt. Diese lauten flir 
isotrope Medien, bei Absebung vonmagnetischer oder elektrisoher Sattigung 
und Hysterese: 

(V) £> = e©, SB = /ifi, 3 = crffi. 

Die positiven Faktoren e, p, a beiBen Dielekteizit&takonstante, Per- 
meabilit&t und Leitvermogen. 

Weiter aber ist es notig, um die Grofien ©, £> definieren, d. b. messen 
zu konnen, durob Zusatzaxiomo die energetisohen und ponderomotorisoben 
GroBen einzufiibren. Die Form der Gleiobungen legt (vgl. unter 2) folgende 
Definitionen nabe: 


W e = 1 CD = Kaumdiobte der elektriscben Energie, 

W m — £ §SB = Raumdicbte der magnetisoben Energie, 

Q — ©3 = Joulesobe Warme pro Volumen- und Zeit- 

einbeit, 

S = o © x § = Energieflufl pro Flaohen- und Zeiteinbeit 
= Strahlungsvektor. 


Die Energiedichte wird also durob oin skalares Produkt, dei EnergiefluB 
durch ein Vektorprodukt gogobon. Im isotropen Falle cntartet das skalare 
Produkt in das algebraisobe Produkt der absoluten Betrage. 

Die Ooulombsohe Kraft zwisohon zwei punktformig konzentrierten 
elektriscben Ladungen e, o' bzw. zwei Magnetpolen m, ml lautet in unseren 
Einbeiten zufolge von (VI): 


(1) 


& 


ee 

4jrsr® ZW ' 


mm' 
in fjir*’ 


wo e und fx die Konstanten des Zwisohenmittels bedeuten. Daraus ergibt 
siob, daB wir zu don gcwoknliohen „konvcntionollen“ Einbeiten libergehen, 
wie solche in dom vorangobondon Abnobnitt IV benutzt wurden, wenn wir 
in alien unseren Formeln ersetzen: 


e, g, 3, m durch V 4 n (e, g, 3, »n) ktmT , 
©, D, S, SB durch J— (ffi, D, £, SB)w 
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WoDen. wii nioht nur die magnetischen, sondem auoh die elektrischen 
GxoBen im magnetisohen („elektromagnetiBohen“) MaBsystem messen, 
so haben wir auBerdem zu eraetzen unaer 

| e, q, 3 dutch o (e, q, 3)™^, 

^ | £,® durch 

Die Gleiohungen (I) bis (VI) gelten im ganzen unbegrenzten Ranine, 
unbesohadet vorbandener Inhomogenitaten and ’Dbergangsscbiohten. Fiir 
letztere folgen, da nnendlich groBe Werfce yon 23 und £) energetisoh auszu- 
sohlieflen sind, aus (I) and (II) die Grenzbedingungen fiir die Tangential- 
komponenten: 

(4) * | etetig beideraeits der Grenzflache 

and ana (IV) und (III) fiir die Differenz der Noimalkomponenten beider- 
seita der Grenzflache: 

(5) i, 93 a -93 x = 0; 

rj iflt die (wahre) elektrisohe Oberflaohenladung in der Grenzscbiobt; die 
entspreobende magnetisobe GroBe ist in t^bereinstimmung mit (III) gleieli 
Null. 

2. Energiesatz und Eindeutigkeit der LSsungen. Indem man (I) skalar 
mit §, (II) mit CE multipliziert, erhfilt man reobts 

CE rot $> — # rot © = — div (Or x$), 

vgl. 1. Bd., S. 77, (26), also im ganzen: 

$51 + CX> + (£3 = - o div (®x$). 

Mit den in (VI) erklarten Abkiirzungen baben wir also: 

(6) JT + Q+divS = 0. 

TV — W, + W m iat die Raumdiobte der gesamten elektromagnetisohen 
Energie; Gl. (6) formuliert den Poyntingsohen Satz, den Energiesatz 
des elektromagnetisohen Eeldes. Er driiokt aus, wie die Energie im Volumen- 
element abgeandert wird einerseits durch den EnergiefluB <5 (aueb Poyn- 
tingseher Vektor genannt), andererseita durch die Warmeproduktion Q. 
Im Nicbtldter (Q = 0) besagt (6) die ranmzeitlicbe Erbaltung der 
elektromagnetisohen Energie. 

Es seien jetzt ® x , $ x und ffi a , $ a Losungen der Gnmdgleicbungen, 
welcbe im Unendliobfernen versobwinden und fur t = 0 im ganzen Raunie 
identisch werden. Wir wollen zeigen, daB sie dann zu jeder Zeit f >0 
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identisoh Bind. Zu dem Zwecke bilden wir die Felddifferenzen 
(£ = — ®i, £ = S s — <5 1( welohe zusammen mit den nach (V) zu- 

gehorigen Giofien D, SB, 3 wegen des linearen Charakters der Gl. (I) und 
(II) ebenfalls diesen Gleicbungen geniigen. Infolgedessen gilt auob Gl. (6), 
wobei jetzt unter W, S, Q die mit unseren Felddifferenzen gebildeten 
Ausdrticke (VI) zu verstehen Bind. Wir grenzen den Baum duroh eine im 
Unendlichen gelegene Flaohe iQ ab und integrieren liber das Innere der- 
selben, was wir durcb tJberstreichen andeuten. Eb entsteht 

(7) W + Q = — div <5 = — j S„ da. 

fitter haben wir rechts beim Ubergang von dem Raum- zum Oberflachen- 
integral den Gauflschen Satz [1. Bd., S. 79, (29)] verwendet. 

Nach Voraussetznng verschwindet (£ und § aul £?, und zwar, wie 
wir annchmen wollen, hinreichend stark, um die rechte Seite von (7) 
zum Versohwinden zu bringen. Es bleibt also 

( 8 ) 

Die rechte Scite dieser Oleiohung ist ^ 0 [vgl. (VI) und (V)], also kann W 
zeitlich niemals zunehmon. W ist aber notwendig ^ 0 und verschwindet 
ftir t — 0. Wir schlicBen daraus ftir jedes t: 

W = 0, W = 0, ffi = £ = 0, 

also: 

®i = 1 O 1 = Sii 

was zu beweisen war. 

Der Bowcisgang bleibt derselbe, wenn Q im Endliohen licgt. Die 
Felder (E tl ffi 8 , $ a sind jotzt nur innerhalb Q definiert. Wir nehmen 
an, daB sio hier fiir t = 0 tiboreinstimmen. Auflordem miissen wir sie auf Q 
der glcichen Randbedingung unterwerfen, da sio ja beide dasselbe Problem 
loscn sollen. Es geniigt dazu, daB die tangontialen Komponenten von (Ei 
und ffi 2 (oder von und § 8 ) ftir jedeB t > 0 gleioh sind. Auoh in diesem 
Falle verschwindet die rechte Seite von (7). Aus (8) folgt daraufhin (Uber- 
stroichung bedeutet jetzt Integration tiber das Innere von Q) ® = p ^ 
ftir t > 0 und ftir das Innere von Q. Durch Anfangszustand und eine der 
genannten Grenzbpdingungen auf 12 ist also auch je-tzt das elektromagneti- 
sclie Feld eindeutig bestimmt, bci tibrigens beliebiger Verteiluug der 
Materialkonstanten (Leiter, Dielektrika usw.) im Innem von Q. Wir 
keinnen daboi auch anisotrope Korpcr zulassen; ftir diese sind nach (VI) 
W f , W„ und Q positiv-definitc Formen der Feldstarken, bo daB unsere 
SohluBwoise auch hier erhalton bleibt. 
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Ea ist sebr bemerkenswert, daft der phyHikalisoh rfandamentalo Energie- 
begriff siob hier auoh in mathematisoher Hinsioht ftLr die Zweoke des 
Bind euti g keitebeweiflea bewabrt. Wir mogen darin ein Anzeioben sehen 
fflx die tiefgehende Harmonie zwisohen matibexnatischei und physikalisoher 
Begriffflbildung. 

Ftir die Sohwingungsprobleine ist allerdings mit deni vorstehenden 
Beweifl nioht viel gewonnen. Denn bier handelt es sioh niobt urn die Aub- 
breitung von eiiiem gegebenen Anfangszustand ana, sondem um zeitlioh 
periodisob wiederkebxende Zust&nde. Auob wixd hier die Eindeutigkeit 
durob die Mogliobkeit von T^i gft-nR fiTiwin g nngrfl-n beeintraobtigt. Diese 
mtissen durob eine besondere Bedingung im Unendliohen („Ausstrahlung0- 
Bedingung“, vgl. § B dieses Kapitels) atusigesohlossen warden. Wohl aber 
ist der vorstebende Beweis lebreiob fdr die allgemeine Auffassnng der 
Maxwellsohen Gleiobnngen und fitr die kausale Bestinnntbeit der durob 
sie dargestellten Yorgange. 

3. Zur mathematischen Behandluug von SchwingungBzustfinden. Die 
mathematisohe Behandlung rein periodisoher Sobwingungen wird sehr er- 
leiobtert dnroh den Gebrauoh komplexer Groften. Es handle siob um ein 
Weobselfeld von der Scbwingungsdauer r, also von der „Kreisfrequenz* < 
(Bobwingungszahl in 2 n Zeiteinbeiten) a = 2 njx. Dann setzen wir 

(9) ffi = Ee- iat , 

mit der Verabredung, daft reohterhand eigentliob die reellen Teile gemeint 
sind. Die von t unabh&ngigen Ortsfunktionen E nnd H t die ebenso wie <5 
und g Yektorobarakter haben, werden im allgemeinen komplexe GrSfien 
sein: 

E = Ei + H = H x + »J?2* 

Wir nennen E und H die „komplexen Feldstarken". Die Gl. (9) 
wiirden reell gesobrieben lauten: 

(10) (£ « E 1 oo*ojt + E 9 Bin cot, £ = jB^ooso)* + I7 a sinew*. 

Es liegt aber auf der Hand, daft viel leiohter mit den Ausdriioken (9) als 
mit (10) zn reobnen ist. Desbalb werden wir, wenn iiberhaupt, erst jedee- 
mal am Boblusse der Reobnungen zu den reellen Teilen tibergeben. 

Die Bevorzugung von — icot vor + icot in (9) ist rein konventionell 
und belangloa, da es ja ffir die eigentliob gemeinten reellen Teile auf das 
Yorzeiohen von i in keiner Weise ankommen kann; sie bietet aber gewisse 
Bequemlicbkeiten, auf die wir sogleioh zuriiokkommen warden. 

Ein anscbauliohes Gegensttick zu unseren komplexen Darstellungen 
haben wir in den Vektordiagrammen der Weohselstromtechnik. Wenn 
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hier Strom- and SpannungsgroBen je naoh ihrer Phase in der Ebene der 
Zeiohnung aufgetragen and vektoriell znsammengesetzt werden, so ent- 
sprioht das voUkommen der Beohnung mit unseren komplexen FeldgroBen. 
Bekanntlioh hat man das elektroteohnisohe Vektordiagramm am semen 
Nullpunkt mit konBtanter Winkelgeeohwindigkeit (unser to) umgedreht 
zu denken; den Augenbliokswert der dargestellten GrSBen erb&lt man 
durch Projektion auf den horizontalen Duichmesser desVektordiagramms. 
Wenn man in derWeohselstromteohnikvon der gleiohformigen Umdrehong 
der Vektoren in der Begel' absieht and Bioh nor fill die relative Lage 
der Vektoren interessiert, so entsprioht das dem Umstand, daB wir 
den Zeitfaktor e~ ,mt in der Begel unterdrfioken werden. Der Pro¬ 
jektion der Vektoren auf den horizontalen Durohmesser der Figur ent¬ 
sprioht bei ons offenbar die Bildong des reellen Teiles. Die Ebene des 
Vektordiagrammes ist niohts anderes als die GauBsohe Ebene der kom¬ 
plexen Zahlen. 

Eliminiert man aus denMaxwellsohen Gl. (I)und (II)unterBenutzung 
der Belationen (V) und unter Voraussetzong der r&umliohen Konstanz 
▼on s, fi, a die FeldstSrke $>, so erhSlt man fiir ® die Differentialgleiohung 


( 11 ) 


(i£ 

\ o® 


d* po d \ 
dt* + c» It) 


(£ = A <£. 


Dieselbe Gleichung ergibt sioh flir £ bei Elimination von OE. Wir nennen (11) 
die „Wellengleiohung“. Sie zeigt, daB die „WeUongo8chwindigkeit“ gleioh 
o/Y7fi ist and daB die Lojtfahigkeit a (vermoge der Jouleschen Warme- 
produktion) als D&mpfungsursaohe wirkt. 

Setzen wir nun in (11) den Ausdruck (9) flir OE cin, so entsteht die file 
alle monoohromatischen Sohwingungsvorg&nge charakteristische Diffe- 
rentialgleichung: 

(12) J« + f« = o, +‘A™; 

c 


hier kann u auBer E auoh H oder die komplexe Darstellung eines der 
anderen olektromagnetisohen Vektoren X), 15 usw. vertreten. Auoh 
Gl. (12) werden wir „Wellengleiohung“ (oder „8chwingungagleiohung“) 
nennen. 

Die in (12) eingeflihrte Konstante k nennen wir „Wellenzahl“. Sie 
ist eine reziproke L&ngo. Im Vokuum (e = // = !, a = 0) wird naoh (12) 


(13) 


k = 


(0 _ 2 71 

7 T‘ 


Dabci ist A definiert als der zur Schwingungsdauer r gehorige Liohtweg: 
A — or. Dio Bezeielmnng „WellonIango.“ fiir A rlilirt bekanntlich daher, 
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daB X im einfaohsten Falle der ebenen Welle zugleioh die raumliche Perio- 
dizit&t des SohwingungBvorgangs a usmiB t. (Bei allgemeineren Zustanden 
trifft diese Bedeutnng von X meist nur asymptotisch, in hinxeiohendem 
Abstand von der Quelle, zu.) In einem leitenden Medium (a 0), wo A 2 
naoli (12) komplex ist, wollen wir verabreden, daB von den beiden dem 
Vorzeichen nach entgegengesetzten Werten von k immer derjenige gewahlt 
werde, der einen positiv imagin&ren Bestandteil bat. 

Eine nach der positiven s-Aohse fortsohreitende ebene Welle wird in 
komplexer Form dargestellt dumb 

(14) u = Ae ik *. 

Diese Aussage ist offenbar daran gebunden, dafl wir den Zeitfaktor in 
der Form e~ i0)t angesetzt haben. Im Exponenten von e stebt d ^nn die 
Yerbindung kx — cot 3 welohe, konstant geaetzt, ein Yorsobreiten dea 
Sohwin g u ng szufltandes naob der positiven x-Acbse bei waohsendem t 
anzeigt. Der Faktor A faBt Amplitude a und P biLHftnk n natant e a zusammen 
in der Form A = a e ia . 

Die allge mern ste, nur von x abbangige Losung der Gl. (12) lautet: 
u = Ae ikx + 

Hier stellt der zweite Summand eine naob der negativen x-Aobse fort¬ 
sohreitende ebene Welle dar. Die Summe beider Tenne bedeutet, ins- 
besondere wenn A = B, eine stebende Welle. 

Wir werden sp&ter (vgl. §4, 2) sehen, daB diejenige Losung von (12), 
welohe eine vom Nullpunkt (r = 0) sioh ausbreitende Kugelwelle bedeutet, 
dargestellt wird durch 

(10) u = A —. 

r 

Eine nach dean Nullpunkt hin konvergierende Kugelwelle, die physikalisob 
keine Bedeutung bat, ware entsprechend gegeben durch 



beides nattiriich wieder nur, wenn der Zeitfaktor in der Form e~ iu>t ge- 
schrieben wird. Darin, daB wir in den Gl. (14) und (16) die naob + x 
oder -j- t fortsohreitende Welle mit i zu reohnen baben, liegt eine 
der obengenannten Bequembohkeiten fQr unsere Schreibweise des Zeit- 
faktors. 

Stets erbalten wir die Amplitude des Scbwingungsvorgangs, wenn 
wir den absoluten Betrag dieser komplexen Darstellung bilden. Das 
Quadrat des absoluteu Betrages beiBt die ,.Norm“ der komplexen GroBe. 
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Z. B. wild im Falle der ebenen Welle, Gl. (14), wo wir A = a<f a sefczen, 
bei Abwesenkeit von Dampfung (Jc reell): 

( 16 ) 

Selbstverst&ndlich ist die kompleze Sohreibweise ohne weiteres nur 
zulfisaig im linearen Gebiet, nicht bei Produkten oder Quadraten; denn 
das Produkt der reellen Teile zweier komplezer GroBen ist b ekanntlieh 
verschieden von dem reellen Teile ihres Produkts. Aber aueh bier em pfiehlt 
sioh der Gebrauch dea Komplezen insofem, als man den reellen Teil am 
iibersiobtliohsten als arithmetisohes Mittel des komplezen und des kon- 
jugiert komplezen Ausdruoks bereohnet. 

Wir betraohten z. B. das Produkt zweier SohwingungsgroBen, die 
duroh die (skalaren oder vektoriellen) komplezen Ausdrlicke u und v 
gegeben sind, und fragen nach dem Zeitmittel des Produkts, auf das es 
praktiwli moist allein ankommt. Wir bezeiobncn das Zeitmittel mit 57' 
und die konjugiert komplezen Ausdrucke mit u und v. Dann haben wir 

uv = |(«c _, " ,< + ue+'“ , )| (ve~ lut -|- ve +,u,t ) 

und, da offenbar e i2 ’" ( im Mittel = 0 ist: 

(17) uv = J(«v + ti«). 

Fiir v = u folgt daraus noch oinfacher: 

(18) u J = |u« = $|u| s . 

Hiervon maclit die Elektrotechnik ausgiebigen Gebrauch beim Begriff 
des „effektiven Stromes“. 1st J die komplozc Darstellung eines Wechsel- 
stromvorganges, also der mit Richtung versehene Strom im Vektor- 
diagramm, ho ist \ J\ die Stromamplitude, d. h. die Liingt des Stromvektors. 
Andercrseits definiert man 

(19) J?. n = 7 s , 

d. h. gleich dem quadratisohen Mittelwert. 

Nach Gl. (18) gilt also die Beziulumg 

(19') |7| = V 2 J fl(r . 

K«*tzt. man ferner in (17) fiir u die komplexe * Stromstarke J , fiir v 
die komplexe 1 Hpannung E , no wird uv glcich der Lcistung N. Man crhalt 
dann au« (17), wenn </■ den PhaHcnwinkcl zwisclien Strom und Spannung 
bodoutot: 

(20) N -- \(JE + EJ) -- \ \J\\B\(r-'r + e"f) = \ | J\\E\ cos <p 9 
oder nut ItUrkHichl auf (19): 

(20') N = J„ n E itn coa<p. 
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Wenn auoh loser mit dem Vorhergehenden zusammenh&ngend, m&ge 
bier die formale Yereinfaohung erw&hnt warden, die man bed den Fourier- 
reihen erzielt, wenn man statt dear reellen trigonometrisehen die komplexen 
BxponentialfnnVtionen benntzt. Gewdhnliob sohreibt man die Entwioklnng 
einer Fnnktdon f (x) zwisohen — n und -}- n: 


/(*) = T>»(a.cofl nx 4- 6.8in»a?l. 


+* 


+ # 


»« *® | f(£)ooantd£, b n = ^ J /(f)sinnf d(, 

— * — Mf 

«• - n \ 

— X 

Vollkommen gledohbedentend dami*. aber ist die einfaohere Formal, in dex 
das Glied mit n = 0 keine AnsnahmesteUnng mehr einnimmt: 


( 21 ) 

oder auoh 
(21') 


+ 06 +* 

/(*) - 2 *> c * e<n *. ^ = 2^1 /(f)e-'»<d«f, 

— 1 *- CO * 

+0o +* 

/(*) - ^ 2 ° J 


Der ZnBammenbang zwisoben nnseren komplexen Koeffizienten o und 
den reellen a, & ist ersiobtlicb der folgen.de: 


( 21 ") 


On = 




g« - ibn ) 
2 

a n + * \ 

2 


c n ~ a.... it — 0. 


Bed ein em Weohselstrom beliebiger Stromform wollen wir statt (21) 
nnd mit RbokEdeht auf (21") schreiben: 


+ 00 


J(t) = 2Jo<U ~ 0»- 


Zur Bereohnung dee quadratiflcten Mittelwertes bildet man 

J* — 2* ta**"' + c»e- < * <ot )(e nv «J*»‘ 0 ’‘ + c n e-‘ , "“ t ). 
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Hier fallen bei der zeitliohen Mittelung alle Glieder fort, in denen das 
Produkt der Exponentialfunktionen nieht gleich 1 wird. Eb bleibt daher die 
einiaohe Summe 

1 ho * 

(22) J* = j 2 (c„c_ M + 2o n o n + c B c_„) 

— 30 

i oo 

= = C* + 2 |C„(*. 

m 1 

Zur Bostimmung dor Lcistung N hat man im gloichen Falle J (t) zu multi- 
plizieren mit 

| QO 

^(0 = 5" e_ m — e m 

und zu bilden 

N = JE -- J 2"' (°n e -n + c. n e n -1- o„<>„ -|- c„e_„) 

= ~2 ^ kn ®» "f" *«)• 

Bedcutct </'„ don Phaaenwinkcl zwisoben dor n-ten komplexen Teil- 
spannung und dom n-ton komploxon Teilstrom, so wird ahnlioh wie in (20) 

+ 

(23) N = - »,|c B | lo n |(o-^ -l-o*’’' 1 ) =• 2 (B) k»l k«l cos <p„ 

- 

t » 

=■ kol k..| 0O» Vil + 2 |o B | kn| COB </>„. 

I 

Boim Vorgloieh von (22), (23) mit (10), (20) hat man zu beucliten, 
daB 10.1 bzw. |r»| je die llalfto dor roollon Amplitude |«/„| dea n-ton Teil- 
BtrouiH bzw. dor roollon Ainplitudo | E„j dor n-ton Toilapannimg hodeuton. 
Eh i«t ntiml toll naoli (21") 

fiir « ■ 0 K| -- | r „| . i h;,, fiir n = 0 kol = a 0 . 

Wir Hohroibon daho.r: 


k.l ■- i l* 7 »|. k.h- 


und habon Hiatt (22) und (23) 


kol - K«|, kol — l^ol 


(24) 


- km J si j.w 

N -- l' 7 ol |A’ol COB <l > 0 -I- ~ S \J n \ |E n | COB <p n . 
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Die erate G-leichtmg besagt mit Riiokeicht auf (19) und (19'), daB das 
Quadrat des effektiven Geaamtstromes gleich ist der Summe der Quadrate 
der effektiven Teiktrome. Die zweite Gleichung zeigt mit Riickeioht auf (20), 
daB die Gesamtleistung gleich ist der Summe der Leistungen aller Teil- 
Btrome und zugehdrigen Teikpannungen. 

Auch in der Theorie der Fouriersohen Integrals bew&hrt sioh die 
kompleze Sohreibweise. Wit eraetzen die iiblicbe Pormel [vgl. 1. Bd., 

8. 208, (11)] 

00 + oo 

/(*) = ijd« 

0 — oo 

duroh die meist vorteilhaftere: 

+ 00 + oo 

(26) f(x) = -L J J /(fle'-c-ftdf, 

— 00 — 00 

die man auch in die elegante Doppelformel zerlegen kann: 

+ 00 ■+ oo 

(26) /(«) = -L f doup(*)*°*, ?(«) £. 

> 2 n J Y2 n J 

— 00 — * 

4- Elektronentheorie. Die Auffassung der Gin. (V) wird vertieft, wenn 
wir dieselben sohreiben: ' 

(Va) £ = <£+$, <B = $ + 2», 3=£s,o<. 

Hier heiflt die elektrisohe Polarisation oder das elektrisobe Moment 
der Yolumeneinbeit 1 ), SDl das magnetisohe Moment der Volumeneinheit 1 ) 
oder die Magnetisiemng. und Sfft warden bervorgemfen gedaoht duroh. <E 
und und sind daher diesen GroBen proportional. Die Pormel fiir 3, 
in der die Summation liber die Volumeneinheit 1 ) zu erstreoken ist, zeigt, 
daB der Leitungsstrom als Konvektionsstrom bewegter Ladungen aufzu- 
fassen ist, in Metallen ebenso wie in Elektrolyten oder in ionisierter Luft. 
Die Gin. (V a) vermitteln den tJbergang von der ph&nomenologischen zur 
atomistisohen Darstellung der Elektrodynamik, d. h. zur Elektronen- 
theorie. 

Naoh dieser ist ein Didektrikum (e > 1) vor dem leeren Baume 
(s = 1) daduroh ftusgezeiohnet, daB in ihm Molekeln vorhanden sind, deren 

x ) Mit dieser abgektarten Ausdruoksweise meint man bekanntlich: Man bilde 
die betreffende GrOBe ftir ein V olumenelement dr, welches zwar groB ist gegentiber 
den Molekulardimenaionen, aber so klein, daB in ihm das beobaohtb&re elektro- 
magnetisobe Feld als homogen angesehen werden kann, nnd dividiere duroh dr. 


j /(£)OOS«(»-£)<1£ 
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clektrisohe ElementarbeBtandteile durch das Feld (£ versohoben werden, 
und zwar die entgegengeBetzt geladenen in entgegengesetzter Richtung. 
Dadurch entstelien in den Molekeln elektrische Dipole, die sicli zu dcm 
rcsultierenden Moment ty zusammenfletzen. Ebenso ist ein magnetisicr- 
barer Korper (// $ 1) vor dein Vakuum (/1 = 1) dadurch ausgozeichnet,. 
daB in flcincn Molekeln umlaufendc elektrische Ladungen vorhanden Bind, 
die als Elementarmagnete wirkcn und dureh das Feld § teilweise gerichtet 
werden. Die solcherweise in den Molekeln entstehenden magnetischen 
Momente setzen Hich zu der MagnetiHierung 2)1 zusammon. Nach dersclbcn 
Vorstellungswcisc ontsteht ein Leitungsstrom 3, wcnn an der betrcffendcn 
Raumstcllc beweglicho Ladungen vorhanden sind. In Nichtleitcm, wo die 
Ladungen an die Molekeln gebunden sind, ifit u -- 0, also 3 = 0. 

Statt der dritUm GI. (Va) schreiben wir aucli 

(Vb) 3 = flt>, 

wo q die Raumdichte der Ladungen ist, indom wir vorauHsetzen, daB allc 
Ladungen der bctraehteten Rtcllc gleiche Gesohwindigkeit liaben. 

Die Elektronentheorie eignet sicli nun weiterhin die atomistische Vor- 
stellung an, daB die Ladungen nur in der Grofle des elektrisohen Elc- 
mentarquantums r- \ 4,77 . 10~ 10 (in konventionellon elektrischen 
Kinheiten) vorhanden sind, niimlieh als positives Proton bzw. als nega¬ 
tives Elektron. Es muB aber ausdnieklioh licrvorgehoben werden, daB 
diese. wichtigste oloktrodynamiHclie Tatsache wedcr in den urflpriingliclicn 
Maxwellsehen Grundgleichungen, noch in den Grundvorstellungen der 
Elektronentheorie organisch enthulton ist, daB also bisher „das Elektron 
ein Fremdling in der Elektrodynamik ist 14 (Einstein). Dieser Umstand 
zeigt mehr als alles andere, daB die gegonwiirtige Grundlegung der 
Elektrodynamik in phyHikaliseher Hinsielit noch keine ondgiiltige soin 
kann, wenn sie aucli in mathematiseher Hinsielit alien Anspriiehcn geniigt. 


§ 2. Invarianz der Maxwellsehen Gleichungen 
gegeniiber Lorontztr&nslormationen 

Indom die Elektronentheorie die elektrodynamischen Eigenschaften 
der Materie durch bewegtc oder beweglicho Eloktronen erklart, rochnet 
sie miti einern cinheitliohen Medium, dem lcoren Raumc (dcm „reinen 
Ather 44 ). Kur diesen ist 35 -(£,» = §. Die Grundgleichungen des § 1 
lauten dunn einfach, wenn wir fiir 3 den Ausdruck (Vb) substituieren: 

(I) 1$ = - rote, (III) div§ = 0, 

C 

(II) -((£!<?“) -- H rot S» ( IV ) div(£ = 6- 

C 
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Um in die Bauart dieser Gleiohungen einzudringen und zugleioh ihre 
Integration vorzubereiten, zeigen wir, dafi sie eine Gmppe von Trans- 
formationen in sioh zulassen. Wir folgen damit den Riohtlinien, die 
P. Klein in seinem „Erlanger Programm” zunaohst fiir die versohiedenen 
geometrisohen Disziplinen gegeben und die er dfmn selbst auf Meohanik 
und Relativitatetheorie ausgedehnt bat. 

1* Einfflhrung der elektrodynamischeu Potentiate* Wir geniigen der 
Gl. (III), indem wir setzen: 

(!) § = rot 9L 

% heiflt ,, VeldOTpotential^. QL (I) Bohreibt sioh ^nn so: 

lot (ia + ffi) ** 0. 

Die in der Klamm er stehende GrdBe ist also ein wirbelfreier Vektor und 
als soloher depc Gradient einer skalaren Funktion. Wir nennen diese — <p 
und haben 

(2) CE = — -j- 3 — grad <p. 

V heiQt „skalares Potential”. Tragen wir (2) in (IV) bzw. (II) ein, so 
entsteht 

(3) ~ div 31 + A <p = — q, 

W ^5® —-gradip + -j-gD = rotrot® = grad div 91 — A 91; 

vgj. wegen der letzten Unafonnung 1. Bd., 8. 77 (27). Man beaohte dabei, 
daB diese Umformung nur gtiltdg ist bei Benutzung reohtwinkliger (nioht 
knimmliniger) Komponenten von 91. 

Wir kfinnen die beiden letzten Gleiohungen tibersichtlicher, gestalten, 
wenn wir die Potentiale 91 und cp einer Zusatzbedingung unterwerfen, 
duroh die sie erst eindeutig bestinunt werden, Wir setzen n&mlioh 

(5) —ip + div2I = 0. 

Dann fallen in (4) die Giadienten beiderseits fort und (4) geht in eine 
reine Differentialgleiohung fiir 21 iiber: 

(*') * - e l. 

Gleiohzeitig geht (3) in eine reine Diff pjwTfHftlg l nin tinng far <p aber: 

(3') A if — — ip = - q. 
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Die linken Seiten boider GL (S') und (4') haben jetzt die Form der „Wellen- 
gleiohung" im Sinne von §1, (11). 

Der wahre Sinn dieser Beziehungen kommt aber erst zum Vorschein, 
wenn wir mit Minkowski 1 ) die vierdimensionale Symmetric zwisohen 
Raum- und Zeitkoordinaten zum Ausdruck bringen. Wir benutzen ein 
rechtwinkliges Raumsystem xyz und ala vierte Koordinate den imaginaren 
„Lichtweg" t ct. Dicse vier Koordinaten nonnen wir auch der Reihe naoh 
x lt Xi, x Zi x A und dcfinieren duroh sie den vierdimenaionalen „Koordi- 
natenvektor". Sodanu faHsen wir das Vektorpotential s 2l und das mit i 
multipliziorte skalare Potential zu einom „Vierorpotentiar* <t> zusammen, 

ebenso die GroBen q 0 und in zu oinem „Vierorstrom u P. Die Kom- 
c 

ponenten von 0 und P nach don Koordinaten x k mogen <P k und P k heiBcn; 
sie bedeuten Projcktionen auf die Koordinatenachsen wic beim drei- 
dimensionalen Vektor. Wir haben also drei ,,Vierervektoren lt eingefiilirt, 
deren Komponenten aus der folgenden Zusammenstcllung ersichtlich sind. 

Tabello 1 





- -| 

— 

k 

1 

2 

8 

4 

x k 

X 

y 

Z 

iot 



V 

i 

* T 


«■-= 

1 





Indem wir die einfaclisten Vektoroporationon auf solohe Vierervoktoron 
iibertragen, definieren wir als „Divergenz des Vicrcrvoktors" die skalare 
GroBe 

(6 a) Div0 —]><*> , 

I 0 x k 

ferner als „ Rotor" Rot 0 cine scehskoinponentige GroBe, oinen „Secli8er- 
voktor", mit den Komponenten 

(6 b) RoW0 - - d .. 0 r \ A, k = 1, 2, 3, 4, 

a x h a x k 

endlich als „vienhmenHionale Deltaoperation" in einer sohon von Cauchy 
gcbrauchten Symbolik: 

/c v <v , a 2 , a a i a 9 _ A is 8 

(6c) □ -= 22' dx l -- d .j» H- 0y » + ds * c » dt i ■ A c* Qt* • 

l ) Vgl. irmbmmduro die jx>atumo Arbeit in den Ann. d. Phys. 47 (1916), S. 927* 

Mluna-Prauk, IHfTorMntlnltfluiohungtm. XI 49 
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Daranihin fassen sich die Gin. (3') und (4 r ) zusammen zu 

(7) □ 0 = - P. 

Die Zusatzbedingung (5) sohreibt sich 

(8) Div 0 = 0, 

und die Gin. (1) und (2) konnen einheitlich dargestellt werden durch 

(9) (g, —•*£) = Rot 0. 

Bevor wir auf die weittragenden Folgerungen dieser iiberraschend 
schonen Darstellung eingehen, miissen wir einschaltungsweise die Struktur 
des Sechservektors in Gl. (9) erlautem. 

2. Der Sechservektor des Feldes. Wii wollen uns vorstellen, daJJ das 
elektriBohe und magnetisohe Feld nur veraohiedene Seiten einer umfassenden 
vierdimensionalen FeldgroBe / sind. Die Zuordnung ibrer Komponenten 
zu den Komponenten von £ und g zeigt das folgende Sohema: 


Tabelle 2 


y 

B 

B 


4 

fc\ 

n 

m 

8 

4 

i 

0 

/is 

/is 

/l4 

1 

0 

+«. 



2 

/si 

0 

ha 

/s 4 

_ 2 

-s. 

0 

+ £> a 

-<c v 

3 

hi ; 

ha 

0 

fz 4 

“ 8 



0 


4 

hi | 

ha 

U 8 

0 

4 

+ 

+<«, 


0 


Hierzu die folgenden Bemerkungen: 

1. Das Sohema ist antisymmetrijsoh, d. h. es gilt 

/*» = - thk uad daher f kk = 0. 

Die zun&ohst 16 Komponenten des „Tensors zweiten Ranges 4 * redu- 
zieren sich daher auf seohs, / heiflt „antisyinmetrischer Tensor** oder 
„ Sechservektor**. 

2. Die Doppelindizierung von f hk zeigt an, dafi die Komponenten- 
bildung hier nioht wie beim Vierervektor in der Projektion auf eine Ko- 
ordinatenachse beateht, sondem in der Projektion auf eine der seohs Ko- 
ordinatenebenen. Dementspreohend ist das geometrische Sinnbild des 
Sechservektors nioht eine Strecke, sondem ein Ebenenstiiok [bzw. im 
allgemeinen zwei zueinander noimale Ebenenstticke] 1 ). 

x ) Vgl. A. Sommerf eld, Ann. d- Phys. 32 (1910), S. 749, § 1. 
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3. Die Doppelindizierung bei § iflt insofem sinngemaJB, als § nioht 
ein polarer, sondem schon dreidimensional betrachtet ein axialer 
Vektor ist. bedeutct also eigentlich nicht eine Komponente naoh 
der z-Aohse, sondem in der scy-Ebene. Dem entsprioht gerade unsere 
Doppelindizierung (/ 12 oder auch v ). Die Vorzeichenzuordnung wird 
dann duroh die zyklische Folge der Indizes 1, 2, 3 geregelt, z. B. &, = a 
— S>xz = /si “ /l 3' 

4. Wiihrend also § duroh die Eaum-FIaum-Komponenten, wird C 
durch die Raum-Zcit-Komponenten von / gcgeben. Die imaginare Einheit 
in der Formel iCE fc = / 4 k = x,y 9 z bzw. 1, 2, 3 entsprioht daboi dem 
imagin&ren Charakter der Zeitkoordinate iiberhaupt. 

5. Nunmehr verifiziert man unmittelbar, dafl Ql. (9) die beiden 
Darstellungen (1) und (2) zusammonfaBt. Statt Ql. (9) kbnnen wir niimlioh 
jetzt mit Riicksicht auf (6b) deutlicher schreiben: 


(9 a) 


& = /, 


la 





fhk — 

30* 

50* 


3 s* 

5 a;* 

; nach Tabcllo2 und 1 z. 

B.: 

30, 

3 0, 

_ d%, 

_ 331, 

~ 3 s, 

3 s, 

^ 3s 


‘ / 

i( d0 ' 

30 4 

\ _ _ 


\3s 4 

3 s, 



= rot f 9I, 

1 dW a 
o dt 


d <p 
Jx’ 


was bzw. mit (1) und (2) iibereinstimmt. 

6. Auch die in den Fcldkomponenten (E, jrj geschriebenen Gin. (I) 
bis (IV) nehmen jetzt eine Bymmetrisoh-vierdimensionale Form an. Sie 
lassen sich niimlioh folgendermaBen zusammenfassen: 


( 10 ) 


(II) + (IV) in --2 = -P*. 

(I) + (III) in ■■•2 g^/»«-°- 


In beiden Gleichungen wird naoh k von 1 bis 4 summiert und h feat- 
gehalten; Im sind die beiden von h k verschiedenen Indizes, und zwar in 
soloher Folge genommen, daB die Reihe hklm duroh eine gerade Anzahl 
von Pormutationen auH 1234 hcrvorgeht. Z. B. lautet die zweite Gleichung 
ftir h = 1 ausgesohricben: 


d 


/*s + 



dz)^ C ~dt 


49* 
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und dies liefert, gleioh Null gesetzt, in der Tat die $-Komponente von 
Gl. (I). 

Die in den Gin. (II) + (IV) bzw. (I) + (III) vorgenommenen Differen- 
tiationen bedeuten wieder eine Art Divergenzbildung (,,Vektordivergenz“ 
oder naoh Einstein ,,Verjiingung der Erweiterung des Eeldtensors'*). 

7. Man bezeiohnet f ln als den zu f hk „dualen“ Seobservektor und 
sohreibt 1 ) 

fim — fhk- 

Bildet tmin nun 

&hk = /*k + fhk> 

so entsteht ein selbst-dualer Seobservektor (selbst-dualer anti- 
symmetriflober Tensor), fiir den Ff h = F kh ist. Er besitzt nux drei von- 
einan deoc verscbiedene Komponenten (drei „KeTmzahlen“); in der Tat 
erbalt msm die samtlioben Komponenten von F, wenn Tnan in der Tabelle 2 
sowohl $ ala — ersetzt durob die roit denselben Indizes xyz zu ver- 
sebende komplexe Grofie § — iffi: 


Tabelle 2a 



B 

B 

B 

4 

1 


* 1 * 


*14 

2 

Vn 

0 


*S 4 

8 

Jsi 

*.» 

0 

*84 

4 

*41 


■*48 

0 


N \ Jfc 

l 

* 

8 

4 

1 

0 


— ■&* + * 


2 


0 

1 

a 


8 



0 


4 




0 


Daraufhin lassen sicb die beiden reellen Gin. (10) in die eine komplexe 
Gleiobung 

(i»r_ 

a ) „Dual“ ist also versohieden von „konjugiert“. Dementspreobend verwenden 
vrir das Zeioben * hier nioht ffir tf konjngiert komplex 1 *; letsteree wurde durob ~ 
angedentet. 
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lfassen, a ub der man dmoh Trennnng von Reell nnd TTnagrnfrr in 
*r Weise die Gin. (10) wiederfindet. 

Dt einen zweiten Rich selbst entgegengesetzt dnalen Sechservektor 

Jf'xk = hit — fhk 9 mit Ftk — —Fxt, 
oh von dem vorigen nur dadurch untersoheidet, daB man in der 
b bei den Raum-Raum-Komponenten zu den konjugiert imaginaren 
“>ei den Raum-Zeit-Komponenten zu den „konjugiert reellen u 
bergeht. Man hat also z. B. zu sohreiben: 

(E a statt S® — iffifl. uflw. in den Raum-Raum-Komponenten, 
statt S® — iffij. usw. in den Raum-Zeit-Komponenton. 

0)* gilt fiir F ebenso wie fiir F und stellt, mit F geschrieben, 
eine Zusammenfassung der Maxwellschen Gleichungon dar. 
bar liiBt Rich dor Feldvcktor / und soin dualer f* (ebenso wie 
iservektor) aus dcm selbBt-dualen Sechservektor F und dem ent- 
tzt-dualen F zusammensetzen: 
f=UF + F), 

loh die uraprlinglichen Maxwellschen Gleiohungen lasson eine 
talogc viordimenfiionale Formulierung zu. Man muB dann aber 
hservcktoren cinftihren, die wir bo definioren: 

(Si - »$) = /,*» (®i — *G) = 9tk’ 

len IjcitungHHtrom 3 duroli eine vicrtc Komponente 3 4 = » q zu einem 
tor erganzcn. Dann Holirciben Rich die Gin. (I) biz (IV) des § 1: 

(I) H-(III)- S s ^»..= S S»1“0 

»r Bedeutung der Indizes wie m (10). Die zunachst iiberrasohende 
uordnung der GrbBen § und D einerseitR, 93 und (£ andererseits 
Mu* 1 ) dumb die Bezeichnungen „QuantitatflgroBon“ und 
blflgrdBen 1 *. 

e Gruppe der orthogonalen Transformationen. Die Vcktorsohxeib- 
er gewbhnliehen (klaflfliHchen) Physik hat koinen anderen Zweck, 
labhimgigkeit der Gleiohungen von der Wahl der Koordinaten x, 
eranHohnuliehon. Der Ohorgang von einem zu einem anderen 
ligen KoordinatenHyHtem wird vcrmittelt durch eine drei- 


indlagnn oinor Theorio dor Matorie, Ann. d. Phya. 1912 und 1913, ins- 
prate Mittcilung, ebenda 37 (1912), 8. 511. 
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dimensional© orthogonale Transformation. Gleichungen, welche nioht 
invariant oder kovariant sind gegeniiber diesen Transformationen, sind 
physikaliaoli sinnlos. 

Unsere Gin. (7) bis (9) lassen nun aber unmittelbar erkennen, dafl 
die Maxwellschen Gleiohungen niobt nur invariant sind gegeniiber den 
dreidimensionalen orthogonalen Transformationen der x , y, z , sondem 
auoh gegeniiber den vierdimensionalen orthogonalen Transformationen 
der x t3 x z , ® 4 . Eine vierdimensionale orthogonale Transformation 
wird definiert dnroh die Invarianz dea Abstandsquadrates eines beliebigen 
,,Weltpunktes“ („Baumzeitpunktes <c ) vom Ursprunge 00 0 0: 

s 4 = s 

(Pythagoras in vier DimensionenI) oder durch die Invarianz des „Linien- 
elementes“ (Abstand zweier benaohbarter Punkte): 

ds* = S = 2 

Eine solohe Transformation wird dargestellt durch das folgende Sohema: 


Tabelle 3 



*1 

** 


«4 


an 

“i* 

“18 

“14 


“n 

“as 

“9 8 

“ si 


a 81 

“89 

“88 

“8 4 

*4 

“41 

*** 

*48 

“4 4 


mit den Relationen: 


Jfc« 4 

2 a| A = 1, 

* = i 

4 

2 a ** a ** = ®- 

t-i 

Wir definieren nun als Vierervektor jedes Quadrupel von GroBen, das sich 
beim Wechsel der Koordinaten ebenao transformiert wie der Koordinaten- 
vektor selbst, also nach dem vorstehenden Schema 3. Es soli z. B. gelten: 

(12) = 2? *** « = *2 a kA P* 

A = 1 * «= 1 

Femer definieren wir als Sechservektor ein Sextupel von Grofien, das sioh 
transformiert nach dem Schema: 


(11a) 


A=*4 

2 *** = !* 

A 3*1 
A=*4 

2 = 
A-i 




s 


(13) 




/im (w > Z), 
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Man leitet diese Formel aus der vorhergehenden ab, indem man etwa 
zunaohst einen speziellen Seohservektor, namlich den Produkttensor 
T hk = 0h0 k betrachtet, dessen Transformation duroh diejenige des 
Yierervektors 0 bereits festgelegt ist. Aus der so entstehenden Trans¬ 
formation von T hk folgt die ftir den Seohservektor f hk , wenn man be- 
riicksiohtigt, dafl f hk = - f kh . 

Daraufhin erkennen wir sofort, dafl die Gin. (7) bis (9) erhalten bleiben 
beim Gbergang zu einem beliebigen „gestriohenen“ System, und zwar 
auf Grund derselben Reohnungen, welche im 1 Bd., S. 76 angedeutet 
wurden. Insbesondere rechnet man leioht nach, dafl □ = □' eine in- 
variante Differentialoperation ist, dafl auoh Div 0 = DiV 0' invariant 
ist tmd daB sich Rot 0 transformiert wie ein Seohservektor. Das Ent- 
sprechende zeigt man auoh auf Grund der Definition (12) und (13) fiir die 
urspriingliohen Feldgleiohungen in der Form (10) oder (10a). 

Du die somit nachgewiesene Invarianz kein Zufall sein kann, sondern 
im tiefstcn Wesen der Elektrodynamik begriindet sein muB, sohliefien 
wir: Es gibt kein ausgczeiohnetes BezugssyBtcm (keinon absoluten Ather); 
alle zueinander orthogonalen vierdimensionalon Koordinatensysteme sind 
unter sich gleichberechtigt. Insbesondere pflanzen sich elektrodynamisohe 
Hchwingungen im Vakuum in jcdem Bezugssystem mit der Lichtgeschwin- 
digkeit c fort, und zwar unabhangig von dem Bewegungszustand des 
Emissionszcntrums (Prinzip von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit). 

4. Die spezielle Lorentz-Transformation. In dor allgemcinen ortho- 
gonalcn Transformation (allgemeine Drohimg im vicrdimonsionalen Raum) 
steckt natiirlich im bcsondorcn die spezielle dreidimcnsionale Drehung. 
Da uns dioso niclit interessiert, sotzen wir voraus x% = sc 2 , = x 3 . 
Das Transformationsschema lautet dami: 


Tabello 4 



*1 

/•> 

j*3 

*4 


an 

0 

0 

a 14 


0 

1 

0 

0 


0 

0 

1 

0 

*; 

*41 

0 

0 

a 4 4 


Sohreibon wir abkiirzend t — a und, dem imaginiiren Charakter 
von x A Reohnung tragend, a 14 so liofcm die Orthogonalitats- 

bedingungcn (II) 

0C 4< = ± a, «4J = T i<x.p, a* (1 -/?•) = 1, a = ± ; 
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(14) 


bevorzugen'wir femer tiberall das obere Vorzeiohen, was keine EjpsohrftnknTig 
ist, so lauten die Tranafommtionsgleiolinngen: 

_>_*!+ *0*4 
*i •»-** 

f Xt i & ®i t 

Xi== Vi-0*’’ 3,8 " 3,1 

oder beim tibergang zn den Koordinaten x, y, z, t: 

| y' = y, 

Vi - jS a y y> 


(14a) 


c = 


t-i. 

c 


z' = z. 


Diese Qleiohungen lehxen, dafi das gestrichene Koordinatensystem gegen 
das nngestrioliene mit der konstanten Gesoh'windigkeit 

(14b) v=pc 

in Riohtimg der positiven x-Achse fortsohreitet. Machen wir n&mlioh 
of = konst, so folgt aufl dx' = 0 naoh dear ersten Gl. (14a) 

dx 


dt 


= /So. 


Andererseits zeigt die zweite Gl. (14a), dafi dann auoh die Zeit mit- 
zutransformieren ist, daQ also f ist. 

Tnrinm wir (14b) in (14a) eintragen, entsteht die iibliohe Form dor 
„Lorentz-Transformation“ und ihre Umkehrong: 


(15) 


xf = 




X — vt 

yr^F 

t — ^X 
o 1 

W 


x = 


t = 


oi + vt' 

VT^F 

f+^ 


y = y 


Z — if. 


Vi-0 s 

Dnroh den Grenztibergang e = oo, p = 0 fallen wir aui die „Galilei- 
,Transformation" der klassisdhen Meohanik zuriiok: 

y = y , > 

z = tf. 


(18a) 


x r = X — vt 

x = x' -(- V if I 

t f = t 

II 


Die nns gelaufige Yorstellung der absolnten Zeit (t = t') ist also nur be- 
dingt dnroh die GroBe der Liohtgesoh’windigkeit c nnd nnr nahernngsweise 
riohtig. 
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Eb ist hier niolit der Ort, die Fttlle der Folgerungen zu ziehen, die 
aiis den Oln. (16) fur die Kinematik der Relativitatatheorie flieflen: Die 
Relativierung der Glcichzeitigkoit, die Liohtgesohwindigkeit o als obere 
Greuze jeder materiellen Bewegung (/J < 1), die Lorentz-Kontraktion 
(eine im „bewegten“ System gemesaenc „Ruhlange“ erscheint vom 
„ruhenden“ System aus verkiirzt um V1 — ^ a ), die EinBtein-Zeitdilation 
(eine im „bewegten“ System gemesaenc Zeit erscheint vom „ruhenden“ 
System aus verl&ngert um 1/V1 — /J 2 , z. B. eine Sohwingungsdauer naoh 
Rot verschoben), das Additionstheorem der Geschwindigkeiten, der 
Michelson -Venmcli u. a. m. Nur gewisse Folgerungen elektrodynamischer 
Art miissen hier erwahnt werden. 

Zun&chst transformiert sicli der Vierervektor 0 = ('ll, 199 ) wie unser 
Koordinatenvektor x. Wir haben also nach (14) 


(16) 


v* — P 


Die Seheidung in skalares und Vektorpotential h&ngt also vom Stand- 
punkt des Beobacliters ab; zu 9^ tragt ebenHowohl <p wie 91* bei usw. 

Was Hodnnn die Transformation deR Feldes / = (§, — iffi) betrifft, 
ho ist diese allgemein in Gl. (13) enthalten. Rpezialisieren wir auf die be- 
sonderen Verbaltniiwo der Lorcntz-Tranafomiation mit der *-Achse als 
Bewegungsriehtung, ho haben wir alle a. kh gleieh Nidi zu setzon mit Aus- 
nahme von 


a, j j 4 

14 yi ft 1 




® ' 1 

= —, a aa = a,. = 1 

v 1 — ft* ’ 


und finden leiaht: 


(17) 


& - 

is; <S„ 


$.-l ft* 
Vi -ft 1 ’ 


(P lS v -/?£, 

"" n-F ’ 


& 

is; 


a.-/*®. 

<S„ + /?Sy. 
V'i — /?* ’ 


KlektnselieH und magnetiHehcH Feld bilden eine Kinhe.it und sind nur 
relativ zurn benutzlen BezugHHyHtem voneinander zu scheiden. Beim 
Wc’hael des IlezugHHVHteriiH tragen die elektrischen Komponcnten zu den 
magnctiHchen bei und umgekehrt. 1st z. B. in einem gewissen System 
£ -- U, <I«H Feld in diesem also elektrostatiHch, ho stellt der Beobachtcr im 
anderen System an Her der elektrische-n auch die. magnctischo Seite des 
PliiinoniciiH feHt. ((leometriHelieH Analogon: Yon einem Wiirfel sieht man 
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"bei Draufmolit nur die Yorderseite, bei sohiefar Bliokriohttmg auoh die 
Seitenfl&ohe.) 

Z. B. Bei das Feld im ungestriohenen System das einas ruhenden 
Elektrons: 



<6 = 0 . 


Wegen dee Faktors 4 n vgl. QL (1) in. § 1. Dann wild naoh (17) fOr das 
gestriohene System, in dem sioh das Elektron naoh der negativen x-Aohse 
mit der Gesohwindigkeit v bewegt: 


(18) 


5* — ®«, — 


n-F 




vez 


V ~ 47ror»yi-^ ’ 

__ — P&y _ -oey 

* Vl-^* 4?icr® Vl — /3 s ' 


Damns folgt: Die magnetischen Kraftlinien veriaufen in Kreisen mn die 
Bewegnngsriohtung, ihre Intensitat H ist: 


(18a) 


4 nH 


aind 

or *yi_j 3 »’ 


Bind = 


VyM-2* 


die elektrischen Kraftlinien verlanfen im geatriohenen wie im ungestriohenen 
System als Qerade von dem jeweiligen Ort des Elektrons aus, sind aber 
naoh der Medianebene (x = 0) des Elektrons zusammengedrSngt, derart, 
dafi sie fiir /} = 1 ganz auf diese Ebene beflohr&nkt sind. Indem man nam- 
lioh in (18) die Koordinaten x t y, z naoh (15) duroh of, y*, zf ausdriiokt nnd 
beispielsweise If = 0 w&hlt, erhalt man: 


(18b) 


4:&<e; = 


exf 


ez' 
r» Vl _ 


4ttE; = 


gy 7 

r*Vl-jP’ 



y ,% + s'*. 


Hiernaoh ist die Bestimmung des Feldes einer gleichformig bewegten 
Ladung in der Relativit&tstheorie ledigliob eine Angelegenbeit algebraisoher 
Transformation, wahrend sie in der alteren Elektrodynamik immerhin 
einige Integrations umst&nde maobte. t)ber das Feld einer besoblennigten 
Ladung werden wir im naobsten Faragrapben handeln. 

Wir konnen die Gin. (17) noob etwas vereinfaoben und verallgemeinern, 
wenn wir sie von der besonderen Wahl der z-Achse als Bewegungsriobtung 
loeloseru Bedentet ,,longitudinal** die Riohtung parallel zur relative!! 
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Bewegung, ..transversal 1 ' eine Riohtung Benkreoht dazu, bo werden die 
Qln. (17) gleiohbedeutend mit der folgenden Darstellung: 

Truaren. 

S — — x ffi 

C 

Die im Zahler der transversalen Formeln stehenden Ausdriicke Bind be- 
aonders wiobtig. Sie stellen n&mlich nach Lorentz die pondeTomotorischen 
Kiafte dar, die auf die bewegte Einheitsladung bzw. den bewegten Ein- 
heitflpol wirken. 

Um dieao Krafte in vierdimenflionaltT Systematik einzufiihren, uennen 
wir 2r die olektrodynamisoho Kraft pro Volumeneinheit und stollen sie dar 
duroh den Vierervektor: 

A 33 4 

(20) 0f = Pf mit den Komponenton 55* = S 

1 

In der Tat befltiitigt man, daB allgemein das Produkt eines Yierer- mit 
einem Sechservektor wiedor oin Vierervektor ist und daB in unserem be- 

Bonderon Falle die drei eraten Komponenten von gjf mit q ^(E + -- o 

idcntiucli warden, z. B. 

(20a) ft, -- a {-i (o*. 0 + »„ S, - v t §„) 4 ®. | ■ 

Wir konatatieron also, daB Lorentz in seinem (auf die Volumen¬ 
einheit bezogenen) Ausdniek der ponderomotorittehen Kraft gerade eine 
relativistiscih sinnvolle Kovariante getroffen hat, wie iiberhaupt die 
LorentzHuhe Klektronontheorie de.r legitime Vorliiufor der Relativit&ts- 
theorie war. flrbBen, welehe nieht Vcktor- odor Tensoroharakter im Sinne 
der Lorentz-OrupjM 4 besitzen bzw. invariant sind, haben iiberhaupt keine 
phynikaliHohe Bedoutung. 

Eh int intereHsant, aueh die vierte zeitliohe Komponento des Aus- 
druckH (20) zu bilden. Hie lautet: 

(20 b) ft - ^ (o, 8. H o* <£ y -I- o. 8.) 

und bedeutet die mit i/c multiplizierte, an der Volumeneinheit pro Zeit- 
einheit golnwtete elcktrinehe Arbeit. Den drei dynamisohen oder pondero- 
motorisohen Komponenten ordnet »ieh also ala vierte eine imaginaro 


Vi — 
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energetiflohe Komponente zu. Auoh dies ist ein oharakteristiflcher Zng dec 
vierdimensionalen „WeltphyBik“. 

Hier wiirde sioh naturgemaB die vierdimensioiiale Einordnung dec 
Begriffe Enargiedichte und Energieflofi ansohlieBen. Es wiirde sioh dabei 
zeigen, dafi dieae koine selbstandigen GroBen Bind, sondem Bestandteile 
eines umfassenderen Tensors, des Hp anminga - lllnflTgift -TflTiaoTs, dessert Diver* 
genz wieder mit dec Kraft i mumm enh&ng t Indess on wiirde tips dies 
zu weit ftthren. Wir begnligen uns daher, festzustellen: Der hier ein- 
gesohlagene Weg fiber die Invarianz der Maxwellsohen Gleiohungen ist 
ein wahrer Konigaweg in das Gebiet der Belativit&tstheorie und in die 
feineren Zusammenhange der Elektrodynamik. 


§ 3. Ketardierte Potentinle und Feld einer beschleunigten Ladling 

Wir wenden uns zur Integration der Maxwellsohen Gleiohungen 
fiir den Fall einer beliebig bewegten Ladung. Dabei warden wir reiohliohen 
Gebrauoh maohen von der 'vierdimensionalen Symmetric der Gleiohungen. 

I. Darstellung des Vlererpotentials <Z>, Die Differentialgleiohung (7) in 
§ 2 stellt uns v6r ein Problem der vierdimensionalen Potentialtheorie, das 
wir wie das entsprechende dreidimensionale losen werden, namlioh mit 
Hilfe des Greensohen Satzes. Dabei tun wir zun&chst so, als ob die vierte 
Koordinate x t , so wie die drei ersten, reell ware. Der Greensohe Satz 
ftir vier Dimensionen lautet [vgl. die analoge Gl. (34) im 1. Bd., S. 82]: 

(1) — = j (v-^ — v^^jdS. 

Links ist fiber ein vierdimensionales Gebiet E zu integrieren, reohts fiber 
die dreidimensionale Begrenzung S desselben, n ist die naoh auBen geriohtete 
Normale auf S. 

Wir suohen zuvorderat das 'vierdimensionale Analogon zum Newton - 
sohen Potential v = 1/r, d. h. wine punktsymmetrische Losung der 
Gleiohungen □ v = 0. Dieae lautet 1 ), wenn x[ einen festen, x, den vaiiablen 
Weltpunkt bedeutet: 

0 = ^, JP-2* (X k -x' k )\ 


1 ) AUgemein wird im Ranine von n Dimeneionen die entapreohende LOsnng 


der Potentdalgleiohung 2 = 0: 

*»■ 1 * 

Man bestatigt dies unmittelbar dnroh Differentiation. 
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Wir setzen dies in (1) ein und haben dann den Punkt 0, x k = x ki von 
dem Integrationsgebiet Z auszuschlieBen, indem wir*ihn etwa mit einer 
Areidimensionalen Kugel K umgeben. Gleichzeitig setzen wir u = <P. 
Aub (1) entsteht dann wegen der Differentialgleichungen ftir v und w 


( 2 ) 



10 


_ 

dnR* 


1 d0 
IP dn 



Rechterhand hiitten wir auBer liber K noch iiber eine den Integrations- 
raum im Unendlichen absohlieBende Flache zu integrieren. Wir -diirfen 
annehmen, dafl die letztere im Limes keinen Beitrag Uefert. Die Kugel K 
ziehen wir auf den Punkt 0 zusammen. Dabei nimmt das Element dS 
wie j fP ab, wahrend andererseits 

d_ 1^ _ __2_ OR __ 2 

dnR* ~ R 8 dn " + IP 


entsprechend zunimmt. Daraus folgt, daB fiir R = 0 das Glied mit d&/dn 
versohwindet, dasjenige mit 0 endlich wird. In letzterom diirfen wir 
fiir 0 den Wert <P 0 in 0 setzen. Aus (2) wird also 

(2a) 2<P 0 o> = |^iZ. 

Hier bedeutet o> die Oberflaohe der Einheitskugel im vierdimensionalen 
Raume. Diese ist 1 ) gleich 2 tP. Gl. (2a) geht also liber in die definitive 
Formel 

(S) 4^ = 1^. 

welche ganz analog ist zur Fundamentalformel der dreidimensionalen 
Potentialthoorie [1. Bd., S. 590, Gl. (3)]. Sie stellt uns den Wert von CP 
in dem bcliebigcn Raumzeitpunkt 0 mit den Koordinaten x s , Xy, x^ 
dar; dabei konnon wir ohne Einscliriinkung dcr Allgemeinheit die Zeitskala 
so wahlen, daB x K = 0 wird. 


l ) Zum Bowois botrachte man das tibor don unondlichon vierdimensionalen 
Raum crstreokto Integral 

-Z*\ 

J r=r. J j* J J dx-^dx^ dx 3 dx i e 1 • 

Dieses iBt naeh Bd. 1, S. 31, 01. (21) gleich dor vierten Potenz von ]/n 9 also gleich n a . 
Andererseits erli&lt man durch Einfuhrung viordimensionalor Polarkoordinaten: 

oo 

J = roj R» e~ R- d R — J, 

0 

mithin to = 2 n\ was zu bewcison war. Das entsprechonde Verfahren laflt sioh 
auf die Einheitskugel im w-dimcnsionalon Raume ausdehnon. 
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Kg. 67 


Xf - Ebene 


L'k 


ivelleAchse 


+tr 


A-v— 


-ir 


Formel (3) bedarf aber nocb ftir unsere Zweoke einer weaentliohen 
Modifikation. Qrt' und Greschwindigkeit der Ladling sind mis gegeben 
ftir reelle Werte von t, und zwar fur t < 0, d. h. flir alle dem Zeitpunkt 
t* = 0, fiir den wir 0 berechnen wollten, vorhergehenden Zeiten. Die 
zugehorigen Werte x A = id sind negativ imaginar. Wir kennen also die 
Grofie P nicht fiir reelle, sondern nur fiir negativ imaginare Werte a? 4 . 
Deshalb werden wir die Integration naoh x l von der reellen Aohao aus 
deformieren in eine Schleife um die negativ imaginare Achse, vgl. Fig. 67. 

An der ErfiiUung der Differential- 
gleichung □ 0 = — P wird dadurch 
niehts geandert, da diese aus der ana- 
lytischen Form des Ausdrncks (3) folgt. 
Ftir die Schleife in Fig. 67 diirfen wir 
annehmen, dad wir die zunacliat nur 
ftir die imaginare Aohse gegebenen 
Werte von P notigenfalls in ihr© 
unmittelbare Umgebung fortsetzen 
konnen. 

Wir werden weiterhin sehen, daft 
die nunmehr festgelegte vierdimen- 
sionale Integral dars tell ung von 0 
auBerordentlicb nutzlieh ist. Zunaohst zeigen wir xnit ihrer Hilfc, daJJ 
die Nebenbedingung (8) aus §2 durch (3) befriedigt wird. Dazu ist es 
znnachst notig, die Gleiciung 

W Diy P = 0 

zu betrachten. Diese ist mit der sogenannten Kontinuitiitsgleichimg der 
Hydrodynamik identisoh urtd besagt niohts anderes als die raumzeitliohe 
Erhaltung der Ladnng, ist also insofem ein Fundament der ganzen Elek- 
tronenauffassung. In der Tat schreibt sioh DivP folgendermaUen um: 

UyF - ? If - 7 tfi <«*■> + Ty <«”•) + fz («»j + %*i) 

= 7(? + div e o), 

und dies ist, glricb Null gesetzt, die KontinuitStsgleiohung. Ubrigena fokt 
sie aueh aus (II), § 2 wenn man rechts und links die Divergenz im drU 
dimensionalen Sinne bildet und (IV) beriioksichtigt. 

darstelW^ ** ^^^onale Divergenz unserer Integral- 

JSS-ftsSir i^bT 1 *■ EMrfiMtMi < 468 wdt - 

' d 1 d 1 
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in und mit Kucksicht an! (4) erkennt man die Riehtigkeit der 
n Uniform ungen: 

4»*l)iv0 o — 

= J DivP^dZ=0, 

bewowen war. 

der liier vorgonommenen partiellen Integration ist beriicksichtigt,. 
den Grenzon der Integration 1//P versohwindet. Dies ist der Fall 
ren komplexen lntegrationsweg > ebenso wie fiir den urspriingliehen 


lieUlieh botrachten wir noch Gl. (9) bzw. (9 a) aus § 2. Sie 
nm mittels (II) folgende vierdimensionale lntegraldarstellung ftir 

If: ' 


s 



0 



-Pk 


«(*)} 


dZ = 


aj(Px«n„^- 


l ml hic*r der Viorervektor x' k — x t , also der vierdimensionale 
.veklor" voin Orte dor Ladung nach dem Aufpunkt, und unter 
dor Keclmorvektor verntanden, der sioh aus dem Produkt der 
'iororvoktoron P und S R ergibt, mit den Komponenten: 


(/'x% = P*<R*-P*5R A . 

o viordnnoiwionalo Daratellung (fi) wird flich spkter als besondera 
und oilier en1*|ireehendon droidimensionalen Daratellung iiberlegen 


Retardlerte Potentiate und LiSnard-Wlechertsche Naherung. Zur 

i Itehnndlung dor I’otuntialdamtollung (3) konnen wir entweder 
lie Intogratiou tuudi x 4 aimfiihron oder diejenige naoh x x x t x B . 
lngoti scuniioliHt don oroton Wog oin. 

IlinwoiH aid Fig. 07 Huolion wir diojenigen Stellen auf, wo der 
IP vemeliwindot. Wir schroilien 

IP - r*+ xi. 


on droidiinoiwionalon Almtand deH Integrationspunktes 
. Aufpunktiw x' x ; ; bodo-utot, fiir den 0 berecbnet werden soli, 
orinnorn wir daran, (bill wir x t = 0 gesetzt haben.) Es gibt zwei 
fiir die. R 2 - 0 ist, namlieh 


Xa = 


i r 


und a; 4 = ■+ if* 
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Die erstere nennen wir L („Lichtpunkt“), die letztere L'. Fiir L ist 

<6b) < = 


In der Umgebung von L wird nach (6) und (6a) 

m a-= ( x.+<,)**, 

(7«) i ^=ix t = -2tr. 

Wir konnen nun daa Scbleifenintegi'al der Fig. 67 nacli dem Cauchy- 
schen Satz in einen Umlauf um L deiormieren und fiir 2?® den Wert (7) 
einsetzen: 


f Pdx. iP T dx. 

] > ~ 2r J x, + i\ 


Rechterhand ist P fiir den Wert von * 4 im Lichtpunkt, also fiir t = — sr/c 
zu bilden. Das Integral liefert (vgl. den Umlaufssinn in Fig. 67) den Wert 
— 2 ni, das Integral links wird also gleich nP/r. Gl. (3) geht daher iiber in 


= 111 


d X] d Zj d Zj 


Daraus folgt fiir den imagin&ren und reellen Bestandteil tp und 91 von 4>: 




Die vorstehenden Formeln werden „retardierte Potentiate" genannt, 
und zwar aus folgendem Qrunde: Um die Wirkung im Aufpunkt 0 zur 
Zeit t' = 0 zu bereclmen, hat man nicht die gleichzeitigen Orte und 
Gtesohwindigkeiten der Ladungselemente aufzusummieren, sondem die- 
jenigen frtiherenZeitpunkte zu betrachten, zu denen die Wirkung von den 
Ladungselementen ausgehen muB, um zur Zeit t* = 0 den Punkt 0 zu er- 
reichen. Die hierbei verstrichene Zeit r/c heiBt „Latenzzeit“. Handelt es 
sioh z. B. um eine bewegte kugelformig verteilte Ladling, so wiirde die In¬ 
tegration in (8) oder (8 a) nicht iiber eine Kugel, sondem iiber ein Gebiet 
zu erstrecken sein, das je nach der Lage des Aufpunktes und je nach der 
Bewegung der Kugel mehr oder minder verzerrt ware. 

Wir beschreiben nun den anderen Weg, indem wir zuerst die Integration 
nach x 1 x 2 x i ausfiihren. Dabei werden wir allerdings annehmen, dafl der 
Aufpunkt 0 so weit von der Ladung entfemt liegt, daB wir diese als punkt- 
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da jjElektron**, behandeliL konnen. Naoh der Bedeutung von 
, ij setzen wir, unter e die Ladung dea Elektrons verstanden: 

jjjpd Xyda^d x t = e t) = St. 

3utet St die Ableitung 1 ) dea ..Radiusvektors" St = (x k — 
ict) naoh t, also 

St = — (», to), 
jesen geht Gl. (3) iiber in 

451,0 “ ~ c *\ % ix * 


grationaweg ist die Schleife in Fig. 67 und kann wieder in einen 
urn L deEormiert werdcn. In der Umgebung von L ist B* duroh 
igeben. Im Oegensatz zn (7 a) habon wir aber jctzt die Koordinaten 
lea Elektrons ala Funktionen von x 4 aufzufassen. Wir bereohnen 
tzt: 


<IR* 

d 


%c dt 



ireh (9 a) gegeben ist. Daraufhin liefert (10) 

. « - —ie 31 r dx 4 
♦* 4 Ji 8 <h = —7t —- cp - -V-, 

2 9131 J ®4+ %r 


gibt, da der Wert dea Integrals wieder — 2 % n ist: 

— eft 


4 7T (P = 


9191 


bpunkt ist x 4 = — ir, also 91 = (r, + ir); mit Rtiokaioht auf (9a) 
aor 

3191 = — rt) + cr = or^l — 

3 Komponente von x> in dor Riohtung Elektron Aufpnnkt. 


an boachto, daft ft = dSi/dt koin Vierervektorist, woil dt keine invariants 
tg in dor Woltgeomotrio hat. Dasselbe gilt von der spdter zu benutzenden 
. Konaequentor wftro os, etatt 91 und ft die Grflfien SB = rf'Jt/dr und 
inzuftthren, wo dx das Element dor Minkowskisohon „Eigcnzeit“ iat. 
liior der Kttrze hall)or untcrlasecn, wurde aber bei deraaelben Problem 
ihrt in ciner Abhandlung dea VorfassorB in SitzungBber. d. Mflnoh. Akad. 
ber die Struktur dor y-Strahlon“, § 7. 

-.Prank, DlffcmmtUlglelehungon. II 


50 
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ladem wir noch in (12) zu dem imaginaren Bestandteil <p und dem 
reellen 91 iibergehen, erhalten wir die Formeln von L i 6 n a r d und Wi e o h e r t: 

(12a) 4j*? = -- — —, 4jrc9l =— - D -■ 

'(>-?) K 1 -?) 

Die Werto von r, o und o f Bind, der Ableitung entsprecbend, fiir dsn 
Lichtpunkt zu nehmen, d. h. nioht fiir die Zeit « = 0, fiir welohe die 
Potential© berechnet werden, sondem fiir die friihere Zeit t ~ — r/o. 
Der Faktor 1 — u T /c erinnert an den Doppler-Effekt. 

Wollte man die Formeln (12 a) aus den Formeln (8 a) durch tTber- 
gang zu einer Punk t ladung gewinnen, bo mtlBte man die obengenannte 
Verzerrung beriioksichtigen und wiirde dann z. B. bci der Integration 
von g naoh x^ s x 2J x 2 nicht e, sondem e/(l — v r /c) bekommen. Dooh 
v fire dies viel miihs am er als das von uns jetzt eingeschlagene Verfahron 
und wiirde spezielle geometrisohe tJberlegungen notig machen 1 ), wahrend 
wir uns hier auf den wohlbekannten Formalismus der Cauchysohen 
Residuenreohnung stiitzen konnten. 

SchlieBIich behandeln wir in aller Kiirze: 


ciner beliebig bewegten Ladung. Wir gehen aus von 
der vierdimenaionalen 61. (5) und spezialisieren sie fiir eine Punkt¬ 
ladung, indem wir die Integration nach x 1 x 2 x 2 wie in (9) und (10) 
ausfiihren: 

(13) 

Die Integration nach r 4 besteht wieder aus einem Umgang um L 
(Fig. 67). Dabei ist aber zu beachten, daB L jetzt kern einfacher, sondem 
ein Pol zweiter Ordnung des Integranden ist. Fiihren wir die HilfsgroBe 

U T xt t r e ^ n * 80 w = 0 in L [61. (6 a)]. Wir werden nun Zahlor 
und Nenner des Integranden flack Potenzen von u entwickeln und im 
Quotienten den Faktor von vr 1 bestimmen. Dabei beachten wir, dafl 

_i_ d _ 1 d 

du dx i ic dt 

ist. Die Entwicklung des Zahlers lautet: 

( 14 > = (9?x9t) x + ^(9lx91) z 4 ... 

1 c 


l ) Vgl. z. B. Lorentz, Enz. d. Math. Wise. V, 2, 
Theorie der Elektrizittt, 4. Auf]., 2. Bd., § 11, S. 77. 


S. 186, oder Abraham,. 
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Femer ist mit Rlicksioht auf R* = 0, ahnlioh wie in (11 ) 

& = ? “ (»»)L + (£)\w + K3tu J- • • •, 

also 

(] 4 a) & = ±( 4 ^) S ( 0 R »)i + £ (»»)* («* +«%+•••}• 

Naoh (14) und (14a) lautct das Qlied mit u _1 in der Entwioklung dea 
Intogranden von (13): 

‘«|***_K X *** + **|. 

* l(5W (9t9?) 8 )|. 

Mit — 2 multiplizicrt, liefort es uns don Wert dos Integrals in (13). 
Also wird 

1 ; « (31 ft) 8 (ft ft) 8 

Wir gehon zuniiohst zur gleichformigon Bowogung doH Elektrons iiber, 
setzen also ft = 0; dadurcli cutatoht ana (15) 


( 16 ) 4 w / == _(9lx9l)W > 

v e (9tlK)» 

Dieae Glciohung ist identinoh 1 ) mit don Formeln (18) dcs vorigen Para- 
graphen, die dort olme Integration aim der Jjorontz-Tranflformation ab- 
gelcitd, wurden. LiiBt man in (l(>) don Anted (15) fort, so bloibt 
das reino n BeHohlounigungs-Fold“ ilbrig [Ul. (10) boHtimmt das ,,Ge- 
sehwindigkoitH-Feld“J: 

4 n\ _ (9?x«) (9191) — (9? x«) (919i) 

( ' « (ft ft ) 8 

Dieso Darstollung fallt die reeht unUbormehtliohcn Formeln 2 ) oin- 
heitlieh zusainme.n, die sonst fiir don oluktriflchon und raagnotischen 
BeBtnndto.il (S und § dos BeschleunigungH-Feldos gogeben werden. Man 


i) Fiir die Umroehnung ml zu beaohten, daB die fruhuron Formeln ( 18 a) 
Bich auf die mit tier BoobaohtungHzoit gloichzeitigo Ijftgo (t r — 0 ) dcB Kloktrona, 
unfloro jotzigon clagegon auf don Liuhtpunkt boziehon. Dor Cborgang von dom 
einon zuin andoron Htandpunkt erfordort dio Auflftttung einor quadratiRchen Glei- 
ohung. 

*) Vgl. z. B. Abraham, Thoorio der Klcktrizitht, 4. Aufl., 2. Bd., 8.89, 
Gl. (73). 


50* 
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bestatigt dies, indem man in (17) eintrfigt (es handelt sioh um die Werte von 
SR, SR, SR im Licbtpunkte): 

(18) SR = (r, ir), SR = - (n, to), 3R = (- b, 0). 

Man erhalt in dreidimensionaler Scbreibweise : 


(19) 


4 nj> (rxn) (rn — or) — (tx n)(r d) 
e ~ (or —rt>) 3 ’ 

4 3 rC _ (to — rn) (rn) ■+ nr (rn — or) 
e ~ (cr — tv)* 


Man scbliefit von Merausunmittelbar: 


$ = ->£, r® — 0. 
r 


§ und £ steben also auf dem Fahiatrahl r nnd aufeinander senkrecht: 
wir baben ein typiscb transversales Feld. 

Setzen wir speziell voraus, dafi n und n gleiohgeriobtet sind (gerad- 
linige Bewegung), und bezeiobnen wir in ilblicher Weise die absoluton 
Betrage von n und 6 mit v und v, so gilt 


und auch 


f n(rn) = n(rn), 


VO = Vt> uuu ttuiiii # . , v # -v 

l(rxo) (r o) = (rxo) (ro). 
Infolgedeflsen vereinfacht sioh (19) zu: 


(19a) 


4 

e 


4rc(E 


— rxo 


— rxo 


"MV 

x(U)-ri 


c*r* 


('- 77 )' 


0*^(1- pCOB#)*’ 


rncosd — rn 
c r r r (i^7cos0} 3 ‘ 


Hier bedeutet (vgl. Fig. 68 im folgenden Paragrapben) ft den Winkel 
zwiscben der Ricbtung von n bzw. d und dem Fabrstrabl r (Riobtung 
Ladung -*■ Aufpunkt). Der Grofle naob gilt: 

(20) 4 nJS = InE = ^ 

cr r (1 — p cos vy 


Mit dem Abatand r nehmen also dies© FeldgroBen nux wie r~ x ab; das 
Gtescbwiiidigkeitsfeld (16), welohes wie r~ % abnimmt, ist also auf grofle 
Entfernungeii gegen das Besohleunigimgsfeld zu vemachlassigen. Auch 
im allgemeinen Falle (o und 6 verschieden gerichtet) besteht die Gleioh- 
heit von E und H und die genannte AbMngigkeit von r zu Reoht; nur 
sind E und H dann nicht durch die einfache Formel (20) gegeben. 
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§ 4. Hertzecher Vektor, Ausstrahlung eines gchwingenden Dipols 


Das einfaobste Modell einer Licbtquelle im klaasischen Sinne ist sobon 
von Heinriob Hertz 1 ) entwiokelt worden. Ea bestebt aus einem sobwin- 
genden Dipol. Man denke sioh eine Ladung ortsfest im Nnllpnnkt nnd eine 
entgegengesetzt gleiche Ladung in unmittelbarer N&he periodiscb bewegt. 
Das Moment dee Dipole bzw. seine Anderungsgesobwindigkeit ist 

(1) p(i) = el, p(i) = el = eo, 


wo l die jcweilige Elongation dor bewegten Ladung e ist. 

Im vorigen Paragraphen baben wir das Vektorpotential 91einer punkt- 
formigen Ladung betrachtet, welcbes, wonn v ^c, nacb (12 a) gegeben 
wird dumb 


. „ eo 1 . 

4 3T = — = —p 
or or 



Hicr weist das Argument {-darauf bin, dafl die Qesobwindigkeit u 

c 

nicbt fur den Zeitpurfkt t der Bcobaobtung, sondcrn ftir den am die Latenz- 
zeit r/c zuriicklicgenden Zeitpunkt zu bilden war. Fur das Folgende ist 
es aber bequcmor, statt p/c das Moment p selbst zu betraohten, also von 
dem Vektorpotential 91 iiberzugeben zu einem neuen, dem „Hertz“soben 
Vektor 77, den wir definieren durob 

(2) 4»/r-Ip(<-■!■)• 

Dann l>efltoht zwiaohen 91 und 11 dio Bcziohung 

(3) 91 = \ll. 

FUr das zugehorige wkalare Potential Hchlieflt man aus Gl. (6) in §2: 

ip + div// = 0, 

also 

( 4 ) < 7 > — — div 17. 

UnHer 7/ geniigt derselben Differentialgleichimg wie 91, vgl. § 2, Gl. (4'), 
numlioh im ganzen Raumo mil AuHschluU des Nullpunktos der Gleiobung. 

<»> Ml-} II. 


1 ) In dor grundlogondon Ablmndlung: Dio Kr&ltc oloktriBohcr Sohwingungen, 
bchandoll, nach dor MaxwollHohon Thoorie, Ann. d. Phys. 36 (1888), S. 1; Gee. 
Werko II. S. 146. 
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Dieee Gleichung gilt ffir jede reohtwinklige Komponente von 77 einzeln 
[vgl. die Bemerkung zu Gl. (4) in § 2]. Wie man bei Zerlegung von JJ 
naoh krummlinigen Koordinaten zu verfahren hat, warden wir in 4 
naohtragen. Sohliefilioh atellt aich das Feld $>, ffi naoh den Gl. (1) 
and (2) des § 2 mit Rticksicht auf die vorstehenden Gin. (3) und (4) 
folgendennafien dar: 


$ = ^-rot77, 

m 1.. 

® = - ^77 + graddiv77. 

Wir wollen nooh andeuten, wie sioh der zunaohst dreidimensional 
definierte Vektor 77 („Dreiervektor“) in die vierdimensionale Symmetrie 
einordnen lHGt. Zu dem Ende haben wir 77 als antisymmetriso hen Tensor 
aufzufassen, von einer solohen Struktur, wie sie der Feldtensor / im elek- 
trostatisohen Falle haben wttrde. Wir ersetzen also in der Tabelle 2 von 
S. 770 $ duroh Null, (E dureh 77 und definieren (ffir ein im Dipol ruhendes 
Bezugssysteml): 


n** - 


o 

o 

0 

+ *77* 


0 

0 

0 

+ * 77 * 


0 

0 

0 

+ ♦77, 


— %n m 

— *77* 
-ill, 

0 


Der Zusammenhang zwisohen diesem Seohservektor und dem Vierer- 
vektor des Potentials <P ist dann gegeben duroh die invariants Be- 
ziehung 




djh* 

dx h * 


welche, wie man unmittelbar naohreohnet, die vorangehenden Gin. (3) 
und (4) zusaxmnenfaBt. Dabei l&fit sioh II hk auoh als Summe eines 
selbstdualen und eines entgegengesetzt selbstduolen Tensors dar- 
stellen 1 ). 


1. Direkte Behandhing des elektrischen Dipols. Es ist nioht fiberflfissig, 
die vorangehenden Beziehungen unmittelbar aus den Maxwellschen 
Gleiohungen abzuleiten, da der Umweg fiber das Viererpotential und seine 
vierdimensionale Integration nioht ganz der Einfachbeit des gegenwartigen 
Problems entsprioht. 


*) Vgl. hierzu 0. Laporte und G. E. Uhlenbeok, Phya. Rev. 37 (1931), 
S. 1360, § 6 fl, wo eine ffir alle Bezugasyateme gultige Darstellung von 77 At gegeben 
wird. 
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Wir beginnen mit dem Ansatz (6) fur durob den wix bereits 
01. (Ill) in §2 befriedigen. Gehen wir damit in (I) ein, so ergibt 

sioh rot ^77+ = 0, also unter ip eine zunaohst unbekannte skalare 

Funktion verstanden: 


(6a) 


® = --3 77+ grad ip-, 


Eintragen von (6) in (II) liefert ftir alle Punkte aufierhalb des Nullpunktes, 
ftir die ja qx> = 0 ist, mit Blicksioht auf Bd. 1, S. 77, 01. (27): 


(6b) C = rot rot 77 ==• — AII + grad div 77. 

Uet Vergleiob von (6a) und (6b) zeigt: 

ip = div 77, ATI — ^77. 


Wir haben also 01. (5) wiedergewonnen und seben gleiobzeitig, dafl (6 a) 
und (6b) in den Ausdruok (6) ftir ® tibcrgeben. 01. (IV) ist aufierhalb 
des Nullpunktes naeb (6 b) identisoh befriedigt. 

Es bleibt uns also nur noob iibrig, 01. (5) zu integrieren. Die besondere 
Vereinfaobung, die siob hicrfiir jotzt darbietet, besteht darin, dafi wir nur 
naeb einer um den Nullpunkt symmetrischon Losung zu suehen haben. 
Wir fiihren also die Polarkoordinaten r, 3, (p ein und setzen Unabhangigkeit 
von 3 und <p voraus. 01. (44) im 1. Bd., 8. 86 liefert dann fur cine beliebige 
reohtwinklige Kompononte von 77: 


All — 



3*77 , 2 377 13* ... 

3r* + r dr r 


Wir konnon also 01. (6) schreiben 

= *A n) - 

Dies ist der Form naeb dio „Gleiohung der sohwingenden Saite“. Hire 
allgemeine Losung lautet naeb d’Alembert: 

(6c) f//- /i(*“ 7 ) +/•(< + “)* 

Hier sinil /, und / a willkftrliohe Funktionen. Die erstere bedeutet einen 
Ausstrahlungs-, die letzlrre einon Kinstrahhingsvorgang. Bi'i beiden 
sind die Fliiehen gloielier Phase (Kliielien von gleiehem /) bei gogebenem l 
Kugeln r const; aber bei den ersten dolmen sich die Kugeln mit der 
Zeit aim (dr/dt - | cl, bei der zweiten ziehen sie. sieh zuHammen 
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(drjdt = — o). Nur der erstere Vorgang ist physikalisch sinnvoll. Wir 
aetzen also f t — 0 tmd best&tigen so duxoh unsere einfache Integrations- 
methods Ql. (2). (2) znsammen mit (6) stellen das Feld eines beliebig 
sohwingenden Dipols dar. 


2. Das Feld elner harmonlschen, Uneareit Schwingung. Wir gehen nun 
zum Falle rein periodischer (harmoniscber) Sokwingungen liber und setzen 

(wegen der komplexen Schreibweise und dor Bezeiohnung k = — = . 

0 /■ 


vgl. §1, 3): 


P (0 = pe~' at . 



/nt + ikr % 


p ist das maxi male Moment des Dipols = Ladung x Amplitude der Aus- 
sohwingung. Unterdrlicken wir den alien folgenden Formeln gemeinsamen 
Faktor pe~ lnt , vgl. § 1, 3, so gehen die Oln. (2) und (5) liber in 

(7) 4 *77 

(7a) di7-f**77=0. 


Zu (7) bemerken wir, daB der Yektoreharakter von 77 in dem hier unter- 
driickten konstanten Faktor p steckt. Den Ausdruck (7) nannten vdr 
(vgl. S. 762) „Fnnktion der Kugelwelle“. Sie spielt bei der Integration 
der Q1. (7a) dieselbe Bolle wie das Newtonsche Potential 1/r bei der 
Integration der Gleichung A17 = 0 und geht in dieses fiir k = 0 liber. 
Lndem wir weiterhin unter 77 den Ausdruok (7) varstohen, schreiben wir (fl): 

(8) S = — ikrotll, (g = IfiU H- grad div 77. 


Handelt es sioh um eine linear-polarisierto Schwingung, und legen 
tfir die c-Achse in die Schwingungsrichtung, so wird II = 7/,; mit don 
Abktirzungen 

(Q) ir = AJ1 = 1 _ d i Ur Tr = d JJL - 1 ± 1 ± 

if 4 Ttdfr* iff 4 7t d r r d r r 

bereohnen wir: 


(9a) 


div 77 = d ^* = j IT, 


grad div II = 


jU", 

~77", 


rot 77 = 


(77'4- z*77"), 


IT , 


~T"‘ 


0. 
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Mithin folgt aus ( 8 ): 


( 10 ) 



yn", 




r 1 

4 n(£ = < 

y in", 4 ^ = . 

+ ihjrr, 


vn+jiii'+z'n”). 

0 . 


Dio AuBrechnung gestaltct sich verschieden, je naohdem wir uns in der 
Nahe doe Dipols odor in liinreiohender Entfomung befinden. „In der 
Nahe“ heiBt: r vergleiclibar mit dor Wellenlange A; ..hinreichonde Ent- 
fernving“ bedcutot r A. Im letzteren Falle iat kr !> 1 . Wir benebranken 
nna hier auf dieaen Fall. Dio interessantcn Umstnnde, die im ersteren 
Falle auftreten (fortgenctzte Abschnurung elektrisoher Kraftlinien vom 
I)ipol, Hinausdriingung der friiher entutandcnen unter dem EinfluB neu- 
gi'bildeter Kraftlinien), erlautcrt Hertz 1 . o. dutch, eine Scrie bcriihmter 
iMiruron. 

Fiir 1 wird bei Ycmachlaasigung hoherer Potenzen von 1 /kr 
n.ich ( 9 ) und ( 10 ): 


inll'= — e‘ tr , inn"= - 

r r* 


„ xz e lkr 

~~~ A/ u f 

r r 


( 11 ) 


ijt(£ = 


yze 


ikr 


- k% -i 

r r ' 
+ t ,^+ 


4 7E § = 




y e 


ikr 


r r 


r r 


0 . 


ikr 


Aub dicsor Daratellung folpt, unter r den Radiuflvoktor x , y, z t unter # 
den Winkel zwiaclien r und der c-Achnc, unter E und H die resultierenden 
FeldHtiirken verntanden: 


( 12 ) 


rffi r § = (£$ == 0 , 


IttE 4 nil ---- k* ^ _l ~ y * e>k - = k* sin d 

r r r 


ikr 


Wir konatatioren also deiiHelhen tranHverHalen Cluirakter ties olektro- 
mugnetiHchcn Feldea wie am Ende dea vorigen Paragraphen: (£ und § 
senkrecht zueinander und zum Radius vektor r, die reaultierunden Feld- 
atarken E und II untor aieh gloich, lunde gloieli Null liuiga der z-Aelise. 
d. h. in der Verliingerung der Dipolachwingimg, die magnetifichcn Kraft- 
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limen in Kr eigen um die z-Achse, die elektrisohen Kraft linden in den 
Meridianebenen dumb die z-Aohse verlaufend, 

Dagegen ist in der Nahe des Dipola, wo hr nicht groB ist, das Peld 
nioht rein transversal, wovon man sioh an Hand der Formeln (10) leioht 
iiberzeugt. Im Sinne des vorigen Paragraphen bedeutet dies (vgl. don 
SohluB desselben), daB sich bier dem ,,Besohleunigungsfelde“ das ^Go- 
sobwindigkeitsfeld“ der bewegten Ijadung iiberlagert. — Zur Erl&uterung 
diene Fig. 68. Hier ist die DipoJfwhwingung duroh den Beschleunigungfi- 

pfeil i angedeutet. Mit dem Abstand r deft 
Aufpunktes P vom Orte 0 des Dipola iftt 
eine Kugel um 0 gesohlagen. Die Durchr 
stoBungspunkte der z-Achse mit dieser Kugel 
sind als Nordpol und Siidpol N und S mar- 
kiert. Auf der Kugel ist ein Parallelkreifl 
PP* und ein Meridiankreis N P gezogen. Dio 
Riobtungen von £ und ® im Aufpunkt P vor- 
laufen dann als Tangenten an diese Kxeiac. 

Um den Vergleicb dieser Ergebnisae mit 
denen des vorigen Paragraphen zu erleichtern, 
wollen wir nacbtragliob von der Annahme rein 
hannoniseber Schwingungen absehen, alflo 
ftir II den allgemeineren Ausdruok (2) statt des spezielleren (7) zugrundo 
legen. Die auoh jetzt festzubaltende Annahme, daB wir uns in hinreiohend 
groBer Entfemung vom Dipol befinden, hat zur Folge, daB wir in (Si) 
und analogen Ausdrtioken Differentiationen nur nacb dem Argument von 
p auszufiihren baben, niebt auch naob dem Faktor 1/r; z. B. 



Als Darstellung 
wie oben: 


in div/7 = 



des Feldes ergibt siob durch dieselben Rechnungen 
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Beziiglich Transversalitat und gegenseitiger Lage von G und £ gelten 
offenbar dieselben Aussagen wie oben. For die resultierenden Feldstarken 
erhiilt man jetzt: 

(14) inE = inH — —) = 4^™^* 

v ' o*r r \ o/ c*r 

Hier ist, wio in (1), p (£) = eu, also p (fl) = ei> gesetzt. Natiirlioh ist, 

wie unscre Form el (14) andeutet, die Beschleunigung i nioht fiir den Zeit- 

punkt t, sondem fiir den friikeren Zeitpunkt t -zu nehmen. Femer 

o 

zeigt (14), daB es fiir einen bestimmten Radiusvektor'r niobt auf die Be- 
sohleiinigung i selbst, sondem auf die Beschleunigungskomponente 

t>„ = vein# 

normal zum Radiusvoktor r ankommt. Diese BesoUermigungskomponente 
ist in Fig. 68 oingezoiclmet. 

Wir iibersehen nun umnittelbar den Zusammenliang unserer jetzigen 
Formeln (14) mit den Formeln (20) vom SohluB des vorigen Paragraphen. 
Der gauze Untersohied besteht in dem Faktor (1 — /? oos 0) 3 . Fiir v o, 
ft < 1, wolchen Fall wir in diesem Paragraphen voraussetzten,.wird dieser 
Faktor gleich 1. TJnsero jetzigen Formeln entspreohen also einer ruhenden 
oder langsam bewegton Lichtquelle, die friiheren dem Falle eines rasoh 
bewegten Elektrons, wio os z. B. fiir die Theorie der Rontgenstrahlung in 
Betracht zu ziohen ist. 


3. Ausgestrahlte Energie. Um die Strahlung einer ruhenden oder be¬ 
wegton Lichtquelle zu bostimmen, bereohnen wir an Hand von Fig. 68 den 
EnergiofluB duroh die dort gozeichnoto Kugel vom Radius r. Der Energie- 
fluB pro Zeit- und Fliicheneinlieit ist nach § 1, Gl. (VI) gegeben durch 


S = cGx$ 

und wird nach Gl. (14), also fiir oine ruhende Lichtquelle: 

S * 9 

(15) @ = C a V 8a sin 9 ^. 

' ' 16 tv c 8 r* 


Seine Richtung ist Honkrecht gogen die Kugelflaohe, radial nach auBen. 
Dagegen wird <lieselbe GroBe naoh den Gin. (20) und (20a) des vorigen 
Paragraphen, uIho fUr oine bowegte Liehtquollo: 


(15a) 


c 2 u 1 sin* # 

~ l()7T a c 3 r 2 (1 — p cos #) 6 


Wir Htiollen bride Formeln in dem Polardiagramm dor Fig. 69 als 
Funktiun von i) dar. Das untoro Kurvonpaar, welches symmctrisch zur 


Aquatorobono 



gwtaltot ist, Ktollt die Ausstraldung oiner ruhenden 
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Lichtquelle naoh (15) dar, wobei die Schwingungsriohtung in die z-Aohse 
(# = 0 bzw. d = n) fallend zu denken ist. Dae obere Kurvenpaar iflt 
naoh (15a) fflx (i = 1 / s gezeiohnet, stellt also die Emission einer sehi sohnell 
in dec z-Richtimg bewegten Ladung dar. Die Kurve ist jetzt keineswegs 
symmetrisoh gestaltet, sondem edit in der Bewegungsrichtung (# = 0) vor. 
NatUrlioh mlissen wir, um die raumliche Verteilung der Emission zu erhalten, 
beide Kurvenziige um die z-Richtung herumxotieron. Im ersteren Ealle 
entsteht dabei ein wulatformiger Korper, im zweiten ein trompetenformiger. 
Die zweite Kurve erklart, soweit das vom Standpunkt dor Wellentheorie 
aus moglich ist, eine gewisse Einseitigkeit bei der Emission der Rontgen- 


Fig.fl9 



strahlung naoh der Riohtung des primaren Kathodenstrahls, durch dessen 
Bremsung die Rontgenstrahlung erzeugt wird. Die erste Kurve ist z. B. fiir 
die Streuung des Liohtes oder auch fiir die Verteilung dor sekund&ren 
Rontgenstrahlung mafigebend. 

Von der spezifischen Ausstrahlung (3 pro Flaoheneinheit gchen wir 
tiber zu der gesamten Ausstrahlung S durch die ganze Kugelflache vom 
Radius r. Zu dem Ende haben wir die GHn. (15), (15a) zu integrieren. Das 
Kugelelement ist, unter q> die geographische Breite auf der Kugel ver- 
standen: 

da = r 1 sin fr dd d <p. 

2* 5t 

S = 

o 0 


Nach derVorschrift 
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finden wir 


3 = " if? | &-*)*• - 


e 2 v £ f Bin 8 # . c 8 v 8 f 1 — a 8 

(16a) S - 8wc* ] (f^ew#)* = 8 ttc 8 J (1 -0^ 

0 —1 

_ e 8 * 8 l + tF 
~ 6 no 8 (i“— /S a y 4 * 

Der Kugelradius r iat, wie os sein muB, herauflgcfallcn. Die letzte 
Formel zeigt, nebenbei bcmerkt, daB mit der Annaherung an die Licht- 
gesobwindigkeit p 1 bei fcstgehaltenem v die geflamte Ausstrahlung 8 
systematisck zunimmt. 

SelilieBlich spezialiaioron wir (16) fur den Fall einer harmonischen 
Schwingung und gehen zum Zeitmittel iibor. 1st a die Sohwingungs- 
amplitude, co die Schwingungsfrcqucnz in 2 n sec, so wird 

v % — ia 8 a) B , v 8 = i a 2 a/. 

, 7 CO 2tc 


also naoh (16) mit k = — = : 

C K 

c 4 ce * a * u 

l 17 S = io = in- * = o “,r* 

v 7 12 tic 8 123 A 4 

Dieselbe Formel 2 ) erhiilt man natiirlioh auoh aus der spcziell fiir einen 
harmoniscbcn Sohwingimgsdipol abgeleitcten Gl. (12). 

01. (17) enthiilt das boriihmte 1/A 4 -Gesetz, mit dcm Lord Rayleigh 
das Himmelsblau crklart liat. Denken wir uns niimlich unseron Dipol 
angeregt durch eine auffallende Liohtwelle, so wird das maximale Dipol- 

l ) Itoim tlborgang zu konventionollon Kinheiten [e zu orsctzon durch ]/4t nt, 
vgl. § 1, 01. (2)] orhitft man stall (W din in der Liloratur h&ufig benutzte Formel: 

3 rJ 

s ) Kh iat ja wogon Oleic Illicit von (£ und £ 

0-c(£y8 = c(E 1 

und nach dor Kegel (18) in § 1, 3, wonn (£ don komploxon Auadruck (12) bedoutet 
und wenn wir don in (12) unterdrtickten Faktor p -- ea doa maximalen Dipol- 
niomentfl hinzufugen: 

- 1 , 1/rui 1 ch* Bin* n . 

s - - 2 rp>|ffir o- (4 . n) 3 r 3 « “* 

Hieraufl folgt durch Integration iibor dio Kugol vom RodiuB r wiedor gcrado Gl. (17). 



798 


Himmelablau 


XIX, 54 


moment ea unabhangig von dei anregenden Wellenl&nge [namlioh gleioh 
A (n a — 1), wo A die auffallende Amplitude, n der Breohungsindex ist]. In- 
folgedesaen zeigfc (17), daB in dem reemittierten („zerstreuten“) Liohte die 
blane Farbe (kleines X) ftberwiegt. Umgekehrt muB in dem von einem 
triiben Medium hindurehgelassenen Licbte die rote Farbe iiberwiegen: der 
Himmel und das ferae Gebirge sind blau, die Sonne beim Untergang rot, 

4. Verallgemeinertmgen. Es bat keine Sohwierigkcit, die Formeln 
unter 1 so zu verallgemeinem, daB sie Gtiltigkeit haben fiir den Fall ernes 
elektromagnetischen Mediums von beliebigen (aber raumkcb festen) 
Materialkonstanten e, p, a. Wir brauchen nux statt (6) zu setzen: 

£ = — rot(e77+o*77), 
c 

® = -(^/i+^ji'j+gnddivn 

und jetzt 77 (genauer gesagt 77*, 77 v , 77,) der Differentialgleichung zn 
unterwerfen: 



dann sind die Gin. (I) bis (IV) in § 1 erfiillt. Allerdings laBt sioh die Inte¬ 
gration der Gl. (19) nicht so einfach und allgemein wie in 1 durohfuhren, 
da die d* Alembertscbe Losung bei Hinzutreten eines Dampfungsgliedotf 
(unseres Gliedes mit 77) versagt. 

Wir geben daber, wie in 2, zum Falle bannonisoher (zeitliob rein- 
periodiscber) Scbwingungen liber, denken uns ako die Abbangigkeit von 
der Zeit in der Form gegeben rmd unterdriioken weiterhin in alien 
Formeln fiir 77, £, ... diesen Faktor. Gl. (19) geht dann iiber in 

[vgl. §1,3, Gl.(12)] 

(is') An+vn=o, k* = — 

and ISflt Bioh bed Einftthnmg von Polarkoordinaten for jedereohtwinklige 
Komponente von 77 ahnlich wie in 1 schreiben: 

^(rn) + Prn= 0 . 

Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist wieder 
r77 =* A e +ilr + Be~ ikr . 

Von den beiden Gliedern reohts ist das zweite zu streioben, da wir k mit 
positiv-imaginarem Beatandteil reobnen (vgl. § 1, 3); anderenfalls wtirde 77 
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mit wachaendem r cxponentiell zunehmen. Wir erhalten dann, wenn 
wir den Amplitudenfaktor A apeziell wahlen: 

(20) 4ji77 = 1- e ikr , 

wie in Gl. (7), jedooh mit dem Untcraohied, dafi jetzt k komplex ist. 

Die Gin. (18) gchcu. nunmehx iibeT in 

$ = - ♦ rot 77-— ** rot 77, 

(18') 0 fJLUi 

l (E = i*77 + graddiv77. 

Die Auareohnung liefcrt, wenn wir wieder die Richtung von 77 in die z-Achae 
fallen laaaen, gonau die Gl. (10), mit dem einzigen Unterachied, dad bei § 

der Faktor k zu eraotzen iat durch f (0 ta . Demontaprecbend bleiben die 

frliheren Schluaao iibor die Tranaveraalitat dca Feldea erhalten; nnr worden 
R und H nicht mehr cinander gloieh, aondern untersoheiden aicb wogon 
einea konatanten (falla a =f= 0 komploxen) Falctora naoh GroBc und Phase. 

Um una von dor Boachrankung auf rechtwinkligo Komponenten frei 
zu machen, denken wir una jetzt jr>, (£ und 77 nach beliebigen krumm- 
linigen Koordinaten in Komponenten zerlegt. Statt (18') machen wir den 
allgemeinercn Anaatz 

(18") |8 = -i"“ + << ’»*/7--”er< rt 77, 

\ ffi = fc* 77 4- grad TJ. 

U iat oinc froi verfugbarc akalarc Funktion, die wir jetzt beaser nicht zu 
div 77 spezialiaieren. Durch den Anaatz (18") aind die Gin. (I) und (III) 
in § 1 befriedigt. Die 1 Gl. (II) verlangt nun 

(19") grad (J — rot rot // -|~ P77 = 0. 

Mit der apcziellen Annahmo U — div Tl wiirde sich daraua die direkte 
Verallgomoincrung von (19') fiir krummlinigc Koordinaten, namlich 

(grad div — rot rot) // + P 77 = 0 

ergeben. DaB auch 01. (IV) c'.rfullt iat (waa ftir rein periodiache Vorgange 
eigentlich aclbatveratiindlich iat), erkennt man, wenn man die Divergenz 
von Gl. (19") bihlct. 

Unacre lotzton Formeln laaaen eine bemerkonawerte Umkchrung zu. 
Wir wollcn im folgcndcn von einem magnetischen Dipol atatt von oinem 
elektriacben aprcchen. Wir denken una alao z. B. in Richtung dor z-Achse 
einen Magnetpol hin und her achwingen. Alsdann werden, umgekehrt wie 
friiher, die magnetischen Kraftlinien in den Mcridianobenen durch die 
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Dipolachse, die elektrisohen in Kreisen um dieselbe verlaufen. Fllx die 
Zweoke der drahtlosen Telegraphic (Kap.XXII) schematisiertdermagneti- 
aohe Dipol eine Rahmenantenne, bo wie der elektrisohe Dipol eine 
gewohnliohe Linearantenne schematisiert. In der Tat pulsiert bei der 
Rahmenantenne das magnetisohe Feld in der zur Drahtwicklung nor- 
malen Riohtung, welche hier die Dipolachse darstellt, wahrend es bei der 
Linearantenne das elektrisohe Feld ist, welches in der Dipolaohse, 
d. h. l&ngs der Erstreokung des Antennendrahtes, schwingt. 

Wir beschreiben das Feld eines solchen magnetischen Dipols, und 
zwar sogleioh ftir eine Umgebung yon beliebigen elektromagnetiflch .011 
Konstanten, wenn wir statt (18) den Ansatz maohen: 


( 21 ) 


® = — — rot (/i 77), 
c 

S = - (Ufii + ^- 77 ) + grad div/7. 


Um hierduroh den Maxwellschen Gleiohungen (1) bis (IV) in § 1 
zu geniigen, ist es wieder nur notig, daB 17 der Gl. (19) oder bei harmonisohen 
Sohwingungen der Gl. (19') geniigt. Daraus folgt fur 17 dieselbe Dar- 
stellung (20) wie beim elektrisohen Dipol. Die Ausrechnung von (21) ftlr 
harmonisohe Sohwingungen liefert sodann im wesentliohen dieselbon 
Formeln wie (11), nur mit Vertausohung von (£ und $ und mit etwas ab- 
gefinderten Konstanten, nAmlich: 


( 22 ) = 




xz e ikr 


r 

aikr 


r“ r ’ 

' r 1 r 9 


4:7l<£ = 


( — ficok y e ikr 
0 r r 9 

+ ficok x e lkr 
c r r * 

0 . 


Diese Darstelluiig hestatigt unsere Aussage, daB nun die magnetise hell 
Kraftl im e n in den Meridianebenen duroh die z-Achse, die elektrisohen in 
Kreisen um die z-Aohse verlaufen. Wir kommen in Kap. XVI auf Schwin- 
gungen von diesem Typus zuriiok. 

Die Vera l l g ememerung von (21) fur krummlinige Komponenten von 
C, § und 77 sohreihen wir, speziell bei harmonischen Sohwingungen: 


(210 


c 


Tot 77, 


l$> = &II + grad J7, 

wobei dann die Vektorfunktion 77 und die skalare Funktion U wieder 
der Differentialgleichung (19") zu geniigen haben; die speziell© Wall l 
V = div77 ist auoh hier zulassig, aber in der Folge nioht ratsam. 
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Els wird nioht llberfliissig sein, an dieser Stelle den Untersohied hervor- 
zuheben zwisohen dem konstanten magnetisohen Dipol, wie er in der 
atomistisohen Theorie des Magnetismns auitritt, nnd dem sohwingeuden 
magn etisohen Dipol, den wir im vorstehenden behandelt haben. Die 
Amp&resche Voratellung permanenter Molekularstrome findet in der 
Elektronentheorie ihr Gegenbild in zirkularen Elektronenbahnen. Eine 
z. B. in dor zy-Ebene gelegene zirkulare Schwingung lallt Bioh bekanntlioh 
ersetzen durch zwei der Phase nach gegencinander urn ji/2 versetzte 
lineare Schwingungen in der x- und y-Riohtung, also durch zwei Hertz- 
Bohe Vektoren Jl m und 77 w . Hire tJberlagerung stellt also einen Amp hr e- 
schen Molekularstrom in dor ay-Ebene dar oder, was dasselbe ist, einen 
magnetisohen Dipol in der z-Achsc. Allerdings mit einem wesentliohen 
Untersohied: Die beidon linearen, also auoh die zirkulare Schwingung sind 
von Ausstrahlung begleitet; infolge des Energieverlustes nimmt die Ampli¬ 
tude der Linearsohwingungen bzw. der Radius des Sohwingungskreises ab. 
WaH wir zur Erklarung des Atommagnetismus bcnotigen, ist aber ein Dipol 
von*zeitlioh konstantcm Moment. Wir miissen also, urn zur elektronen- 
theoretischon Daratellung dos Magnetismus zu gelangen, von der Aus¬ 
strahlung absehen. In dieser unvermeidlichen Folgerung dtirfen wir heut- 
zutage einen deutlichen Eingerzeig in Riohtung auf die Quantentheorie 
sehen, deren stationaro Elektronenbahnen, entgegen den Grundregeln der 
Elektrodynamik, ebenfalls als strahlungslos dcfiniert werden. 

Etwas ganz andorcs ist der sohwingende magnetisohe Dipol, wie er 
fUr die dralitlose Tolographio in Bctraoht kommt. Bei diesem ist die Aus¬ 
strahlung wcaentlich und physikalisoh real. Ein z. B. nach der z-Achse 
schwingender magnctisohor Dipol entsprioht nicht oinem konstanten Kreis- 
fltrom in der a:y-Ebene, sondern einem Wechselstrom. Dieser sohwingende 
magnetisohe Dipol wird durch die vorstehende Theorie wiodergegeben — 
der konstante magnetisohe Dipol ist vom Standpunkt der klassisohen 
Elektrodynamik unerklarbar. 

5. Berechnung der optlschen Intensltat aus dem Hertzschen Vektor. Die 

optisohe IntenHitat wird im leeren Raum bekanntlioh definiert als das 
Zeitmittel der elektromagnetischen Energicdiohte: 

(23) W -= ) (C 5 -I- S 5 ). 

Glciohbcdcutend damit ist im Fallo eboner Wellcn das Zeitmittel des 
duroh a dividierten Eiiergie-Stromcs: 

I|S| = |«*SI- 

C 

In der Tat gilt untcr den genannten UmHtandon (ebeno Welle, leerer Raum) 
(E J_§ und |C| - |S|. Wir wollen zeigon, daB die Intensitat untcr den- 

Mlans-Frank, I)ifTer«ntialRloirhun«eu. 11 B1 
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selben Umstanden, von einem belanglosen Faktor abgesehen, auoh ge- 
messen werden kann durch 

(24) 77* oder |u| a , 

wenn man, unter Voraussetzung monochromatisoher Schwi n gungen, setzt: 

(25) TI — ue~ lwt . 

Unter 77 wollen wir dabei nicht die einfaohe Funktion dee elementaren 
Hertzsohen (elektrisohen oder magnetisoben) Dipok verstehen, Bondern wir 
wollen uns vorstellen, dafl der erregende Dipol durch Reflexion, Brechungen 
nnd vor allepi duioh Beugung modifiziert sein kann, derart, dafl wir don 
analytisohen Ausdrook von 77 nieht explizit angeben konnen. Wohl abor 
konnen und miissen wir an dem Zusammenbang zwischen Feld und Hertz- 
scbem Vektor feathalten [Gin. (6) bzw. (21)], da dieser Zusammenhang ja 
nichts anderes aussagt, ak dafl das Feld den Maxwellscben Gleichungen 
genUgen soil. 

Im allgemeinen wild 77 Riobtnng und Grofle von Ort zu Ort Findern. 
Wir wollen aber annehmen, dafl der Zustand an jeder Stelle angcnahurt 
ak ebene Welle besohrieben werden kann, was, von einigen spator zu 
nennenden Ausnahmen abgesehen, praktisoh immer der Fall ist, wenigateiiH 
bei hinreiobend kleiner Wellenlange X. Das bedeutet fiir den Anflatz (25 \ 

u = = u Q # k *> 

langsam veranderlich. Wir baben dabei die Fortschroitungariclitunj* 
der ebenen Welle zur z-Aohse, ihre Polarisationsriohtung zur x-Achso go- 
nommen. (Bei nioht volktandiger Polarisation miiflten wir eine zwcitt* 
Komponente Uy hinzunehmen.) Mit „langsam veranderlioh" meinon wir, 
dafl Uq siob auf der Streoke einer Wellenlange nur wenig &ndetn bo11«* : 

gradu 0 ~ 0. 

Wir bereobnen daranfhin unter Benutzung der gleichen Koordinatoix 
x,y,z, und zwar ftir den elektriscben Hertzsohen Vektor nach Ql. (0) 
oder (8): 

= 0 , §„ = 

div77 ~ 0, ffi* = (g v = = 0. 

Durcb Ubergang zum reellen Teil, = |tz 0 | e» a gesetzt, folgt: 

& = V = & I * 0 | a cos* (k t - ro t + a), 

= = 

und sohliefllicb fiir die Intensitat: 
in tlberemstimmung mit unserer Bebauptung (24). 
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Dasselbe Ergcbnis erhalt man fiir den magnetisohen Hertzsohen 
Vektor auf Grund der (fiir den leeren Raum spezialisierten) Gin. (21), 
wobei sioh nur die Rolle von (£ und § vertauscht. 

Es bleibt noch die Frage zu besprechen, wann die dem Vorangehenden 
zugrunde liegende Voraussetzung zutrifft, daB das optische Feld im wesent- 
liohen als ebene Welle (mit von Ort zu Ort langsam veranderlioher Ampli¬ 
tude und Richtung) behandelt wcrden darf. Diese Voraussetzung wird be- 
kanntlioli im gewoknlichon Lcben und in der optischen Praxis stets ge- 
maoht. Eb gibt abor Falle, wo sic ersiohtlich nicht zulassig ist. Dahin 
gehoren alle Brennpunkts-Erscheinungen, bei denen die Strahlen nicht, 
wie in der cbenen Welle, eine dofinierte Richtung haben, sondern von alien 
Seiten eintreffen, ferner die Umgobung von Kaustikcn und die unmittelbare 
Nahe von beugonden Kanten. Fiir das naohste Kapitel kommen solche 
Ausnahmefiille nicht in Betracht, bo daB wir dort die Intensitat Btets naoh 
der Regel (24) bercobnen werden. 

§6. Ausstrahlungsbedingung 1 ), Eigenfunktionen und Eigenwerte. 

Die Losungcn der Schwingungagleicliung fiir ein unendlich groBes 
Gebiet aind nicht, wic die der Potontialgleichung, durch vorgesohriebene 
Quellen und die Bcdingiuig, im Unendlichen zu versohwinden, eindeutig 
bestimmt, sondern blcibon in hohem MaBe willkiirlioh. Eine Losung der 
Potentialgleicliung, welcho im Unendlichen verschwindct und im 
Endlichen iiberall qucllenfrci iflt (sich regular verhalt), ist notwendig Null. 
Eine Losung der Schwingungsglcichung aber, die im Unendlichen 
versehwindet und im Endlichen nirgends eine Quelle hat, ist (ebonso wie 
bei einom ganz im Endlichen golegenen Gobiete) moglicli; wir nennen sie 
eine „Eigonsuhwingung tk dos unendlichen Gebietes. „Eigenwerte“ 
heiBen diejenigon Werte von A 2 , fiir welohe Eigenschwingungen, also 
singularity ten freie Lcisungen der Gl. An -| k?u — 0 bei vorschwindendemw 
an dor Begrenzung existieron. Die Eigonwerte eines unendlichen Gebietes 
liegon iiberall dicht, oh gibt also zu jedein A Eigenfunktionen, wahrend 
sie bei endlichem Gebiet nur fiir disk rule Werte von k mbglick sind. (Wir 
sprechen luer nur von den klasHischon Problemen der Physik; iiber die 
Eigenfunktionen der Wellenmeolumik handelt Kap. XXV.) Bei uncndliohem 
Gebiet tritt also der Fall, der bei endliehein Gebiet nur fttr oinzelne Werte 
von A und in der Potontialtheorie menials vorkommen kann, bei beliebigem A 
ein: die Losung ist duroh ihre Quellen und durch die Bedingimg, im Un¬ 
endlichen zu versohwinden, noch nicht bestimmt. Der physikalisehe Grund 
hierfiir ist folgender: Bei den optischen und ahnliohen Fragestellungen 

l ) Vgl. A. Rommerfold, Die GrconBoho Funktionder Bchwingungsgleiohung. 
Jahreaber. d. D. Math. Veroinigung 21 (1912), S. 309. 
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handelt es sich urn fortsohreitende Wellen, die yon den Quellen im 
Endliohenkommend ins Unendliohe ausstrahlen, divergierende Wellen* 
Physikalisoh nioht zn realisieren, aber mathematisch gleichwertig waren 
Wellen, die, aus dem Unendlichen einstrahlend, sich in die im Endliohen 
yorgeschriebenen „Senken“ verlieren, konvergierende Wellen Indem 
man beiderlei Arten fortsohreitender Wellen geeignet kombiniert, kann man 
die Singularitaten, Quellen und Senken, ganz zum Fortfall bringen und 
behalt dann stehende Wellen vom Charakter der Eigenfunktionen des 
unendlichen Gebietee iibrig. Die Mogliohkeit, solche stehenden Wellen 
jeder Losung des vorgelegten Problems zu iiberlagem, zeigt die mangelnd© 
Eindeutigkeit des Problems. Da aber die Natur selbstverstandlioh eino 
eindeutig bestimmte Losung des Probl ems realisiert, schlieBen wir auf dio 
Notwendigkeit einer hinzukommenden Bedingung, durch die die f ort- 
sohreitenden divergierenden Wellen aus der Mannigfaltigkeit allor 
Losungen der Schwingungsgleiohung herausgehoben werden. Dies JLriteriunft 
wild sioh auf das Verhalten der Wellen im Unendliohen beziehen; wir wollen. 
es die Ausstrahlungsbedingung nennen. 

Der Gegensatz zwischen divergierenden und konvergierenden, zwischen 
fortsohreitenden und stehenden Wellen wird erlautert durch die beiden 
Glieder / x und / a der d’Alembertschen Losung in §4, Gl. (6c). Bei 
periodischer Zeitabhangigkeit lauten sie mit k = cafe: 

fikr er ikr 

( 1 ) v x = u x e-'"*, u x = —, u 2 = • 

Sie genligen im Unendlichen den Bedingungen: 

(2) Lim r — ik = 0 (Ausstrahlungsbedingung), 

(2a) Lim r = 0 (Einstrahlungsbedingung). 

Der tJtergang zum reellen Teil oharakterisiert v x als fortsohreitendo 
divergente, v a als fortschreitende konvergente Welle (vgl. auokL 
§4, l.o.): 

v x = — cos(a>i — hr), v 2 = —cos [cot + hr). 

T T 

Durch Superpositionbeider entsteht eine stehende erzwungene Welle*,, 
Wir bflden 

/a\ _ 1 # i k COS Jc T 1 _ 

w) = -g (^1 + u 2 ) = —--, v 3 = — COS 0) t cos k T. 

Die Kugeln konstanter Phase liegen jetzt feat (stehen); die Sohwingung hat 
im Punkte 0 eine Quelle (wird erzwungen). Sie entsteht duxoh Interferesx 
aus einer fortsohreitenden aus- und einstrahlenden Sohwingung, die im 
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Nullpunkt mit gleicher Phase eintreffen. Dagegen erhalten wir eine 
stehende freie Welle, wenn wir bilden 

/..v 1 , v sin jfcr 1 

(4) ( u i “ u ») = r > t > 4 = — coso> t sin fcr. 

Aueh hier liegen die Kugeln konstanter Phase fest, aber der Nullpunkt ist 
quellenfrei. Diese ,,Eigensohwingung“ dee unendliohen Raumes entspiingt 
ans der Interferes einer fortsohreitenden aus- und einstrahlenden Welle, 
die im Nullpunkte mit entgegengesetzter Phase ankommen. 

Wir haben jetzt die Auaetrahlungsbedingung allgemein abzuleiten. 
Um den Fall beliebig vorgegebener, aber durchweg im Endliohen gelegener 
Qnellen (raumlioh verteilter oder auoh punktformig konzentriertqr) und 
beliebiger Begrenzungen des Gebietes zu umfassen, bestimmen wir die zu 
suohende Funktion u durch folgende Bedingungen: 

a) u soil im AuBeren einer gesohlossenen Flache a (die auch in mehrere 
zerfallen kann) dor Differentialgloichung geniigen: 

( 5 ) Au + Wu ?= /. 

Die Funktion / miBt die Ergicbigkeit der Quellen, die stetig verteilt oder 
auoh in einzclnen Punkten konzentriert sein konnon; jedenfalls ist / in 
bestiinmter Weise vorgcgeben, so zwar, daB / im Unendliohen hinreiohend 
stark verschwindet. Der Bereich, in dem (5) gilt, heiBe S. 

b) u soli auf a verscliwinden (oder einer ahnlichen homogenen Be- 
dingung geniigen). 

o) u soil im Unendliohen versehwinden, so zwar, daB ru nicht unendlioh 
wird fiir r — oc : ,,Eiidli<dikaitsbedingung M . 

d) Da u liierdureh nooli nieht bestimmt ist, fiigen wir die ,,Aus- 
strahlungsbodingung“ ( 2 ) hinzu* 



Hier ist r der Abstain! von irgendeinem im Endlichen golegenen PunktoO, 
der innorhalb von H liegen mbge. Kotzen wir also 

( 6 a) w' - ~ iku )> 

so soil v! irgondwie gegen Null gehen flir r oo. 

In der Greenschen Formal 

(7) | (« A v — vA u) dS = j (« 3 ^ “ v 9 q ia 

sei u die Hoet>un nluirakterwicrte Ldmuifr und 

e ,kr 
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r Bei dar sohon in (6) benutzte Radiusvektor vom Punkte 0 naoh dem 
tegrationspnnkte P. 8 sei der Raum zwischen der gegebenen Flache a 
und einer sehi femen Flaohe E, naoh AusschluU einer den Punkt 0 umgeben- 
en sehr klernen Flaohe <r 0 ; das Oberflaohenintegral reohts ist liber die drei 
Ii&ohen Gq, a, E zu erstreoken. Links bleibt wegen A v = —v und 
Au = - &u+ f: ^ 




wegon <r 0 , vgl. die analoge Diskussion der reohten Seite von Gl. (2) 
m §8: ' 

(7a) w ° \r n da ° = inu '> 

°° 

wegen cr (u sollte beispielsweise auf a versohwinden): 


f e ikr du , 

J r dn a> 

endlioh wegen E: 

(8) ~U= [Lltlt. _ d ^ tT \ dE 

J \ dr r dn d^~) dZ ' 

Folglioh wird 

Wegen _ J 

d &* r _ ij e * kr f ikr 

dr r ~ ~~t r* 

wird 

( 10 ) 


Hier ist 


, dr dE , d.£ 

d(0 = ^n~r r = 008 < r ’ n )y» 


die vom Punkte 0 aus gesehene soheinbare Grofle von dl 1 ; die Integration 
m dem letzten Integral erstreokt sioh daher liber das endliche Gebiet 4 tc, 
. “““ Integral versohwindet immer dann, wenn u im Unendlichen 

irgendwie zu Null wird; vgl. Bedingung o). Anderereeite verschwindet das 
eme Integral (10) wegen der AuBstrahlungsbedingung d). Um dies zu 
zeigen, wahlen wit E als Kugelflacbe von unendlich grollem Radius um O 
als Zentrum. Gann ist 


dr 

= cos (r, ») = l, 
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und das ©rate Integral in (10) geht liber in 

J ttV tr in) -*■ 0; 

vgl. (6a) und (10a). 

Dank unserer Ausstrahlungsbedingung d) zusammen mit der End- 
liohkeitsbedingung o) verschwindet also U, und es laBt sioh der Wert von « 
in dem willkiirlichen Punkte 0 naoh (9) durcb die Quellen / im Innem 
und die Erregungen du/dn auf der Berandung des Gebietes 8 als ein 
Aggregat von ausstrahlenden Wellen e* kr / r darstellen. 

Unter Zugrundelegung der Ausstrahlungsbedingung ist nunmebr auoh 
die Bindeutigkeit des Problems dor erzwungenen Sohwingungen 
oder, was dasBelbe ist, die Unmoglichkeit von Bigenscbwingungen 
leioht zu erweisen. Es seien namlioh V x und U t zwei veraohiedene Losungen, 
die den Bedingungen a) bis d) genligen. Ihre Different u — U 1 — U t 
genligt denselben Bedingungen b) bis d) und statt a) der Differential- 
gleichung 

(11) 4«+Jfc*tt = 0. 

Wir Betzen die Existenz einor Greensoben Eunktion Q (0, P) 
voraus, d. h. oiner Bunktion der beiden Arguments 0 (Quollpunkt) und P 
(Aufpunkt), wclohe den Bedingungen b) bis d) genugt und in don Koordi- 
naten von P die Diffomitialgloiohung a) mit / = 0 bofriodigt, auBer im 
Punkte 0, wo G wie 1 jr unendlieh wird oder, wio wir auoh sagen konnen, 
sioh verhalt wie c ,kr /r. Indcm wir dieso Fnnktion statt v in (7) einsetzon, 
entsteht statt (9): 

(12) 

Fiihronwir hiar die AuRHtrahlungHbedingung d) fiir u und G ein, definieren 
G' analog zu v! in (6a) und wahlon JL 1 al« Kugelflache um 0 (d2J — r®dfo) 3 
bo wird 

U = ^(uG'-Gu')rdm, 

und dies verschwindet, da ru und r(S wegen c) ondlieh Rind, u' und 
Q' wegen d) zu Null gohen und dto Rich auf ein endlichos Gebiet (4 n) 
bezieht. 

Mithin verHohwmdet w in dem boliobigen Punkte 0, und wir haben 
XJ 1 = I/ a , w. z. b. w. 

Physikalwch int. die Unmogliohkeit von KigeiiHubwingungen bei Giiltig- 
keit der AuRHtrahlungflbodiiigungcn oline weiteren einzuHehen, Wird doeh 
durchdieHC Bcdingung jede Knergiozufuhr aun dem Unendliohon vorboton, 
vielmohr cin dauerndcr KnergieabfluB gefordert. Unter dieson IJnistanden 
wird jeder irgendwio eingeleitcte freie SohwingungszuBtand zeitlicli ge- 
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d&mpft sem, also zu einem komplexen co im Zeitfaktor und daher auoh zu 
einem komplexen Jc gehoren. Dagegen war das k unserer Differential- 
gltichung reell vorausgesetzt. Indem wir die Umnoglichkeit von Eigeu- 
sohwingungen bei reellem k bewiesen, baben wir nicht ausgesoblossen, daB 
Eigenschwingungen fiir eine Beibe diskret gelegener komplexer Werte 
von k , die einem abklingenden Anfangszustande entspreohen, existieren 
konnen. Fiir die drabtlose Telegraphie um die Erde, Kap. XXIII, § 4, 2 
wird diese Art von gedampften Eigenfunktionen wiohtig werden. 


Zwanzigstes Kapitel 

Theorie der Beugung 

§ 1. Yerzweigte LBsungen der Sehwingnngsgleiehimg 

Wahrend beim gewohnlichen Yorgang des Sehens und beim Gebraueli 
optisober Instrument© die geometriscbe oder Strahlenoptik zur Dar- 
stellung der Ersobeinungen im wesentlioben ausreicbt, tritt die Wellen- 
optik besonders bei der ErklSrung der Beugungserscheinungen in 
ibr Recht. Die Strahlenoptik ergibt sicb als Limes der Wellenoptik fiir 
^ = 0 (vgl. hierzu § 3, 4). Die klassische Behandlung der BeugungH- 
ersoheinnngen kann als erstes Glied einer Naherungsentwicklung bi*.i 
kleinem X aufgefaflt werden (vgl. ebenfalls §3). In diesem Naherungw- 
oharakfcer liegt die grofle Kraft der gewohnlichen Beugungsthcorie Im- 
griindet und ihre Fahigkeit, sicb den kompliziertesten Kandbedingungcn 
(Offnung von beliebiger Begrenzung, Gitter) anzupassen, Aufgaben, (lit* 
bei exakter Behandlungunliberwindliobe Scbwierigkeiten darbieten wlirdoiL. 

Im Gegensatz dazu wollen wir in diesem Paragraphen die Beugungn- 
probleme bei beliebiger GroJJe von X bebandeln, im Sinne mathematischor 
Bandwertaufgaben. Dabei miissen wir uns allerdings auf die allereinfaohston 
Ealle beschranken und miissen die Randbedingungen so weit idealisieren, 
daB m a n fiigliob bezweifeln kann, ob diese Behandlung vom physikalischcMi 
Standpunkt aus als „exakte Losung“ des betreffenden Beugungsproblem^ 
angesprooben werden kann. 

Abgeseben von den lhnen innewobnenden analytischen Scbwierig¬ 
keiten sind die von uns zu bespreohenden Beugungsprobleme, begrifflieli 
betracbtet, die einfachsten Beispiele von Schwingungsaufgaben. Handelb 
ea siob dooh dabei um eine vertiefte Auffassung der fundamentalen Tat- 
sache des Sohattenwerfens unduxchsiobtiger Korper. 
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1. Formullerung des mathematischen Problems. Wir betrachton einen 
ebenen Schirm S von beliebiger Berandung 22. Irgendwo vor demselben 
befinde sioh eine Liohtquelle Q. Den Schirm denken wir unendlich diinn, 
aber trotzdem vollig undurohlassig. Wir erreiohen dies elektromagnetiflch, 
wenn wir ihn als vollkommenen Leiter (<y = oo) erklaren. In einem voll- 
kommenen Leiter kann sich kcin elektrisches Feld behaupten. Es ist 
daher im Innem desselben (E = 0. Wegen der Stetigkeit der tangentiellen 
Komponenten von® [XIX, § 1, (4)] folgt daraus fiir das AuBenfeld auf der 
Yordei- und Riickseite des Schirmes: 


( 1 ) 


CE = 0 in tangentieller Riohtung. 


Da die Normalkomponente von ® dm allgemeinen nioht stetig iet, 
also auflen nicht zu verschwinden braucht, kann man auch sagen: Die 
dektrisohen Kraftlinien stehen senkrecht auf der Oberflaohe dess Schirmes, 
wie in der Elektrostatik. 

Der so definierte „undurchsiehiige Schirm 44 ist verschieden von dem 
„schwarzen Schirm 44 der Optik. Der schwarzo Korper nimmt naoh Defi¬ 
nition alle auffallende Encrgie auf und reflektiert koine. Unser unduroh- 
sichtiger Schirm dagogen nimmt kein Feld auf und reflektiert vollkommen. 
Man kann ihn auch als „blankon Korper 44 bezeichnen. Der Bchwarze 
Korper laBt Bich durch eloktromagnetische Grenzbedingungen iiborhaupt 
nioht definieren. Wir werdcn in der nachsten Nummcr sohen, wie wir ihn, 
wenn auch nur approximativ, von unserem Rtandpunkt aus fassen konnen. 

Wir walilen voriibcrgehcnd die Obcrflache dea Schirmes zur ®t/-Ebene, 
also seine Normalc zur z-Achse. Jn der Liohtquelle Q denkon wir uns einen 
schwingendon elektrischon Dipol [vgl. XIX, § 4, 2)] von dor Frequenz co 
(der „Wellcnzahl“ k --= (oje) und unterschoidon die Fiille: 

A. Dio Achse des Dipols liogt parallel zur SeUirmebene, z. B. in dor 
z-Achse, II = II 

B. die AchHC des Dipols ist sonkrecht zum Schirmo, also nach der 
z-Achsc gerichtet, II - //,. 

Unter II verstehon wir daboi naturlioh nicht die spoziello Hertzsche 
Form des Dipols, 1. c. Gl. (7), Hondcrn wir sohlicBon darin (vgl. auch S. 802) 
den EinfluB der Beugung am Schirm cin, definieren II also durch seine 
1. c. Gl. (5) angegobenc Differentiulgloichung und die soglcich zu nennenden 
Zusatzbedingungen. Nach den Gin. (8) 1. o., wolchc auch boi dieser all- 
gemeineron Bodeutung von II giiltig bleibcn, worden die tangontialen 
Komponenten von (£: 


A. 


<£« - k*U m -\- 


d dll r 
dx dx 9 


B. (£« 


d d H s 
dx dz 1 


ffiy 


d an m . 

dy dx 

a an, 

dy dz 
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Die obige Gl. (1) iat also befriedigt, wenn wir ftir die Oberfl&ohe von 
8 verlangen: * rr 

A. JJ m = 0, B. ^-'-0. 

Wir setzen fiir beide Falle: 

4rc/7 = 

u ist dann eine (komplexe) Funktion des Aufpunktes P und des Ortes Q 
der Lichtquelle: 

(2) u = u(P,Q). 


Zu ihrer mathematischen Festlegung haben wir die Bedingungen: 

1. u erfiillt in den Koordinaten von P die Schwingungsgleiohung 


[vgl. G1. (7 a) l.c.] 


Au+ = 0 . 


2. u wird fiir P = Q unendlioh wie 1/r [vgl. Gl. (7) L c.] und ist sonst 
iiberall endlioh und stetig 1 ). 

3. Auf S wird w = 0 im Falle A, ^ = 0 im Falle B. 

dn 

Im Unendlichen verschwindet u und geniigt der Ausstrahlungs- 
bedingung [vgl. XIX, § 5, Gl. (6)]. Die letztere Bedingung siohert don 
Charakter der fortschreitenden Wellen, schlieBt also eine Einstrahlung aun 
dem Unendlichen aus. 

Geben wir zum Sonderfall der ebenen Welle liber, lessen wir also 
den Dipol Q (unter entsprecbender Steigerung seiner Amplitude und 
inderung seiner Phase) in bestimmter Richtung a, ins Unend liche riicken, 
so sind nur die zu a transversalen Schwingungskomponenten wirksam, 
wahrend eine in Richtung von a liegende Komponente des Hertz sohon 
Vektors keine Strahlung im Endlichen eigibt und daher auBer Betrocht 
bleiben kann. Wir bezeichnen wie iiblich als Einfallsebene die duroh a ■ 
und die Schirmnormale gelegte Ebene und unterscheiden die beiden Falle: 

A. Der erregende, im Unendlichen gelegene elektrische Dipol stelit. 
senkreoht zur Einfallsebene. 

B. Derselbe liegt in der Einfallsebene. Dann ist es aber bequemer, 
mit einem magnetisohen Dipol [vgl. XIX, §4, 4, S. 800] zu rechnen, 
welcher senkreoht'zur Einfallsebene steht. 

Bekanntlioh heiBt in der Sprache der Optik Fall A: Polarisations - 
ebene des einfallenden Lichtes parallel zur Einfallsebene, Fall B: Polari- 
sationsebene senkreoht zur Einfallsebene. 

Legen wir die r-Aohse in die Normale zur Einfallsebene, so gelten 
im Falle A fur E* und Ey wieder die auf der vorigen Seite unter A an- 


x ) Am R&nde von 8 muB man ein Unendliohwerden von grad u zulasaen* 
jedooh nur von solohem Betrage, dafl rdujdr im LimeB r = 0 verschwindet (r — Ab- 
stand vom Rande), vgL § 2, Gl. (11). 
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geftihrten Ausdriicke und ftihxen wie dort auf die am Schirm geltende 
Bedingujig IT X = 0. Im Falle B gelten dagegen naoh S. 800 Gl. (21) 
die AufldrUeke (mit e = /* = 1, a = 0 und 11 = II x ) 


ffi. = 0, ffi v 


i en m = i dn x 

o dz o dn 


Naoh Gl. (1) haben wir also im Falle B zu fordem: 


dn 

dn 


= 0 . 


Sohreiben wir wie vorher fttr beide Falle A und B 


4tt77 = uer l,ai 9 

wobei die komplexe GroBe u jetzt naher zu bezeiohnen sein wird duroh 
(2a) u =: u (P, a), 

so bleiben fiir dieses u die friiheren Bedingungen 1. und 3. ungeandert 
in Giiltigkeit. Statt der Bedingungen 2. und 4. dagegen haben wir jetzt 
zu verlangen: 

2'. m iflt tiberall endlich und stetig. 

4'. u verh&lt sich im Unendlichen wie eine in der Riohtung- a ein- 
fallende ebene Welle [vgl. Gl. (14) von S. 762], iiberlagort von einer der 
Ausstrahlungsbcdingung geniigenden Bougungswelle. 


2. Die Idee der Rlemannschen Raume. Bine so einfaohe Rand- 
bedingung wie 3. ist man vorsucht, nach der Methode der Spiegelung 
zu erfullen. Man wird also zum Qucllpunkt Q (wir kohren zu der urspriing- 
lichen Formulierung deH Problems mit punktformiger Singularitat zuriick) 
in bezug auf die Sclxirmebene den Hpiegclpunkt Q' konstruieren. Das 
verbietet aber die Bedingung 2., nach welelier Q die einzige Singularitat 
von u in dem physikaliHch als Beobachtungsfeld in Botracbt kommenden 
Raume sein soil. Der Spiegelpunkt darf also nicht in dem „physikalischen 
Raume“ liegen. Dies fUhrt dazu, einen ,,mathematiHchen Hilfsraum" 
hinzuzunebmen, der mit dem physikalischen Raume zusammon einen 
Riemannschen Doppelraum 1 ) bildot. Die Herstellung desselben be- 

l ) I)em mathomatischen Phyaikor iat <iio Voratollung Riomannfloher Raume 
ana der Thoone dea magnotiHohen RlattaH gelaufig. Fur doa magnctiacho Potential 
atationfcror Strome apielen die* (ala uncndlich dunn gedaohten) HlromfUhrendcn Leitor 
die Rolle von VcrzwoigungHlinicn; doa zwiaehen ihnen auHgespannte jnagnetiaohe 
Blatt bedoutot einen Verzwoigungaaohnitt und entspricht im optiaohen Falle uuaerem 
Sohirmo. Obrigena handelt ea aioh im magnetiachon Falle um eine Vorzweigung 
unendliob hohor Ordnung, da doa Potential l>cim 0berHehreit.cn doa Verzweigunga- 
aobnittea je um oinon konHtanten Fenodizitatamodul (4 ttJ in gowohnlichon Bin- 
heiten) zunimmt, wbhrond wir im optiaehon Falle zunaehat den Fall endlioher 
Verzweigung (z. B. don Doppolraum) zu botroohton haben. 
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sohreiben mi so: Wir nehmen zwei Exemplars dee dreidimensioiialen 
Raumes her, sohneiden sie l&ngs 8 auf und heffcen die beiden „UIer“ der 
Schnittfl&ohe weobselseitig aneinander. S heibt auoh „Verzweigungs- 
sohnitt“, der Rand 22 yon 8 „Verzweigung8linie“ — alles in Anlehnnng 
an die Terminologie der „Riemannsohen Flachen" (vgl. 1. Bd., S. 177), 
jedooh mit dem Untersohied, dafi unaer Riemannsoher Raum enklidisob- 
metrifloh, die Riemannsohe El&ohe aber nnr im Binne der Analysis situs 
festgelegt ist. 

Unsere Aufgabe ist nun, eine Losung U der Differentialgleiobung 1. 
zu finden, welohe in diesem Riemannsohen Raume eindeutig und stetig 
ist und nur die eine Smgularit&t Q besitzt. Wir nennen sie die „Haupt- 
'losung“ fiir unseren Riemannsohen Raum oder auoh, im Einbliok auf 
den. physikalisohen Raum, „verzweigte Hauptlosung“. Die Hauptlosuug 
ftLr den sohliohten Raum 

(3) U 0 = i 

ist zwar auoh eindeutig in unserein Riemannsohen Rattme, aber sie hat 
in diesem nicht eine, sondem zwei Singularit&ten, namlich auBer der 
Stelle Q (22 = 0) auoh die im andexen Raumexemplar an gleioher Stelle 
gelegene Singularit&t Q 1 . Wir suohen also im Gegensatz zu U 0 eine 
Losung Z7, die sioh in bezug auf den Doppelraum ebenso verbalt wie V 0 

in bezug auf den sohliohten Raum. 
Wir werden alsbald sehen, wie sich 
eine solche Losung in einfachen 'Fallen 
wirkUohherstellenlaJBt, und zwar, dank 
der Einfachheit der mathematischen 
Frageatellung, in verhaltnismaBig ein- 
facher und geschlossener Form. 

In unserem Doppelraum laBt sicli 
der SpiegelungsprozeB nunmehr aus- 
fiihren, ohne in dem phyBikalischcn 
Raume eine unerlaubte Singularitat zu 
sohaffen. Der Spiegelpunkt O' zu Q 
liegt ja in dem mathematisohen Hilfsraum, wie wir duroh Fig. 70 erlautern. 
tJbeorsohreiten wir, von Q ausgehend, den Schirm im Punkte A, so tretcn wir 
in das andere Raumexemplar liber und gelangen (auf punktiertem Wege) zu 
dem mit Q in bezug auf S symmetrisoh gelegenen Punkte O'. Gehen wir von 
hieraus iiber C 1 naoh der Vorderseite des Yerzweiguiogsflolmittes, so iiber- 
sohreiten* wir den Sohirm xum zweiten Male, etwa in B, und treten daduroh 
wieder in den physikalischen Raum ein. In diesem gelangen wir etwa iiber 
den Punkt C, der mit O t zwar zusammenliegt, aber nioht identisoh ist, naoh 


Fig. 70 
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Q zuriiok. Wir bemerken noob, daB die bier eingoftihxte Verzweigung 
IftngB S ganz dem physikalisohen Sachverbalt entspriobt. Derm die opti- 
acben Felder diesseits und jenseits von S baben pbysikaliaob niohts mit- 
einander zu tun. Sie Bind durcb don vollkommenen Leiter vollkommen 
voneinander getrennt. Die analytische Fortsetzung des Feldes auf der 
Vorderseite fiihxt uns nioht zu dem Felde im pbysikaliscben Raum auf 
der Riickseite, sondern fiibrt uns in den mathematiscben Hilfaraum binein. 

Man erkemxt nun obne weiteres: 

1st TJ (P, Q) bzw. U (P, Q') die verzweigto Hauptlosung mit der 
Unendliohkoitsstelle Q bzw. Q\ so baben wir in 

(4) u=U(P,Q)^U(P,Q') 

die Losung unseres Beugungsproblems vor uns, wobei das obure Vor- 
zeioben im Falle A, das untere im Falle B gilt. Ebcnso bei der Bougung 
der ebenen Welle: 

1st U (P, a) bzw. U (P, a') die vorzweigte Hauptlosung, welohe eincr 
im physikalisohen Raume in der Richtung a bzw. einor im matbomatiscben 
Hilfsraum in der Richtung a' einfallenden Welle entspriobt, so baben 
wir als Losung des Beugungsproblems der ebenen Welle bei der Polari¬ 
sation A odor B: 

(4a) U(P,a)T U(P,a'). 

In jedem Falle ist stillschweigend vorausgesetzt, daB unsere Haupt- 
losungen U den Bedingungen (4) bzw. (4') im Unendlichen goniigen. Bei 
der Untersuchung der Spozialfalle in der nachsten Nuimnor wird darauf 
besonders zu acktcn sejn. 

Im AnschluB an Fig. 70 betraohten wir die entapreohendon Beugungs- 
probleme fiir den „komplement&ren“ Schirm. Darimter verstobon wir, 
wie ilbbch, einon Schirm S', der donjenigen Toil der Ebene von 8 bedeokt, 
den 8 frei l&Bt und umgekohrt (vgl. auoh die Fig. 71a, b). Das Problem 
ist von dem vorigen nur dadurch verscbioden, daB wir jetzt den pbysi- 
kalisoben Raum anders abzugrenzon habcn. Jetzt bildet 6" den Ver- 
zweigungsschnitt, dor den physikalisohen Raum von dem matbomatiscben 
Hilfsraum trennt; beim Durohgang durob den friihoren Schirm S dagegen 
bleibt man im pbysikalisobon Raumexomplar. Desbalb gebort der Punkt O' 
jetzt zum physikalisohen Raumo und darf niobt als Spiegelpunkt bonutzt 
werdcn. Dagogen gebort der mit Q' voreinigt liogende Punkt Qi dem 
mathomatisoben Raume an. So wie Q' symmotrificb zu Q in bezug auf 8 
liegt, liegt Q\ symmetriflch zu Q in bezug auf S'. Wir haben dahcr jetzt 
unseren Spiegelpunkt naeb Q\ zu verlegen, bzw. wir babon die Einfalls- 
riohtung cl durob die im andcron Raumexomplar gelogeno, mit a' gleich- 
geriohtete Einfallsriohtuug a t zu ersetzen, urn die Grenzbedingungen fur 
8' zu erftillen. Die Gin. (4) und (4 a) stellen also gleiobzoitig die Losungen 
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der betreffenden Beugungsprobleme fiir den komplementaren Schirm S' 
dar, wenn man mix Q* durch Q[, oc' durch ersetzt. 

Wir koramen erg&nzungs weise auf das Problem des schwarzen Korpers 
zurftok und behaupten, daB der Ansatz 

(&) u = V (P, Q) bzw. u = V (P, a) 

(also ohne Hmzufiigung einer gespiegelten Wirkung) in einfachster Weis© 
der physikalischen Vorstellung der Schwarze gerecht wird. Eine Grenz- 
bedingung wie u = 0 odeT du[dn = 0 ist jetzt nattirlich nicht erflillt. 
Aber es ist erreioht, daB die Welle, dio die Vorderseite des Schirmes 'trif ft, 
in diesem, verschwindet (namhch in den mathematischen Hilfsraum fiber- 
tritt), und daB (mangels einer Lichtquelle im mathematischen Hilfsraum) 
keine merkliohe Strahlung vom Schirm in den physikalischen Raum 
zuriickkehrt. Dies entspncht ja in der Tat den fiir den schwarzen Korper 
maBgebenden Vorstellungen (vgl. S. 809): fehlende Reflexion und voll- 
kommene Absorption. 

Allerdings ist auf diese Weise der sohwarze Korper nicht eindeutig 
besohrieben. Wir konnten ersichtlioh statt ernes Riemannschen JDoppel- 
raumes einen dreifachen, vierfaohen oder unendlichfachen Riemannschen 
Raum benutzen, nach demselben Schema, wie wir den Riemannschen 
Doppelraum konstruierten, also durch fortgesetzte Aneinanderheftung 
weiterer Raumexemplare. Diese hoheren Raume, insbesondere der un- 
endlich hohe, warden der Vorstellung der Schwarze noch besser gereoht# 
als der Doppelraum, da sie ja die eintretende Lichtenergie noch wenigor 
in den physikalischen Raum zuruokgelangen lassen als dieser. Von einer 
mathematisch-eindeutigen Realisierung des schwarzen Korpers kann aber* 
auch beim unendlioh vielfachen Riemannschen Raum nioht die Redo 
sein. Es zwingt uns ja nichts, die Verzweigungslinien in den mathe¬ 
matischen Rau m exemplaren mit derjenigen im physikalischen Raumes 
identisch zn w&hlen oder auch nur in jenen dieselbe Differentialgleichung 
der Liohtansbreitung zugrunde zu legen wie in diesem. Das Problem den 
schwarzen Korpers ist eben der Natur der Sache nach nicht eindeutig 
und wiUkiirfrei mathematisoh zu formulieren 1 ). 

Zugunsten unserer Auffassung des schwarzen Korpers und unsere r 
Euiftihrung verzweigter Losungen iiberhaupt spricht der Umstand, daB 
e experimentelle Realisierung des schwarzen Korpers, wie sie bei den 
toemodynamisohen Strahlungsmessungen allgemein benutzt wird, im 
Grunde denselben Weg geht. Der schwarze Korper besteht hier bekanntlicli 
aus emern gleiohmaBig temperierten Hohlraum, der mit einem kleinen 
Loch versehen ist. Dieses Loch spielt ganz dieselbe Rolle wie unser Ver- 


theoret* aU011 V °c n 3; femer W * Voi *^ Compendium dor 

theoret. Phys. (Leipzig 1890), Bd.2, S. 768 und Gcttinger Naohr. 1809, S. 1 . 
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zweigungsschnitt, indem es jede auffallende Strahlung verschwinden laBt; 
der Hohlraum ist durch dieses Loch an den Beobachtungsraum gerade 
so angeheftet wie unser mathematischer Hilfsraum an nnser phvsikalisches 
Baumexemplar. 

Wir wollen noch auf einen allgcmeinen Zusammenhang aufmerksam 
machen zwischen der verzweigten Hauptlosung TJ (P, (?) im n-fachen 
Riemannschen Raume und der unverzweigten Losung U Qy Gl. (3), im 
schlichten Raume. Sind P l9 P 2 ,. .., P n -i die in den aufcinanderfolgenden 
Rauipexemplaren an gleiohor Stelle mit P gelegenenPunkte, so gilt offenbar: 

(6) v (. p,q ) + v (P XJ Q) + v (P 2 , <3) -i— r; (P..,, Q) = v 0 (P,Q), 

t 

d. h. die symmetrisohe Funktion era ten Grades unserer verzweigten 
Losung ist gleich der unverzweigten. In der Tat ist die Summe linker 
Hand eine im Bchlichten Raume eindcutige Losung der Differential- 
gleiohung Au + = 0, welche nur in dem einen Punkte P = Q wie 

3/P unendlich wird, muB also mit der Hauptlosung U Q identisch sein. 
[Die entsprechende Beziehung besteht auch, wenn wir links P festhalten 
und Q ersetzen durch die in den aufcinanderfolgenden Raumoxemplaren 
an gleicher Stelle gelegenon Punkte Q ly Q 2 , • • 0»-i» entspreohond der 

allgemeinen Symmetriebeziehung (11) im 1. Bd., S. 745.] Ein solcher Zu- 
sammenhang zwischen U und 17 0 gilt aber nur fiir die symmetrisohe 
Funktion ersten Grades; diejenigen hoheren Grades sind zwar natiirlich 
ebenfalls im schlichten Raume eindcutig, geniigen aber nicht derselben 
Differentialgleichung Au-{ Pu = 0 wie die Funktion U selbst und 
konnen daher nicht durch U Q ausgedriiokt werden. Hierin unterscheidet 
sich die Bchwingungsglcichung oder auch die Potentialgleichung im Raume 
von der Potentialgleichung A n = 0 in dor Ebene, deren verzweigte Lo- 
sungen auf algebraischem Wege berechnet werden konnen, weil hier 
samtliche symmetrisohe Fimktionen (nach Vereinigung von u mit der 
konjugierton Funktion v zu der Funktion u+ iv einer komplexen Ver- 
anderlichen) rational bekannt sind. 

Unser Satz (6) ist eine Verallgemeinerung und Prazisierung des so- 
genannten Babinetschon Prinzips. Dieses besagt, daB zwei „komple- 
mentare“ Schirme (vgl. oben) Beugungsbilder geben, deren Schwingungs- 
vektoren sich in jedem Aufpunkt erganzen zu der ungestorten Schwingung 
des einfallenden Lichtes, wie sic bei Abwcscnheit der Schirme in dem be- 
treffenden Aufpimkt vorhanden sein wiirde. 

Zum Beweise dienen die Fig. 71a, b. Ahnlich wie in Fig. 70 sei in 
Fig. 71a 8 der Schirm (statt cincs Schirmes S konnten wir auch ein 
System von Schirmen, also im komplementaron Falle ein System von 
Offnungcn betrachtcn). Wir gelangen von der Quelle Q nach dem Auf¬ 
punkt P im physikalischen Raume liber den Punkt C. Gehen wir da- 
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gegen von. Q liber A (lurch den Sohirm S hindurch, so gelangen wir in den 
malhematischen Hilfsraum (punktierter Weg) und zum Punkte P 1% der 
P verschieden ist. Indem wir den Schirm als aohwarz behandeln, 
etellen wir den Znstand in P dar durch 


Fhr. 71a 


U(P,Q). 

Von Fig. 71a unterscheidet sioh Fig, 71b nur durch die schon oben 
im AnschluB an Fig, 70 beschriebene andere Abgrenzung des phyBikali- 

schen Raumes. Ala physikalisoher Raum hat 
namlich jetzt allea Gebiet zu gelten, dais wir 
ohne tlbersohreitung von S' erreichen konnen. 
Deshalb verlauft der Weg QAP X ganz im 
physikaliflohen Raume, wahrond der Punkt P 
und der (punktierte) Weg CP im m&themati- 
schen Hilferaum liegt. Der im Punkte P± des 
physikalisohen Raumes zu beobachtende Zu- 
Fig. 71 b stand wird dargestellt durcli 




V(P 19 Q). 

Verabreden wir nooh, den sohwarzen Korpor 
durch einen Riemannschen Doppelraum (niohh 
durch einen hoheren Riemannschen Raipn) 
darzustellen, so gilt naoh Satz (6) : 


(6a) U(P 9 Q)+U(P l9 Q)= U 0 , 

. d. h. die im Falle der Fig. 71a und 71b an ent- 

spreohenden Stellen aultretende Lichtverteilung 
setzt sioh zusammen zu der Beleuchtung U 0 , 
wie sie bei Abwesenheit der Sohirme vorhunden 
. Be * n "wiirde. Dies ist das Babinetsche Prinzip. 

Zugleioh zeigt unsere Darstellung, dab dieses Prinzip denselben Grad 
yon Unmoherheit besitzt wie die Vorstellung des sohwarzen Kdrpers selbst, 
mdem Gl. (6 a) nur dann zutrifft, wenn wir den sohwarzen Korper durch 
unflOTen Doppelraum definieren, und strenggenommen hinfallig word on 
wiiide, wenn wir dne andere Definition (z. B. durch einen unendlich- 
iaohen Riemannschen Raum) zugrunde legen wiirden. 


U/.I 1 3, S* eIner Rlem , an ? l8chen nfiche eindeutige Funktion der ebenen 
Welle. Wir begmnem nut der m der schlichten Ebene eindeutigen Funktion 
der ebenen Welle [XIX, § 1, Gl. (14), S. 7621 

(7) 


u 0 = e Ux . 


1 J I “ e ^^“iottung sei die positive z-Achse, ihre Fortpflanzungs- 
nohtung also dae negative as-Achse. Urn das zu erreichen, miissen wir 
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den Zeitfaktor, naoh dem bei Gl. (14), 1. o., Gesagten, in det Form 1 
wahlen. Wir wollen diese Fonktion duroh ein komplexea Integral dar- 
stellen. Indem wir Polarkoordinaten r, <p einfiihren, einen Amplituden- 
faktor A hinzufligen und ale Einfallsriohtung etatt der positiven as-Achae 
(<p — 0) einen beliebigen Winkel a. wahlen, haben wir statt (7) 

(7 a) u = Ae lkraM</ P— a) . 

Wir erhalten ebenfalls eine Losung der Wellengleiehung, wenn wir A ala 
Funkfcion von a denken und irgendwie liber a integrieren: 

( 8 ) « = J4(a)e* ir, »«(r-“)d a. 

Wir w&hlen als Integrationsweg einen positiven Umgang in der komplexen 
a-Ebene um den Punkt a = 0 und sorgen daf ur, daB A (a) in diosem Punkte 
einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum 1/2 je» habe. Dann geht 
naoh dem Cauchysohen Satze (8) iiber in (7). Wir wahlen insbesondere 
A( a) als periodischc Funktion von a mit dor Periodc 2 te, namlioh 


(9) 


A( a) = 


1 e' a 

27i 1 


Den Umgang um den Nullpunkt konnen wir beliebig deformicron, sofern 
wir dabei keinen Pol von A (keine der Stellen a = ± 2 n m, m ganzzahlig) 
tLbersohreiten. Wollen wir don 72 

Weg ins Unendliohe der a-Ebene 
auslaufen lassen, so miissen wir 
Sorge tragen, daB hier die zu inte- 
grierende Funktion vorschwindot. 

Wir schraffieren in Fig. 72 dio- 
jenigen Felder, in dcnen oos ( y —a) 
einen positiv-imaginaronBostand- 
teil hat; sie Bind, wie man leioht 
nachreohnot, begrenzt duroh die 
Geraden a = <p : h mn (m ganz¬ 
zahlig). Im Uncndlichen diosor 
schraffiorton Felder wird dor 
Teelle Teil von i oos (<p — a) 
negativ unendlioh, also die Ex- 
ponentialfunktion in (8) Null. 

Der in Fig. 72 eingczeiolinete 
Integrationsweg boateht aus den 
beiden Schlingen C, die ins Unendliohe zweier sohraffiorter Naohbar- 
felder auslauien, und aus zwoi Vorbindungswegen D. Die letzteren haben 
wir so gewahlt, daB sie duroh eine Yerechiebung um 2 n ineinander iiber- 
gehen und sich daher wegon des ontgegongesetzten Durohlaufungssinnes 

MneB-Fnnk, Differ n at lalglelohungon. 11 52 
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gegenseitig aufheben. Integrieren wir also in (8) lediglioh liber die beidou 
Schlingen C, so ist dieser Integrationsweg immer noch aquivalent mit 
dem Umgang um a = 0 und der Ausdruok (8) immer noch identisch 
mit (7). — Nunmehr l&Bt sich der tlbergang von der sohliohten Ebene 
zur Riemannschen Flache mit n-faohem Verzweigungspnnkt unmittelbar 
bewerkstelligen. Wir setzen statt (9) 


(9 a) 


4 1 e ia l n 

W 1 ’ 


d. h. wir sorgen dafiir, daB A die Periode 2 nn annimmt und tibrigens 
den Pol vom Residuum 1/2 ni ftir a = 0 beibehfilt. Als Integrationsweg 
benutzen wir naoh wie vor die beiden Schlingen C (wohlgemerkt, ohno 
die Verbindungswege D) und setzen: 

1 f P ia ln 

(10) U = r- — J- r ^*rco8 

2nn) c ia ' n — 1 

Wir haben zu zeigen, daft dieser Ausdruck in Anlehnung an dio 
Bedingungen (1), (2'), (3), (4') von S. 810 und 811 denfolgendenForderungen. 
genligt: 

1. u erflillt die Wellengleiohung Au + = 0 in den Koordinatcn r, 

q> des Aufpunktes. Dies folgt unmittelbar daraus, daB wir u als Super¬ 
position ebener Wellen von der Form (7 a) hergestellt haben. 

2. u ist tiberall endlich und stetig. Dies zeigt fur r > 0 ims ero Dar- 
stellung duroh ein stets konvergentes komplexes Integral, bei dem wir 
den Durohgang durch einen singularen Punkt allemal vermeiden konnen. 
Nur der VerzweigungHpunkt r = 0 bedarf einer beaonderen Betrachtung. 
Flir r = 0 wird die die Konvergenz erzeugende Exponentiallunktion 
gleich 1; daB das Integral trotzdem nicht divergiert, folgt daraus, daB 
das alsdann verbleibende Integral sich mit z = e? a l n schreiben laJ3t: 

_ 1 f dz 

U 2ni J z — 1* 

dieses gibt, bei der Integration liber unsere Schlingen C , den endliohen 
Wert 1/n. Anders der Differentialquotient du/dr, welcher flir r =- 0 
punktweise oo wird, wie die Naherungsformeln des § 2, 2 zeigen werden. 

3. u ist auf unserer Riemannschen Flache eindeutig. Setzen wir 
n&mlich in ( 10 ) /? = a — 99 , so entsteht 

(10,) 

also ein Ausdruck, der in sich zurtickkehrt, wenn wir <p run 2 jcn w aohaen 
lassen, d. h. wenn wir mit unserem Aufpunkt einen vollen Umlauf auf 
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der Windungsflaohe ausftihren. Wahrend dear Integrationsweg in a, Gl. (10), 
sich mit <p verschiebt (worauf wir in der folgenden Jigur zurftckkommen 
werden), Kegt er in Gl. (10a) vermoge der Definition von 0 feat. 

4. tt verhalt sich in Unendliohen des ersten Blattes wie die ebene 
Welle (7) und versohwindet im Unendliohen der iibrigen Blatter. Ala 
orates Blatt bezeiohnen wir dabei die Gesamtheit der Pnnkte fur die 
| g>| < 7t y das zweite, dritte, ... n~te Blatt wird bestimmt duroh 

n < <p <Sn, < <p <t>n ... — Stz < <p < — n. 

Znm Beweise brauohen wir nur nochmals Jig. 72 zn betrachten. 

Befinden wir uns im ersten Blatt, so liegt der Pol a = 0 innerhalb 
der Streoke A, B; e r fallt im besonderen mit A bzw. B zusammen, wenn 
q) = -f n bzw. — n ist. Wird nun r = °o, so versohwindet die Exponential- 
grofle e ikrooBitf ~ a) fiir alle Punkte der schraffierten Felder (nicht nur 
ffir das Unendlichfeme derselben), weil sie hier iiberall einen negativen 
(wegen des Faktors r) unendlick groBen reellen Exponenten hat. Das 
eine der beiden Schleifenintegrale C (im Falle unserer Figur dasjenige 
der poBitiven Halbebene) konnen wir daher zum Yerschwinden bringen, 
indem wir es durch die Punkte B und M hinduroh ganz auf schraffieitem 
Gebiete fiihren. Machen wir das cntspreohende mit dem anderen Schleifen- 
integral, indem wir es durch die Punkte A und M hinduroh auf sohraffiertes 
Gebiet hiniiberziehen, so bleibt der Integrationsweg an dem Pol a = 0 
hangen. Der iibrigo Teil des Integrals versohwindet auch jetzt, und es 
bleibt nur der Umgang um a = 0 iibrig, wolcher uns wegen des Residuums 
1/2 Tti bei dem Faktor (9a) wieder zum Ausdruok (7) der ebenen Welle 
zurtiokfuhrt. Befinden wir uns dagegcn in einem der anderen Blatter, 
so liegt der Pol a = 0 auBcrhalb der Strocke AB\ dann konnen wir beide 
Schleifenintegrale ohne weiteres auf sohraffiertes Gebiet iiberfiihren und 
dadurch zum Verschwinden bringen. Im Unendliohen aller Iibrigen Blatter, 
mit Ausnahme des ersten, versohwindet also unsere Losung u. Die im 
ersten Blatte, und zwar in der Richtung <p = 0 einfallende ebene Welle 
pflanzt sioh also nioht bis ins Unendlicho der iibrigen Blotter fort (in jedem 
endliohen Abstande r vom Verzweigungspunkt ist ihre Wirkung dagegen 
natiirlioh auch in diesen Blattem nachweisbar). 

Die Bedingung (4') von S. 811 verlangt iiberdies, daB naoh Ab- 
trennung der ebenen Welle der Restbetrag der Ausstrahlungsbedingung 
geniigt. Diese sohreibt sich [wegen des Zeitfaktors e +ttut , vgl. den Anfang 
dieses Paragraphen und die Bemerkung zu S. 760 naoh Gl. (12) auf 
S. 761] 


62* 
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Sctzen wir liier fiir u den Ausdruck (10a) ein, so tritt unter dom Integral 
von (10 a) der Foktor hinzu: 

il'f (cos jS H- 1), 

der fiir j8 = ± tc verschwindet. Nach der spater zu orliiutcrndon Fig. 78 
sind aber /9 = i n die einzigen Stellen des (geniigend deformierten) 
Integrationswcges, (lie fiir r = do im zweiten, dritten, . . . Blatt oinen 
Beitrag zum Integral liefern. Die Ausstrahlungsbedingung ist also 
erfiillt. Dasselbe gilt fiir das erste Blatt nach Abtrennung der ebenen Welle 
= diese Abtrennung crfolgt am besten [vgl. S. 822 bei Gl. (IBa] 
durck Residuenbildung im Punkte /J = — ?>. 


Fig. 78 



Der Vollstandigkeit halber beweisen wir noch die zu (11. (0) analogs 
Gleichung 

(11) u((p) + u((p+2a) + u(q)+4:7c)-{- • • -w(9>+2(w - l)n) = u 0 -- 

welche besagt, dafi die Summe der Werte unserer verzwcigtcn Losiuig jt- 
in den n iiberemanderliegenden Punkten unserer n Blatter gleich der 
unverzweigten Funktion u 0 der ebenen Welle ist. Zum Beweise zcichnen 
wir in Fig. 73 die Integrationswege nebeneinander, welche der Lago 
unseres Punktes im ersten, zweiten, ... Blatte entsprechen, und fiigeu 
die beiden Verbindungen D hinzu, welche sich ja wegen der Poriodizi- 
tat urn 2 Tin gegenseitig aufheben. In der Summe erhalten wir emen go- 
sohlossenen Umlauf um den einzigen Pol oc = 0 und daher nach deni 
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Canohyscben Satz den Wert e Ux , wie es die rochte Seite der Gl. (11) 
behauptet. 

Von Interesse, insbesondere mit Riioksiobfc auf die bestxnogliehe 
Definition dea scbwarzen Korpers (vgl. S. 814), ist noch der Grenzfall der 
Gl. (10) fiir n — oo. Hier ergibt sicb einfaoh: 

(12) « = i f - 

' ' 2nt J ‘ a 

bei gleicher Wahl des Integrationaweges wie in Fig, 72. Die endlioh- 
bl&ttrige Riemannsohe Flache artet dabei in eihe unendliohe Windings- 
flaohe aue. Im ersten Blatt derselben, | q>\ < re, f&llt eine ebene Welle 
ein; sie tritt in die angehangten Nachbarbl&tter tc < q> 3 n und 
— n> <p > — 3jr noch etwaa iiber, wahrend die folgenden Blatter mohr 
und mein von Liohterregung frei bleiben. 

Die hier gegebene Heratellung verzweigter Losung wurde erstmalig 1 ) 
bei einem etwaa komplizierteren Problem (Beugung eines unperiodischen 
RontgemmpulseB statt eincr periodiflchen ebonen Welle) entwiokelt und 
ist in den Enzyklopiidieartikel von P. Epstein 2 ) iibernommen worden. 
Der vom Verfaaaer urspriinglieh eingeaolilagenc Weg 3 ) (iiber Potential- 
fuhktionen unendlich holier Ordnung) war viel umBtandlicher. 

4. Ltisungen fiir den Riemannschen Raum. Der Riemannsche 
Raum habe eine und nur oine gerade, unbcgrenzte Vorzweigungslinie, die 
wir zur z-Achse maolien. Er beatehe aua w Raumexemplaren („Blattem“), 
die sich derart urn die Yerzweigungslinie herumlegen, dafl wir nach w-facher 
(Jmlaufung derselben zum AusgangHpunkt zuriickkchrcn. 

Wlirden wir eine ebene Welle senkrocht zur Verzweigungalinio (also 
in der xy-Ebene) einfallen button, ho wlirden wir auf den zweidiinenaionalen 
Fall der Riemannaohen Fliiehe zirruokkommen. Wir betracliten daher 
eine ebene Welle, deren Nornmle die RiohtungskoHinuH a,j 8 } y mit der 
xyz- Acliae bildet. Die unverzweigte LoHimg mi sohlichten Raurne laute.t: 

(13) m 0 =: + ^ i Y3) m 

Wir fiihren Polarkoordinaten in der xy -Ebene ein: 
x = r cos v, « = Q <’<* 7 / | _ yy - - 2 . 

y = r Bin </>, ft =■ q »in 7 / J r - • 

x ) Zcitachr. 1. Math. 11 . PIivh. 40 (1001), N. 11 

*) Knzykl. d. Math. Wihh. V, 3, Art,. 24, K. 4012 ff 

3 ) Math. Ann. 47 (1H00), S. 317. Vtfl. imc-li Math. Ann. 45 (1H04), S. 203, 
wo bcroitH erne veizweigte IjOhuiih fur die Probleme der WarmeleituiiK uiiRegeiien 
worden war. H. Point'are veigleieht in Aeta Math. 20 (1H07), S. 313 the Mcthodo 
der vmweigtan LoHimgcn nut der von lhrn bei entHpreehenden JleutfunfiHprobletnen 
verwendeten Methode tier Keiheneniwieklungen. 
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Dana sohreibt sioh (13): 

(13a) u 0 = e** o°b( 9 >—+ r»>. 


Wit ersetzen nun, ganz wie in der vorigenNummer, den. Einfallswinkel cp f 
duroh eine (komplexe) Integrationsvariable a und fiigen einen Amplitnden- 
faktor A (a) hinzu, den wir zun&ohst duroh Gl. ( 9 ) bestimmen. Bs entsteht 
(13b) u = e i *r'lA(aL)ef kr Q*on('p-a)d 0Lm 

Yerfiigen wir fiber den Integrationsweg in (13b) ebenso wie in Fig. 72, 
sei es, dafl wir einen Umgang um den Punkt a == 0 maohen oder iiber die 
beiden Sohleifen C integneren, so gebt (13 b) ersiohtlioh wieder iiber in 
(13 a) (mit dem belanglosen Untersohied, dafl das Einfallsazimiit cp r den 
speziellen *'Wert Null annimmt). 

Den tfbergang zum w-faohen Riemannschen Ranine bewerkstelligen 
wir jertzt, indem wjr fiir A (a) den Ausdruok (9 a) einsetzen. Dadureh 
entsteht aus (13 b): 


(U) 


u = 


e<*rf ( jam 

2nn J — 1 


gffcrtfeoBty-a) 


a: 


die Integration ist wie in Fig. 72 iiber die Schleifen C zu fiihren. DaB 
die Einteilung der a-Ebene in sohraffierte und nioht schraffierte Felder 
dieselbe bleibt wie in Fig. 72, folgt daraus, daB der jetzt im Exponenten 
hinzukommende Faktor q einen reellen positiven Wert hat. 

Gienau so wie in der vorigen Nummer beweist man nun, daB der Aus- 
druck (14) den dortigen Forderungen ( 1 ), (2'), ( 3 ), ( 4 ') sowie der Gl. ( 11 ) 
gonfigt. Insbesondere I&fit sioh die zu (10 a) analoge Form, welohe die 
j-Deutigkeit unserer Funktion im sohliohten Raume, die Eindeutigkeit 
im n-fachen Riemannaohen auoh formal zum Ausdruck bringt, un- 
mittelbar herstellen durch die Substitution a - <p= ft: 

ha \ & kyt f 

<14a) “ “ w J sw 

Wir wenden uns von der ebenen Welle zur „Funktion dee leucbtendeu 
Punktes", also zu einer Loaung mit Unendlichkeitspunkt. Die betreifende 
unverzweigte Losung lautet nach Gl. ( 3 ): 



Hier ist, untar Benutzung der oben definierten Polarkoordinaten, 

(15) « 2 = r» + r'»+(z- z ')*_2rr'coa( 9) - y '). 

Wenn wir 9 / duroh * ersetzen, wollen wir R a statt R schreiben; ferner 
wollen wir einfiihren (g in anderer Bedentung als oben): 


(15a) 


cos i o 


r* + r'* + (z - /)* 
2 rr' 
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Dann wild 

(16b) B* = 2rr'(oos»e — oob (9 — a)). 

Mit dam uiBprtinglicben Ausdruck ftir U 0 ist nun der folgende identisch: 



v enn wit A («) dnroh (9) erklaren und ala Integrationsweg in der a-Ebene 
zun&obst einen den Pol a = 0 unmittelbar umsohlieBenden Umgang 
wfiblen. (Das Azimut <p' wild dabei zu Null apeziaMert.) Wir baben 
dieaen Umgang zu deformieren und miiaaen dabei iiberlegen, wie siob der 
Wertevorrat von R a in der a-Ebene abbildet. 

Wir behaupten, daB der Linienzug (Pig. 74) 

U-+A-+M-~N-+M-+B^V 

f— n-ftoo. <p—n, <p, <p+ig, q>, <p + qj + 7i+too 

der reellen Aohae der B 0 -Ebene entapricbt. In der Tat: langa der Geraden 
UA ist a = q> — n + ia, wo a eine poaitiv reelle Zabl iat, dabcr oos (<p — a' 

Fig. 74 



— cos (— n + ia) — — cos ia negativ reell, alao i?„ naob (15 b) poaitiv 
reell und R a bei geeigneter Vorzeichonwahl negativ reell. Gehen wir 
sodann bei reellem a — q> von A bis M, so bleibt R a negativ reell. Fur 
die Streoke MN iat a =• qi + i«. Der Punkt N entspricht demjenigen 
Werte a = g, liir den nach (15b) R a — 0 wild. Wiirden wir in derselben 
Ricbtung lortaohreitend iiber N hinausgehcn, so wiirde /i® negativ, also R u 
imaginar werden. Wir muBscn alao, uin auf der positiv-reellen B„-Aohne 
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weiterzugehen, in N umkehren und nach M zuriickgehen. Dann gehoren 
zo, den Strecken NM } MB und B V znnehmend positive Werte von B a . 
Das von dem Linien zug UAMltfM BV in der a-Ebene umsohlossene 
Gebiet baben wir sohraffiert, um anzudeuten, dafi es der positiv-ima gin&r en 
fi a -Ebene entsprioht. 

AuBer im Punkte N (cl = + iq) verschwindet R a natiirlich auob 

im Punkte N' (a = (p — i g) und in alien um Vielfaohe von 2 n differierenden 

Punkten N±i, N± t ,.. N' ±li N± . Die Yerbindungslinie NN' bzw. 

N l 9 N l9 ... iat eine Verzweigungslinie fiir R a . Bei ibrer Dbersohreitung 
kommen wir, ebensogut wie bei der tJbersohxeitung jeder anderen Stelle 
unseres Limenzuges, aus der poBitiv-imagin&ren in die negativ-imagin&re 
R a -Ebene % oder umgekebrt. Unsere a-Ebene ist also ibrerseits als zrwei- 
blfittrige Riemannsche Fl&che zu denken, entspreobend den zwei 
Werten i R a . Diej enigen Gebiete des oberen, in Kg. 74 dargestellten 
Blattes, welche nioht schraffiert sind und negativ-imaginaren R a ent- 
spreoben, sind im unteren Blatte scbraffiert zu denken, da sie dort positiv- 
imagin&ren R a entspreohen, und umgekebrt. In unserer Figur punk tier en 
wir solobe Wege, die im unteren Blatte dieser Riemannschen Fl&ohe 
verlaufen, und ziehen die im oberen Blatte verlaufenden aus. 

Nu nm ebr sind wir vorbereitet, unseren ursprilnglicben Umgang um 
den Punkt a = 0 nach oben und unten bin zu deformieren. U ns er Inte¬ 
grations we g muB, wo er im oberen (unteren) Blatte inB Unendlicbe gozogen 
wild, auf sohraffiertem (nicbt schraffiertem) Gebiet verlaufen, weil nur 
in diesem Falle die Exponentialgrofle verschwindet, wie es fiir die 
Konvergenz des Integrals notwendig und hinreichend ist. Dieser Be- 
dingung geniigen unsere beiden Sohleifenwege (0), welohe zusammen 
mit zwei in der Figur nicht eingezeichneten und sioh gegenseitdg auf- 
hebenden Yerbindungswegen U Z7' und V' V mit dem urspriinglichen 
Umlauf Equivalent sind. Da bei der Deformation eines Integrationsweges 
Verzweigungspunkte nicht iiberschritten werden diirfen, miissen die beiden 
Wege C den Verzweigungsschnitt NN' iibersohreiten, wobei sie in das 
untere Blatt iibertreten und von da ab punktiert verlaufen. 

Der tlbergang vom schliohten zum n-faohen Riemannschen Raume 
ist nun ein leiohtes. Wir setzen in (16) fiir A (a) den friiberen Ausdnick (9 a) 
em und behalten den aus den beiden Schleifen (0) beatehenden Integrations- 
weg bei. Die so entstehende Funktion 


(17) 


rr- 1 f J ai1i e liB * T 
2 jcn J *«/*- 1 ~R a Ax 


erfiUlt dann die folgenden Bedingungen: 

, - 1, Sl « geniigt der Wellengleiohmg AU + i*U = Q [wie jeder Aus- 

druck der Form (16) bei beliebigem A (a)]. 
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2. U ist fiir aUe Lagen des Aufpunktes P endlich und stetig, auBer 
wenn P mit dem Quellpunkt Q zusammenfallt, d. h. wenn 

r = r', z =a as', y = $/ = 0 

wild. Der erste Teil dieser Behauptung ist yon selbst einleuchtend, da U 
durch ein konvergentes komplexes Integral gegeben ist, dessen Integrations- 
weg wir im allgemeinen so flihren konnen, daB er nioht durch den Pol 
a — 0 des Inbegranden hindurohftihxt. Der zweite Teil unserer Behauptung 
lolgt daraus, daB die Schlingen (C) zwischen die beiden VeTzweigungs- 
punkte N und N' „eingepflockt“ sind. 

Wild nun r = / und z — z!^ also g = 0, so rlioken die beiden Ver- 
zweigungspunkte NN' in den Punkt M zusammen, und unsere Wege (C) 
ftfhren notwendig durch M hinduxoh. Ein Unendlichwetden des Integrals 
ist auoh jetzt noch nioht gegeben, wenn nicht gleichzeitig tp = 0 wird. 
Da n&mlich der Punkt M bestimmt ist durch a = cp, so wird in M flir 
(p = 0 auch ot = 0, d. h. der Pol des Integranden rtickt in den Punkt M 
hinein, und die Integrationswege C fiihrcn notwendig durch den Pol 
hinduroh. 

Man beaohte, daB dieae SohluBweise strikte yoraussetzt y = 0 (oder 
gleioh einem Yielfaohen von 2 nn). 1st dagegen zwar r = r\ z = z', aber 
V = 2 n, 4 n, ... oder 2 (n — 1) n 9 so ist der Pol a = 0 versohieden von 
dem Punkte M, der duroli a = <p definiert war; die durch M hinduroh- 
fflhrenden Sohleifen C gehen also nicht durch don Pol hinduroh, und unser 
Integral wird nioht unendlioh. Man kann dieB auoh so ausdrlicken: Unser 
Quellpunkt Q mit <p' = 0 liegt im „ersten Blatte“ unseres Riemannsohen 
Raumes. TJnsere Funktion U wird nur liir P = Q im erston Blatte unendlioh, 
nicht fiir die an gleioher Stelle in den „andoren Blattem* 1 gelegenen Punkte 
^i» P*> - • ■ > Pn-f DaB sio fiir P = Q geTadc wie U Q unendlioh wird, 
k6nnen wir aus Gl. (6) von. 8.815 ablesen. Da namlich hier U(P l3 Q) } 
•. U(P n ~ l9 Q) endlich sind, muB U(P>Q) fiir P = Q gcnau ho un¬ 
endlioh werden wie V 0 , 

Natiixlioh kann man Gl. (6) durch eino zu Fig. T6 analogo SohluBweise 
verifizieren, indem man n gogeneinander jc um 2 n verschobene Schleifon- 
paare C zu einem geschlosaenen Umlaut um den Pol a = 0 ergiinzt. 

3. DaB U in unserem n-fachen Riemannsohen Raume eindeutig ist, 
folgt aus der Bauart unserer Form cl und wird auch auBorlich erkonnbar 
durch die Substitution a - (j> - p, ahnlich wie in Gl. (14a). 

4. Fiir r — 00 vcrsehwindot U ini 2ten, 3ten, . . ., (m - I)ton Blatt 
(\v\ >n) unseres Riemannsohen Raunics, wie wir sogleioh zeigen werden. 
DaB es auch im erston Blatte (|^| ^ n ) verschwindct, folgt daraulhin 
aus Gl. (6), in der auBer U(P U Q ),. . (I(P n . l3 Q) die rcohte Seite 
EVP’C!) fiir t ==• on Null wird. Zum BowoiHe der erston ■ Bclmuptung 
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bemerken wir: "Oberall da, wo in Fig. 74 R a einen positiv-imagin&ren 
Bestandteil hat, versohwindet e? kR * fiir r = oo. Infolgedessen ver- 
sohwinden die ausgezogenen Wegstiioke (0) auf schraffiertem, die 
punktierten auf niobt sohraffiertem Wege. Wir kdnnen aber die Sohlixigen C 
so ftihren, daB sie, soweit auflgezogen, nur au± schraffiertem, soweit punkrfciert, 
nur auf Tmaohraffiertem Wege verlaufen. Wir brauohen zu dem Ende 
lediglioh die obere Sohlinge (C) bo weit herunterzuziehen, daB aie duroh M 
und B geht, die untere bo weit heraufzuziehen, daB sie durch M und A 
verlauft. Der Pol in a = 0 stort dabei kerneswegs, da er nach Voraus- 
setzung (| <p | <tc) auBerhalb der* Streoke AB liegt. In deraelben Weise 
zeigt man, daB die AuflfltraMungsbedingung erfiillt ist. 

Der Grenzlibergang zui unendliohen Windungsf laohe (n == oo) laBt 
sich ersiohtlioh sowohl in Gl. (14) wie in GL (17) ebenso ausfiihren wie 
fritter in Gl. (12). 

Indem wir noch einmal auf das zweidimensionale Problem zuriiok- 
kommen, konnen wir auch hier naoh einer verzweigten Losung mit Un- 
end liohkeitsstelle oder, wie wir sagen konnen, naoh der ,,Funktion der 
leuohtenden Linie“ fragen. Sie wird durch eine zu (17) ganz analogo 
Formel bei gleioher Wahl des Integrationsweges dargestellt 1 ), wobei nur 
die GroBe e> kB /R duroh ihr zweidimensionales Analogon El (hR) zu er- 
setzen ist [vgl. den nachsten Paragraphen, Gl. (3)]. Bier bedeutet H die 
,,erste Hankelsche Funktion" vom Index 0. Die Unendliohkeitsstelle 
dieser Funktion sowie der daraus abgeleiteten verzweigten Losung ist 
indessen nicht, wie bei der Funktion des leuohtenden Punktes, eine solche 
erster Ordnung, sondem, wie in der zweidimensionalen Potentialtheorie, 
eine logarithmisohe. 

5, Anwendtmgen und Erwdterungen. Mit den in den vorangehendon 
N ormn ern konstrnierten Funktionen l&Bt sioh zunAchst das Problem des 
unendhoh dtlnnen, vollkommen reflektierenden Beugungsschirm.es von 
der Gestalt einer Halbebene losen, unter Anwendung des Spiegelungs- 
verfahrens naoh Gl. (4) bzw. (4 a). Dabei ist im allgemeinen die Losung 
fiir den zweifaohen Riemannschen Baum, imbesonderen wenn es sicli 
um eine ebene Welle liandelt, deren Einfallsnchtung senkrecht zur Kanto 
des Sohirmes steht, die Losung fiir die zweibl&ttrige Riemannsohe Flache 


l ) Math. !■ c. 47, 348. Die dreidimensionale Erweiterung dor 

dort gegebenen aweidimenaionalen LOsung wurde zuniehBt fhr den Fall der Potential - 
theorie [vgl. Proo. Lond. Math. 8oo. 28 (1896), 8. 396] entwickelt. Die Ubertragung 
auf die Wellentheorie gab H. 8. Carelaw, ebenda 30 (1898), 8. 121. Vgl. auoli 
Proo. Edinburgh Math. Soo. 19 (1901), 8. 71, wo der Fall der ebenen Welle im 
RiemannBohen Raume behandelt wird. Nahere DiBkusaion bei C. W OReen 
Arkiv f. Mat. Astr. och Fvaik 7, Nr. 26, 34, 40. 
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zu benutzen. Die n-faohe oder 00 -faohe Verzweigung kommt in Betracht 
ftii die sobwarze Ealbebene. 

Wix konnen aber mit unseren verzweigten. Loaungen auob den Fall 
eines vollkommen reflektierenden Keilea behandeln. Die klassisohe 
Realisierung dieses Talles ist der Bresnelsohe Doppelspiegel, flir dessen 
Theorie, wie bekannt, die Beugungsersoheinungen an der Kante des Keilea 
(der Geraden, in der die beiden Spiegel zos ammens toflen) maSgebend 
aind. Sei 6 — nnjm der im Luftraum, also 2n — 6 dec innerhalb des 
Keilmaterials gemessene Winkel. Der Luftraum auBerhalb des Keilea 
sei unser Gebiet 1, fttr welches das Beugungsproblem gestellt ist. Wir 
spiegeln es fortgesetzt an den Flanken des Keiles. Das Ausgangsgebiet 
zusammen mit 2m-l spiegelbildlichen Wiederholungen desselben fallen 
den Baum n-faoh luckenlos aus. 

Im Gebiet 1 sei der leuchtende Punkt Q, gegeben. Duroh. einmalige 
Spiegelung an einer der beiden Keilflanken entstehe der Spiegelpunkt Q\ . 
Man kann, statt die Spiegelung an der anderen Keilflanke iortzusetzen, 
das Punktepaar QiQ[ um die Keilkanto durch den Winkel 2 0 fortgesetzt, 
n&mlich (m — l)-mal drehen, wobei die Paare Q 2 Q S ,..., Q m , Q' m entstehen 
mogen. Jeder dieser Punkte werde zum Quellpunkt einer n-facb ver¬ 
zweigten Losung V gemacht. Dann erhalt man in 

( 18 ) « V ( P, Q t ) TS V (P, Q.) 

i •= 1 1 = 1 

die Losung des Beugungsproblems mit der Oberflachenbedingung u = 0 
(oberes Vorzeichen) bzw. du/dn = 0 (unteres Vorzeiohen) auf beiden 
Keilflanken. Der Beweis liegt darin, daQ nioht nur die beiden Begrenzungs- 
ebenen des Ausgangsgebiets, sondern auch alle ihre spiegelbildlichen 
Wiederholungen im n-fachen Riemannsch.cn Raume symmetrisch liegen 
zu samtliohen Quellpunkten Q, , Q\ m 

Schreibt man auf der einen Keilflanke (a) u = 0, auf der anderen 
(6) du/dn = 0 vor 1 ), bo hat man bei dom (wic obon definierten) Kcil- 
winkel 0 — nn/m nicht 2 m, sondern 4 m Spiegelungen vorzunehmen, 
und zwar an der Flankc {a) und ihrcn Bildern solche mit Vorzeichen- 
umkehr, an der Flanke (6) und ihren Bildern solche mit Vorzeichen- 
gleichheit. Man kommt dann zu einer 2 n-fachen Beilcokung des Raumes, 
abo zu 2n-fach verzweigten Funktionen. 

*) DieBe „gemiHohte“ GrenzbedingiuiR hftt IntoroHse fur die Hydrodynamik, 
vgl. N. Zeilon, Schwedifloho Akodemie Handlingar, 3. Berio, 1, (1924), S 1. Dio 
Differontialgleichung wt dabei dicjoniRe der L’otentialthoorie (k -= 0); der Ver- 
Kweigupgsachnitt ist ursprunglieh oino KroiHaoheilie, aie wird duroh roziproke Radien 
(a. unten) in die Halbehone, d. li. omen Keil vom aufleren Winkel 0 --= 2 rr ver- 
wandelt, bo dafi 2 n -=■ 4 winl. Die erforderlichen IjOHungon flind dann im Bchlichten 
Raume viordeutig. 
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Die tJbertragnng auf den Fall der (zwei- oder dreidimensionalen) 
ebenen Welle ist evident. 1st der Winkel 0 kein rationales Vielfaolies 
von n, so hat man statt des w-faohen den oo-fachen Riemannschen 
Raum heranzuziehen. 

Von Interesse ist der reohtwinklige Keil, 6 = 3 rc/2. Die Losung 
ist dann im dreiblattrigen Riemannschen Raume eindeutig. Dieser 
Fall ist von F. Reiohe 1 ) naoh der hier angedeuteten Methode diskutiert. 
Denkt man an die wirkliohe Ausfiihrung eines Beugungsspaltes, vcr- 
gliohen mit der GroBe der Wellenlange des Lichtes, so ahnelt die einzelno 
Spaltbaoke wenigei einer nnendlich dlinnen Halbebene als oiner tiefen 
Tnnnelwandung. Die Verh&ltnisse beim Austritt der Lichtwelle kann 
man dann beiderseibs angenahert als Beugung an einera reohteekigen 
Keil besohreiben. 

Das Problem des Keiles laflt sioh nooh anders und in gewissem Sinne 
einfacher behandeln. Man frage zunachst, unter 0 den Keilwinkel ver- 
standen, naoh einer Losung der Wellengleiohung, welohe im Azimnt q> 
die Periode 2 6 hat, Diese laflt sioh genau so gewinnen wie die Losung (17), 
welohe die Periode 2 n n hatte. Man hat nur in (17) [oder den entsprechenden 
Formeln (10) und (14)] 2 Tin zu ersetzen durch 2 6, also a/« durch arc/fl. 
Die so entstehende Funktion J7 a „ ist, wie wir Bagen konnen, eindeutig 
in einem Keile vom Offnungswinkel 2 8, dessen Flanken periodisoh auf- 
einonder bezogen sind. Indem wir diesen Keil halbieren und in die eino 
HfiJfte den Pol Q, in die andere seinen Spiegelpunkt Q' setzen, bildcn wir 

(18a) w=U 2B (P,g)Tt7 S B(P,0 / )- 

Wir erfiillen dadurch die Randbedingung u — 0 bzw. dujdn — 0 fur 
beide Keilflanken des halhierten Gebietes 2 ). 

Die jetzige Formel, verglichen mit der fruheren (18), zeigt offenbar 
an, dafl die in (18) angedeuteten Summationen sich ausfiihren lassen und 

ergeben. Dies gilt auch in dem Falle Ofn irrational, wo die Summon 
in (18) unendlioh Bind. 

Mit Hilfe der hier verwendeten Methode kann man auoh don Fall 
erledigen, wo die Liohtquelle nioht periodisoh, sondem naoh einer be- 
liebig vorgeschriehenen Funktion der Zeit strahlt 3 ). Solche Funktionen 

l ) Ann. d. Phys. 37 (1912), 8. 131. 

*) H. M. Macdonald (Electric waves, S. 180, Cambridge 1902) stellto zuerat 
eine solche Lbaung auf anderem Wege her. A. Wiegrefo [Dias. Gottingen 1912; 
Aon. d. Phys. 39 (1912), 8. 449] behandelt weitore hierher gehorige Falle, dcsgleichcii 
H. 8. Carslaw [Proc. Lond. Math. Soo. 18 (1919), S. 291]. 

3 ) Vgl. die 8. 791, A nm . 1 zitierte Abhandlung. Die dortige LOsung wirri auf 
anderem Wege abgeleitet von H. Lamb, Proo. Lond. Math. Soc. 1907, S. 191 uml 
1910, 8. 422. 
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wurden uispriinglich fiir die Beugung der Rontgenstra tilen konstruiert 
und aind Losungen der Wellengleichu ng 


1 S a u 

F8? = 4, ‘- 


A. Rubinowicz 1 ) integriert diese Gleichung ftix einen beliebigen 
Keilwinkel 0 und verwendet die so erhaltene Bunktion, um die Losungen 
der vorstehenden Diff erentialgleichung auf einer beliebigen Riemannschen 
Fl&ohe bei beliebigem Anfangazustand schrittweise zu konstruieren. * 

Bb ist biflher nioht gelungen, die Losung fiir den Ball zweior paralleler 
Yerzweigimgslinien oder, zweidimensional gesprochen, fiir eine Riemann- 
solie Blache mit zwei im Endlichen gelegenen Yerzweigungspunkten in 
-endlioher Borm zu konstruieren. Eine solohe Losung wiirdo die oxakte 
Beh&ndltmg des Spaltproblems gestatten (exakt im mathematisclion Sirnio 
bei vollkommen reflektierenden, unendlioh diinnen Hpaltbaeken, nicht 
exakt im physikalisohen Sinne). Sohwarzschild 2 ) hat, ausgohend von 
der verzweigten Losung fiir die Halbebene, das Spaltproblem duroli 
ein sukzessives alternierendos Verfahten in konvergenter Form ap- 
proximiert. 

In der raumlichen Potentialtheorie gewinnt man aus der Losung fiir 
eine gerade Verzweigungslinie diejenige. fiir eine kreisformige duroh rezi- 
proke Radien 3 ) und konstruiert von da aus das Potential der Kreisscheibe 
mittels Spiegelung. Das ontsprechende optischc Problem ware die Beugung 
an dem kroisformigen Schirme (z. B. Ncbeltropfchen) oder an der kreis- 
formigen Blende (Pnpille, Bernrohr). Leider aber ist die Transformation 
duroh reziproke Radien auf die Differentialgloichung Au + Wu = 0 nioht 
anwendbar. Letztere goht namlich bei der Inversion an der Einheitskugel 
r=l iiber in die Differentmlgleiehuiig 4 ) Au-\ A^w/r 4 = 0. Die in- 
vertierte Ijdsung ist also koine Lowing der Wellengleichung mit kon- 
stantem, sondern mit variablem (und im Inversionszentrum singularcm 1) 
BrechungsiTulex. Infolgedessen miwsen bereits bei kreisformiger Bc- 
randung des BeugungssehimieH andere Methodcn (Reihenentwieklungen) 
ausgcbildot werden, wenn man zu einer mathomatiRoh exakten Losung 
gelangen will. 

Erwahnt sei noch em Problem der Elastizitatstheorio, namlich das 
deT Bruchfestigkeit einer goritzten Oborflaehe. fiielit man den ltitz als 


‘) Math. Ann. 96 (1927), S 648. 

*) Math. Ann. 56 (1902), 8 177. 

•) Vgl. die Anm. I, 8. 796 zitierte Abhandlung „t)ber vorzwoigto Potential© 
im Rauinc", London Math. Soo. 28 (1896), 8.395. 

4 ) F . Pookols, Pber die partiollo Diffcrontialglcichung Au -|- h % u — 0 
{Leipzig 1891), msbosondoro 8. 205. 
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unendlioh sohmal an (Keilwinkel im elaatiflohen Material gleioh 2 n), bo 
hat man die elastisohen Grenzbedingungen fill die beiden Seiten einer 
Ealbebene zu erftiHen nnd. gelangt zom Ziele mit Hilfe von zweideutigen 
(anf der zweiblfittrigen Riemannaohen Flaohe eindentigen) Ldsnngen der 
elaatisohen Differentialgledchtmgen 1 ). 


% 2. Konvergente nnd semikonyergente Entwioklnngen 
der verzweigten Ldsnngen 

Die im vorigen Paragraphen gefnndenen komplezen Integrate lasaen 
sioh anf zweierlei Arten ann&hem, duroh konvergente Reihen, welohe 
nnpraktiaoh Bind, oder duroh divergente (semikonvergente) Reihen, welohe 
sich ala SuBerst wirksam erweieen werden. Der Grand fQr dieses gegen- 
satzliohe Verhalten der beiden Reihen liegt in der Kleinheit der Wellen- 
lange: da aua dimenaionellen Grttnden unsere Losungen von dem Ver- 
haltnis rjX oder, was dasselbe bedeutet, von dem Produkt hr abhangen, 
so interesaieren uns praktiaoh nur die Entwioklungen in der N&he dos 
wesentlioh aingul&ren Punktes hr = oo, wo es keine konvergenten Reihen. 
gibt, wahrend die konvergenten Reihen In der N&he des Punktes hr =0 
nur ein theoretisohes Inter esse beanspmohen konnen. 


1. Vorberettendes fiber Besselscbe Funkfionen. Wir kniipfen an 
GL (8) in § 1 an, welohe bei beliebiger Wahl von A eine Losung der Wellen- 
gleiohung darstellt, and setzen darin 

4(a) = — («-«/*), 

7t 


unter p eine beliebige (rationale oder irrationale, positive oder negative) 
Zahl verstanden. Indem wir als Integrationsvariable ft = a — cp einfilhr en, 
erhalten wir: 

u = Z„(hr), 

Z,(g) = ^ f 


Z B (q) ist die allgemeinste ,.Zylinderfunktion*‘ vom Argument q und dem. 
Index p. Sie gentigt der „Beflselsohen Differentialgleichnng" (1. Bd., VT, 
§4, 4), die wir von nnserem Ausgangspnnkte aua folgendermaOen ab- 
leiten. Der Ansdruok (1) ist eine Losung der in Polarkoordinaten r, <p 
gesohriebenen Wellengleiohung 


(la) 


dr* 


i du i 

+ 7dV + ?w + Pu 


0. 


') K. Wieghardt, Zeitsohr. f. Math. u. Phys. 65 (1607), 8. 60. 



XX, §2 


Hankelsohe Funktionen 


831 


Infolgedessen haben wir fur Z: 





Z = 0. 


Setzen wir noch hr — q, bo konnen wix einfacber sobreiben: 


( 2 ) 


#Z 

dq* 


IdZ 

e 



0 . 


Die versohiedenen Loaungen dieser Eeaaelaohen Differentialgleiohung 
entsteben, wenn wix liber den in (1) angedeuteten Integrationsweg in 
versohiedener Weise verfiigen. Zur Orientierung sei bemerkt: In der 
Ausgangaformel (8), § 1, konnte der Integrationsweg flix a beliebig ge- 
wlblt werden. Bei der Substitution /3 = a — <p wUrde er dann aber im 
aUgemeinen von <p abbangig werden. Soli also Z nur F unk tion von o 
sein, bo mull der Integrationsweg in (8), § 1, und daber auob in (1) ins 
Unendliobe auslauien. Fig. 75 zeigt, abnlich wie Fig. 73, diejenigen Ge- 
biete (scbiaffiert), in denen cob/3 bei komplexem einen negativen 
reellen Teil bat, in desaen TJnendlichem also das Integral konvcrgiert. 
Die geradlinigen Begrenzungen dieser Gebiete Bind fur reelles q gezeiobnet 
(bei komplexem q deformieren sie siob). 


Fig. 75 Fig. 76 



Wir konnen nun unser Integral (1) aus dem Unendlichen jedes der 
schraffierten Gebiete naob dem Unendlichen jedes anderen fiihren. Aber 
nur zwei von diesen Integralen Bind linear unabhangig. Dio iibrigen setzen 
sioh aus ihnen mit konstanten Koeffizienten e s *‘ mp (m ganzzahlig) zu- 
Banimen. Als die beiden unabhangigen Integrate wahlen wir aus: 


w 


B' P (q) 


11 

| e »(>oo8/J e ip((i~*li) dfi, 
I 

III 
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Die Integrationsgrenzen I, II, III deuten auf das Unendliche der 
sohraffierten Qebiete I, II, III hin. Die Wege fiir H 1 und H 2 Bind mit 
RiiokBioht auf Spaterea Bpeziell duioh die Punkte P = 0 und f$ = n hin- 
durohgelegt, und zwar unter 45° gegen die reelle /9-Aohse geneigt, konnen 
aber im iibrigeu natiirlioh beliebig defonniert werden. Insbesondere siebt 
man, daB die Aufeinanderfolge der Wege von 2Z 1 und H* identiscb wird 
mit dem direkten "Obergang von I naoh III. 

Wir definieren 

m 

(4) J,(Q) = \(HUe) + B i P (Q)) - ^ j 

I 

und stellen den hier gemeinten Weg nooh einmal in Fig. 76 (obere Halfte) 
dar. H 1 und EP Bind die sogenaimtenHankelschenFunktionen, vgl. 1. Bd., 
VUI, § 3, 8, J ist die Besselsche 1 ) Funktion im engoren Sinne. Die 
ersteren werden unendlicb fiir g = 0, die letzbere bleibt fiir g = 0 und 
p > Q endlioh. In der Tat wird das Varhalten aller drei Funktionen fiir 
o = 0 gegeben durob den fiir die betreffenden Integrations grenzen zu 
bildenden Aufldruok 

-L 

ip 

woraus das Unendlicbwerden an der Grenzell bzw. Endliohblciben an 
den Grenzen I und III umnittelbar folgt. Bei ganzzahligem p = n laflt 
flioh der Weg I -* III, wie Fig. 76 durob den gestriohelten Linienzug an- 
deutet, auf ein Stiiok der reellen Aohse von der Lange 2 n reduzieren, 
da aiob Haim die Wege parallel der imaginaren Aohse aufheben. Man kann 
(bei geringfiigiger Abandoning der Integrationsgrenzen) sohreiben: 

+ * 

(6) J n (e) = f dp 

— JC 

und kommt somit auf die urspriingliobe Besselsche Integraldarstollung 
ffir ganzelndizes zuriiok, vgl. 1. Bd., VIII, § 3, Gl. (13). Ihre naturgemaBe 
Verallgemeinerung fiir beliebige Indizea, auf die es uns bei den Bcugungs- 
problemen gerade ankommt, ist unsere Formel (4). Gl. (B) laBt auoh. 
den Grand fiir die von uns vorgenommene Normierung erkennen: Der 
Faktor 1/2 n bewirkt, daB J 0 (0) = 1 ist, der Faktor e~ inn ^ hat zur 
Folge, daB J n (q) fiir reellea q reell wird. 


x ) Sie kommt ftir n = 0 aohon in Daniel Bernoullis Theorio der 
Bchwingenden Saite (1732) nnd in lonriers Thdorie analytique de la ohaleur 
(1822) vor. 
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Vertauflohen wir in (4) p mit — p, so entsteht 

IV 

( 4 ft) J„(e) — — 2^ j e-‘PV+*l* ) dp 

n 


mit dem in Fig. 76 (unteie Halfte) dargestellten Integrationswege. 

J p (q) laflt sich in die folgende (aus unserem Integral leioht zu er- 
haltende) Reihe entwickeln: 


( 4 b) J* .(e) - 2pI7(v )( 1 21 


2PlJ(p) \ 2(2p+2) 


2.4(2p + 2)(2p + 4) 



vgl. 1. Bd., vm, § 3, Gl. (6). J verschwindet also win qp bei positivem p. 
Das Yerhalten. von H 1 und IP bei q = 0 und gamzahligeni p ist in 
1. Bd., Vm, § 3 unterauoht. Insbesondere gilt fiir p = 0 in dar Um- 
gebung von q = 0: 


( 6 ) 


yflo l (<?) = - /«(ff)log^+- 

= +^o(e)iog-2 e +‘--- 


j y = 1,7811 = e v , 

l 

i 

C = 0,57722 = Mas- 
oberonisobe Konstante, 
' vgl. I, §4, Gl. (38). 


Bei bebebigem p gilt: 


(6a) Hl p (q) = #P*H' +P (q), H'.„(q) = er<*« H' +P (q), 


wie man leicht sieht, wenn man in den Intcgraldarstellungen (3) /? mit 
— P vertauscht. 

Wir erwahnen ierner die sogenannten Umlaufrolationen 1 ) dor 
Hankelsohen Funktionen. Man leitot dieselben von unserem Stand- 
punkt*), d. h. von den Definitionsgleiohungen (3) fiir H x p und H* p 
auflgebend, folgendermaBon ab: Man setze fiir g ein ge ltt und lasse 
d kontinuierlioh variieren von 0 bis inn, wo m irgendeino positive oder 
negative gauze Zahl ist. Dabei verschieben sioh die Sohraffierungen 
in Fig. 75 und mit ihnen die Integrationswege fiir U 1 und BP in kon- 
tinuierlioher Woise mit Indem man die versoliobenen Integrations¬ 
wege aus den ursprlinglichen zusammensetzt, erhalt man lineare Be- 


L ) N. Nielsen, Handbuoh der Theono der Zylmderfonktionon, Kap. I, § 5. 
Leipzig 1904. VgL insbesondere die Gl. (6) und (7) daselbst. 

*) Dieeer Standpnnkt wird insbesondere durchgefiihrt von L. Hopf und 
A. Sommerf eld, tJber komplexe lntegraldarstellungen der Zylinderfunktionen, 
Arch. d. Math. u. Phys. 18 (1911), S. 1. 

Hi »ei-Frank, Dfflerentialglelohungon. II 
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rieh ung p .n zwiflchen den Werten B}, IP vom Argument g e mni und 
denen vom Argument g. Insbesondere ergibt sich fttr m = ± 1 bei 
beliebigem p: 

(6b) R}{ge'*) = + 

von denen die zweite aus der ersten hervorgeht, wenn man in letzterer q 
mit ge~ <n vertansoht. Mr j> = 0 wird z. B.: 

(M ni(ge<«) = -m(g). 

Yon besonderer Wiobtigkeit ftir die Anwendungen ist das Verhalten 
von H 1 und H* bei groBem g . Alsdann verschwindet e 4 ^ 00 *^ in alien 
Punkten der sc hraffi erten Gebiete der Fig. 75 und wird in alien Punkten der 
unsohraffierten Gebiete unendlich groB (g als reell vorausgesetzt). Unaer 
Integrationsweg fiir JJ 1 iiberflchreitet also, von verschwindenden Werten 
in I kommend, bei /} = 0 einen „PaB“ mit reebts und linkn ansteigendon 
groBen W erten des Integranden und senkt sicb in II wieder zu versch.win.dcn- 
den Werten binab. Entsprechendes gilt fiir IP mit Bezug auf den ,,PaB c * in 
P = tc. Nut die unmittelbare Umgebung der PaBhohe befert merkliclie 
Beitr&ge zum Integral. Die PaBhohen selbst tip.titip.ti wir aueb, wegen doa 
Verbaltens der zu integrierenden Funktion in der Umgebung des Passes* 

, ,Sattelpunkte“. 

Dabei wird man den Sattel in der Riohtung des steilsten Abfalles 
( 3 ,steepest descent**) des absoluten Betrages der Exponentialfunktion 
verlassen und in der Riohtung des steilsten Anstiegs erklimmen mtissen* 
um moglichst sobnell in das Gebiet der niedrigen Funktionswerte zu 
kommen bzw. mogbebst lange in diesem zu bleiben. Das bedeutet in 
unserem Falle, dafi man beide Passe unter 45° gegen die reelle Aobse liber- 
schreiten muB, wie in Fig. 75 angedeutet, d. h. man muB siob gleich weit 
von den Anhoben reohts und links halten. 

Die allgemeine Regel, welche zu dieser Wahl des IntegrationswcgOH 
fiibrt, lautet nacb P. Debye (vgl. auoh 1. Bd., IX, § 3, 2): Man zerlege die* 
den unendlioh werdenden Parameter (in unserem Falle g) multiplizicrcnd c* 
Ennktion / (in unserem Falle tcosj?) in einen reellen und imaginiiren 
Teil u und v. Der Ausdruok e?" ist der absolute Betrag der Exponential - 
funktion. ds sei die Riohtung der starksten Anderung von u, in der wir 
integrieren sollen, dn die Riohtung senkreebt dazu. Dann gilt du/dn =- O 
und wegen der Cauohy-Riemannscben Differentialgleiobungen [1. Bch, 
.» § Gl. (10)] auoh dvjds = 0, d. b. der Integrationsweg ist zu !><*- 
stimmen durob die Gleichung 

= Const, 

wo t? 0 den Wert von v im Sattelpunkte bedeutet. 
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Dies liefert in unserom Falle bei H 1 : Sattelpunkt /? = 0; / = £ cos /?, 
im Sattelpunkte f 0 = i = v 0 , in dcr Nahe dessolben / = £ 


aetzt man P = bo vcrlangt die Gleichung v = v Q , dafi — cos 2 9 


— 0 , also (p = — — sei. = + 4 " vom Sattelpunkte aus in 

das nicht Bchraffierte Gebiot fiihrcn.) Der reclle Teil von / wird 
s a 

u = ~ sin 2 Femcr gilt dp = dse~ tnl 4 ; die Integration ist 


auf die Umgebung des Sattelpunktes, sagen wir von — e bis + e zu er- 
strecken, wo e eine beliebig kleine, von r unabhangigo GroJJe bedeutet. 

Die in (3) vorkommcndc zwcite Exponentialfunktion, welche q nicht 
enthalt, kann ala langsam vcranderliclie Funktion angeBohen und durch 
ihren Wert im Sattelpunkte crsetzt werden. Dcr Ausdruck fur H 1 in ( 3 ) 
geht daher fiber in 


(7) 


Biie) = 



is. 


Bei der Substitution t = s V q/ 2 werden die Grenzen des Integrals ± 00 
fttr e 00 und das Integral selbst gleich ) 2ti/q. Indeni wir das ent- 
sprechende Verfahren auf H 2 anwendon, erhaltcn wir die asymptotiscben 
Darstellungen: 



Dieses einfache asymptotischc Verlialten bcgriindet die bcsondere Wichtig- 
keit der Hankelsohen Funktionen fur die Anwendungen. 

Bei genaucrer Approximation (man fiihre / — / 0 als noue Integrations- 
variable ein und entwioklo nach dieser den Ausdruck e? p P dji) erhalt 
man ftir H 1 und II 2 semikonvorgente, nach ncgativen Potcnzen von q 
fortschreitende Rcihcn fs. unten Gl. ( 8 b)J, deren crate Glieder die Aus- 
driicke ( 8 ) sind. 

Der besonderc Vorzug d car jjPttBmethode" oder >,Methodc der Sattel- 
punkte“ besteht darin, dafi sie frei ist von alien formalen Rechnungen, 
derart, daB eine groBero Komplikation im Aufbau der zu approximierenden 
Integrale ihre Wirksamkoit in keiner Wcise begrenzt. Dies wird unten in 3 
deutlioh werden. 


53* 
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Aus (8) folgt nack (4) als asymptotiaohe Daratellung der BesBelschen 
Funktionen: 

( 8a ) -Me) =l/^ 008 (e-T :iw )- 

Die drei Formeln (8) und (8 a) bilden das genaue zweidimensionale 
Analogon zu den eindimenflionalen Bohwingnngstypen von exponentiellem 
Charakter (ebene Wellen). Wir konnen gegeniiberstellen: 


Bbene Wellen: 


Fortsohreitende Wellen 


i «+•** 


Stebende Wellen 


coaiz 
sin kx 


Zylindriaohe Wellen: 
Bp (k r) 
Bp(kr) 
J p (kr) 

N p (k r) 


Die hier emgeftilute „Neumannsche Funktion“ N wird naoh Jahnke- 
Bmde, rnnktionentafeln, in Analogic zu (4) definierb durch 

N p ( e ) = ±(H}( e )-H!(e)). 


Die Formeln (8) gelten auoh fiir komplexe Argumente, wenn man 
die g-Ebene l&ngs der negativen bzw. poaitiven imaginaren Achae aul~ 
solmeidet 1 ). Bei einem vollen Umgang um den Nullpunkt andem sioh 
die DarsteUnngen (8) enteprechend den Umlaufrelationen [siehe oben 
Gl. (0b, o)]. Wie von einem Hauptzweige dea Logarithmus kann man von 
den Hauptzweigen der Hankelsolien Funktionen sprechen. Setzt man 
p = | g|e*^, so umfafit der Hauptzweig von H 1 bzw. H 2 das Gebiet 
— nf2 < # < 3 rc/2 bzw. — 3 re/2 < # < + ji/ 2. Der Hauptzweig von 
B 1 versohwindet im Unendliohen der ganzen positiv-imaginaren Halb- 
ebene, der von H* im Unendliohen der ganzen negativ-imaginaren Halb- 
ebene. J v (q) dagegen versohwindet mu im Unendliohen der reellen Achat*, 
und wird sowohl in der positdv- wie in der negativ-imaginaren Halbebene 
asymptotisoh unendlioh. Naoh dem Tiber den Gtdtigkeitsbereioh der Formcln 
(8) Gesagten gilb Formel (8a) in dem Gebiet — jr/2 < # < + rc/2. 

Wir merken noch ala besondere Folge von (4) und (8) die wiohtige 
Beziehung an: 


(8b) 


iM + 1 


gtQtig fflr jedea komplexe, unendlioh grofi werdende gmit positiv-imaginarem 
Bestandteil. 


x ) H. Hankel, Math. Ann. 1 (I860), S. 497. 
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Wuraeln der Hankelaohen Fnnktion 


887 


Die voUfltandige semikonvergente Entwicklung der ersten Hankel 
sohen Ftmktion lautet: 


I IjQBiie) 

m L^-^h p'-O'V y , (p'-w) (?*-(*/,)*) 

m \ ~ e V 11(2 iQ) + 2l(2i^ 

(^-(V^H^-WHp^W) , i 

( 3!(2*e)» + "'\- 

Biesdbe Formel gilt auoh fiir die zweite Hankelsohe Funktion B* p (q), 
wenn. Ttm.n iiberall (aber nioht im Argument q) + i durob — i ersetzt. 
Der (} -Ausdruck in (8b) iat identisob mit der GroBe P v (q) + iQ„(e) 
von Bd. 1, S. 443. 

die Beibe 

mit dem (n-|- l)-ten Gliede abbiicbt, daB also dnnn 


Gl. (8o) zeigt, daB bei balbzahligem Index (jp ■■ 


2n + 1 


(8d) 






Rnzahider Hfom/n von 


eine ganze Funktion n-ten Grades von 1/q wird. Solche „halbzahligen“ 
Hankelaohen sowie die entspreohenden Besselschen Funktionen spielen 
in der Optik einc besondere Rolle bei alien Problemen von Kugelsymmetrie 
(vgl. § 4 und Kap. XXTTI, § 4). Da 

eine ganze Funktion n-ton Grades 77 

in der komplexen Ebene n Wur- 
zeln hat, so besitzt die Funktion 

H„(q) fur p — genau 

nWurzeln. Die ailgemeine Kegel „L , ^ 

fiir beliebiges p ist aus Fig. 77 
emchtlioh: Man trage zu jedcr 

2 fl -| w 1 r i ii 

= die Anzatil j % £ 


^i-J_ 


_l — 




- 


n der Wurzcln als Ordinate auf I 
und ziehe durch die Endpunkto 

dieser Ordinaten, die in Fig. 77 durch die punktiertc Gerade verbunden 
sind, abweohselnd lotrechte und waagerechte Strecken. Die so entstehende 
Treppe von der Stufenbroite und -hohe 2 stellt die Anzahl der Wurzeln im 
Hauptzweig von H p (q) bei beliebigem p dar 1 ). Die betreffendon Wurzeln 


*) H. Falo ken berg und E.H lib, Gdttingcr Naohr. 1916, 8. 190; H. Falcken- 
berg, Mftthem. Zeitachr. 36 (1932), H. 467. 
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liegen bei H l v (g) in. der negativen Halbebene (haben negativ-imagin&ren 
Bestandteil), bei flj (g) in der positiven Halbebene. Man kann n&mlioh 
leiobt mit dem Greenschen Satze beweiaen 1 ), daB 27J (g) keine Wnrzeln 
in der poaitiven, E\ {g) keine in der negativen Halbebene haben kann. 
p iat dabei ala reell vorausgesetzt. 

Bei der Ableitnng der Fonneln ( 8 ) bzw. ( 80 ) wurde als langaam 
verfinderliehe Funktion behandelt. Das iat nur zulassig, aolange p e kb- 
Der gegenteilige Fall (p ~ g oder p ^ g) iat von Debye 2 ) naoh der PaB- 
methode behandelt worden (vgl. 1 . Bd., IX, § 3, 3). • Hierbei muB zunaohst die 
Lage der Sattelpunkte und der Verlauf des PaJJweges neu featgeatellt warden. 
Auf die Bedentong der ao zn gewinnenden Debyesohen Nahernngen fill 
optasohe Zweoke warden wir wiederholt zurliokkonunen. Sie vermitteln, 
allgemein zn reden, den Obergang von der Wellenoptik zur Strahlenoptdk. 

2. Konvergente Darstellung der verzweigten Funktion der ebenen Welle 
dnrch Relhen mit Besselschen Funktlonen. Wir gehenana von Gl. (10a) in § 1. 
Fttr den in der poaitiv-imaginaren ^-Halbebene gelegenen Teil des Inte- 
grataonaweges (vgl. Fig. 72), wo < 1 ist, entwiokeln wir: 

gifiln <jy + g> / !<£+£) »!<SE.+ £> V 

• (l+ c » +e » +•••)• 

Ansfdhrung der in (10 a) vorgesehenen Integration liefert 

i 

i " iHf t s£ 

” Je^'Pe » dp, 

in 

wobei die Bezeiohnung der Integrationsgrenzen im AnsohluB an Fig. 70 
gew&hlt ist. Nach der Defimtionagleictung (4) ftir J^q) iat die vorstchend« 
Summe identiach. mit 

( 9 ) 

1 71 

Andererseits betr&chten wir den in der negativ-imaginaren /f-Halbobene 
gelegenen Teil des Integrationsweges, wo \&^ n \ > 1 ist. Hier haben wir 
folgendermaflen zn entwiokeln: 

# fin — (P + fl + ^ 

efPIn — er t( pl n ^ 6 n + 6 n + • ■ - 

l ) D. Hondroa, Ann. d. PhyB. 30 (1009), vgl. S. 906, 018ff. Der Bewois l&Bt 
aioh unmittelbar auf beliebige Indizes p erweitem, wenn man daselbst in (29) Botzfc: 

li = V = fl£(0r)fl- l *P. 

*) P. Debye, Math. Ann . 67 (1909), S. 636 und (fiir komplexe Argument© 
oder Indizes) Miinoh. Akad. 1910. 
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Vergleioh mit der Potentialtheorie 


Ausfiihnrng der Integration liefert, mit der in Fig. 76 erkl&rten Bezeiohnung 
der Integrationsgrenzen: 

n 

- - ** \ e thr**p e n^dp' 

2 *»o J 

IT 

Naot Gl. (4a) konnen wir hierfiir sclueiben: 

(9ft) 

0 n 

Die Summe von (9) und (9 a) ergibt ale die gesuohte Reihendarstellung auf 
der Biemannschen Flache: 

*» j ™ ^ 

(10) W = s c ‘» e " * Jm(hr) cos — 9 , 

w = o n n 

Insbesondere folgt daraua ftir n = 1, wo w gleioh e , * rooBV wird (ebene 
Welle in der sohlichten Ebcnc), oine Reihc mit Bcaselschen Funktionen von 
ganzzahligem Index, vgl. 1. Bd., VIII, § 3, Gl. (13"), die oft als Definitions- 
gleiohung der BcsBelschen Funktionen benutzt wird. Lassen wir anderer- 
seits w = oo werdon (ebene Welle auf der unendlichen Windungsflaohe), 
so erbalten wir aus (10) ein Integral mit BcHselschcn Funktionen von 
kontinuierlieh veriinderlichem Index. Setzen wir namlich. // — m/n, 
also dfi = l/n f c w 2 rf//, bo entutoht aim (10) (lurch Grenzubergang die 
eigenartige Formel 

Wj 

(10a) u = 2 J c 1 " 2 J^(A;r) cob fi yd ft. 

0 

01. (10) ist daH genaue Analogon der Potenzreihen in der zweidimen- 
aionalen Potentialtheorie. Iiier haben wir in der Umgobung eines reguliiren 
Punkte8 bzw. einew n-fachen VerzweigungHpunkteH aln allgemeine Dar- 
stellung des Potentials: 

m ~ 2 rm (-dm cos m y + B m sin m y) 

bzw. 

w = 2 rn ^mCoa- y H- B w ain - 7 >J 

odeT hei komplexer ZuHammenfaHHung (re* tr - s geaetzt und daa konjugierte 
Potential hinzugefilgt): 

IH 

u = 2 @m zm bzw. w = 2 Z>1 (sogenannte PuiscuxHohe Reihen). 


2 

c m = - ■ • • m > 0, 
w 

1 

Cm — — •••*» = 0. 
n 
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Ebenso me die WeQengleiohiiiig ftir jfc = 0 in die Potentialgleiotung 
tibergebt, geht auoh die Besselsohe Punktion J n y„ (hr) naoh Q-l. (5) in 
die entBpreolende Potenztmd tmsere DarsteUung (10) in eine Pnieenz- 
sobe Beibe bzw. deren reellen Tail fiber. 

Hieraue folgfc zngleiob, dafi in der NSbe dee Verzweigtmgepunktes, 
d. b. ftir r = 0, zwar u aelbst endlicb bleibt, niobt aber du/dr. Aus (10) 
nnd (4b) folgt n&miiob ftir r = 0: 


.... i du 

(il) « = -> g7 = 


i-i 

r" 


» U) na-i) 


(p 1 
COS “ + 
n 


= oo, 


wobei wir nor das erste, am st&rksten tmendliob werdende Beihenglied 
hingesohrieben haben. Die Art des Unendlichwerdens von du/dr bringt 
es mit sich, dafi rdu/dr ftir r = 0 versohwindet. Hierauf wurde bereits 
S. 810, Anna. 1 hingewiesen. 

Die Beihenentwicklung (10) tibertragt sich von der Biemannschen 
Fl&ohe anf den Biemannschen Baum. Das in GL (14a) § 1 auftretende 
Integral ist ja von ganz derselben Form wie das in Gl. (10a) § 1. Die vox> 
stehende Beobnnng liefert daher ftir die Funktion der ebenen Welle ixo 
n-faoben Riemannschen Baume (y = Koainus zwischen Einfallsriobtnixg 
nnd Verzweigimgslmie, q = V1 — y 2 ): 


( 12 ) 


” , mi , /7 m 

U = C n e « 1 Jm (kgr) cos-p. 

A - ** 


Ancb dem Problem des „Keils“ laBt sioh unsere Reibenentwicklnnj; 
dnrob eine leiohte TJmbndenmg anpassen. Handelt es sioh wie S. 828 
nm ein keilformiges Gebiet vom Offnungswinkel 2 0, dessen Flankon. 
periodisoh. aufednander bezogen sind, so hat mn-n nur, wie daselbst be*- 
jnerkt, n zu ersptzen durch 6/n. Die Abhangigkeit vom Azim ut <p ist. 

dann gegeben dnroh cos m n imd zeigt in der Tat die Periode 2 6 an. 

Die Indices der Besselsohen Funktdonen in der dann resultierenden, zu (12) 
analogen Gleiobung werden m n/0. 

Will man nun aber z. B. von der Beihe (10) ana zur wirkliohen Bo- 
reohnung der Losung u schreiten, so stofit man, wenigstens im optisebon 

Falle, auf eine praktische Unmogliohkeit, Da hr = 2 n j ist und da 

der Aufpunkt in al ie n optiseben (nioht in den akustischen) Beu.g ung s» 
probl eme n jede nfa l l s eine sehr groBe Anzahl WeUenl&ngen von der Schirrxi- 
kante entfemt liegt, so hatten wir die Besselschen Funktionen ftir ein 
sehr grofles Argument zu berechnen. Wir h&tten also die asymptotisolie 
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Foxmel (8) zu benutzen, solange der Index der BesBelsohen Funktionen 
yiftin iflt gegen ibr Argument, und wiirden alle dieee Reiienglieder merlrKnli 
von gleioher Gro.Be finden. Eine wirkliohe Abnahme der Reibenglieder 
wiiide erst im Geltungsbereiob der DebyeBohen asymptotdfloben Formeln 
etattfinden (vgl. den SohlnB von 1). Dae bedeutet aber, daB die Konvergenz, 
obwohltheoretiscb vorbanden, praktisoh vollig unznreichend ist; die Ati7a1i1 
der zn berficksiohtigenden Reibenglieder ware von der GroBenordnung rjh 
Deebalb mbasen wir tins im folgenden zu einer ganz anderen (theoretiaoh 
divergenten) Art der Approximation wenden. 

Handelt es aioh niobt um die tiberall endlicbe verzweigte Losung u 
(die ebene Welle), sondem um eine Losung U mit logarithmischer Unendlich- 
keitssteOe (die von einer leuchtenden Idnie ausgebende Zylinderwelle), 
bo baben wir naob S. 826 von der Darstellung (17) in § 1 auszugeben und 
darin d kBa /R a zu ereetzen durcb Z7 0 l (kJR a ), wo Hi die erete Hankelschc 
Funktion vom Index Null ist. Auob fiir dieee Losung U gilt eine 
Reihenentwioklung nach BesBelucben Funktionen, welcbe nunmebr der 
MaoLaurinBoben Reibe in der Funktionentbeorie analog ist. Sie lautet 1 ) 
je naohdem r / ist (r = Abstand des Aufpunktes vom Yerzweigungs- 
punkt, r 1 = Abatand des Quellpunktes, d. b. der leucbtenden Linie): 


(12a) 


"21 c m J„{kr) Haler') coa 1 ^ q>... r < /, 

n » 

2 c mJv, (kr t ) Hln (hr) COB^ <p ... r > /. 

n » W 


Dabei habon die Koetfizienton c m dieselbe Bedeutung wio in (10). Fur 
den Fall n = 1 wird speziell 

(12b) V = H l 0 (* R) = H { 1 (Jfc cozy ); 

die Gin. (12a) werden dann identmoh mit deni Hogcnannten Additions- 
theorem der Hankelsohcn Funktion H , vgl. § 3, 2. 


3. Asymptotische Darstellung der verzwelgten Funktion der ebenen Welle. 

Wir gehen wiedcr aus von Gl. (10 a) in § 1 und zeiebnen den Integrationsweg 
von Fig. 72 in der Variablen /) — ot - <p punktiert ein, vgl. Fig. 78. Uiumto 
I joaung (10a) achrciben wir: 

u = f y(P)ex'p(ikrcQBf})dft, 

__ 1 Crt" 

V(P) — n e l t*i u — * 



*) A. Sommorfeld, 1. e. Math. Ann. 47, vgl. flpczicll FJ. 355 und 350, Gl. (12) 
und (13). 
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Wir n a hm e n zunaohst an, daB | y| > n ist, daB also unser AnEpunkt 
nioht dem ersten Blatt der n-bl&ttrigen Riemannsohen Flaobe angehort 
<vgl. B. 819). D&nn ist tp (/?) ant der Streoke — n < P < +n regular, 
und wir konnen die beiden Integrationswege (0) in die beiden Aste D lt D 2 

der Fig. 78 iiberfiihren. Die- 
Belben sind prinripiell identiscb 
mit den beiden Verbindungs- 
wegen (D) der Fig. 72 und 
unterscheiden sicb von letz- 
•a-cp terennur durcb die Art, wie wir 

sie durcb die Punkte p = ± 7t 
hindurcbfiibren. Unsere Wege 
D la D 2 verlaufen durchweg 
i uf schraffiertem. Gebiet, wo 
ikr oo b P einen negativ reellen 
p-Etme und fiir hr oo unendliob 
groBen Bestandteil bat. Dea- 
balb versohwindet die Inte¬ 
gration liber D x und D 2 im 
allgemeinen. Kritisob sind nur 
die Stellen p = ± n. Dies© 
sind Sattelpunkte der Funk- 
tion / ( p ) = iAcos/S, weil tier dfjip = 0 wird. Man muB nun, genau 
so wie S. 835, diese Punkte in der Riobtuog unter 45° gegen die reelle Achso 
(vgl. Fig. 78) duroblaufen, nm auf der Flacbe des absoluten Betrages von 
exp (ikr oos P) Li m en st&rkaten Fallea und starkstenAnatiegs zu beach reiben. 
Wir setzen fiir die Umgebung von p = ^ n: 







P±7z = 8e' n l‘, ip = da . e**/*, y(p) = 


1 e* ,7t l n 
2nn e+ ,n t n — 1 


indem wir als kngsam veranderliohe Funktion (s. unten) bebandcln, 
und erbalten zunacbst 


(14) \u = - - € -ikr+fnH 

n 


+« 

f «-'*/» i f ~i rai 

1*/« _ g- t<pjn ^+tnjn~<fjn ] J 6 * ^8. 


In dem Integral bedeutet e, genau so wie in 61. (7), eine beliebig kleinc* 
von r unabhangige GroBe. Fiihxt man die Integration wie in (7) aus und 
zieht die Klammer zusammen, so entsteht 


1 • / 

g-itfr+si*) n sinre/n 
Vairir cosjr/n — oos q>/n "' I 9* I 311 
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Befinden wir uns andererseits mit unsorem Aufpunkt im ,,ersten 
Blatt" | <p\ < 7 i, so liegt auf der Strecke — n </3< +tt der Pol P = — <p 9 
in dem ip (/?) unendlioh wird mit dem Residuum 1/2 ni. Dieser Punkt ist 
beim tTbergang von dem punkticrten zu dem ausgczogenen Wege in Fig. 78 
mit emem Umlauf zu umgeben und liefert als Boitrag zum Integral: 

u 0 =■= exj>(ikr cos 9 ). 

Infolgedeasen ergibt sich jetzt statt (15) 

— sinn;/ft 

n 1 

cos 71 jn — cos 93 /n 


M < 


(16 a) 


« = + 


e -lUtr+ni 4 ) 
V 2 nkr 


Dabei dberzeugt man sich [am leiobtesten auf Grund der Darstellung (14)], 
daB die nWerte von v, die den n auf der Riemannschen Flachc iiberein- 
anderliegenden Punkten 93 , <p + 2 n, .. . q> + 2 (n — 1 ) 71 entsprcchen, in 
der Summe gleich u 0 werden, wie in § 1 , Gl. ( 11 ) gcfordert wurde. 

Wir betraohten nun die beiden Faktorcn F l und F 2 , aus denen sich 
die rechte Seite von (15) zusammensetzt, einzeln. 

Der Faktor 


(16) 




1 

/-- e 

V 2 7T k r 


stellt, raumlich gesproehon, eine Zylinderwclle dar, die von der Ver- 
zweigungslinie (Schixmkante) ausgeht. Allgemein kennzeiohnot namlioh 
eine Amplitudcnabnahme mit 1 /V r den zylindrisclien Wellentyp. Wahrend 
bei der Kugelwelle [§1, Gl. (3)] die Amplitude abniramt mit 1/r, die 
Intensibat also mit l/r 2 , derart, daB die 1 Gosamtintensitat iiber die Kugel- 
flache 4 n r 2 von r unabhiingig wird, muB bei einer Zylinderwclle die Oosamt- 
intensitat iiber den Zylindermantel (2 nr fiir die LangonoLnheit dessclben) 
konstant werden, die Amplitude also mit L/Vr abnehmen. 

Andererseits entsprieht das Vorzeiehen im Exponenten von F x einer 
von dor Verzweigungslinie ausstralilenden Welle (meht einer physikalisoh 
widersinnigen einstrahlenden Welle) In der Tat wurde der Zeitfaktor 
(vgl. § 1, 3) in der Form e. 1 angesetzt, und es bedeutet ex'p (io>t ikr) 
eine nach wachsendem r divergierende Welle. 

Natiirlich ist das ITnendlichwerden von F x fur r - 0 physikalisch 
irreal. Wir wissen ja [vgl. (51. (11)], daB unsen* Funktion n in Wirklielikeit 
iiberall endlich und fiir r - 0 gleieb 1/n iHt. Das scheinbare ITnendlich¬ 
werden von (16) riilirt nur davon her, daB unsure Formeln asymptotiach 
fiir kr -> 00 gelten, also nieht auf kr 0 extrapoliert werden diirfen. 
Wic wir sehen werden, nimmt aber das Auge eine solehe unerlaubto Extra¬ 
polation vor. 
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SohlieBHoh nooh edn Wort liber den konstanten Faktor e~ in,i in (10). 
Dieeer bedeutet, daB die Phase der Zylinderwelle nioht ttberemstimnit 
mit der Phase der emfaUenden Welle [gegeben dnrob exp (icot -f- ilex), 
also speziell im Nullpunkt dnroh exp sondem hintar ihr tun n/4 

zurtiokbleibt. Bin soloher „Phasensprung“ tritt immer anf, wenn eine 
Welle fliuftw Brennpnnkt (im Palle tmserer Zylinderwelle eine Brennlinie) 
dbersohreitet und ist, Shnlioh wie das soheinbare TJnendliohwerden der 
Am plitude flir r = 0, eine Polge der asymptotisohen Darstellung. In 
Whddiohkert verhSlt sioh nioht nnr die Amplitude, sondem anob die Phase 
der Welle im Nullpunkt stetig — sofem man bei dem hier vorliegenden 
komplirderten Sohwingungstypns tiberhaupt nooh von einer definierten 
Phase reden darf. 

Pig. 70 

-<- 


< 



(17) 



. Jb 

sin — 
n 


cosii/n — cos <p/n * 


weloher die Abh&ngigkeit der Amplitude vom Azimut wiedergibt. F a 
nimmt ab in dem Malle, als sich <p von dem Werte ± n entfemt. Das 
Unendliohwerden von ftlr p = i ist wieder nur soheinbar tmd b<»- 
mht auf einer Unzul&nglichkeit unserer asymptotisohen Approximation 
(s. unten). Im Palle » = 2 bzw. n = oo geht (17) iiber in 


(17a) 




-1 


2 cos 


9 


bzw. F , 


2n 

(p* — 7 1* 


Jeder dieser Ausdrttoke (17) oder (17 a) besagt, daB gebeugtes Lie hi. 
nooh' bis tief in den geometriseben Sohatten binnin wahrgenomtoen wire!. 
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Wir betraohten z. B. den Fall eines schwarzen Beugungsschirms (5 in 
Fig. 79), wo unsere Funktion u direkt, d. h. ohne Hinzutreten eines ge- 
spiegelten Beatandteils den optisohen Zustand darstellt [vgl. Gl. ( 5 ) in § 1 .] 
Die einfallende Welle u 0 kommt aus der Richtung <p = 0 . Unser erstes 
Blatt wird duroli die Halbstrahlen <p = ± n begrenzt, von denen nui 
(p = 4 - % in der Figor eingezeiohnet ist, da <p = — n jenseits des Schirmes 
{Yerzweigungsscbnittes) liegt. Aus dem Untersohied der FormeIn(15) 
und (15a) geht hervor, daB nur im ersten Blatte einfallendes Lioht ^ 
vorhanden ist. <p = n ist also die „ Schattengrenze“; das Gebiet des 
^geometrisohen Sohattens" 95 > n ist in der Figur schxaffiert. Hier haben 
wir gebeugtes licht, und zwar nicht nur in der Nahe der Sohattengrenze, 
sondem bis zu beliebigen Werten von <p 3 mit der in (17) oder (17a) an- 
gegebenen allm&hliohen Amplitudenabnahme, ohne die sonst bei Beugungs- 
eraohemungen oharakteristischen Maxima und Minima (Beugungsstreifen). 
Boloh gebeugtes Lioht ist wiederholt bcobaohtet worden (von Gouy, 
W. Wien in Beiner Dissertation und anderen); es entsprioht ganz der Vor- 
atellung, die sioh ThomaB Young (1802) vom Wesen der Beugung ge- 
bildet hatte. E. Maey maoht darauf aufmcrksam 1 ), daB sohon der Vater 
der Beugungsphanomene, Grimaldi, diese Erscheinung besohrieben hat, 
und daB sie auoh aus der Fresnel-Kirohhoffsohen Beugungstheorie 
(vgl. § 3) erklart werden kann. 

Daa im geometrisohen Schatten wahrgenommene Lioht soheint von 
■der beugenden Kante herzukommen. Die Kante sclbst erscheint dem 
naoh der Kante bliokenden und auf diese akkommodierendon Auge als 
feine leuchtende Linie. Das besagt, daB das Auge die obon als unerlaubt 
bezeiohnete Extrapolation vornimmt, indem es von dem in groBer Ent- 
femung wahrgenommenon Verhalten (asymptotische Naherung fiir 
hr -> 00 ) auf das Verhalten des Liohtfeldes fur hr = 0 sohlieBt. Dies 
tut das Auge ja allgemein, z. B. bei krummlinigem Strahlengang, wo es 
den Ursprung des Strahles durch geradlinigc Verlangerung aus der wahr- 
genommenen Strahlriohtung ableitet. In unserem Falle ist es Bogar ge- 
lungen, die Strahlriohtung in der Zylindorwelle zu photographieren: 
A. Kalasohnikow 2 ) bcfestigt auf oiner sohief zum Strahlengang ge- 
legten photographisohen Platte Stecknadeln, weloho bei hinreiohend langer 
Exposition einen radial geriohteten Schatten werfon. 

Wir haben jetzt die Umgebung der Schattengrenzen <p = ± n zu 
betraohten, wo F 2 naoh (17) und (17 a) schoinbar unondlich wird. DaB 
unser bisheriges Verfahren in dieaem Fallo unzulanglich wird, sieht man 


x ) Zeitflohr. f. d. phya. u. ohom. Untorrioht 17 (1904), S. 11; vgl. auoh Ann. 
d. Phya. 73 (1924), S. 16. 

*) Joura. russ. phya. Gea. 44 (1912), 8. 133. 
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sofort: y (P) wird nach (13) mit 9 * — db rc je flir einen dor Punkte P = T 7t 
unendlich, ist also keine langsam veranderliche Funktion und darf daher 
bei der Beatimmung der Sattelpunkte und bei der Integration iiber dieae 
nicht ala konntant behandelt werden. [In Fig. 78 lag ja der Pol von ip (ft) 
auBerhalb oder innerhalb der lntegrationawege D^, D 2i je nachdem wir 
uns im Sohatten oder im beleuehteten Gebiet bcfanden; Cur die Grenze 
beider fallt der Pol also gerade mit einem der Sattelpunkte zu- 
sammen.] 

Der Weg, den wir hier einzuschlagen hatten, ergibt aich aus dem, 
was am Sohlusse von 1 iiber das Debyesche Yorfabren bei den Hankel- 
Bohen Funktionen gesagt ist: Wir miissen log y) (P) in den Exponentcn 
hinaufnehmen und die Sattelpunkte der Funktion 

/(/3) = cob p + i logy; (/J) 

7 

ermitteln aowie den Verlauf der giinstigsten lntegrationawege in der Ntihe 
der Sattelpunkte. Dies ist in einer Arbeit des Verfassern ausgofiihrt 
worden 1 ). In der folgenden Nummer werden wir auf die Umgebung dor 
Sohattengrenzen in einem Sonderfall zuMckkommen. 

Dagegen miissen wir noch die sehief zum Sohirmrand einfallond© 
ebene Welle, Gl. (14a) in § 1, bespreehen. Da diesc Gleiohung von (10a) 
nui unweaentlich abweicht, konnen wir ihre asymptotische Naherung; 
naoh dem Vorbild von. (15) nnmittelbar hinschreiben. Fur das Gebiet 
des geometrisehen Schattens, auf das wir irna beschrftnken konnen, gilt: 


(18) 


.. e —+ 

u = e* ty * - 1 == ==^-F i ... | q> \ >■ n. 


\2nkgi 


Hier ist y = cos & der NeigungBkosinus, unter dem dio Welle gogen dio 
Sohmnkante (z-Achse) einfallt, g ist gleiob Vl — y* = sin$; F% ba/b 
dieselbe Bedeutung wie in (17). Wfihrend die Phase der emfallonden 
Welle [Gl. (13 a) in § 1 mit <p' = 0] dargestellt wird durch 

tie (yz + Qr cos q>) = ik cos 0 (z + x tg 0) 

(ebene WeUenfLaohe), ist die Phase der in den geometrisohen Schatton 
hineingebeugten Welle naoh (18) 

ik (yz — gr) = ik cob 0 (z — rtg 0). 

Die WellenflScben des gebeugten Lioktes Bind daher Rotationskegel um 
die Sohirmkante, die dazu normalen Kegelflachen enthalten die Richtungon 
der gebeugten Strahlen. Beim tJbergang zum bisherigen Falle der senlc- 


1 ) Jonm. f. d. reine a. angew. Mathem. (Crelle) 158 (1928), S. 199. 
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rechten Lmden z gehen die ersteren Kegelflachen in die koaxialen Zylinder 
liber, die letzteren Kegelflachen arten in die Ebenen senkreoht znr Sohirm- 
kante ans. Das Auge sieht bei der Akkommodation auf die Bchixmkante 
nur eine kurze Streoke derselben leuchten, den Ort der in das Auge ge- 
langenden Strahlenkegel. Man kann den Sachverhalt am pragnantesten 
darstellen, wenn man im Sinne von Thomas Young (vgl. S. 846) von 
flitiftr Reflexion des einfallenden Liohtes an der beugenden Kante sprioht. 
Auoh diese Erscheinung laBt Bich beobaohten 1 ). 


4. Der Sonderfall n = 2. Wegen seiner Yerwendung bei der Spiege- 
lungsmethode besonders wiohtig, bietet dieser Fall den formalen Vorteil, 
dafi eieh die komplexe 1 ntegraldarstellung auf daef viel untersuohte Fehler- 
integral (alias Fresnelsches Integral) reduzieren laBt, wodurcli nicht 
xmi die Behandlung der Schattengrenze, sondorn namentlioh der Vergleich 
mit der klassischen Beugungstheorio erleichtert wird. Die genannte Re- 
duktion selbst ist leider etwas kiinstlich. 

Wir kniipfen an Fig. 78 und Gl. (13) mit w ==• 2 an und aetzen 
jj ss — n + ?i fur den Weg D lf /S — + n -J- ry fiir den Weg Z) a , wobei 
der negative Durchlaufungssinn von D 2 (vgl. Fig. 78) zu beriioksichtigen 
ist. Indem wir uns zunachst auf das zwcite Blatt | <p | > n beschranken, 
erhalten wir aus (13): 

n = Jea;p(— ikr cosy) {y(— n + rj) — V (+ 71 + v)\ d rj 


und berechnen: 

+ V) — ¥(+» + »/) 


1, | 

4 — 


i 

±71 


COB 


v-\ <p' 


e tn/a 

e \r\\* i<rl» 


wofiir wir abkiirzend 0 (rj) sehreibcn. Der Weg D, in don dor unsprung- 
liohe Weg D 1 bei dor Subatitution (i -- - n -|- r/ iiborgeht, wird duxch 
den Punkt = 0 in zwoi entgegengcHetzt glcicho Halften zcrlogt; 
ftir die in der nogativ-nnaginiiren Halbcbene verlaufendc Halite «ub- 
stituieren wir r{ ==■ — 7 / und erhalten, indem wir beide Toiler zuaammcn- 
ziehen: 

im 

u = J 6xp( — ifcrcos*/) {0(r/) + 0( — ri))dr]. 
o 


!) E.Maey, Ann. d. Phys. 49 (1893), S. 93. 
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Hier iflt die { ! gleich 


t 

4 71 


1 


,, a_ a — j< 4- « |[ a 2 cos « + cos V 

COS ■ - A -- cos —-—- 1 


1 1 i O’ cos J//2 

-- \ = — COS -r- -- ' 


2 3 

Wix bilden jetzt, unter w 0 die unverzweigte ebono Welle verfltanden, 

7 ’f 

u i cos f»/2 f . , . . cosw/2 , 

F = — = 1 g— ifcr(eonij + COSI/0 ' (tty, 

w 0 JT J COS^ + COSr 

0 

I X 

= | g—i*r(oo«ij -fcuiyo QOS rj/2 (2 

0 

2 oo 

— V/2 g-iirtconp + l) f g8 *fcr am 2 ij/i cos ?j 2d)/. 

ft J 


Das Integral rechts ist ausfiihibar und liefert 


Vn?'*- 


Mithin wire! 


s l/-^— ^ooB-J. e - 3 '* roo » ,, H 3 = 61 J. f 

dr r 2jrr 2 dr J 


VifcrcuHif/S 

e- ir2 d r. 


Wir koirnen abermals integrieien und erhalten 


« 

«"o 


= JC 


e**(* r 

'v* J 


\ikreo%ipl% 

e~' x " dr + 0, 


wo die Integrationskonstante C von r unabhaUgig ist. Setzen wir r = 00 . 
so finden wir 0 = 0, weil alsdann linkerhand u = 0 (zweites Blatt) tuwl 
gleichzeitig reolits die obere Greuze des Integrals gleich der unteren win 1 
(|y(>«). Mithin: 

T 

(19) u = « 0 f e - ***dr, T — \Wr cos <p 2, u 0 = e i * r «*"*. 

V« J 


Diese Formel gilt aber nioht nut im zweiten, sondem auch im. era ton 
Blatte (| 951 < n), naoh den Regeln der analytisohen Fortsetzung, untl 
veranschaulioht in einfaohster Weise die allgemeinen Eigensohaften. von u : 
Zwpideutigkeit in der sohliohten Ebene (r, q>), Eindeutigkeit auf der 

Riemannsohen Fllche (r, ausnahmslose Endliohkeit, Verschwinden 
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im Unendliohen des zweiten Blattea (T — ~ oo), tTbergang zu «„ im 
Unendliohen des ereten Blattea (T — + oo). (19) erfttllt aucb, wie man 
sofort sieht, die allgememe Relation ( 11 ) in § 1 . 

Wir bestatigen nun an (19) unsere aaymptotische Darstellung der 

vorigen N umm er, zun&chst fiir das zweite Blatt. Indnm wir T — _| T | 

als groJJ und negativ voraussetzen und fortgesetzte partielle Integration 
anwenden, baben wir 


J - f —- [ *££ - fe- - ••• 

in in 1 1 in 

= e ~l _ 11 _ 1 j_ _ JLAJLa. \ 

2t|T|l 2tT* r ( 2 iT*)* (2iT > y )’ 


Diese Reihe ist typisoh semikonvergent. Breohen wir sie mit dem ersten 
Oliede ab, was wegen der GroBe von hr praktiscb immer ausreicht, und 
setzen in (19) ein, so ergibt sich 

e ml* e 4 i *r <•(«* <fi» g— itr iitu ] 

^ ^ ° \ji 2t yj2kr |cos 93/2 1 ^2nkr 21cos <p/2 1* 


und dies stimmt genau mit Gl. (IB) [vgl. auoh (17a)] iiberein. 

Setzen wir andercrseits T als groB und positiv (crates Blatt) voraus, 
so konnen wir umformon: 


J e~ ,r dr — je " i(lr -j e 

Daa crate Integral rcchtH UiBt aich ausfiihren und liefert inc i7tlA , fiir 
das zweite gilt die obige semikonvergente Kntwicklung. Breehen wir 
wieder mit dem erntcn (lliede ab und setzen in (19) ein, bo entsteht 


( 20 a) 


i kr— i nli l 

finkr 2 cob< 7 > 2 ’ 


d. h. mit RiickHicht auf (17a) genau 01. (15a). 

Wir kommen zu dem Oborgangsgobiet zwischcn orstem und zweitem 
Blatt, das wir im AnRchluB an die vorige Nummer „Sehattengrenze c< 
nennen. Dies iHt. gokennzeichnet (lurch „\T\ klcin oder mafiig groB“ 
bzw. durch ~ n. Man kdnnte hier an cine Kntwicklung des Integrals 
in (19) naoh ponitiven Potenzen von T denkon, welehe konvergent im 
gewohnliohen Binno ware; wie wiirde aber - iihnlioh wie die Reihen in 1 — 
nur fiir so kleine T brauehbar aein, daB sie praktifleh ausBcheidet. Des- 
halb muB man sich cun allgemeines Bild von dem Vcrhalten des Integrals (19) 
verschaffen. 


Mlsei-Frfrnk, lHtforontlftl|(taIahung«n. LI 


54 
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Zu dam Ende sohalten wix aiwA kaxze Diskussfon des „Fresnelsohen 
Integrals" ein: 

V * 

(21) F(v) = J e TCl i(r = C + iS, 

0 


(21a) 




<*> 


0 


V 



0 


AHgem ein gesproohen vennittelt (21) eine Abbildung der t»-Ebene out 
die F-Ebene (C tmd 8 sind die reohtwinkligen Koordinaten in der F-Ebeno). 
Da ftber fflr xmsere Zwecke nur reelle Werte von v in Betraoht konomen, 
so babetx wir nur die Abbildung der reellen v-Aohae in der koxnplexen 
F-Ebene zu studieren. Dieae Abbildung trad dargestellt dutch eine Kurve 
in der F-Eber^e, welohe „Cornusche Spirale" heiJJt und duroh Fig. 80 
dargestellt wird. 

Ersiohtlioh entsprioht bei der Abbildung 


dem Punkte v = 0 der Punkt F = 0. 


„ „ v = + eo der „obere Grenzpunkt" F — —g— ’ 

- 1 — * 

» » v = — oo der „untere Grenzpunkt" F = 2 ' 

F = 0 ist ein Wendepunkt mit horizontaler Tangente (hier gilt die 


NSherungsdarstellung S = ^ • Die Abbildung ist langentreu, denn 

es gilt 

— *J 

dF = e* dv , \dF\=dv Oder dC 2 + dS* = dv\ 

Die Zuordnung zwischen F und v wird also duroh eine einfache Abwioklimg" 
unserer Kurve aul die reelle v-Aohse vennittelt, Daraus folgt bereitu, 
dafl die Bogenl&nge in der .F-Ebene unendlioh ist, dafi also die Grenzpunkto 
asymptotisoh (mit uneridlioh vielen Windungen) erreioht werden, Genaueres 
ergibt sioh aus der Bereohnung der Tangente an die JF-Kurve. Nennen 
wir a den Winkel zwischen dieser Tangente und der C-Aohse, so ist 


tga = 


dS 

dC 
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Die Tangente dreht sioh also mit waohsendem v fortgesetzt im gleiohen 
piirmn ; fttr e = ± 00 Jiaben wir einen spiraligen Verlauf. 

Dnser Integral in (19) unterscheidet sioh von (21), abgesehen von 
der Wahl der unteren Grenze, nnr dnroh die Vertauaohung von + i mit 
— » und dnroh eine andere Bezeiohnnng der Integrationflvariablen. Beide 
Umstande laaaen die Gestalt der Spirale unberuhrt. Der unteren Grenze 

Fig. 80 



in (19) tragen wir dadureh ltechnung, dafi wir F {v) — F (— oo) bildcn. 
So ergibt sich die mit (19) idontische Darstellung: 

m = « 0 -^ (F(t>)-F(- oo)), 

(22) l“l " yj l JP (*)“ JP ( 

v = - 2 |/^cos V/ 2. 

Hier bedeutet | F («) - F ( - 00 ) | den goradlinigcn Abstand in der F-Ebeue 
swisohen dem Punkte v auf der Oornusolien Spirale und dom unteren 
Grenzpunkt. Da wir die Intensitat fvgl. (24) aul S. 802] dureb | u | a 
messen, wird dio Amplitude der Liehterrcgung his aul einen vom Mall- 
stab der Figur und der lntensitat, den cinfallonden Liohtcs abhangigen 
Jaktor direkt duroh den genannten geradlinigen Abstand gegebcn. 

64* 
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zu 7 l T ack S roifen ’ denken wir uns, etwa parallel 

aufgestellt S> Miet ^emaelben einen Beobachtungsaohiim 

SSSt *? Intenflitat auf die8 «“> Mem wiTim geo- 

Teil des Schifmea Schattengrenz© und in den beleuohteten 

Dem ente P rioht * <*** wir * von - 00 
in He. 80 von d«m + 01 ^f 8611, Zuofiobst nimmt der Radiusvoktor 
lan ggam 2n 0 i,_ « . taren ^ ren 2 pimkt naoh dem variablen Punkt v 

oharakfceri aierfc den a ^ ^ er aufzuweiaen. Dien Vorhalton 

wg _, R , , _ geometriachen Schatten. Indem sich v der Null nahert, 

n, =. * aL^d^ Vek ^ r 801111611 an ’ b “ zu dem Werte * den er fttr 
ver gerten Richtung der einfaUenden Welle erreiclit. 



STiTlt 1 80 duib Anw ?^“ mt an b “ m ersten Maximum, 

*-* t?sr*ir 

ina Waohsen tlber usf TW tw^ v j j 111 ^8- ®V, geht wieder 

und Minima SmTdabd ES* J"/^derfolgenden Maxima 
, ~T tortgesetzt ab, der Radiuevektor nahert sich 

d,m S f d pH«|t^trA a antn F ^.:: 

~-tS£S2a&a^-yX2.> 
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Licit (unserer vom Schirmrand ausgehenden Zylinderwelle); das Fehlen 
der Maxima unfl Minima im geometrisehen Sohatten (linke Halfte der 
Kg. 81) riihrt daher, dafl hier die Zylinderwelle allein wirksam ist. 

Natlirlich sind der Beobaohtung am besten zuganglich die Beugungs- 
maxima nnd -minima in der Nahe der Schattengrenzo. Hat man es statt 
mi t einem sclwarzen mit einem ,,blanken“ Beugtmgssohirm zu tun, so 
kommt zn der einfallenden eine reflektierte Welle hinz u, welohe duroh 
eine zu (19) analoge Formel dargestellt wird. Auch sie besitzt eine Schatten- 
grenze, in deren Umgebung (also vor dem Beugipigaschirm I) Maxima und 
Minima nachweisbar sein sollten. 

Wie unser Verfahren auf n > 2 zu verallgemeinem ist, gelt aus 
der S. 828 zitierten Arbeit von F. Reicle (n = 3) hervor. Man bat dann 
ttr jedes Blatt der Riemannschen Flache je eine der obigcn analoge 
QxoBe X zu bilden, deren Ableitung naoh r sioh duroh Hankelsche Funk- 
tionen vom Index m[n (m < n) exakt bereohnen laBt. Die analytisohe 
Sonderstellung des Falles n = 2 beruht darauf, dafl die Hankelsohen 
Funktionen mit halbzahligem Index im wesentlichen Exponentialfunk- 
tionen sind, wie wir bereits obcn in 01. ( 8 c) sahen und niiher in § 4, 01. (9) 
und (12) zeigen werden. Qualitativ liegon die Verhaltnisse im Falle n > 2 
ebenso wie im Falle n = 2 . 

Wir nehmen also Fig. 81 auch ftir die Darstellung der ebenen Welle 
auf einer 7 i-fach uberdcckten Riemannschen Flache in Anspruch. 

§ 3. Yergleieh mit der klaNsischen Beugungslheorio 
(Fresnel- Kirchhoff) 

Wie im Eingang zu § 1 hemerkt, besitzt die klassiHelie Beugungs¬ 
theorie von Fresnel und Kirchhoff eine aiiBcrordentliclie, Kraft, sioh 
den komplizicrtesten Bcdingungen ((Jitter, Offnung von beliebiger Bo- 
randung) anzupasHen. Sic* ist ein praktiHch vollkommonee, ideal arbeitendos 
Werkzeug, auf das der exporimentelle Physiker im Ge.biet dor optischen 
Mrasungcn (bei hinroiohend kleinem A) unter alien Umstiindcn zuriick- 
greifon wird. Wir geben hier einen Abrili der Kirclihoffsohen Theory 
in vereinfacliter und zum Teil versehiirfter Form. 

1 . Greenscher Satz und Greensche Funktlon. Im Grcenschen Satz 
[Gl. (7) von 8. 805] 



sotzon wir n gleich d(‘r Kunktion der Kugelwelle [(3) von 8.812]' 

( > l Lr 


(2) 
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u gleioh einer komplexen reohtwinkligen Komponente dea das optdsohe 
Feld beeohreibenden Hertzsohen Vektora, vgl. S. 809. Der Beugungs- 
so hitm 8 sei eben, die BengnDgs6f£nimg kann daber gl eiohfa llfl ala eben 
aD g enorrvmen werden. Die Ebene E, welche aioh aus Sohirm und Offnung 
zusammenfletzt, bilde die Begrenzung dea IitegrationsrauiQ.es. Die Lioht- 
quelle Q (8ingulant&t von v) befinde Bich auf der einen Seite von E, der 
Beobachtungspunkt 0 auf der anderen, in Fig. 82 aohraffierten Seite. 
f eei der von 0 gerechnete Abstand naoh dem Integrationspunkt P . Da 
aowohl u ala v der Wellengleiohimg (12) von S. 761 geniigen, versobwindet 
die lioke Seite von (1), naohdem man die Umgebung von O duroh eine 
Kugel K vom Radius Lim R = 0 von der Integration ausgesoblosaen bat. 
Die reohte Seite ist liber die Ebene E und die Kugel K zu erstrooken. 

Die Integration iiber K liefert [wie 
in Gl. (7 a) von 8.806] 4 tzu 0 , ge- 
nonunen ftir den Mittelpunkt O von 
K, und man erh&lt: 

( 8 ) l-ufyd*. 

B 

Die gewohnliohe Behandlung 
d er Beugungsprobleme bes boht darin, 
anzunehmen: 

a) Auf dem Beugungeachirm 
(namlioh auf der Riiokseite des- 
selben) sind u und du/dn gleich 
Null. 

b) In der Beugungsbffnung sind « und du/dn gleich den Worton 
bei ungoatorter Ausbreitung dea Liohtea, also dieselben wie bei Abwesenheit 
dea Schirmes, 

Diese Annahm en haben ibre mathematiaohen Sohwierigkeiten 1 ): 
Wenn die Bedingungen a) fiir ein endliches Sttiok von E erfiillt wtlron, 
so wlirde daraua (bei der Differentialgleiohung Au + = 0 ebensu 

wie bei Au == 0) mit Notwendigkeit folgen*), daJJ « tiberall identiaclx 
gleioh Null ware. Ebenao wtlrde aus den Bedingungen b) folgen, daB 
u ttberall (auoh unmittelbar hinter dem Schirme) gleich der ungestorten 
Iiohterregung sein miiflte. Beidea ist widersinnig. Offenbar muB man 
das Verfahren ala approximativ auffassen: Man setzt in (3) die zwar 
angenaherten, aber in sioh widerspruchsvollen Randwerte a) und 1>) 
ein; dadurch erhalt man erne Ftmktion u, welche zwar der Wellen- 


Fig.82 

*a 



l ) VgL A. Sommerfeld, Qottinger Naohr. 1894, Nr. 4. 
*) V S L H. Weber, Math. Ann. 1, (1869), inabee. 8.6. 
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glewhung genau, aber den angenommenen Randbedingungen nut ange - 
n&hert genligt. 

Wt kbnnen aber die hier hervorgetretene mathematische Sohwierig- 
keit auf folgendem Wage mildern: Wit setzenvnioht gleioh dec Funktion (2) 
der Kugelwelle, sondem gleioh der Greenschen Funktion tmseiee Halb- 
ranmee (1. Bd., 8. 744 und 8.862): 


( 2 ') 


gitr gtkr 1 

~r T' 


welohe auf E verschwindet. Dazu bat man (vgl. Fig. 82) 0 in bezug auf 
E zu spiegeln (Bildpunkt O') und unter r' den Abstand von O' naob dem 
Integrationspunkt P zu verstehen. Aus (1) ergibt siob dann an Stelle 
yon (8) wegen 0 = 0 aul E : 

(3') 4reu 0 = - j u-^da. 

B 


Da du/dn aus unserer Gleiohung versohwunden ist, haben wit zur 
Bereohnung von (3') nut mehr Annahmen liber u zu maohen. Dies kann 
in matbematisob widerspruohflfreier Weise folgendermaBen geeobeben: 
a') Auf der Rlickseite des Beugungssohinnes setzen wir u = 0. 
b') In der Beugungs&ffnung setzen wir u gleioh der ungestorten ein- 
fallenden Liohterregung. 

Im Gegensatz zu der Darstellung (3) und den Randwerten a), b) 
warden die Randwerte a'), b') von der dutch (S') dargestellten Funktion 
— naoh der Theorie der Greensohen Funktion — wirklioh angenommen. 
AUerdings Bind auoh die Randwerte a'), b') nioht physikalisoh exakt. Tat- 
sftohlich haben wir ja solbst unmittelbar hinter dem Sohirme abgebeugtes 
Lioht, so daB hier nioht ohne weiteres (jedenfalls nioht filr alle Komponenten 
des iiohtvektors) « = 0 ist. Femer wild die Yerteilung des Liohtes in 
der Beugungsdffnung duroh die Anwesenheit des Sohirmes tatsaohlich beein- 
fluflt (zum mindesten auf Entfemungen von der Grofie der Wellenl&nge), 
so d«.B auob Annahme b') nioht exakt ist. UnBer Verfahren hat also 
auob bei dieser Anordnung physikalisoh nur approximativen Charakter. 


2. Huygenssches Prinzip. Aus (2') bereohnet man: 
dG d /ef kr \ . . d (ef kr \ . . 

dn-TA;n M -d 


Bei der Integration liegt dor Punkt P in dor Symmetrieebene E von 0 
und O'; hier wird / — r, oob (n, r') = — coh (w, r), also 


oa 

dn 


d 

dr 



cos (w, r). 
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Aus (3') ergibt sioh daher 

(4) 4a « 0 = - 2 [ u A cos (», r) do. 


Hier ist die Integration wegen dear Annahme a') allein iiber die Beugungs- 
offnung zu eratrecken; ffir u aind wegen der Annabme b') die Werte der 
ungestorten emfallenden Erregung einznsetzen. 

Weiter ist 




In der Klammer rechts karin der Subtrahendus gcgen 1 vemachliissigt 
werden, da Jc = 2 njX und bei alien Beugungsbeobachtungen r ^ A iat. 
Infolgedesaen geht (4) iiber in 


I QlkT 

u ^ cos (w, r) d a . 


Nach der Bedeutung von k konnen wir dafiir auch schreibcn: 


(5) 


i tfkf 

u _. 00 s ( v 9 r)da . 


Diese Gleichung entsprioht vollkommen dem Huygcnsschen Prinzip: 
Yon jedem Flftohenelement da der Beugungsoffnung denke man nidi 
eine Kugelwelle e lkT /r ausgehen, deren Phase und Amplitude sich aus 
der einfallenden Welle u (ihrem Hertzschen Velclor) bestimmen. Der 
Paktor cos (w, r) reduziert die wirksame Grofie des aussendendcn Fliiolien- 
elements in naheliegender Weise entsprechend dem Lambert schcii 
Gesetz; die Eaktoren i und A normieren (in einer iiber die ansolmu- 
liche Yerwendung des Huygensschen Prinzips hinausgehenden Wcbu 1 ) 
Phase 1 ) und Amplitude der aus diesen Einzelwellen resultierencloii Diehl - 
wirkung. 

Die Berechnung der Beugungsphanomenc wird durch (5) auf ein 
einfaches Aufsummieren von Kugelwellen zuriickgefiihrt. Darin, daU 
diese Elementarwellen interferieren und sich gegebcnenfalls ausloschen 
konnen, liegt die PresnelBche Erklarung der Sohattenbildimg. Di< m 
geradlinige Fortpflanzung des Lichtes, welche dem Huygensschen Prinzip 
zunachst zu widersprechen scheint, wild solchergcstalt auf cinem Uinwi*^ 
durch die Interferenz der Wellen erklart. 


l ) Wegen der Sohwierigkeiten, seiche sich fruher (Fresnel u»w.) bei cim-r 
mehr irniven Anuendung dea Huygenaschen Prinzipa fur die Beatimmuiur il<*r 
Phaae dea gebeugten Liehtea ergaben, vgl. z. B. F. Neumann, VorlcBuii^en ub«*r 
theoretiache Optik, Nnchtrag2. Teubner 1885. 



XX, S3 


Fresnelache uad Fraunhofersohe Beugung 


857 


3. Rechtecklge Offnung, Spalt und Halbebene. Eb ist hior nicht der 
Ort, den Inhalt der Gl. (B) auszuschopfen. Wir besohranken uns viel- 
rnehr auf den Fall, der uns sohlieBlich zu der im vorhergehenden behandelten 
Halbebene zurlickfiihren wird, n&mlioh anf eine reohteckige Offnung. 

Die einfallende Welle moge eben aein und senkreoht gegen die reoht- 
edrige Offnung einfallen. Wir setzen also (vgl. Fig. 83) 

(6) u^Ae tk *. 

Der Aufpunkt 0 liege auf dem „BeobachtungHBchirm“, weloher in 
endliohem Abstand a hinter dem Beugungsschirm parallel zu diesem auf- 
gestellt aein moge. Das Gebiet 
des geomefcrisohen Schattena zwi- 
Bohen Beugungsschirm und Beob- 
aohtimgsBchirm haben wir in 
Fig. 83 schraffiert. 

Die auftretende Beugungs- 
erfloheinung gehort damn zur 
KlaaBe der Frean else lien 
Beugungsphanomcne. Ware # / 
a unendlich, d. h. wiirde man, 
ntatt den im Endlichen ge- 
legenen Beobachtungsschirm an- 
zuvimeren, die Erfloheinung (lurch ein auf Unendlich cingestelltcs Femrohr 
beohachten, ro liiitte, man den einfacheren Fall oiiies Fraunhoferschen 
Beugungsphanomena (Liehtcpielle und Aufpunkt im Unendlichen] 1 ). 

In den Mittelpunkt den KccliteckH legen wir den Uraprung cinea recht- 
winkligen KoordinateimyRtemH syz. Die tteiten des UouhteokH seien 
d h 

y = dr 2 = d * Naeli (C>) wird fiir alle Punkte der Offnung u — A. 
Aub (5) ergibt nick 

( 7 ) ( 1 h =- A | dy [ «*<*•'> 

I/'* A/U 

Der Aufpunkt O hat die Koordinaten s a , // - i/, z C» und en wird 

** " 2 -i ('/ a? i ^ 





x ) Man Bagt aueli allgemeiner ntatt Kre hu elseller niikroHkopiKche, atatt 
FraunhoferHohcr telenkupiHehe BcugungHerHchciniingen. 1 )i<* ini Text gegrbeno 
Definition der letztoren int eigcntlieli zu eng. Man erlwilt Fraunhofer who, d. h. 
mit elcmentaren Integnileu zu boreehuende BeugiingHphannmene iininer claim, 

wenn ~ \ -g- =■ 0 i«t, miter a und b dii* Almtande der Liehtqucllc und deH Beob- 
ftelilungsortw* vom BeugungHMehirm verstnriden, uIho nicht nur fur a - b -=■ or. 
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Da wir a ala groB voraussetzen dtirfen gagen die Abmessungen der 
Beugungsoffnung (y, z) und des Beobaohtmigsfeldes (rj, Q, entwiokeln wir 

_i (v-yl ■ i 


r = a + j 


Dieae Entwicklung ist in der Ez^onentialfnnkidon des Ansdruoks (7) 
zu benutzen, welohe wegen des groBen Faktors k sohnell verfinderlioh. 
ist. Dagegen konnen. wir oos (n, r)/r als langaam. ver&nderliohe QxSBe 
vor das Integral ziehen nnd darin r duroh eine n Mittelwert f (Abstand 
des Aufpunktes von dear Reobteoksmitte) ersetzen, wobei nooh oos (», ?) 
— afr wird. Ans (7) ergibt sioh so: 


iXu = Ae <tfl : 


+ d/J -4- A/S 

, r r 

i\ dye ** i 


i *<;-«)» 

dze ■ *• 


-d/a -A/a 

Beide Integrale baben nunmehr die Form des Fresnelsoben Integrals F 
von S. 850. Indem wir die dort erkl&rte Sobreibweise beibebalten, setzen wir 

k(y ~ y)* n fe(C-z ) 1 n t 

2a ~ 2 * 2o' “ 2 * 

—V¥- *•=VA-(^- 4-)■ 

= 1, = <. = y^(r-2-)- 


Alsdann wird das Prodnkt der beiden Integrale in (9) gleioh 
*1 *1 

j | dl/T* = ^ {F(*,) - Ffc)} (F(f,) - F(0}. 

■t (i 

und (9) geht fiber in 

(10) tt = 4e( U ‘T)l (£)* {/(*,) - F (»,)) {F(t,) — F(Q }. 

Dieae Formal enthalt das ganze komplizierte Streifenaystem, welches 
man innerhalb der geometrisohen Projection des Rechteoks (beleuohtetes 
Gebiet) nnd auBerbalb deaselben (Schattengebiet) beobaohtet. 

Yom Rechteck gehen wir liber zum Spalt, indem wir h = oo maohen. 
Dann wird 

+ » 

*,-+«, t, - - oo, F(tJ -F(t t ) = f e • 11 dt. 



XX, {3 


Spalt, Halbebene 


869 


Dieses Integral ist gleicb 1 + t * V2 (f* 1 *, n&mliob gleich dem komplexen 
Abstand der beiden Punkte 0 1 ,G t in Fig. 80. Die Formel fttr den Spalt, 
welobe aneh bier das beobaobtete Streifenaystem vollst&ndig wiedergibt, 

lantet also [beiUnterdriickung des unwesentbchen, langnam yeranderliohen 

Faktors (y) j: 

(11) u = 4 e‘(‘ fl "T) JL {*(,,)_*(,,)}. 

V" 

SohlieBlioh gehen wix liber z\ir Halbebene, indem wir d = oo 
maohen, aber zugleiob d/2 + tj = rf setzen, also eine (offenbar not- 
wendige) Nullpunktsverlagerung in der Beobaobtungsebene vomehmen 
(vgl, Fig. 83). Es wird daraufhin 

*. = VS '''■ 

(12) “ - [ *" f) yj [ r ’/)-?(- ->]• 

Dieser Ausdxuck ist seiner Bauart naoh identiscb mit Gl. (22) im vorigen 
Paragraphen. Z. B. entspriobt Ae ,ka genau dem friiheren Ug. Nur das 
Argnment des ersten Fresnelsoben Integrals ist etwas verschieden. Es 
lautete frtiber (d — n - f, vgl. Fig. 83, bedeutet den „Beugungswinkel“): 



und heiflt. jetzt, da (Fig. 83) if — r Hin <5, a — r oos d ist: 

V? </ - Vt — ■ 

r A ti f A y oos b 

Beide Aimdriieke fallcMi aber fiir kleme b zusammcn. Deirn es ist 



Die Verwandtsehaft tier beiden fiir die Halbebene gegebenen Losungen, 
der klassisehen und der verzweigten, wird schiirfer herausgearboitet von 
A. Rubinowiez 1 ). 

4. Verhaltnis von geometrischcr und Wellenoptik. Wir fanden im 
vorhergehenden eine nuliezu vollkommene Oberemstimnmng zwischen den 

- 1 ) Ann. d. Phya. 53 (1017), H. 257. 
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Da wir <z als groB voraussetzen dfirfen gegen die Abmessungen der 
Beugungsoffmmg (y, z) and des Beobaobtrmgsfeldes (rj, £), entwiokeln wir 


( 8 ) 



(v - y)* 


1 (£-«)■ 

2 a 


Diese Entwicklung ist in der Exponentialfunktion des Ausdruoks (7) 
zu benutzen, welohe wegen des groBen Faktora k so bnell verfinderlioh 
ist. Dagegen konnen. •wir oos (n, r)/r als Iangsam ver&nderliohe GrSfle 
vor das Integral ziehen und drain r duroh einen Mittelwert r (Abstand 
des AnfpnnkteB von der Bechteoksmitte) ersetzen, wobei noob cos (», t) 
~ wild. Aus (7) ergibt sioh so: 


, A . . of f »*<;-»)« 

(9) = I dye «« dze • *« 

r -Sn -i/, 

Beide Integral© haben nunmehr die Form des Fresnelsohen Integrals V 
von S. 850. Indem wir die dort erklfirte Sobreibweise beibehalten, setzen wir 

Mri - y)* n 

2o ~ 2 s ’ 2a— = T** 


v-y = 




Msckim wild das Produkt der beiden. Integral© in (9) gleioh 
ifl I , f _ tZ-t* Jia 

2 -Jdae* j dte* = T {F(a t ) - F(s t )} (F(«,) - F (<,)}. 

*i h 

und (9) geht fiber in 


(10) « = 4e( ia ^I• 

Diese^ Formel enth&lt das gauze komplizierte Streifensystem, welohes 
man innerhalb der geometrisohen Projektion des Keobteoks (beleuohtetes 
Gebiet) und auBerhalb desaelben (Schatfcengebiet) beobaobtet. 

Vom Reebteck geben wir fiber zum Spalt, indem wir A = oo maoben. 
Dana wird 




= j e *** dt. 


*!—+», t $ — — OO, 
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Dieses Integral ist gleioh 1 + » = V2 e irt,4 ) n&mlioh gleioh dem komplexen 
Abstand der beiden Punkte Q lt Q t in Fig. 80. Die Formel fiir den Spalt, 
welobe anoh bier das beobaohtete Streifensystem vollstSndig wiedergibt, 



Faktors (y) j: 

(11) « = Ae‘( ka ~V i {*(»,) -#(.,))• 


Sobliefilioh gehen wir liber zur Halbebene, indem wir d — oo 
maohen, aber zugleioh d/2 + r/ = rf setzen, also eine (offenbar not- 
wendige) Nullpunktsverlagerung in der Beobaobtungsebene vomebmen 
(vgl. Fig. 83). Es wird daranfhin 

rf, a, = - oo, 

< 1 2 , 

Dieeer Ausdruck ist seiner Bauart naob identisoh mit Gl. (22) im vorigen 
Paragraphen. Z. B. entspriobt Ae xka genau dem frilberen u„. Nur das 
Argument des ersten Fresnelsoben Integrals ist etwas versohieden. Es 
lautete frliber (d — n — <p, vgl. Fig. 83, bedeutet den ,,Beugung8winkel“): 



uud heilit. jetzt, da (Fig. 83) r( — r sin <5, a = r oos d ist: 

r Aa f A y cos<3 

Beidc Ausdriioke fallen abor fiir kleine d zusammen. Derm es ist 



Die Verwandtachaft dor boiden fiir die Halbebene gegebenen Los ungen, 
dor klussiHehen und der verzweigten, wird scharfer heransgearbeitet von 
A. Rubinowicz 1 ). 

4. Verhaltnls von geometrischer und Wellenoptik. Wir fanden im 
vorhergehondcn eine nahezu vollkommbne Uberemstimmung zwisohen den 

- 1 ) Ann. d. Phys. 63 (1917), 8. 257. 





860 


Strahlen- und Wellenoptik 


XX, §3 


Besultaten zweier verechiedener Methoden der Beugungsbereohnung. Dieae 
tlbereinstimmung grttndet aioh auf die Kleinbeit der Wellenl&nge: 
bei groBerer Wellenl&nge (Akustik, drahtlose Telegrapbie) reioht die 
Methode des Huygenssohen Prinzips mit ihren etwas willkiirlichen An- 
nahmen nioht aus. 

Wir wollen anhangsweise zeigen, daB die Kleinbeit der Wellenlange 
auch die tlbereinstimmung zwischen den Besnltaten der Wellenoptik 
und Strablenoptik (geometxisohe Optik) erklart. Tats&chlioh wenden 
wir ja im t&glichen Leben und in der Beurteilung der optisohen Instruments 
stets die Strablenoptik an, in dem sioheren BewuBtsein, dafi Abweiobungen 
von der Strahlenoptdk nur in sekundaren Ersobeinungen (Beugung) auf- 
treten konnen. Wir wollen dies nacb P. Debye 1 ) folgendennafien bo- 
griinden: Die Differentialgleiobung der Wellenoptik lautet 

A « ■+• Pw = 0. 

Die Kleinbeit der Wellenlange bedingt, daB k eine sehr groBe Zahl 
ist (Dimension cm -1 ). Wir setzen eine genaberte Losung an in der 
Form: 

(13) « = 4e“• * 

und nebmen an, daB A und S langsam veranderlicbe Funktionon 
des Qrtes sind, d. h. solche, die im Limes k so sicb stetig vcrhalton, 
samt ihren Differentialquotienten. k 0 soli den Wert von k fiir das Vakuuni, 

also — bedeuten, wahrend sich k = % auf ein beliebiges Medium vom 

C V 

o 

Brechungsindex n = y beziehen moge. Durch Differentiation ergibt sicb: 


d u 7 d S 
■ix - **"“ e. 


+ « 


d log A 
dx 


9 *« _ 



■ 4 * '2ik a u 


/i_ 

\2 dx* 




wobei die duroh ... angedeuteten Glieder fiir k 0 -■* oo nioht unondlich 
werden. Infolgedessen wird 


J m H- k?u 



-f 2 ik 0 u [1 /d/S + (grad log A, grad **?)] -f • • 


») Vgl. A. Sommerfeld und Ins Runge, Ann. d. Phya. 36 <1011), H. 200. 
Wir gehen hier uber dieae Darstcllung insofem hinaua, nla wir die (llciohung fflr A 
gleichbereehtigt noben die Gleiohung fur S stellen. 
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Man gentigt also dor Wellengleiohung naherungsweise, wenn man die 
beiden Funktionen S und A so bestimmt, daB gleiohzeitig gilt, mit k/k 0 
= n = BrechungHindex: 

und 

(/ 8 ) (grad log A, grad S) = - { AS. 

Aus dera Ansatz (13) geht hervor, dafl 8 = konst die Sohar der We(len- 
flachen, alHo grains den Vektor dor Wollennormale und daher auch (im 
isotropen Medium) don Stralilenvektor liofert. 8 heiBt das „ Eikonal u 
und ist idcntisch mit Hamiltons „charakteristisoher Funktdon". Dem- 
nach ist (a) dio Difforcntialgleichung des Eikonals; (/}) bestimmt 
die Amplitudonfunktion A, naohdem S bekannt ist. Setzt man 

grad S — nQ, 

so ist S nach (<x) dor Einhoitsvoktor in Richtung des Strahles und (/?) 
sagt aus, daB der Gradient von log A in der Strahlrichtung gleich ist, 

(14) — i n di y ®)’ 

A nimmt also in loicht vorstandlicher Weise ab in dem Mafle, wie die 
Rtrahlen S divorgiorcn. und wiichst, wo sie konvergieren. Der Allgemembeit 
wegen kann man n alfl kontinuierlieli veranderlioh voraussetzen (inhomo- 
genos Medium) und hat dann cinen im allgemeinen krummen Strahlengang. 

Die vorstchondo Oberftihrung der Wellengleiohung in die Gleichungen 
der Stralilenoptik liiBt aucli erkennen, wann die Strahlenoptik keine 
gcniigende Approximation der Wellenoptik liefern kann. Wir setzten 
vorauH, daB A (obonflo wie S) eine langsam veranderlicho Funktion des 
Ortes sein nollto, verglichen mit A, d. h. im MaBstab der Wellenlange 
gereohnet. Das wird nieht melrr der Fall sein, wenn duroh die Rand- 
bedingungen (ReugungsHchirm) im Sinne der geometrisohen Optik ein 
plotzlichcr Wechsel von A zuRtando kommt (an der Schattengrenze) 
odor wenn unsure 01. (/?) zu einem sehr groBon Werte des Gradienten 
von A tiihrt. Lotztores tritt im besonderen dann ein, wenn in (fi) div S 
fleh i grofi wird, d. h. in Brennpunkten, Bronnlinien oder Biennfliichen. 
Auch in dieHon Fallon hat man charaktoristisohe Beugungsersoheinungen, 
fiir welohe die Strahlenoptik unzureichend wird und dio Wellenoptik 
heranzuziehon ist. 

Die Diffcrentialglciohung des Eikonals ist identisch mit der Hamilton- 
Jacobisohen Difforentialgleiohung fiir die Bewegung eines Massenpunktes 
in oinem durch den Verlauf von n a gegebenen Kraftfeld. 
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Die geometrische Optik wird solohergestalt abgebildet auf eine Me- 
chanik der Liohtpartikeln (im Newtonsohen Sinne oder im Sinne der 
Quantentheorie). Duroh diesen Zusammenhang deuten wir nioht nur den 
Ursprung der Hamiltonsohen Meohanik an 1 ), sondern auoh den der 
Wellenmechanik, die in den Handen von E. Schrodinger 2 ) zn einer 
Reform der Meohanik des Atoms gefiihrt hat. Diese steht zur klassisohen 
Meohanik in demselben Verhfdtnis wie imsere Wellenfunktion u zu der 
oharakteiistisohen Fnnktion 8 der Strahlenoptik: die partielle Differential- 
gleichung der Wellenmechanik ist von derselben Form wie die Differential- 
gleichung &u = 0, also eine partielle DifferentialgLeiohung 

zweiter Ordnung — nicht, wie die Grundgleiohung der Stralilenoptik 
oder der klassisohen Meohanik, eine partielle Differentialgleiohung 
erster Ordnung. 

Gloiohzeitig zeigt sioh, dab auoh Gl. (fi) tiir die Meohanik des Atoms 
von Bedputung ist. Denkt man sioh nfimlich einen Sohwarm von Massen- 
teilohen (Elektronen) bewegt wie die Liohtquanten der geometrisohen 
Optdk, also in der Riohtung von S mit der Gesohwindigkeit mv = grad S 9 
so driiokt Gl. (j3) einfaoh aus, da£ die Anzahl dieser Teilohen bei der Be- 
wegung erhalten bleibt, sofem man ihre Raumdiohte duxoh das Quadrat 
der Amplitude A gegeben denkt. 

Zum Beweis betraohte man eine S-Rohre von dem unendlich kleinen 
Quersohnitt q und der unendlich kleinen Lange Z, and wende auf diese 
den GauBsohen 8atz an: 

ql div 0 = J 

daraus folgt, da auf der reohten Seite nur liber die beiden Quersohnitte q 
im Abstand l.zn integrieren ist, mit mu = grad/S: 

(IB) AS = ™ ^qv = mv—logqv, 

anderarseita koxmen. wir (fi) sobreiben: 

(16) AS = — )grad£| log-4* = — mv-^logA*, 
durob Vergleioh von (16) nnd (16) folgt 

(17) fl {A ' qv) = 0* 


l ) Nftherea bei F. Klein, Qes&uunelte Abhandl. 2, 601 und 603, uraprttng- 
Uoh eraohienen in Jahresber. d. Deuteob. Math. Ver. 1 (1801) and Zeiteohr. f. Math, 
u. Phys. 46 (1901). 

*) Ann. d. Phys. 79, 861, 489 nnd 734; 80, 437; 81, 109 (1926). 
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1st min A* die Raumdiohte der Teilohen, so bedeutet A* . q . v die Anzahl 
der Teilohen, welohe in der Zeiteinheit duroh den Querschnitt q hindurch- 
treten. 01. (17) sagt also aus, dafi die Teilohenzahl bei der Bewegung 
innerhalb jeder S-Rohre erhalten bleibt, wie wir es boi einer stationaren 
Stromung von Korpuskeln verlangen mtisaen. 

Die Versohmekung von Wellentheorie und Mechanik zur Wellen- 
mechanik hat ihren groBten BrEolg gehabt in deni experimentellen Nachweis 
der Bengung der Materiewellen, welohe der Beugung der Liohtwellen 
an die Seite getreten ist. 

§ 4. Beugung an Kugeln und anderen' Ktirporn, 

Methode der Beihenentwicklnng. 

Viel weitroiohender in ihrer Anwendungsfahigkeit als die Methode 
der verzwcigten Losungen ist die Methode der Reihenontwieklung 
(Fouriersche Methode). Wie auf alien Gebieten der mathematisohen 
Physik, ist sie auch in der Beugungstheorie unontbehrlich, z. B. bei 
zylindrischcn odor sphar isohen Grenzflaohen. Sie beginnt mit der Bin- 
ftihrnng geeigneter, im allgemeinen krummliniger Koordinaten und setzt 
die Separiorbarkeit der Differentialgleiohung in diesen Koordinaten vor- 
aus, d. h. die Mtiglichkeit dcr Integration durch Produkte von Partikular- 
l&ungon, welohe nur von jo einer der Koordinaten abhiingcn. Wir haben 
uns zun&chst mit diesen Partikularlosungon zu besohaftigon. 

1. Partikularlttsungen. a) Zylinderkoordinaten. In den gowohn- 

liohen Polarkoordinaten r, <p , z haben wir als allgemoinstc Partikular- 
loaung von Au+ k 2 u — 0, vgl. (1), S. 830, aofem wir Unabhangigkcit 
von z voraussetzen: 

( 1 ) « = &y>vZ„{kr), 

wo Z einp der S. 831 dargentollton Zylinderfunkfcionen (llankolsohe oder 
BesRelHohe) bedeutet. Vcrlangt daH Problem die einfache Periodizittit 
in <p, z. B. boi dor Beugung an oinem zylindrachen Dralit, ho iflt p — n 
ganzzahlig zu w&hlen. Wir heben in dieneni Pallo unter den Partikular- 
losungen hervor: 

(2) u = et n v'J n (kr); 

(2 a) « (k r). 

Die erstere kommt allein fiir dan Inncrc diw Zylindora in Betracht, wcil 
nui aie fiir r — 0 endlicli bleibt. Die zwoite ist im AuBoren des Zylindera 
zu verwenden, woim os sich um Wollcn handclt, die von dcm Zylinder nach 
auflen hin auaatrahlen (refloktierte odor gobeugto Wellen) und wenn die 



$04 


PartikuIarlOflnngen in Zylinderkoordinaten 


XX, $4 


ZeitabMngigkeit in der Form e~ ltat angesetzt wird. In der Tat liefern 
die asymptotiflclien Darstellungen (8) von S. 83B bei groBem r die fiir die 
Auflstrahhmg oharakteristisohe Form der Exponentialfunktion: 


HI ( hr ) e~ i0ii 


—— giOfcr —o»t) 

\r 


Umgekehrt muB man, wenn die Zeitabhangigkeit in dor Form e +iut 
angesetzt warden soil, die zweite Hankelsohe Funktion benutzen, ent- 
sprechend der asymptotisohen Formel 

H* (kr)e+'°' t -+ 


Wenn der Zustand auBer von r, cp auoh von z abhangt, so tritt an Stclle 
der Ditferentialgleichung (la) von S. 830: 


d x u 1 du 1 d*u M n 

d* + r dr + i* d<? + 9z* + * “ “ °' 


Sie wird in allgemeinater Weiae duroh folgende Partikularloaung inte- 
griert: 

(3) v = (V'ife* - A»r)e* A «. 

Handelt ea aioh um einen Zylinder von der endliohen Hohe H, so hat 
man, um die etwa fur z = 0 und z — H vorgeschriebenen Grenzbedingungen 
zu befriedigen, zu wahlen (m ganzzahlig) 

, 2 nm 

h = ~H~’ 


also der Abhangigkeit von z die Periode H zu geben. Fiir einen unendliohcn 
Zylinder d&gegen ist h kontmuierlieh wahlbar. Indem wir A* — A 2 = A* 
aetzen und Periodizit&t in <p voraussetzen, schreiben wir statt (3) spezieller: 

<4) u = 

<4a) u = 

mit den entaprechenden Anwendungsbedingungen wie bei (2) und (2 a). 
Den Ans&tzen (3) und (4) werden wir im folgenden wiederholt begegnen. 
Auf (3) werden wir z. B. geftilirt im XXI. Kap., § 2 und im XXII. Kap.. 
§ 1. Die Anaatze (4) werden fiir die Probleme der drahtloaen Telegraphie 
im XVI. Kap., inabesondere mit n = 0, maOgebend aein. 

b) Sph&riache Polarkoordinaten. Die Wellengleiohung lautet 
hier [1. Bd., S. 86, Gl. (44)1: 



1 d_ 
r'ain# d& 



r*sin*0 dtp 


?-“+*•« =0. 
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Besohrankt man sich auf Loaungcn, die im Kaum eindeutig und in ft 
singularitatenfrei sind, so hat man anzusetzen: 

(6) w = v(r)Pt( costf)e'T 


P' n aind die „zugoordneten Kugelfunktionen". Fiir v = 0 gehen sie liber 
in die gewohnlielicn Kugelfunktionen P ni welche Polynome w-ten GradeR 
in x = cos ft sind, sogenannte Legendresche Polynome. Aus (6) und 
a us Gl. (2), 1. Bd„ S. 386, folgt fiir v die gewbhnliohe Differentialgleichmig 




»(»+!) 


)v = 0. 


Sie hangt mit derjenigcn fur die Bosselsehen Funktionen zusammen. 
Setzt man namlich v = w/] r, so geht (7) nacli leichter Umrechnung liber in 






iv ist also eine Zylinderfunktion Z vom Index n ■+ l /a und vom Argument 
q = kr . Mithin konnen wir die Losung von (7) in allgcmeiner Form so 
sohreiben: 

v = ^=^n + l/a(e)- 

Indem wir Z spezialisieron und bequem normieren, aetzen wir 1 ): 

V'n(e) =■- |/^ 

<9) ” = ■ fi(ff) +*(<>), 

tt(e) 

Zwischen diesen Funktionen beatcht die zu Gl. (4) von S. 832 analoge 
Beziahung 

(10) Vn = 4 (Ci +C2). 


ip n teilt mit J n die EigenHokaft, fiir q ~ 0 endlioh zu sein (oder zu ver- 
sohwinden). Die Funktionen f n wenlen, ebenso wie die // n , fiir q = 0 
unendlich. Aus don Gl. (8) von R. 836 folgen die asymptotisohen Dar- 


1 ) Die Bezeiohnung y rdhrt von Heine, Handb. d. Kugelf., die Bozoiohnung £ 
von Do bye, Ann. d. Phyn. 30 (1909), S. 62 her. £ heifit boi Hoine W, Hinsiohtlioh 
dor Normierung halton wir an Hoino feat, abgeaehen von oinom Faktor 2 bei y. 
Die Debyesohen Funktionen y und £ unterschoidon Bioh von unseron duroh den 
Faktor q. 

Mlaes-Prank, Dtffarnntialglelabuugou ]1 55 
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etellungen, die im vorliegenden Palle, vgl. S. 837, mit dem (n -f- l)-ten 
Gliede abbrechen; in erster Natemng hat man 


(ii) 


«(C) = J* { 

e 


ttte) 




nnd von da aus wegen (10): 

(H a) y„ (e) = J sin (e - 


Besonders einfaoh ednd die Werte yon yi 0 und f 0 . Indem wir in (7) 
to — 0 nnd kr = g setzen, enteteht die Gleichung 


■ 2. ^ _ 1_ ! ^L (gj) 

dg’ g dg g \ dg a 



0 . 


Dae aUgemeine Integral, welches bei passender Wahl der beiden Inte- 
grationskonstanten C die Funktionen und y> 0 in sioh enthalten mull, ist 


gw = <? 1 e +, ® +C^e^'e. 

In d em wir die C in flrweinatiiTimTing mit den asymptotischen Darstel 
lungen (11) bestinunen, finden wir als ezakte Loeungen: 


( 12 ) 



+ » 



Vo 


sing 

0 


Diese elementaren Ausdxiioke entsprechen dem Umstand, daB mit w — 0 
die asymptotischen Darstellu ngen (11) schon bei dem ersten Gliede ab¬ 
breohen. 

Diejenigen Partikularlosungen (6), welche fiir r =■ 0 endlioh sind 
bzw. mit 6 ,<u * multipliziert fiir r = oo einer ausstrahlenden Welle 
entsprechen, und zwar fiir den Sondeifall v = 0, lauten n unm ehr 


(13) 

tt = fn(Jcr)P„(C0B &), 

(13 a) 

« = Ck (kr)P n (cos0) 

und gehen fiir n 

= 0 liber in 

(14) 

/y v sin&r 

« = Vo (*»•) = — , 

(14a) 

pitr 

u = tt(4r) = -i* - 


(14a) ist die uns wohlbekannte Funktion der Kugelwelle (des Dipols). 
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c) Elliptiacko Koordinatcn. Der allgomeinste Fall, der die 
beiden vorigen unter aich liegrcift, ist dor der elliptiachen Koordinaten, 
sei ea in der Ebene (System dor konfokalcn Ellipsen und Hyperbeln, 
vgl. 1. Bd., R. 107), aei ea mi Raume (konfokale Ellipsoide usw.). Die 
fur die Ebene aich durbietenden Partikularloaungcn dor Sohwingungs- 
gleiehung Hind die Funktionen dea olliptisclicn Zylinders, sog. 
Mathieusohe Funktionen, Uber die z. B. das Buck von Pookels 
(a. R. 829) orientiort. Im Raume wind ea Erweiterungen der Lam6sohen 
Funktionen. Von Bougungaproblemen, die mit elliptiachen Koordinaten 
vollatandig behandelt aind, sei beaondera erwiihnt der Schirm von ellipti- 
aeliem 1 ) und von parabolisckem 2 ) Querachmtt. Aueh der Spalt liiBt Bich 
exakt mit solchen Funktionen behandeln 3 ). 

2. Additlonstheoreme. Nach Festatellung der Partikularloaungen hat 
man bei der Methode der Reihenontwicklungen ao vorzugehen, dafi man 
zuniichat die einfallende Welle nach den betreffenden Partikularliiaungen 
entwickelt. Dies gesohickt durch gewiaao bemerkenawert-o Formeln, welche 
man ala Additionstheoreme bozeiebnet. 

a) Ebene Welle in Zylindcrkoordinaten. Der oinfachsto Fall 

ist die Fourier-Entwioklung von e tka =• nach dem Winkel q>. 

Dieselbc ist in der allgomeineren Ql. (10) von S. 839 fiir n = 1 entlialten 
und schreibt sich am kiirzestcn: 

(15) tfktcottp ^T(m) J m (k r) & 1/1 y. 

Der Beweia folgt siuh der Integraldarstellung (5) von S. 832 der Funktion ,/ y 
weleJie direkt die Form dea hier in Betraeht koinrnenden Fourier-Koetfi- 
zienten hat. (15) erweist sich ala identiaeh in it. 1. Bd., VIII, §3, 01. (13"), 
wonn man beaohtot, dali lur ganzzahlige w nach deraelbon Integraldar- 
atellung gilt.' 

- (-- i 

b) Ebene Welle in apliarisclien Koordinaten. Wir lassen 
die Welle in der z-Riehtung cm fallen, aetzen z =- r ooa tf und haben als 
Oegenstuck zu (15) 

(16) <‘ ,L TFm 11 — (2 m -|- 1) i m y> m (A r) P m (cos V) 

0 

') It. Sicf-or, Ann. d. PhyH. 27 (1908), H. 026. 

a ) 1*. HiiHt,cin, l)iM«. Munchon J014. Die „Funktiouon dos parabolisohen 
Zylindorn“ werden nni don H c rm i tc Hchcn Polynomon identiaeh. 

“) M. J. (). Strutt, ZcitHchr. f. PhyH. 69 (1931), S. 687. 


66* 
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[vgl. 1. Bd., S. 440, Gl. (12)]. Bin direkter Beweis kann so gefuhrt warden: 
Setzt man die Entwiokelbarkeit einer willkiirliohen Punktion von r und ■& 
naoh den Partdkularlosungen (13) voraus, so Vann man ohne waiteres hin- 
sehreiben (hr = g gesetzt): 

e t e oo,» = 2 «» Y>« (e) Pm («» ^)- 

Hier ist naoh der Orthogonahtatsbedingung der Kugelfunktionen [1. Bd., 
S.437, Gl.(7)]: 

+ 1 

(16a) e m y> M ( e ) = J <"iP m (£)df. 

— 1 

Wir vergleiohen die aflymptotischen Werte fiir g -> oo links und reohts. 
Das Integral reohts geht duroh eine partielle Integration (bis auf hohere 
Glieder in l/g) fiber in 


= _(_i re -.,) = - » »/*>. 

»e v ' e 


Vergleioht man dieB mit dem asymptotischen Werte von y> m (g) in (11 a), 
so folgt in der Tat aus (16a): 

Cm — (2m+l) i". 

c) Die Zylinderwelle. Die entspreohende Entwicklung fiir eine 
leuchtende Linie (zylindrische Welle) in Polarkoordinaten r, <p ist in den 
Gl. (12a), (12b) von S. 841 fiir n = 1 enthalten und lautet (q> — <p statt 
<p und R ~ V r® -f- / a — 2r/oos <p gesetzt): 

1 +00 

2 J n (hr)H l n (k /) *... r < r', 

2 Jm(hr)e >«<*-*'> ...r > /. 

— oo 

Macht man in der oberen Zeile Dim r' = oo und qf = n> so muB die 
ebene Wefle e**® entstehen. In der Tat ergibt sioh so mit den asym- 
ptotisohen Pormeln (8) von S. 835 unsere Darstellung (15) der ebenen 
Welle (bis auf einen nur von r* abhangigen Amplitudenfaktor). In diesem 
Grenztibergang liegt zugleich ein direkter Beweis der Gl. (17) fiir r < r\ 
Da nfimlioh die Wellengleiclmng Au + Jfiu = 0 in beiden Variablenpaaren 
r, <p und /, <p r erftillt ist, so muB der Koeffizient von e im ^~^ eine 
Partikularlosung der Besselsohen Differentialgleichung vom Index m 
sein, und zwar als Punktion von r gleioh der Besselsohen Punktion J m (kr), • 
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weil die zu entwickelnde Funktion ffir r = 0 regular iat; als Funktion von r* 
kann man zunachat den Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten 

°m Bn (k r') -+• d m H„ (k /) 

machen. Geht man aber zu r' = oo, q>' = n liber, so soblieBt max duroh 
denVergleich mit (15) 

c m = 1, d m = 0. 

Die untere Zeile von (17) folgt dann duroh Vertausohung von r und r\ 
Bchreibt man die entsprechende Gleiobung fttx 1 H* ( k R) bin, so entsteht 
duroh Addition beider: 

+ » 

(17') J 0 (kR) = ^,J m (kr)J m (kr')& m ^T-<r'). 


d) Die Kugelwelle. Die Funktion der Kugelwelle im Raum ^ kH jR 
iat naoh Gl. (12) identisoh mit ik£l ( kR ). Hier bedeutet R den Abstand 
der Punkte r, 0, q< (Aufpunkt) und r\ O', q? (Lcuehtpunkt). Scbreiben wir 


bo wird 


eoH 0 con 0 con O' -f- sin 0 sin -O' ooh (q> — qi'), 
R 2 ~ r 2 -\- r' 2 - 2 rr' con 0. 


Die zu (17) analogo Kntwicklung lautet hier: 


2£(2»i | l)y m (A:r)fi(Ar , )P, 1( (cosfl)...r<r', 
0 

IM 

2 (2m | 1) y> m (kr')£' m (kr)P m (cos6)...r>r'. 

n 

Da« VerhiiltniH dieser Kntwieklung zu (10) ist dawflelbe wie daBjenigo 
von (17) zu (15) Lassen wir namlieh r f or, 0' - tt werden, also den 
leuohtenden Punkt ins Unendliehe der negutiveu z-Aehse r lie ken, ho ent- 
Rtelit (bis aid emeu Ampldudenfaktor) <lie ebene Welle n Uf . Dabei wird 

oohO ooh 0, P m (ri}xO) (- l) m 7 , w (co« D). 

Mit Itiieksieht lueraul und auf die asymptotisehen Worto (11) fiir £ m (kr') 
geht (18) direkt. in (10) uber. Hierin liegf. wieder ein direkter Bewois von (18). 

Addierl man zu (18) die ontNpreehende Clleiehung fiir so folgt 
wegen (10): 

it) ■ 

(18') i/’n (^ It) - -2(2m | 1) Vn, (kr) f„,(kr')P m (c.mO)...r ^ r 1 . 


(18) Ct,(kR) 


( .tk ii 

l kit 


3. Beugung an einem Zyllnder. Der gerade Zyhnder (leitonder oder 
clielektriseher Draht) liabe die Riohtung der c-Achne. Seine Oberflache 
sei r =- a. Kr werde von einer ebenen Welle o' * oir getroffen. k Q bzw. k 
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seien die in den Gl. (18) und (12), S. 761, erklarfcen „Wellenzahlen“. Die 
elektrisohe Kraft ® = ffi, sei parallel zur Drahtaohse geriohtet. Dann ist 
auch das gebeugte Lioht im gleichen Sinne polarisiert. Wir setzen 
®, = Ee~ tat und maohen den Ansatz 

(19a) E 0 = «**<>” + 2 «« H m (i 0 r) ... r > a, 

(19b) E = '2>b m J m (kr)d"'f...r<a. 


H m ist die erste Hankelsche Fnnktion; ihre alleinige Verwendung im 
Jtuflaren entsprioht der Forderung, dad das gebeugte lioht sioh vom Draht 
aus ins Unendliohe fortpflanzt. Im Innern ist von den beiden Par ti kular- 
losungen (2) offenbar nur diejenige mit J m zu verwenden. 

Mit ® ist $ naoh Gl. (I) von S. 756 verkniipft: 


daraus 


— ic 9®, 
Uta by ’ 


_ +ic 9®. 
~ /uo dx ’ 


6. — o. 


&<p = sin + cos p S w 


to 9 ®, 

jn co dr 


Die Forderung der Stetigkeit von ®, und fiihrt also auf (lie Qrenz- 
bedingungen 


( 20 ) 


E 0 — E, 


8E 0 1 dE 

. =-— . r = a 

dr (i dr 


Tn (19a) tragen wir die Entwicklung (15) ein und erbalten aus (20) 


a n H m (k 0 a) - b m J m (ha) = - »" J m (k 0 a), 

K H* a (I'o ®) “ b m J m (A: #) = k 0 i m J m (k 0 ct). 

r * 

Daraus folgt fur das gebeugte Liclit 


(21) o m (i J' n (k a) H n (k 0 a) - k 0 H' n (* 0 a) J m (k «)) 

= - » w {j J'« (* a) J m (k, a) - k t J m (k a) J m (k a a)). 


Fur den metallischen Draht (k = oo) reduzieren sioh die Gin. (20) auf 
die einzige Bedingung E Q = 0. Hieraus oder duroh Grenziibergang aus (21) 
folgt dann 


(21a) 


a 


Jjftfto (t) 

H m (k 0 aY 


Bei der umgekehrten Polarisation (§ = § r = He ,tot parallel zur 
Drahtaohse) hat man die GL (19) und (20) m. m. fiir H anzusetzen und 
entspreohend zu behandeln. 
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Tm Falle Hertzsoher Wellen (A > a) lailt sich die Ldsung diskutieren 1 ), 
weil Tfian dann nur wenige Glieder der Reihe brauoht. Flir den optisohen 
Fall (a > A. vgl. anoh S. 840) ist die Reihe wegen ungentigender Konvergenz 
ganz unbrauohbar. Wie man bier umzuformen hat, zeigt Debye 8 ), der 
an! diese Weise das zweidimensionale Analogon znm ezakten Problem dee 
Regenbogens lost (Wasserzylinder an Stelle des Wassertropfens). 


4 Beugung an der Kugel, kolloidale Teflchen. In den Koordinaten 

* = r sin 0 oos <p, y = r sin •& sin tp, z = r ooS 0 

pflanz e sich eine ebeno einfallende Welle naoh der z-Riohtung fort; die 
elektrisoho FeldstSrko sei naoh der x-Riohtung, die magnetisohe also nach 
der y-Riohtiing golarisiert. Mit Unterdrttokung des Zoitfaktors p~ tat und 
mit Rficksioht auf Gl. (15) setzen wir 

| = $. = «*** = 2(2n + l)»"V’«(* r )^«( ooa ^). 

(22) l®, = e. = i>, - $. - 0. 

Dem entsprcchen die Polarkomponenten 


(22 a) 


rone# 


(E r — = sin $ cos 

a t 


1 d x 

<£,; — — —(£ x — cos# cos qie ,trrml1 , 

®<r = - 1 a T~ = ' sin <pe‘ L ' rml1 , 

v r Hin ft o yi 


(22 b) 


Sr 

Sfl 

Sp 


dy 

dr 


-- sin 0sin (pe lirr "* !, t 


I (, y § 

r d t) Vv 
I Oy 


non# Kin (pe ikrviwi \ 


§ v v.m(fte ,kr 


(•OH H 


r Hin f) (1 </» 

Im Wogo, don oinfallondon Liehton Hto.ho nine* Kutfd r a von bo- 
liobignm Malarial. Urn oinon iUmmidlitlinlHMi Aiuuite fiir diw von ilir go- 
beugto Licdit; zu hahon, groifon wir auf (11. (IN") von H. 799 zuriick und 
nehmon don hior vorkornmondon llortzHo.hon Voktor // aln radial an: 

(23) // U,WrU ~ If* <>. 


’) VrI. Cl. NrhJifor, »Si1.*uiiRHlx*r. <i. I’rniifi. Akad. 11 (1909), 

8. 225. 

*) PhyH. Zi‘itwlir. » (IfMlH), N. 775. 
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Die Gl. ( 44 ), 1 . Bd., S. 86 liefem datm znsammen mit dem genannten 
Annate (18"): 

1 dU 


( 24 ) 


\*' = * n +Tr' 

Is, = 0, s» = 


ffi =L dU 

ic ** dn 


rsin# dip ' 

„ -»o**a/7 

$» — 


fiQ)rsm& &<p’ * fio r d & 

77 und Z7 haben dabei der Differ entialgleichong (19") von S. 799 zn gentigen: 

(26) grad U — rot rot 77 + WI1 = 0 . 

Wir betraohten zunachst die #- und yt-Komponente dieser Gleiohung, 
welohe wegen 77* = 77,, = 0 naoh den genannten Gl. (44) aua Bd. 1 


(26) 


I d JL 

r 9# 

i dU 


i d*n 


r 9r9# ’ 
1 9*77 




[r sin # 9 p rain# drdtp 

Daranfhin lautet die r-Komponente von (26): 

9*77 1 9 /. „977\ , __1 9 S 77 M „ _ ft 

9r* »*sin# 9# l ™ 1 9#)^” r*sin*# 9 9 ?* 

Schreiben wir hierin77 = r« und dividieren dnroh r, so folgt [vgl. ebenfalls 
Gl. (44), 1 . Bd.] 

(27) A u + = 0 . 

Die Darstellung (24) gebt daranfhin fiber in 
d i (ru) 


(28) 


(£, = jfe*r« + 


5 , = 0, 


9r* 

S* = ^ 


. 1 d‘(ru) 
r 9r9#’ 
h? 9 m 


/it) sin# 9 93 ’ 


__J_9Mtm) 

* rsin# drd<p’ 


fi CO 


d# 


Dieser Ausatz ist aber insofem noch zu speziell, als dabei £ r = 0 
wirdj im Gegensatz zu (22b). Wir erganzen ihn durcb einen zweiten Ansatz, 
bei dem CE, = 0 wird. Diesen liefem die Gl. (21') von S. 800. Fassen wir II 
wieder als radialen Vekfcor, GL (23), auf, so erhalten wir nunmehr 

~ —ipco 1 dll • ifxoj 1 9/7 

<£, = 0, (E s = -t- 5 3—, Q. = - fl -» 


$ r = Jfe*77 + 


9J7 
dr * 


c r sin # 9 93 ’ 

« _ 1 917 
~ r 9#’ 


c r 9#* 

ft = - 1 — 8 —. 
^ r sin # 9 9 


(29) 
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Die auoh jetzt giiltige 01. (26) bestimmt dann U und // in doraelben Weise 
wie oben, namlich 1 ) 

d 17 

U - -Qf » IJ — rv, A v -I- k*v = 0, 
und die 01. (29) gchcn iiber in 


(30) 


(Er = 0, <E S = J_ J* t 

o sin #.9 9)’ * 0 d&’ 


8,5, _I?.M 8 - 1 *>'('») 

«*• r 9ra«' *» 

Wir bilden zunachst die Potentiate u, v, die der einfallenden Welle 
entspreohen, indem wir die Komponentcn <E r , £ r in den Darstellungen 
(28) und (30) mit der Daretellung doraelben in den Gl. (22a), (22b) ver- 
gleiohen. Die letzteren aohreiben wir mit Klickaicht auf (16) zun&ohst so: 

<S1.) jf*'”-’ = 2P« + l)i>^- ! J>:(oo.#).oe v . 

(Mb)8. =-^7' = Sfan+DC^J-KcosOlbin,. 

Dabei habon wir die Beziehung zwisohon der erston zugeordneten Kugel- 
funktion P’ [l.Bd., VIII, §2, 01.(39)1 und der zonalen Kugelfunktion 
(dem Legendrewthen Polynom) P" — P n benntzt: 

P }>(cos 9) -Ap n ( CO b0). 

Aus (SI a) und (28) folgt, mm 

(^2) ^ \ h? ru - 2 w-| l) V' /M (hoh ) ooh y». 

Dd m der 01. (27) genugt, liberal! cndlioh und mush (32) mil/ com tp proportional 
sein muB, maehen wir ini AnarhluB an die 01. (0) und ({>) den folgenden 
Anaatz: 

( 32a ) « - 2«« V'n (*r) P„ («OH f)) (108 y. 

Wiructzcii in (32) (‘in und H(‘hli<»ttcn 


«« ( <l -H ^ r V’n) (2 n + I) i" • 


, y« (* ') 

r 


! ) Dio hinfiihrung dor Potontiialc «, r (untor dor Bozciolinung //,, ll t ) riihrt 
von Dobyo hor, Dihh. Munchon 190H und Ann. d Phya. 30 (1000), S. 57. Ihr Ur- 
flprting aus oinoin radial gciichtoten Hort-zmihon Vokt-or, \uo or vornlohond gogohon 
wurdo, Sdhoint houhI nichi Iioaohtot zu hoiu. 
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Naob Gl. (7) iat aber der Faktor von a„ links gleich.«(»+!) yi„/r; daher folgt 


(33) 


2 » + 1 i"~ l 
n(«4-lj fc 


Dieaelbe t)berlegung fiihrt mit Riicksicht auf (30) und (31b) xu dem 
folgenden Ansatz fur v: 


(32b) o = ^ 6- y- (k rl PJi (cos &) ain <p 


und m dem Werte b n -- a n wie in (33). Somit lauten die Potentiale u, v 
fiir die einfallende Welle: 


(34) “j = 2fl,*ftr)PS(«**){^J; c„ 


2 n + ] i"' 1 
n(n + 1) k 0 


Hier haben wir Jfc 0 statt h geschrieben, um anzudeuten, dafl die einfallende 
Welle nur im AuBeren der Kugel (Luft) vorhanden iat. 

Wir haben bei der Ableitung von u und v nur die Komponenten 
$ r der einfallenden Welle benutzt. Die iibrigen Komponenten ergeben 
aioh naob den Gl. (28) und (30) durch Superposition dieser beiden Dar- 
stellungen. DaB die so erhaltenen Werte mit den Gl. (22a), (22b) iiberein- 
stimmen, ist nach den Differentialbeziehungen, welohe zwischen dieaen 
Komponenten bestehen, eigentlich selbstverstandlich, kann aber auch direkt- 
durch Benutzung von Kugelfunktionen-Relationen nachgewiesen werden. 

Nunmehr kfinnen wir die Losung unseres gesamten Problems hin- 
sohreiben. Sie setzt sioh additiv aus den Bestandteilen u und v zusammen. 
u mnB die Form haben: 


(35 a) 
(35b) 


[ r > a, Luft, k = i 0 , 

I u = S °n (y>n ft r ) + ft, ft r )) Pi (COS 0) COS <p , 

| r < a, beliebiges Material, k = k 9 

I « = s C n Bn v>n (*f) Ph (COS 0) COS 9 ?. 


In der Tat dtirfen von den Partikularlosungen (9) im Innern der Kugel 
nur y ni im AuBercn, abgesehen von der einfallenden Welle, nur vor- 
kommen. DaB wir den Faktor c n beim gebeugten und dem ins Innorc ein- 
dringenden Teil dea Feldes hinzufiigen, geschieht zur Vereinfachung der 
Formeln und beeintrachtigt die Allgemeinheit dea Ansatzes offcnbar niclit. 

Zur Bestimmung der in u noch verfiigbaren Koeffizicnten A nt B u 
dienen die Grenzbedingungen an der Kugeloberf lache r = a : 


a) Stetigkeit von und <E„, d. h. nach den GL (28) Stetigkeit von 
d(ru) 
a , also 
or 


(36a )|? I'*(*•')! r _„+4^K.(V)U. = B„ A (r Wn (* r)\ r „. 
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b) Stetigkeit von und d. h. naoh (28) Stetigkeit von 

also 

(36 b) AJ ( Y*» ft "I” Cn ft ®)) = “ 5 W (A d). 

Diese Gleichungen bestimracn -4 n und 2? w . Dor allgemeine Ansatz ftir v 
lautet ebenao wie der ftir u [Gl. (35a), (35 b) mit sin <p statt oos q >\. Aber 
die Qrenzbedingungen untersoheiden sioh in den Konstanten und liefem 
daher etwas andere "Werte fiir A n und B n . 

Wir sohreiben die Werte dcr A n , B n nioht hin, da wir auf eine n&here 
Diskussion der Losung verzichten miissen und veTweison dieserhalb auf 
die Arbeit von G. Mie 1 ). Die Formeln sind natiirlich direkt nur brauchbar 
ftir hinrcichcnd kleino Teilohen (a ^ A). Solche hat man aber gerade in den 
kolloidalen Gold- und Silberlosungcn vor sich. Die Erklarung dor dabei auf- 
tretenden merkwtirdigon Farben bedingt das besondore physikalische 
Intexesse der Tlieorio. Bei groBcn Teilohen (z. B. Wassertropfen, Regen- 
bogon) muB man vor der Diskussion m einer Integraldarstellung Ubergehen, 
fihnlich derjenigen, die wir im Falle der Erdkugel beim ProI)leiu der draht- 
losen Telegraphie vornehmen werden, vgl. XXI11, § 4. 


EinundzwanzigHtefl Kapitel 

Wechselstromwiderstand und Skineffekt 

In dieaeni und den folgenden Kapiteln handelt os sioh woHontlich 
um Vorgange, die an der Urenze von Ijeitern und Niohtlcitern auftreten. 
Das Verhalten der Loiter (und Niohtleiter) wird dabei meht ntomistiHch 
im Rinne der Elektronenthoorie, Hondern phanomenologisoh irn Rinne der 
urspriingliehen Max wellHchen (Jleiohungen, XIX, (SI. (I) bis (VI), defimert. 
Die Leitfiihigkeit a behandeln wir als endlioh, maehen also nioht, wie im 
vorigen Kapitel § 1, den (Jrenzuborgang zum vollkommenen Loiter. 

Im Hauptted dies(‘H Kapitols werden wir iibrigenH nioht Maxwellisoh, 
sondern Vor-Maxwellisoh reehnen, indem wir den VersehiebungHstrom 
nebcn dem IjOi1.ungHHt.roni vernaeliliisHigen Zunaelmt aber boginnon wir 
mit den vollstiindigen unversturmnelten Ma x well when Gleiohungen 


i) Ann. d. IMivh. 26 (IOOH). ,K. 377. Die Mimehe Theone wml fur Iladien 
a X erganzt. dureli <1. .JoI>h(„ Ann. <1. IMi.vh. 7B (1025), N. HB3 und 78 (1026), 
N. 157. Du* K.rweiterung aul ellijwoidiHelie (SeHtalt <!<*h lieugwidcu KbrperB tfibt 
in allgeineiiiHter Korin K. Moglich, Ann. ci PhyH. 83 (1027), S. 009; er borichtefc 
ftiioh ilher die ultere Literatnr, Lord Huvleitfh, II. (Sunk, M. Abraham uhw. 
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§ 1. Yerteflung an einer leitenden Ebene 


1. Symmetric des Problems und strenge Integration. Wir stellen uns 
zunaohst ein scheinbar uninteressantes, weitgehend idealisiertes Problem, 
welches aber als Vorberaitung f&r die nfiohsten Kapitel bedeutungsvoll ist. 
Der Raum sei zox Hfilfte (y > 0) Loft, zur anderen Halfte (y < 0) metalli- 
scher Leiter, die TrennnngsflSehe (y = 0) also eben. Das Feld sei von einer 
Koordinate (sagen wir z) unabh&ngig, zeitlich rein periodisoh und habe den 
Charakter einer in der a>-Riohtuiig fortsohreitenden Welle. Im Gebiete 
y > 0- haben wir (s, fi, a) = (1, 1, 0), im Gebiete y < 0 rechnen wir 
mit allgemeinen Werten von e, fi, a. Das letztere Gebiet konnen wir 
als AuBartung eines Drahtes von unendlioh groB gewordonem Radius 
ansehen. 

Wir haben zwei mogliohe Los ungen der Mazwellsohen Gleiciumgen 
von entgegengesetzter Synunetrie, ahnlioh wie S. 800: 


A. $> = ® = | $* = £, = ® t = 0, 

B. ffi = <E„ $ = J|*. ffi. = ffi, = = 0. 


Nut die erste interessiert uns hier, da nur sie der Ausartu ng eines 
weohselstromdurchflossenen Drahtes entsprioht. Bei beiden Ansatzcn 
werden die Mazwellsohen Gleichungen (I) und (II) von S. 756 Mr jo 

drei Komponenten mit Riioksicht auf = 0 in der Form 0=0 erfullt. 

az 

n&mhoh bei A die x- und y-Komponente von (I) und die z-Komponcnte 
von (II), bei B die z-Komponente von (I), die x- und y-Komponente von (II). 
Wir machen bei A den komplezen Ansatz 

(1) $ = $ f = H .e~ ,mi + **» 


welcher der geforderten zeitlichen Periodizitat und dem Fortschroiten in 
der x-Riohtung entsprioht. A ist eine Konstante, H eine Funktion nur von y. 

benutzen wir die aus den Mazwellsohen Gleichungen 
abgeleitete WeUengleichung (12) von S. 761, welche ffir H lie fort: 


d 2 H 

(2) 'd7’ + ( A ’- A, ) £r = o, p = 


2.8 _ ~ 

K o - 7 

c* 


■y 


e/ACD* + in a co 

-^- y <U, 


\ c * 

4 ist die WeUenadd (tosdd der Wellentogen m2, LaMeuoinheitanl 
ft. die FortpfUotiuig tog, de, OkerflM,. JL L*J! Z1ZX “£?£! 
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jenige Wellenzahl, die der freien, an kerne Tronuungsflache gebundenen 
Fortpflanzung ontsprioht, aei es irn Leiter oder Niohtleiter. Wir konnen 
auch sagen: h bezieht sick auf .,Oberflachenwellen“, k auf „Kaumwellen“. 
Fur G machen wir den zu (1) analogen Anaatz 


<3) 


G =■ 


| G„ = E a e- ,mt + ‘ k *, 
I G„ = E v e -" ,,f -• ,kl . 


Af» und L\ Bind ab Funktionen von y aus der Maxwellschen Qlei- 
ehung (II) von S. 75(5 zu entnehmen: 


<*) 


---tew -f 
c 



dU 

dy 


i p <o + a 
c 


Ey = - ihH 


E x 

Ey 


%fio> dH 
ck* dy ’ 


/no h 
ck* 


H. 


Dabei erge.ben sick die recktsstehendcn Werte huh den linkantchenden 

durch Multiplikation mit 1 ^ lu> und BeriickHiolitigung des Wertes von k 3 

c 


in (2) - 

Auh (4) folgt unmittolbar, daB aueh die MaxwellHokc Gloichung (IV) 
von H. 750 orfiillt iHt, die bei einem reinen Wellenvorgang, d. h. bei Aus- 
fichluB walirer Ladungen (eh'ktroHtatiHcker Folded) iiborgelit in div ® =. 0 
bzw. in div (£ 0, Wenn v als konutant voraungosotzt wird. 

Gl. (2) wird foltfenderinaBon integriert: 


(5) 


h 2 v-\-Be ' V * 2 


So wie wir friiher (S. 702) verabrodeten, daB k mil. piwitiv-iinaginarem 
KeHtandteil zu reelmen Hoi, wollen wir jetzt feHiHotzen, daB von den beiden 
Werten von VA* 2 A 2 derjenifre tfewiihlt werde, welehor omen pomtiv- 
iniagmaren IktHtandteil hut. Aladann folfd-, daB wir zu Hetzen haben: 


fiir y 0 ... li = 0, 
„ y 0 .. . A =- 0, 


damit II fiir y | on nieht. unendlieh groB wird. AuBerdcm intiHKen 
<lie nieht vernehwindonden Werte von A und li unter Hick gloich, Hagen 
wir gloieh (\ werden, damit der erforder lichen Ktetigkeit, (11. (4) von S. 758, 
gcniigt wird Wir Hchrcihen uIho: 


( 6 ) 


I II =- <U" *’» . . y ■ 0, 

I II Ce 'Vi*' **»... y< o. 


Hier bedoutot k 0 gcinuB (2) don Wert, k (ojv ini Niohtleiter. 
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Aus (4) ergibt rich nunmehr: 


(7 a) 


(7b) 


E a = - Ce> 

E, = 

*0 


E a 


if P 


JJ, = 

KT' 


y> o. 


... y < o. 


Somit iflt das elektrische und magnetisohe Feld bestimmt bis auf die 
GroBe 0, weiche ihier Natur nach. unbestimmt bleibt und von der Starke 
der Anregung abhangt, und bis auf die Wellenzahl A. Zur Beatimmung der 
letzteren haben wir gerade nooh eine Gleichung iibrig, namlich die Stetig- 
keit von E a [Gl. (4) von S. 768] beim Durohgang durch die Trennungsflaoho 
y = 0. Aus (7a) und 7b) folgerfc man also zunachst fiir den besondcren 
Fall p =s 1: 

k* P \ P/ 

oder, einfacher gesohrieben, nach Fortheben eines gemeinsamcn Faktora: 

(8a) V ~ k$ + P ’ 

Im allgemeinen Falle (ft > 1) haben wir statt dessen 

f8b v 1 h * _ (■, h *\ 

(8b) 1_ ^-'P~1 1_ PJ 

oder auch 

ii 2 

1 _ “ K ° 
i i A 

(8c) 


1 

P 


_1_ 


p 

H'k o* 

P 


Wir berechnen noch den Gesamtetrom im Leiter nach der x-Kichtung, 
und zwar fiir einen Querschnittestreifen von der Breite 1 in der z-Riohtung 
und der Tiefe oo in der y-Richtung. Nach (7 b) erhalten wir in komplexcr 
Darstellung: 

i o 

(9) 


J = a jdz j iyffie = Ctr 


imt + ihx 
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l&tzen wir fiir A 0 den Wert aua (2) ein und gehen wir von unsercm elektrisch 
gcmesscnen Strom ./ mittelB (2) und (3) von S. 757 zu dem in kon- 
ventioneller Weiso inagnetisch gcmessencn Strom J mtl)n liber, so wird 

(9a) 1 in oJ nMan = + 

Der Bruch auf der reehton Spite kann gleioh c gesetzt werden, wenn os 
erlaubt ist, in (2) r/iafl gogon /too, (Versohiebungsstrom gogen Iieitungs- 
strom) zu vornaohliiHsigen, was in Metallon allgomoin dpr Fall ist. Dann 
folgt 

( 91 >) = -L=Ce- 

V 4jl 


2. Dlskusslon des Feldes. a) UroBo Leitfahigkeit. Boi cinpm 
inetallischen Loiter int | k \ A 0 , zumal boi klpincren Frequenzen w Des- 
halb wird imoli (8a) odor («<;) It ~ k 0 . Dio Diskussion den Feldes wird in 
diesem Falle splir einfach. 

Mit h -- /•„ (t)/r. lautot der Exponent im Ansatz (1) oder (3) 

— ia>t -|- ihx — — ico^t — — 

Das Feld pflanzt sicli also mit Liohtgcsehwindigkeit und ohne 
Dampfung in der x-Kielitung fort, (lleielizeitig wird 

(10) fiir H I 0 . .. K x 0, E y ^ (\ II ^ C. 


Die elektrischen Kraftlinien stehe.n also senkreclit auf der 
Oberflholie des Loiters. Hlektrischo Kraft (£„ und magnetiselie Kraft 
liaben u be rail gleiolie Starke, es findet koine. Abnahme des Feldes von 
dor Leiteroborflaehe naeh auUen bin statt. 

Im lnnern des Loiters wird die Abnahme rapide, um so sehneller, je 
grbller die Leitfaliigkeit ist. Aim (7 b) folgt. niimheli wegen |Jt| ^ h ~ k 0 : 


(H) 


fiir y ■ 0 


/i, = - / y n - Or- lk ", U, = Ce~ "v, 


II -- Or > k i>. 


Wir diirfen selireiben: 


( 12 ) 


■fT 


da niimlioh i und // von dor (JrdOenordnung I Hind, kann dor orato Summand 
in (2) gogen don zwoiton mil doniHolbon Rooht vornachltiHaigt wordon wie AJ 
gogen k 2 . Fernor ist a A Jrr 2 ^^, wo fr magII die in gowdhnlielion (kon- 
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ventioneUen) magnetiflcken Einkeiten gemeasene Leitf&higkeit bedeutet 1 ). 
Wii konnon daker Btatt (12) weiter sckreiben 


(12a) k = (1 i) I 2 n/iw<T m ^a = (1 -f- *’) 2 n V p ; 

kier bedeutet v = tu/2 n die SckwingungBzakl pro Sekunde. Infolgedessen 
geht die Exponentialfunktion. in (11) fur die Tiefe y = — d fiber in 

(13) e~‘ tV = e ~** V'*""mEgn d g 3,1 d . 

Die Amplitude des Feldes vermindert sioh also auf 1/e beim Fortschxeiten 
naoh. der Tiefe um 


<18a) 




1 


V 

gleiohzeitig bleibt die Phase um 180°/^ zuxtiok. Diese Ersoheinung heifit 
bekanntlioh Skineffekt. tlber die numerischen Verhftltmsse bei Kupfer 
^mign = 5,76. lO^ 1 , /a = 1) orientiert die folgende Tabelle: 



V 

d 

mm 

Teohnischer Wecheelstrom . . . 

50 

9,4 

Telephonstrom. 

1000 

2,1 

Drahtloee Telegraphie X = 10 km. 

8.10* 

0,4 

Hertsssohe Welle 1 = lm. 

8.10 s 

4. 10-* 


Der gesamte Wechselstrom ist im letzten Falle auf eine dtLune „Haut <f 
an der Oberfl&ohe des Loiters konzentriert, wie in Fig. 85 angedeutet. Bei 
Eisen, wo zwar o seohsmal kleiner, aber ju etwa 600mal groBer als bei 
Kupfer ist, wird der Skineffekt nooh ausgepr&gter (n&mlich d etwa lOmaJ 
kleiner). 

Die Oberflfiohe des Loiters ist geladen; die Ladungsdiohte rj berechnet 
sioh naoh Gl. (5) von S. 758 aus dem Sprunge yon (E* an der Oberflache. 
Nach (10) und (11) wird also, wenn man wieder k 0 gegen Jc vemaohlassigt: 



x ) Ana 3 = o(E folgfc beim tTbergang zn den konventioneUen magnetisohen 
Einheifcen naoh (2) and (8) yon S. 707 und 768 

a) 4 ji Ojuigu — G SjuigQ. 

Andererseite definiert man in denselben Einheiten 

b) 3m*gn — OnutgQ ®m*gn • 

Aus a) und b) folgt die im Text benutzte Beziehung 
o) (J —i 4 it c® ■ 
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Auch die Ladling liiuft hiertiach im Grenzfall grolier Loitfiiliigkcit mit 
Liclitgeschwindigkeit an dor Oberflache ontlang. 

b) MiiBigc Leitfilhigkeit. Wenn A‘ 0 nielit gegen k zu vernach- 
laasigcn i»t, haben wir die Uln. (7) und (8) noch Potcnzon von k 0 /k zu ont- 
wickeln, wobei wir uns auf dan crate died beschriinkon werden. Aus (8c) 
folgt. 

Mi l h _ I. A _ I _ «>/, 1 /‘ a w s (f/uo 8 - ifiao ))\ 

(14) n - "oy 1 2 ; - c V “ 2 .'fl “ ■ ; 

mit der Abkurzung 

O — (f//<7) 2 ) 2 -| (//fffl>) 2 . 


Der Exponent im Ansatz (l) und (2) lautet jetzt: 

(14a) j - «■ 


Die.Welle sehreitet also in der .r-lliehtung mit Damp Tung vorwiirts und 
mit einer (leachwindigkeit, die von der Liolitgesohwiiidigkoit ve.r- 
Beliieden | r] 1 ) ist. 

Sodium folgt aus (Hb), da Li 


(15) 


i'tf~ > /<h 

I « “ * 


eine komplexe GrbBe ist. Da X ,a naeb der Definitionsgleichung (2) im 
ersten Quadranten der komplexeu Ebene liegt, liegt k im erston oder 
dritten Quadra nten, \jk also im vierten oder zweiten. Da nuoli der bei 
Gl. (5) getroffenen Verabredung \ l k* A a mil. positiv unaginarem Teile 
zu wuhlen ist, haben wir von den beiden inbglieben Werten von i/k den- 
jenigen im zweiten Quadranten zu wuhlen Wir setzen etwa 

(15a) /■? ^ l m ^' ’ a “ 

q ist urn so kleiner, j(‘ grolier \k\ gegen k Q ist. 

Die (Jin. ((>) und (7a) zeigen nun, daU das Eeld in Luft nicdit melir 
von // unabliimgig ist, sondern dali eine (bei kleinem q kleine) Ah- 
nahme von der Leiteroberflaelie noch auBen bin slattfindet. Die Ab- 
nalune naeb deni Innern des IjeiterH bin ist aueb jetzt stark und von der 
untor a) gescbilderten Besehaffenheit. 

Doh Naberen interessieren wir uns fiir die Lage der elektrisehen Kraft- 
linien an der Oberfliiehe des Leiters // 0. Welebe Siello x wir betrachten 


J ) Da oh Hieh bier lediglieh urn eine PhnHrni^em'hwincli^keit handelt, hat die 
auftretendo OlierhehtgeHrhwindigkeil nielits mit deni bckannton Vorbot dor Knlativi- 
t&tBtheorie zu tun. 

M 1 hoh- I*i auk, Dilfi.miitlnlgloirhungim 11 58 
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wollen, ist dabei gleichgiiltig, weil der Wellenvorgang [abgesehen von der 
in (14a) berechneton D&mpfung] sich ohne Formiinderung langs der sc-Achse 
fortsohiebt. Wir setzen daher x = 0. Auflerdem konnen wir ersichtlioh 
0 = 1 setzen. Aus (7a), (15a) und (3) folgt dann in hinreichender Naherung 
fill die nichtleitende Seite der Oberflachc beim Ubergang vom 
Komplexen zum Reellen: 


(16) 


Z = (£ e = — gSRe {e ,( “~ tu * ) }, 
7 = = 9te {e™ 1 "*}- 


Den Inhalt dieser Gleichungen vcranschaulioht Fig. 84 a. Dio beiden 
elektrischen Komponenten sind als Koordinaten X und Y eingetragen, 
Y variiert zwisoben — 1 und + l t X zwischen - q und + q. Der Punkt 
(X, Y) beschreibt eine dem Rechteck (±1, ± Q) cmgoschricbene Ellipse. 
Filr o)i = 0 ist l = -^ooaa>0, 7 = 1 (Punkt0 der Figur), fur 
a>t = n/2 ist X = — g sin a < 0, 7 = 0 (Punkt tz/2) usf. Dio Ellipse 
wird also in der in der Fig. 84 a eingezeichneten Pfeilrichtung durchlaufon. 

Die Verbindungslinie vom 
Fig- &4a Mittolpunkt nacb dem je- 

weiligen Orto von (X, Y) 
Fig. 84 b gibt die jeweilige Richtung 

des elektrischen Vektors 
(clektrisches , ,Drehf old* *). 
2Q\ —|—x Die mittlere Lage des elek¬ 

trischen Vektors, gogeben 
durch die grofle Haupt- 
achse der Ellipse, ist nieht 
mehr senkreoht zur Leiter- 
oberfliiohe, sondem im 
Sinne der Fortpflan- 
zungsrichtung (positive $-Achse) nach vorn geneigt. Natiirlich 
gibt es aber in jeder Periode auch Zeitpunkte, wo die Exaftlinie genau 
senkreoht, und auch solche, wo sie genau tangential zur Leiterober- 
flache steht. Mit wachsendem k (abnehmendem q) wird Reohteok und 
Ellipse immer Bchmaler. Das Feld wird immer melir ein reines Wechsel- 
feld und stellt Bich iiberwiegend senkreoht zur Leiteroberflache, ent- 
sprechend dem Grenzfall a). 

Ftir den Leiter andererseits haben wir nach (7 b) in unmittelbarer 
Niihe der Oberflache (y = 0), wenn wir wieder die Stelle x = 0 ins Auge 
fassen, hinreichend genau 




y 




PC 


<» * 


I h>K 


r.p 




_ ft} A f n - -*-• -1 


>— /tut' 
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Bedeutet q eine kleinc recllo GroBe, a einen Winkel etwas kleiner ala 
k/4, bo konnen wir schreiben 


= Q6- 


I’erner diirfon wir wahlen 


/‘*o 


0 = 1 . 


Zur Darstellung des elektrisohen Vektors im Leifcer haben wir dann 
in den Koordinaten X , Y folgende Gleichungen: 


(16a) 


X = <£ tt -= 

Y = <£ y - e Re 


Sie stellen eine Ellipse dar, dercn groBe Hauptaclise etwas gegen die 
X-Richtung verdreht ist (vgl. Fig. 84b). Die kleine Hauptaohso wird 
um so kleiner, je groBer die Leitfahigkeit. In dem Grenzfallc Jc 0 <^k, wo 
die Kraftlinien auBerhalb des Loiters sich senkrooht zur Oberflaohe richten, 
entartet die. Ellipse im Leiter zu ciner Gerade.ii parallel dor Oberflaohe. Ira 
allgemeinen ist. abor auoh hier das Feld kein reines Wochselfeld, sondem 
cin „Drehfold“. Wenn im Loiter r//ra 2 gegen 
(jfto) vernaohljissigti werden kann, fallen die 
Hauptachsen unserer Ellipse nut der X - und 
Y-Riclitung zuHammen. 

Fig. 85 s tel It in sehr soheinatisicrter Woiso 
die mittlere Luge des elektrisehen Vektors in 
Luft und im Loiter dar, ini Verlialtnis zu 
der Fortpflanzungsrichtung der Welle, dom 
horizontalen Pfoil dor Figur. Die Figur ver- 
anflchaulielit reeht deutlioh, daB die eigentliohe Fortpflanzung der Wcllen 
im Niolitleiter vor sich geht und daB die Kraftlinien mi Leiter wie in 
einem widerstelienden JVlittol nachgesohleppt werden. Zugleich haben wir 
in der Figur die Amphtudenabnahme des Weohsolstromcs im Leiter 
(den Skincffekt) schematised! dargestellt. 

Der hier gesohilderte Wellentypus (ebene Oberflaehenwellen) ist von 
J. Zenneek 1 ) mit Ltuoksicht auf die Vorhaltuisso bei der drahtlosen 
Telegraphic* diskutiert worden. 


Fig. 85 



3. Wechselstromwiderstand. Die elemcntarc Definition des Wider- 
standes (Lange (lurch Quersehnitt y Lcitfuhigkeit) wird in unserem 
Falle naturlich hinfiillig. An ihre Stelle setzen wir zunachst eine 


i) Ann. d. Phys. 23 (1907), 8. K46. Vgl. auch K. Ullor, Dissertation Rostock 
1903. 


56* 
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eaergetische Definition. Wir verstanden unter Q [Gl. (VI) von B. 757J 
die Joulesche Wanne pro Volumeneinheit und wollen ji'txt untor 

r 0 

Q = I jQdy 
0 

das Zeitmittel der Stromwarme versteben, die in ciner Suule. nenkm*ht 
zur Leiteroberflache von 1 om a Querschnitt und der Tiefo oo ontwiokelt 
wird. Als Definition des Widerstandes R sohreiben wir nun, im AnmihliiU 
an die Verhaltnisse beim Gleichstrom, 

(17) Q= RJ 1 , 

wo J* den zeitlioben qnadratiscben Mittelwert dos im Sinno von (9) l><‘- 
rechneten Qesamtstromes [das Quadrat des effektiven St.rom«*8, 01. (li>) 
von S. 763] bedeutet. Und zwar erhalten wir R in den gewfilinlielien 
magnetisohen Einheiten (10 -9 Ohm), wenn wir J in diewn Kinlieiten 
rechnen. 

Um -Q in bequemster Weise zu finden, stiitzen wir tins iiuf den 
Poyntingsoben Satz, Gl. (7) von S. 759. Dieser ergibt im Zeitmittel mit 
der jetzigen Bedeutung von Q: 

(18) Q = -\&ndo, 

wo die rechte Seite iiber die Oberflache unserer Saulo zu erntreekon und o 
zeitlich zu mitteln ist. Die Oberflache der Saule bestcht abor huh drei 
Teilen: zwei Parallelflaohen senkreoht zur z-Aclise, zwei Parallolflaohoii 
senkrecht zur x-Aohse und aus der Deokflaohe senkrecht zur ?/-AoIino. 
Der Energiestrom S steht zufolge der Symmetrie dea Folder uberall senk- 
recht zur z-Aohse, so dafl die z-Flaohen jedenfalla keinon Beitrag lioforn. 
Aber auch die beiden s-Flachen geben zusammen den Beit.rag Null, 
wenigstens dann, wenn wir den Grenzfall groBer metallineli or Ij«» i t ■ 
fahigkeit (vgl. Nr. 2a) inB Auge fassen. In diesem Fallo ist, wio wir sahon, 
das Feld in der z-Richtung rein periodisch (h reell, gleioh k i} ); (labor trill 
durch die eine der beiden jr-Flachen derselbe Energiestrom c*in, dor duroh 
die andere austritt, nur zeitlich verschoben; im Zeitmittel liobon aioli 
beideauf. Es bleibt also nur die Deckflache y = 0 librig. Hior int 

®7I = S v , 

da n positiv nach aufien gerechnet wird. Mithin ergibt (18) 

( 18a ) 5 = — S v (fiir y == 0). 

Nun ist 


<3* = c [<£$]* = - 



XXI, § 1 


Zusammenhang von Widerstand und Skineffokt 


885 


und naoh. Gl. (17) von S. 763 

(19) S, = - l (E e H + B a H) - - J- W e (E a H). 

Hierzu ist zu bcraerken, daB die Mittelbildung nach t in unserein 
Falle zugleicli auch die Abhangigkeit von x zum Vcrschwindeu bringt, 
weil x nur in der Verbindung - icot |- ifi x (bei reellem h) vorkommt. 
Nach den Gl. (6) und (7 a) gilt aber fttr y = 0 (wir diirfen C reell rechnen) 


(19a) E.H = - 

AIbo wird __ __ 

5=-/*,y«r,AV 

Sodann ergibt Hicli nach der Regel (18) von S. 763 aus (9b) in konven- 
tionellen magnetisehen Einheiten, in denen wir auch R beroehnen wollen: 


7* - 


l 

8 n 


C a . 


Daher folgt aus (17): _ 

„ a m 1 JkS-V 
(20) R-- — 4jrc9tcy- 

Nun ist nach (15) und (12a) 


(20 a) 


I j'k$ A* _ /i An 

r « * 


rb 


(1 -i)l<K 

2 V2 7T fit 1 ) U n)a ^ u 


. u-j)i/ /*® 

2 c f 2jro ra(1(Ill 


Hier muB das unten* Vorzeiehen ge wall It werden, damit. V&o - A a , wio 
verabrcdct, einen poHitiv-imaginiLren HcHtandteil aufwemt. Aus (20) und 
(20a) ergibt sicli also whlieBlich: 


( 21 ) 


R 


V 


2 TT/t <n 

tflllAKll 


Z 7X 


y 


(l V 

^IIIAKU 


Wir fbliro.n un» dawn Wort. daduroli nulior, daB wir ilin vurgloichen 
mit dor Kindriiif»ungHtiofo doH Ktromon boim Skinoffokt. Uimor R war 
goroohnot. fiirdio Liingo 1 in dor Ntromriohtunf* und fiiroinon ,,QiiorNohnitt‘ fc 
von dor Broils* 1 in dor :-Riolit,ung und dor Tiofo oo in dor //-Riolitung. 
DioHi* Tilde* wird abor wo^on doH Skinoffokton niolit* aiwgonutzt. Nonnou 
wir die wirklioh mall«*obondo Tiofo r/, sol.zon also don Quoiwbmtl gloieh 
i . r/, ho lioforidio gowiihnlioho WidorHtandHformol (Lango duroli Qnorwlinitt 
, Loit.fahi^koit,) in unsorom Kallo 
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und dies stinimt genau mit (21) iiberein, wenn wir d im besonderen duroh 
den oben berechneten Wert (ISa) messen. Unsere Widerstandsformel (21) 
ist also eine unmittelbare Folge der Zusainmendrangung der Stromlinien 
in der LoiteroberflaoIiQ. Der Wideratand wachst mit waohsender Schwin- 
gungszahl und magnetiaoher Permeabilit&t, weil gleichzeitig damit der 
effektiv© Queraohnitt abnimmt. Bei der Sohwingungszahl Null (Gleich- 
atarom), wo ein u n endli oh ausgedehnter Queraohnitt flir die Stromleitung 
zur Verftigung steht, wird der Wideratand nattirlich Null. 

Gehen wir von der Breite 1 unseres Querschnittes liber zu einem 
Queraohnitt von der Breite 2 na y betrachten also jetzt ein prismatisches 
Stiiok des Leiters von der Lange 1 in der se-Richtung, der Breite 2 na 
in der z-Riohtung und der Tiefe bzw. d in der y-Riohtung, ao erhalten 
wir einen Wideratand R’> der sioh aus (21) folgenderm&Ben berechpet: 


( 22 ) 




Wir ko mmen auf diese Formel un nachsten Paragraphen zuriiok. 

Btatt der energetisohen konnen wir aber auch eine elektro- 
motorisohe Definition dea Widerstandes benutzen. Wir aetzen namlich 
in iiblicher Weise an: 


(23) 




wo E die Spannung (daa Limenintegral der elektriachen Feldatarke langs 
dor Oberfl&ohe des Leiters), L die (inner©) Selbatinduktion bedeutet. 
Wenden wir diese Gleiohung auf die Langeneinheit der x-Aohse an, so 
wird E = C*. Wir tragen also in (23) den Wert von ffi* aus (7 a) (auf ge- 
wohnliohe magnetisohe Einleiten umgereohnet und ftir y = 0 genommen) 
und den von J aus (9b) ein: 

£ = (£,= — y4 jic y 0 -p-—/ ■= \^Ce~ tmt + th * 

' k o Hn 

Dann ergibt sioh 1 ) aus (23) und (20a): 


(24) R - ioL = - 4 teg = (1 - i) 1 . 

' *» f <7m«gn 

Wir erhalten also auf diese Weise gleiohzeitig Wideratand und Selbst- 
induktion, und zwar ersteren in tlbereinst immung mi t Gl. (21). 

) D&B der M Widerstandfloperator“ R — icoL hier mit negativem Vorzoichen 
von i geschrieben wird, liegt offenbar daran, dafi wir dnrohweg, z. B. im Auadruck 
von J, den Zeitfaktor genannt baben. Bei Vorzeiohenumkehr von t im Zeit- 
faktor wird der Wideratandeoperator nattirliob R -f tcoL. 
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Noch sei bemerkt, dafi wir auoh die Selbstinduktion (ebenso wio den 
Widerstand) energetisoh bereohnen konnen naoh der Gleichung 


W m = 



die „innere“ Selbstinduktion aus der magnetischen Energie des Leiters, 
die „auflere u aus der dos umgebenden Luftraumos (vgl. Kap. XVIII, § 2). 
Wir kommen auch hierauf im nachsten Paragraphen zuriick. 


§ 2. Draht von kroisfijrmigem Qucrsehnitt bei niederen 
mid hohon Frequenzon 

1. Das Wechselfeld von Kreissymmetrie. Der Radius des krcisfdrmigen 
Quorschnittes sei a, die Mittollinie des Drahtes machcn wir zur x-Ac*lise. 
In der Quorsohnittsebene definieren wir Polarkoordinaten r, <p. Das 
elektromagnetische Feld, wclchcH einem im Draht flioBendcn Wechsel- 
strom entspricht, hat zyklische Symmetric um die x-Achse, d. h. es gilt 
fiir alle Feldkomponenten 



Die magnetische Kraft vcrl&uft in Kreisen ura die Drahtachse, die elek- 
trisohe Kraft liegt in de.n Meridianebonen duroh diesc Aohse. 

Wir setzon also, entspreohend dem Ansatz A von S. 87C: 

A. § = £,,, ffi = j £, = Sr ™ C r =- o. 

Der umgekehrto Ansatz B wttrde einem magnetischen Wcchselstrom 
entsproohcn und wird in gewissem Sinno durch das im folgenden Para- 
gruphen behandelte Hpulenproblem reulisiert. 

Wir Hehreiben nur diejenigen Komponenten der MuxwelInchon 
(ileiehungen, und zwar in Polarkoordinaten trunsformiert, bin, welchn 
durch unHeren Ansatz nieht identiseli belriedigt werden. Zuniiohst be- 
nbtigen wir die Ausdriieke fiir die Komponenten der rot, die wir deni 
]. Bd., S. H(i, (H. (13) entnelmien Wir haben z. B.: 
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Nur die zweite dieser drei Komponenten ist von Null versohieden. Daher 
redmdert sioh die Maxwellsohe Gl. (I) von S. 756 auf die eine Aussago: 

... (id d (£ r d (£ K 

W e dt = “"97 + dr 


und errtspreohend die Gl. (II) auf die zwei Aussagen: 


( 2 ) 


6 9<E r a _ _ d$> v 
c dt i ~ c r ~ dx ’ 


t , a ffi 1 9 
c dt c " r dr 




Wir setzen ahnlich wie im vorigen Paragraphen: 

(3) $ 9 = ffe-ffi r = CE a = E x e 

indem wir den Vorgang ale periodiaoh-harmoniacli in der Zeit und alB 
fortachxeitende Welle in der ®-Riobtung vorauBsetzen. H, E r und 1E x 
eind dann nur noch Funktionen von r. 

Die elektriselie Ladung ist bei einem reinen Wellenvorgang im Innern 
eines bomogenen Mediums stets gleich Null zu setzen. Deshalb gibt Gl. (IV) 
von S. 757 mit Riicksicht auf Bd. 1, S. 86, Gl. (43) 

(*) 7 +T§ - (i if W + «*.).-•-+■*■ = 0. 

Andererseits ist Gl. (Ill) von S. 756 von aelbst erftillt. 

Nun genligt als recbtwinklige Komponente der Wellengleichung 
in der Form (12) von S. 761. Dies liefert fur E x nach Bd. 1, S. 86, Gl. (43) 
die gewohnlicbe Differentialgleicbung: 

(5) AB.+ VB.= l - d d -(r d 2 f)-^ (V-h‘)E x = 0. 


Durch die Substitution q = ] k 2 — b* r, Z = E m nimmt sie die Form an: 


(5 a) 


d*Z 1 dZ 
(Lq 1 Q d,Q 


Z = 0. 


Der Vergleieli mit (2) von S. 831 und Bd. 1, S. 403, (I) zeigt, dafi 
(5a) durch eine Zylinderfunktion vom Index 0 integricrt wird, also (lurch 
cine der Funktionen 


(6) «(e). Hi f(e), J Q (p). 

In diesem Kit pi tel beschriinken wir uns auf das Tnnerc 
(lea Lei tern. Die schwiorigoren VerhaltnisHi* im AuUercn werden wir im 
folgenden Kapitel holumdoln. Jin Innern des Loiters konnen wir von don 
PnrtikulnrhiHungon ((>) nur die fur q — 0 encUich bloibondo Funktioxi 
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J 0 (g) brauchen, vgl. hierzu und zu dem Ansatz unserer Partikularlosungen 
tiborhaupt XX, §4,1. Infolgcdeascn ergibt »ich rait Notwendigkeifc 


(7) E t = CJ a (e) = CJ n (\k a -Vr). 

Um E r zu finden, atiltzen wir una am bequemsten auf die Divergenz- 
bedingung (4). Ditw liefert. mit Riickmcht auf die Differentialgleiohung (5): 


1 f (rE r ) - ihE x 
r rfr 


ih 1 d / d E j, \ 
A- 5 * — /t* r dr V dr J 


V** - A* 


-CJIAW-Vr). 


HierauM folgt, ohm* BoHchriinkung dor Allgomeinheit: 

. fl . F ih dE t _ ih 

h ' "It* - A* dr 

SohlieBlieh fmdet man aua (1) 

Id 




dE, 


ic 


h l 1 ) dr " fun \ l 


JL—CJ’ V* a -A a r). 

P-A 1 


Dan Fold irtt. nomit vollkommon boatimmt bi» auf die beidon Kon- 
utanton V und //. Dio orstoro bloibt iliror Natur nacli unbefltimmt, ala 
Mall dor AnrogungHHtiLrke, dio lotztoro kann nur im ZuHammenhang mit 
dom Foldo im Aulloroii doa Loiters (lurch dio Uronzbodmgungcn gefunden 
won Ion. Dioso wordon uhh im mudiaton Kapitcl ausfuhrlich beHchiiftigen. 
Nur ho viol i.st. nacli don AuHfuhrungon (Ioh vorigon Paragraphon, z. B. 
(11. (14), ohno vvoitoros klar, dull h von dor (Srdllonordnung /•„, dor Wollon- 
zahl im Niohtloilor, wordon winl. 

DioHor riUHtund kommt uhh hoi uimerom gegonwartigon Htnndpunkt 
zu Ililfe. Wir kdnnon dann niimlioh h ~ l‘ {) gegon k vornachliiHHigen und 
orhalton” fiir dio huh liauptHaoldioh intoroHHiorondon (Jrblion E r und H 
naoh (7) und (0) dio von h unnbhiingigon Ausdruoko 


( 10 ) 


| K, <'J 0 (kr), 

I II '"' k '('j;(k-r). 

' ft (II 


Vhn E, dagogon konnon wir, auoh im Loiter, oral otwaH MoHtiinmtcH 
ausHugon, wonn wir It hestimmt, also das Prohlom vollstandig, mit Itiick- 
siolit aid don umgehendon Nioldloilor, golost liabon wordon. 

Wir horoolmon nooh don OoKumtMlrom / durch Integration iibor don 
(^uorsi limit dos Draldo.s aus (10)- 



n 


r dr 


a 


/ 


'2 W'J J„ (k r) rdr. 
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Das Integral reobts lafit sicb leicht ausfiihien. Aus der Differential- 
gleiobung (5 a) ftir Zylinderfunktionen vom Index 0 folgt ntimlioh 


( 11 ) 

also 

(11a) 


1_ d_ dZ 
e dg ® dg’ 





eo 


Setzt man hier ein Z — J 0 (hr), q = hr, q 0 = ha, so entstelit 


( 12 ) 

Mithin wird 

(13) 



(kr)rdr = — ^J^(ha). 


I 


2 naa 
~h 


CJ' 0 {ha), 


2. Diskusslon des Feldes. Wir wtinschen ein Bild zu gewinnen von der 
Verteilung des spezifisohen Stromes fiber den Quersohnitt bei waohsendcr 
Sobwingnngszahl, wobei wir die Stroms tarke an der Oberfltiobe festhalten 
und gleiob 1 setzen wollen. Dem entspriobt es, dafl wir die GroBe betraohten: 


(14) 


x _J B (hr) 

Jo{ka)' 


Wir baben zwei Fftlle zu untersobeiden, je nachdem |fc|a eine maJJige 
oder eine groBe Zabl ist. Dabei ist es bequcm, die Abklirzung 


(14a) 


lit 

2 y 2 


(unbenannte Zabl) 


einzuftihren. Wir untersobeiden also zwei Grenzfalle a) und b): 

a) x klein. In diesem Falle konnen wir ftir J 0 (g) die Reihencntwiok- 
lung (4b) von S. 888 benutzen: 


(15 > 

In (14) eingetragen, erhalt man: 

X-(\ \/ n , A’o* , 3 k*a* , \ 

z -\ 1 --r +m -••')( 1 +-r+-6r+ -) 

= 1 + J («’-<•'■) + ^ (3- 4«'r< + r-) + •• • 
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Nuniflt in einem metalliachen Leiter merklich [61. (2) von S. 876] fc 8 = »| 

Bomit 11 , it | *. u 

X = 1 + i («* - r 1 ) - Ig- (3a* - 4aV + r?) + ■ • • 

und 

|X|* = jl (3 a* - 4a*r* + r*) + • ■ •) + (!AL“ (a* -»•) + ...)' 

= 1 - (« 4 ~r*) + •••, |Z| = 1 - >gV -f*) + 


abo mit der Abkurzuntf (14 a) 

(16) |.Y|-l-«‘[l-(£)“]. 


Die Amplitude |A r | dea WechaolstromeH tragen wir in Fig. 86 in 
horizontaler Riehtung an jeder Stollc des Querachnittea auf. Von dem 
Weclisel dor Phone, weleher rait der Amplitudenabnahme naoh dem Innorn 
Hand in Hand gold, when wir daliei ab. 

Die Figur zeigt die Kurven liir x = 0 (Gleicbstrom), « = 1 / a , fl /io 
und 1. Zur < Irientierung Hei bemerkt, dafi nach den Angabon von 8. 880 
fiirKupferboi einem Radius ri *= ] mm 
die Kurve fiir teohniaohen Weehael- Pig* 88 

strom fast mit 0 zuaammcnfiillt. und 
dafi auoh bei einem Telephonatrom 
von v = 1000 Her- 1 die betreffende a 

Kurvendaratellung lioeh zwiacben 0 0 

und Va vorHiuft. Die Kurve flir * ^ 

x = 1 bat auf dor Drahtaeli.se, nacli ^ 

(18) gerechnet, die()rdinat.e | X | -- 0; 
fiir noch groBere Wertc von x wttrde 
(18) bei r -- 0 negative Worie liefern 

und dadureh anzeigen, dafi unaero Niiherung wegon Vernachlassigung 
hbherer Glieder liier ungUltig wird. Wir mimann daher fiir grofiere 
Weelmelzablen zu der umgekehrten Niiherung iibergelum. 

b) x groll. Hier bietet aich din aHymptotisehe Daratollung (8) von 
8.835 dar. [Inter der Amialime eincH poaitiv-imagmaron Restandt^eils 
von p, welelie unaerer Verabredung uber dua Vorzeiohen von ) — A 2 

K. 877 entsprieht, orgibt sirh ini Limea q or. 


Fig. 88 



a?) //« (t>) «, /i,Ho) - y - /( - t ' 4 ’ 

und Hindi (-1) von S K.‘$2 

1 


J '- 1 j»*,' 


T/4) • 
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ebenso 

also naoh (14) 

X = |/y e** 

Wir gehen fiber zur Amplitude | J?|, indem wir erinnem an k 8 = t |ft| a , 
fc = (1 + ») IM. Daher 

V2 

(is) |z|-y^. * . 

Der Faktor von a — r im Exponenten ist nicbts anderes als das Reziproke 
der 8. 880 eingefttbrten LSnge d. Wir konnen also auch sobreiben: 

(isa) |z|-y±rV 

Somit ergibt sioh ein exponentieller Abfall der Amplitude vom Rande 
naoh der Mitte, und zwar derselbe Abfall wie bei ebener Begrenzung des 
Leiters^(§ 1), sofern unsere asymptotisohe Darstellung anwendbar ist. Die 
Greuze zwischen ausgepragtem Skineffekt und liberwiegender Erfiillung 
des Quersohnitts, welche mit der Giiltigkeitsgrenze zwisohen. der aaym- 
ptotiacben Darstellung und der Potenzrelhe zusammenfallt, hangt von dem 
Verhaltnis dja ab. 1st a ^ d, so kann sich der Skineffekt rund um den 
Draht frei ausbilden, und die Mitte des Drahtea ist merklioh feldfrei. Zu- 
gleich kann die Oberflaoke des Drahtea naliezu als eben betraehtet werdcn, 
da ihr Kriimmungsradius a groB gegen die stromfiihrende Schicht d ist. 
Fiir a < d dagegen stoBen die stromfiihrenden Schiohten boiderseita in der 
Mitte zusarrunen und storen sioh gegenseitig, Mit a = 1 mm und mit 
den Angaben von S. 880 ergibt sieh d = a fur eine Schwingungszahl 
v = 4,3.10 8 , d. h. fiir einen Ton an der Grenze der Horbarkeit. Wir 
berechnen zur Vervollstandigung der Fig. 86 die Kurve fuT d = a/10 
naoh Formel (18a); ihr entspricht der Wert « = 5. Der Skineffekt ist liier 
bereits sehr ausgepragt. Noch vollkommener wird er im Grenzfall der 
Hertzschen Wellen. 

3. Widerstand und Selbstinduktion des Drahtes. Wir benutzen die 
elektromotorische Definition von Widerstand und Selbstinduktion, Gl. (23) 
aua § 1. Die Spaimung an der Oberfliichc des Drahtes, pro Liiiigeneinheib 
desselben, ist naoh (10) in gewohnlichen magnetisation Emheiton: 

E = )'!^icCJ 0 (ka), 
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der Strom, in don gleitdien Einheiton gcmessen, naoh. (13): 


1 = - 


I 2ji ao 
V 4 nc. k 


CJ' 0 (ka) 9 


beidemal untor Fortlatmung der Abhiingigkeit von t und x. Die Definitiona- 
gleichung 

E = RI+L-J- 

(i t 

liefert also: 

R - \o)L = — 4 tic* k J *\=-*-. 

2naa J a (ka) '2naa mu iXi J 0 (ka) 


Wir vergloiolion dies mit deni Gliuchstromwideratand der Langencinheit 
des DrahU'H 


und erlinlten 
(19) 


K - 


-'niiinn 


It 


i(t)L 



ka J u (ka) 

’a /;(*«)' 


Hiorfiir winl uudi haufig goHohriobon: 

/IU.jX ^ ~ ~ * f<) ^ /.(*•) 

1 } * 0 ~ a «MM’ 

Jn dor Tat hostelit zwmdion don Bohho Inchon Funkt.ionon J l und J 0 
dio Relation J { J' n , wio man loidit aim dor Reihcndaratellung (4b) 
odor dor Intograldaratollimg (5) von K. 832 ableiton kann. 

Zur Diskimmon von (10) miiHHon wir winder <lio boiden Grenzfallo 
untorHohoidon. 

a) |£| a 1 und b) |A|a >» 1. 


Ini oroton (Iron/,fall liubon wir naliezu (iloiolrntrom. Hier mufi also 
R/lt 0 in I, <»L!It {) in 0 iihorgohon Ini zweiton Uronzfall liabo.n wir aua- 
gepragton Skinoflokt. Dor Strom flioBt. in oinor dunnen ()bc,r flachcnflohioht, 
doron Krumniungsradnm gogon ihro Dieke vernaddiiNHigt warden kann. 
Wir liabon also liior dio VerhiiltniHHe wio boi oinom o.bonon Loiter, und 
xwar fiir nine Soluolit doHHolbon von dor Hroito Fur nine flolohe 

Sohioht mt dor Widorntand gogo.bon duroh (11.(22) in §1. D&raus be- 
konmion wir 


( 20 ) —nni /j»ff mi()n = x, 

7I C 

wo x diettelhe Abkiirzung wio in (14 a) bedeutel. Diose Formol ist liir 
whr noli nolle WecliHelntrbme zuerot von Lord Rayleigh abgeleitet 
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warden. Entspreohend werden wir sogleich ftir den Grenzfall b) die 
Formel beweieen: 


(20a) 


B — ioiL 
R« 


= (1 -i)x. 


3Fig. 87 


Tragen wir in Fig. 87 Widerstand und Selbstinduktion zur Ahszisse x 
auf 5 so wird der Grenzfall a) dargestellt duroh eine Parallel© P zur Ab- 
szisaenachse im Abstand 1 (ftir die Widorstands- 
kurve R/Rq) bzw. duxch die Abszissenaohfle 
selbst (fiir die Selbstmduktionskurve q>L/Rq ), der 
Grenzfall b) dagegen (fiir beide Kurven) duroh 
eine vom NnUpunkt unter 45° aufsteigende 
Gerade 0. Zwischen dies© Grenzlinicn miissen 
sich die Kurven fiir Widerstand und Selbst¬ 
induktion einschmiegen. Wir zcigcn dies duroh 
nahere Diskussion von (19). 

a) |A|a«<l. Wegen (15) haben wir mit der Abkiirzung Tea = q 

-aMd/ 



J„(ia) 


*"-»! M' 


somit naoh (19) 


R — i<oL 1 ( 2 ) + 4 ( 2 ) _ 1 /e\* ] (e_\* 

r 0 " 2I2J 12V2/" 

2 \ 2 / + 12 \ 2 / 

Zur TrenTiling von Reellem und Imaginarem sobreiben wir q* = t J Jfc| a r»* 
= 8t# 2 und erhalten 


( 21 ) 


2L — 1 _L. Ly* 

R b + 3 ’ 


10 L « 


Die Widerstandskurve schmiegt sioh also der Parallelen P ala Parabcl 
vierter Ordnung an, die Selbstinduktionakurve der Abszissenacbse als 
Parabel zweiter Ordnung. 

b) |Aa| >> 1. Hier haben wir die asymptotisohe Formal (8 b) von 
S. 836 zu benutzen. 

Naoh (19) folgt dann unmitbelbar 

R — icoL —tka (1 — t)|fc|o „ 

-£- = -n- = - -Tr= = (1 — »)«• 


2f2 


(22) 




XXI, S3 


Die Wechselstrom ftthrende Spule 


895 


Dies entsprioht der Rayleighschen Widerstandsformel und der asym- 
ptotisohen Annaherung 1 ) an die Gerade 0 der Fig. 87. 

Natiirlioh lasaen sich dieso ErgebnisBe auch auf Grund der energetisohen 
Definition von Widerstand und Selbstinduktion, vgl. § 1, ableiten. 

§ 3. Dio Wechsetotrom fiihrende Spule 

1. Vereinfachung und Synimetrie des Problems. Die folgende Behand- 
lung 8 ) ist lelirreich, weil «io zoigt, wie wcit man ein physikalisches Problem 
idcalisiercn kann, ohno das Wosentliolio desselben 
uuh clem Auge zu vcrlioron. Wir werdon die 
Spule als unendlich lang in der ff-Riohtung be- 
handcln und werden von der Form des Draht- 
quorsohnitteH, von dor Ganghdlie dor Win- 
dungen und ihren Isolationen ganz absehen. 

Die Spule wird <lann zum metallischen Hohl- 
zylinder; der innere. RiuliiiH sen r = a, der iiuBero 
r -- a -| d, vgl. Fig. 88. 

Forner werden wir das magnotischo Feld im 
Innern der unendlich langen Spule als homogen 
hehandcln. Wir aetzeii also 

(1) fiir r^a. 

Auch im AuKeren der Spule werdon wir das magnotiHche Feld als homogen 
behandeln. Da os aber im Uncndliohon vcTflchwindcn muB, werden wir 
dann zu setzen haben: 

(2) S = () fiir r^a+d. 

Dumit vcrlassen wir allerdings den Btrengen Standpunkt der Max¬ 
well sche.ii Thoorio. Denn GI. (II) von S. 756 wiirde bei homogenem 
Magnctfelde wogen rot § = 0 lie.fern: 

(3) 3) -- 0 und (labor (E = 0 fur r < a und r > a + d, 

und Gl. (I) wiirde dann nioht zu erfiillcn sein. Der Widerspruoh versohwin- 
detaher, wenn wir unsauf den Vor-Maxwollsohon Standpunkt stellen, 

A ) Die Eigur bring! zum Ausdruok, was im Text nicht bewiesen iat, dafl der 
Wideratand aioh von dor (irflBo x aHymptotisch nm ein konstantos Glied unter- 
schoidot. Tn zwoitor und drittor NlLherung gilt mlmlioh [vgl. .Jahnko-Emde, 
FunktioncntaJdn, 1. Aufl., Leipzig 1909, S. 144, oder A. Sommerfold, Phys. 
Zeitschr. 8 (1907), S. 805]: 

li 1,3 wL _ 3 8 

" * 1 4 ' 04* ’ Ik ~ * 64 x 188 x* ' 

*) A. Sommerfold, Ann. d. Phya. 15 (1904), S. 673. 


Fig. 88 
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yon dem aus Vcrschiebungsstrome im Nichtleiter unbelcannt waren. Dio 
Induktionswirkungen des magnetisohen Wechselfeldes warden von diesem 
Standpunkt aus nur im Loiter, nicht im Nichtleiter, beriioksichtigt. 

Die Homogenitatsvoraussetzung bringt es auch mit sich, daB wir die 
Fortpflanzung des Feldes nach der rr-Riohtung vernachlasHigcn und daher 
in (1) den in dem vorangehenden P&ragraphen eingefiihrten Faktor o'** 
unterdriicken muBten. Denn die Divergenzbedingung (III) von S. 750 
verlangt bei homogenem Felde unbedingt 


d$Jdx = 0. 

Trotz dieser Beschrankung anf die Vor-Maxwollsehe Thcorie wird 
sich im folgenden die Maxwellsche Methode, d. h. die einheitlichc Be- 
eohreibung des Feldes durch Differentialgleiohungon und Gronzbediugungen, 
bewahren. Insofem erganzt unsere Bchandlung des SpulcnproblomH die- 
jenige im XYIII. Kap., §3, wo auch die Rechonmethode dem altcren 
Standpunkt angepaJJt war. Wir bezeichnen ebenso wie dort unsero jetzige 
Auffassung des Feldes als quasi-stationiir. Auf die strongere Auf- 
fassung kommen wir am SchluB dieser Nummer zuriiek. 

Wir gehen zum Innem des Spulenmaterials a * ' r -r* a + d iiber. 
Hier ist § ebenfalls parallel der as-Achse, aber nicht mehr von r unabhiingig. 
Die Abhangigkeit von r wird durch die Wellcngleichung, in der Form von 
Gl. (5) aus § 2, jedoch mit h = 0, bestimmt. Von den drei Losungen (6) 
der Gl. (5a) benutzen wir hier HI und Hi (die Sonderstellung der Bcssel- 
schen Funktion J Q fallt ja hier fort und das Unendlichwerden dor Hankel- 
schen Funktionen fiir r = 0 stort nicht, woil r = 0 nicht zum jetzt be- 
traohteten Gebiet gehort). Wir achreiben also: 


( 4 ) 


S = & = { c x HI (Q) + C,H1 (p)} 

Q = kr, k* = a^r^a + d. 

c 


Der hier angegebene besondere Wert von ft 2 entspricht dem Umstanclc, 
daB wir im Innem des Spulenmaterials die Verschiobungsstrdme zweif olios 
vemachlassigen diirfen. 

Die Integrationskonstanten und C 2 sind den Grenzbodingungen 
anzupassen. Wir setzen 

(5) q x = ka> g 2 = k (a + d) 

und haben wegen der Stetigkeit der magnetisohen Fcldstarken beim Durch- 
gang duroh die Oberflache der Spule nach (1), (2) und (4): 

O 1 F 0 1 (p 1 )+O a 5 0 a (p 1 ) = ff J 

@iHo(q % ) +* CjJJJ (p a ) = 0. 
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DicB orgibt: 
( 6 ) 




W:{L>»)Ul{Q)-HU9,)HS(Q) 

HUeJUHej-BUti'Hffa) 


Duroh dafl Wechselfeld wird im Spulcmnatcrial oin Wechsebtrom 
von dor Hpozifisohon Starko 3 induziort. Dank dor VemaolxlaBsigung der 
Isolationmi und dor Ganghohc kdnnen wir dio Stromvnrtcilung als rein 
azimutal bchandoln. Wir Hotzen alno 


3 = 3* = o% 

und liabon nach dor MaxwollHohen 01. (II) von S. 75() (nur die 93 -Kom- 
ponento dernolbon kommt in “Betracht, da die r- und as-Komponenten die 
Form 0 -- 0 aiinohmen): 


i„ _^£_ xu HS( et )!U'(e)-uiUe*)HS'(e) 

7 J dr ~ " ha HS( et )HA( ei ) - HU et )H}( Sl ) e ■ 


Um auoli don Oortanitstrom / anzugeben, batten wir 3 uber don Quer- 
nohnitt zu integrieron. Dicker i«t abor nicht definiort. Wir hclfcn uns so, 
dull wir aulior iibor din Dioko d iibor dio Langeneinhoit in der a^Kiclitung 
intogrioron. 1st N die 1 Windunguzahl dos Drahtns pro Liingonoinheit (wir 
nohmon oinn einlagige Hpulo an), ho haben wir nach (7) odor nach der in 
Fig. 88 links angodoutoten Umlaufrolation (Lininnintcgral dor magnetiHchen 
Feldstiirko gloiob dem OoHamtstrom durch din umlaufcnc Fliioho): 

1 a -I- d 

NI = Jdrr Jdr3, 

0 a 

cl I 

( 8 ) /== ^ 


Hovor wir zur DiskuHsion dor erhaltenon UnHiiltato schroiton, wollnn 
wir sio ntrongor bogninden. Wir orinnorn an din GngonubcrHtcllung dor 
Anaiitzo A und B ini Kingang zu § i dieses Kapitels. A1 h Gegonstiick 
zur Symmotrio des Drahtprobloms in § 2 , Ansatz A, haben wir alfl mogliohn 
Symmetric doH Bpulnn problems Arwatz B: 

g g„ § --= [|‘, g B = ® r = S T = o. 

Alio droi nicht vorHohwindondon Komponenten Hotzen wir, win in den 
Gl. (2), § 2, in dor Form an: 

( 9 ) $, * w ' ‘ th ', $ r -= H r e 

wo A 1 , 11 T und 1I T nur mohr von r abhangig Hoin werden. Wir bestimmon 
dioso GrbOon zunnohst. fur den Luftraum innorhalb der Spule, r < a, 
h '-=• A‘ 0 . 

MiaoH-Piank, Dtfftirrnitlalglttifhungim. II 


57 



898 


Begrflndung dee quad-station&ren Ansatzes 


XXI, $ 8 


Dabei konnen wir unmittelbar an die GI. (7), (8), (9) von S. 889 
ansohlieJJen. So wie dort E a , wird jetzt H w als endliohe Losung J 0 der 
Besselsohen Diffcrentialgleichung gewonnen; so wie friiher E r aus E& 
folgt jetzt H v aufl E x mittels der Divergenzbedingung usf. Wir erhalten 
daher jetzt 


H k = CJ 9 (]/ k* — h* r). 


Ohne auf die Grenzbedingungen zur Bestimmung von h einzugcken, 
k6nnen -wir bo viel sagen (vgl. auch S. 889), daB h von der Grofienordnung h a 
warden mufi. Deshalb iat das Argument aller drei B esBolschen Fuiiktionen 
Behr klein, und wir konnen setzen 


also 

( 11 ) 



H a = 0 , H r = 


S 


- 4 rC - 


Weiter aber ist Zcq = 2 n\X und daher auch h ^ 2 tl/X, wo X die Wellen- 
lange des in der Spule flieBenden Wechselstromes bedcutet. A ist aber 
jedenfalls auBerordentlich groB gegen don Spulenradius a bzw. gogen don 
Abstand r. Wir haben alflo in groBer Annaherung Il r = E = 0 und naoh (9) 

$ = (£ = 0, 

was mit unserem frtiheren Ansatz in (1) und (3) iibereinstimmt. Die 
Homogenitat des magnetisohen Feldes und die Yernachlassigbarkeit des 
elektnschen Feldea mnerhalb der Spule werden also auch von oincm 
strengeren Standpunkt bei nicht zu hohen Frequenzen (nicht zu kleincn X) 
bestatigt. 

Andererseits hatten wir ftbr den Luftraum auBcrhalb der Spule 
(r > a -|- i i h = Jc^) zunachst statt (10) anzusetzen: 

= C x El {YhfZ A*r) + C,Hl (V** - A‘r). 

Hier muB C 2 = 0 sein, weil ftir r — oo bei positiv imaginarcm Be- 
standteil des Axgumentes exponential! unendlioh wird, vgl. Gl. (8) von S. 835. 
(Aus dem gleiohen Grande ist ftir das AuBere der Spule die Funktion J 0 
unbraucbbar.) Wir mttssen abe^auch C 1 = 0 setzen. Anderenfalls wiirde, 
da das Argument von H] sebr Mein ist (A h 0 ), H m auBerbalb der Spule 
nur sehr langsam abnehmen (zunaohst Bogar zunehmen), was widerainnig 
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ist. Wir bekommen also H a = 0 und infolgcdesscn auch [vgl. (10)] 
H r = E = 0. Dies stimmt mit unflerem Ansatz (2) und (3) fur den Auflen- 
rn nm der Spule uberein. Dali aieh jotzt auch die Formeln (4), (6), (7) 
ftir das Innere den SpulonmaterialH als Nilherungen den strengen Ansatzes 
orgeben, versteht sich von Belbat. 

2. Diskussion des Feldes. Eh liandelfc sich um die graphiaohe Dar- 
Htcllung dcr Gin. ((>) und (7) fiir daH fnnuro der Spule a < r < a -f d. 
Zunticlmi zeigt sich, daB wir, miter AusselduB dcs reinen Glcichstroms, 
in alien Fallen zu den jisymptotisehen Formoln (8), S. 835, der Hankel- 
seben Funktionen greifen miissen. Eh ist niindich 

0i — a* — 8 re s i/iV(T magn a s . 

c 

Nehmen wir z. B. a -- 5 cm und nach den Angaben von S. 880 fur Kupfer 
j ( — 1, (T magn = 5,75.10"*, so wird c*? — 1,15 . i. r. Da wir uns nur 
fiir iSehwingungszahlcn v > 50 interessicrcn, sind q x Howie q und g* stetB 
als groBo Zahlen anziiHcben. Die genannten asyniptotischen Formeln 
liefern almlann 1 ): 

c '<0s 0 — e+'to-o) _ 

. _ He" ,<at 

c <<?*—0i> — e -1 '(w-Pi* ’ 

c-Moi o) + eH<o, o> 
e '< 02 -o.)_ e +'<o.-oi> 




Wenn nun zwar g, und g 2 groBc Zahlen sind, so kann cs doch sein, 
daB 0 a 0 i und g 2 — Q kleine Zahlen werdon. In dieHcm Fallo wird 
man die Exponential funktionen in (12) duroli die croton Gliedor ibrer 
Potenzreilien emetzen kiinnen. Sind andcrerseitH g 2 — g t und g 2 — q 
cbenfalls grofle Zahlen, ho wird man wegen ties komploxen Charaktors 
deraelben je cine, der Kxponentialfunktiouen gegon die andcrc Btreiohon 
kiinnen. Wir untoroeheidon uIho zwei Grenzfiille: 

a) \02 - CM I kl< ‘ in - . _ 

Hior erhalt man aim (12) (lurch Potcnzentwieklunfj und Fortncben dcs 

Vaktors 2 ik im Zahlcr und Ncnnor: 



] ) Hior wurdo rochtor Hand zunbuhBt nooli cin Faktor ]/ qi/q hinzutroten. 
Es ini abor inir konsoquont, dioson Faktor duroh 1 zu orsotzon, d, h. nach don 
groBcn Zahlen und q zu ontwiokoln und mit dom oraton Glicdo abzubreohen. 

57* 
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Das Magnetfeld smkt also linear ab von dem Werte H. fitr r = a auf den 
Wert 0 fur r = a -f- i. Der Strom ist gleiohformig iiber den Quersohnitt 
verfceilt. Dies ist der Grenzfall des Gleichstroms. 

b ) \Qz — 6i\ groB. 

Da wir h mit positiv imaginarem Teil rechnen, haben i (£ a — g) und 
1 (Qz 6i) negativen reellen, und zwar im allgemeinen sehx groBen 
Bestandteil. Infolgedessen ist in (12) je die zweito Exponentiallunktion 
des Zahlers und Nenners gegen die erste zu vernaohlasaigen. Man erhfilt: 

§ = er*iQi-Q)Her iait = e tk ( r - a '>He~ l( * t } 

^ ^ — 3 = — Hce~ i( ei-&He- lUit = — ike ik{r - a) He- i0it . 

c 

Dieser Grenzfall entsprioht dem ausgepragten Skineffekt: Magnetisohes 
und elektnsches Feld nehmen exponentiell ab, wenn wir von der inneren 
Berandnng der Spule (r = a) ins Spulenmaterial eindringen. Und zwar 
Kg t go ist dieser Skineffekt bier durchaus oinseitig 

ausgebildet: Stromfaden und Magnet- 
kraftlinien drangen sicb auf der 
Innenaeite der Spule zusammen und 
lassen die AuBenseite der Spule frei. 

Das Nahere stellen wir in Fig. 89 dar. 
Sie zeigt die konstante Amplitudes H des 
magnetisohen Weohselfeldes innerhalb der 
Spule r < a und ihren Abfall naoh Null im 
Spulenmaterial. Dor Abfall ist linear ftir 
Gleichstrom (Kurve 0) und wird zunnhmend 
r<3 rs r-a+d B * e ^ er ^ zunehmende WechselzahL (Kurve 1 

2). Die Kurven dariiber stollen dio 
Stromverteilung dar. Bei Gleiohstrom ist sie gleiohformig (Kurve 0), bei 
zunehmender Weohselzahl haben wir zunehmende Stromdichten an der 
Innenaeite und abnehmende an der AuBenseite des Spulenmaterials (Kurve 1 
und 2) bei gleicher Grofie des Oesamtstroms (gleicher 3-Flache in der Figur). 

3. Widerstand und Selbsttaduktion der Spule. Wir gehen aus von der 
elektromotorischen Definition ftir R und L, Gl. (23) in § 1, und setzen 

ker fiir J den Wert (8), ftir E den Wert = 3/a aus (12) bei r = a eim 
So entsteht: 

(IB) R — icoL = + . 

Of fii (fl — Pi) g— »(fj— fj) 

Hier ist naoh. (4) 


I 


e, = kd = (i+i)\M = 

V2 


(H-f)f. 
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wenn wir sctzen 
(16) 


* = VSIM- 


Der Nenner in (lfi) lmt dann die Form 

Indem wir Zahlcr und Nomior mit der dazu konjugierten Qrofie multi- 
plizieren, ergibt flioli 

2 ad (e* + e~*) - (ef* + e~ ix ) ’ 

oder mit Bcnutzung der trigonomctrischen und Hyperbelfunktionen 
(sin, oos bzw. Sin, (!oh): 


(17) 


R — icoL — (1 — »)- 


xN Sinx + isinx 


2 ail Coux — cob x 
Wir gohon zuniiclmt. zum Gleic.bfltromfalle (to — 0, x = 0) (ibor und orhalten 

(11a) 

AIho wird 
(17a) 


f ° ad >' 


R- i(nL x Sin x 4- % sinx 

*>» 


n? , v Jt x Sin* |-Hin* wL x Sin* -- Hinx 
IL 2 Cob* - COS*’ 


2 Coh * — COH X * 
ol 
ftn 


, 0 2 Cob x — cob* 

Wiedorum betraoliten wir zwei (ironzfallo* 

a) x k lein. Durch Potonzentwirklung ini Ziihler und Nenner von 
(17b), z. B. 

Coh* coh x x a (l |- -| 

crhillt. man 
(18 a) 

b) x tfroli l)nnn Hind sin x, coh* gegon Sin* -- Coh* zu vernaoli- 
liiHHi^cn, und man crliiilt aim (17 b) 

K to L * 


R 

. . 4 

«\ 4 . 

to L x a I 

1 8 (• 

« V . l 


■' -in (: 

2 ) 1 

‘ ’ 7i a ^ « L 

" 315 V: 

!‘) H •"I 


(18b) 


It i, 


IL 


2 


’) Vrigleirhcn wir di<*H mil. der Formed Ii Q • 1 /Fa fiir din Ulngonoinhoit 

c*ini*H DrnlilrCfi vom QiicmdmiU F, ho folgt F — d/N. I)ic»H cntepricht oinem rroht- 
cekigcn QiicrHclinitl. von der Bmite tl und der Hiilie \/N, vgl. Fig. K8. 
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Dies erl&utert Tig. 90, in weloher als Abszisse 


= indy/yval 


[vgl. (16)] 


aufgetragen ist. Die Kurve R/R 0 beginnt als Parabel vierter Ordnung 
an der Parallelen P zux Abezissenaohse und nahert sich dor Gronzgeradon G 
oazillatomoh an; ebenso die Kurve mLjR^, welohe als Parabel zwoiter 
Ordnung an der Abszissenaohse beginnt. Beide Kurven durchdringon side, 
je in fiquidistanten Pnnkten. 

Beim Yergleioh der jetzigen mit der friiheren, ihr ilbnb'n'hftn Fig. 87 itrt 
*u beachten, daB unsere jetzige Abszisse «/2, Gl. (19), in gewisHom Sinne 
viennal so groB ist als die frtilexe x, Gl. (20), S. 893, wenn wir namliob. 
_ die Spulendioke d dem Duichmesser 2 a <ie« 

( geraden Drahtes entspreolien laseen. In diesom 
® Sinne ergibt Gl. (18b) oinen viennal ho 
groBen Widerstand als Gl. (22) von S. 894 
beim geraden Draht. Dieso VergrbBorung <1 ph 
W iderstandes orklart sicb loicbt auH dor uu- 
giinstigeren Stromverbeilung (ZuHanimenilriln- 
gung der Stromfaden auf der InncnHoite der 
Spule), verglichen mit der glcichmaBignn Ver- 
2 -ZitdVjlvd teilung iiber den Umfang dos geraden Dralitos. 

__ B. Dolezalek 1 ), der dieso Widerntamlnver- 

p-oflerung zuerst empiriseh festgestellt hat, suchto sio zu vermeidon dirndl 
enren ung gedrehten Litzendrahtes, wodurch oine vollero Aumuitzung 
des Spulenquerschnittes erreioht wird. 

• qnalitativen Verhaltnisse duroh unsere Formcln (18a, b) 

t tf; • i. ^ wiedergegeben werdon, diirfon wir auf die 

von der 116111 z “ groOee Gewicht legen. Viclmchr hiingen dioHft 

Qumcimtts form und von der boi uns venmddasHigfcon 
Bertioksiohtigung dieser Umstiinde wird nwht. 
(GannhShe Tl \ Quersclmitt und diehtester Wicklung 


m 


| = 1+0,04 2 (J)‘. 


M Ann. d. Phys. 13 (1903), 8.1142. 

ResuiLte 9 im ; ^ im Toxtgonannt,,n 

A — 2 r setzt und in letetATw A ; nA ~ -r> (^)* wonn man m erstoror 

0p *' eoc - ^ » 
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andererseits iflt bei sehr schnellen Frequenzen der Widerstand nioht wie 
naoh (18b) viermal, sondem nux 3,4mal groBer als beim geraden Drahte. 
Im Hoohfrequenzfallc brauoht man zur Darstellung des magnetisation 
Feldes die dliptischen Modulfunktionen (namlioh die Abbildung eines — 
ausgearteten — Krcisbogendreiecks auf die Halbebene). 

In viel allgemeinerer Weise iat das Spulenproblem von Lenz 1 ) be- 
handelt; dioser leitet auoh Formeln ab fiir die praktisoh wiohtigen Eigen- 
frequcnzen von Spulcn. 

Lehrbticher 

E. Cohn, Dan olcktroniagnotiHchc Fold, insbefl. S. 449ff. Leipzig 1900. 

Abraham-Fdppl, Thoorie dcr ElektnziUt, Bd. 1, § 78, 0. Aufl. Leipzig 1921. 


ZweiundzwanzigBteH Kapitel 

Drahtwellen 

In den Versuehcn von Heinrich Hertz spieltcn die an Drahten 
entlang laufenden eh k ktronmgiiet,iHchen „OborflM k henwellen“ neben den 
im freicn Luftraum fortgepflanzten ..Itaumwcllon" cine entsoheidende 
Italic. Hertz crwartetc die (Jeschwindigkeit diesor Drahtwellen gleich 
der Liehtgeschwiiidigkcit r (hzw. gleich c/)/r. im Dielcktrikum), konnte 
dies Itasult-at aber zuniichst weder experimenioll nocli theoretisch sichern. 
Dcr (Jrund seines expcrimentellen MiBerlblgcs war das Mitspielen dcr 
Labornloriumswnnde 2 ), der (Jrund fiir das Vorsagon seiner Theoric 3 ) 
cine zu well, gehende Idealisierung des Problems* Er behandelte den 
Dralit als unendlieh diinn und konntc dalier keine elektromagnetisclien 
(Jrenzbedingungen unset zcn. Diene si ml in der Tat fiir die Berechnung 
der (Jeseliuindigkcit der Drahtwellen maBgebend und lie,fern, wie wir 
selu k n werden, einen We«4 der praktiseli gleich c, genau genommon oin 
wenig kleiner als r ist. 

Die experimental Icn Nehwierigkeitcn wurden bckanntlieh (lurch 
E. Lecher uberwundeii, der statt ( k im k s Einzchlrahtes zwei parallele 
Dralit c anordm k te, derarl, da 13 die cloktrischen Kraftlinicn von dcm einen 
Dralit aiisg( k licn und am andcrcn endigen llicrdurch wird das Feld kon- 

>) W. Lenz, Aim. r] IMi.vh. 34 (MM2). H. 921}; 43 (I9M), S. 749. Vgl. auoh oino 
iiriHehlicOcudc Albeit von A. ( I ooh nuinn, Arch- f. Klcktrot. 14 (1925), H. 258. 

a ) II llerlz. ilvn Werke, 2. IM . Kmleitung, K 10ff. 

') Kheiulu S 05 <>di*r Aim. d Pliys. 39 (1888), t S. I. Kh ist (lies diosolbo Arbeit, 
in <ler Hertz Heme kliiHhisrlie Unrstellnng dm FeldeneinenHeliwingemlen Dipols gibt. 
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zentrierfc und die unliebsame Mitwirkung der Umgebimg ausgeschaltet. 
Die theoretisohe Behandlung des Leoherscben Systems ist, wenn man 
sick nioht mit einer quasiatationaren Naherung begniigen will, viel 
komplmerter als die sttenge Theorie des Einzeldrahtes 1 ). Desbalb wenden 
wir Tins zunachst zu letzterem. 

§ 1. Feld und Fortpflanzung yon Drahtwellen 

Der Draht sei unendlioh la-ng und gerade, sein Querschnitt kreis- 
formig und von konstanter Grofle. Die Mittelbnie des Drahtes maohcn 
wir zui x-Achse, in der Quersobnittsebene zahlen wir die Koordinaten r 
und <p. Die Symmetric des Problems ist dieselbe wie S. 887 und wird 
duroh den Ansatz A daselbst festgelegt. Die magnetisohe Kraft verlaufb 
also in Kreisen um die Drahtachse, die elektrisobe Kraft liegt in den 
Meridianebenen duroh diese Aohse. Alle Feldkomponenten sind von <p 
unabhangig. 

Wir betraobten einen zeitlicb periodisoben Yorgang, der einer am 
Drabt fortsobreitenden Welle entspricbt. Wir setzen also wie S. 888: 

(1) § v = Re- i * t + tl '*, ® r + ® a = K,e-'" < + * Al1 . 

Die Konstante h ist ffir das Innere und Aullere des Drabtes 
dieselbe und definiert die Fortpflanzung der Welle in der ®-Riohtung. 
Das Feld im Innem ist uns bekannt, Gl. (7), (8) und (9) von S. 889. Wir 
suohen das Feld im Aufiem, zunaohst E a . Ftir E„ gilt dio Wellen- 
gleiobung (5) von S. 888 [vgl. auoh Gl. (2) von 8.876] mit 

( 2 ) * = 

Im AuBem des Drahtes durfen ■wir namlich s = fi = I, cr = 0 setzen. 
Die Wenengleichung wird n&ch. dem, was S. 888 iiber ihre Parti kular- 
losungen gesagt war, integriert duroh eine Zylinderfunktion mit dom 
Argument 

g = 

Wir verabreden abermals, daB die Quadratwurzel mit positiv-imaginiirem 
Bestandteil zu reohnen ist, unter der Annahme, daB sie komplex 
ist. Die gegenteilige Annahme, daB sie reell sein konnte, werden wir 
in 4 zurfiokweisen. 

Von den drei S. 888 genannten Partikularlosungen ist alsdann nur 
eine, n&mlich Hj (g), zu brauchen. Die beiden anderen werden nach 
den asymptotischen Pormeln (8) von S. 835 fiir r = oo unendlioh grofl. 


*) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 67 (1899), S. 233. 
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Von Hi kommt aus demselben Grunde nor der Hauptzweig (vgl. 8.836) in 
Betracht. Wir sehreiben, indem wir den oberen Index 1 bei H 0 fortlaasen: 

(3) E K = AH 0 (ffi=h*r). 

Die GroBen E r und H folgen jetzt, genau bo wie 8. 889, auf Grand 
der Maxwellschen Gleichungen mid ergeben sioh zu: 

<« E, = ^Ji—AH;(ykTrvr), 

<»> ff-ygr* 

1. Oberflachenbedlngungen und transzendente Glei chung. In den 

Gin. (3), (4), (B) kommen zwci unbeBtimmtc Konstantcn A und h vor. 
Ebenso blieben in dor Damtcllung des Feldca im Innorn dca Drahtes die 
beiden Konstantin C und h unbestimmt, vgl. S. 889. Das macht im ganzcn 
zwei Unbckannte, namlioh das Amplitudenverhiiltnifl A/C und die Fort- 
pflanzungskonstante h. Zu ihriT Festlegung geniigon gerado die beidcn 
Oberflachenbeilingungen (tttetigkeit der tangcntialcn Komponentcn; die 
Indizes i und a bedeuten InnereH und AuBeres): 

(6) E xi - E ta , H, = H a , 
d. h.: 

• A1I 0 (1 kf- li* a) =■- VJ n (VA- 4 -~h* a ), 

(7) {i/i. 4 *' ,',f CJKW-h'*)- 

yk* - A* /t|r- lr 

Dun'll Elimination von A und (■ folgt die transzendente Gleicbung 
fiir h: 

m t'ttriJA*,) |f - 1W-* 1 a, 

( ) //,;<£) " A: 4 J;,(,)) ' U/ - VA~/i“a. 

1st dieselbe gelost., so bestiinmt. sieh die ITnbekannte A/C (lurch Einsetzen 
von A in eine der bidden (JI. (7). Daraufhin ist das Feld sowohl im Inncrn 
wie im Auliern des Dralit.es bekannt. 

Zur Vereinfachung von (8) stellen wir den (Jrenzfnll des vollkoinmenen 
Loiters, |/*| - voran In dieseni Fade wird ij ka eine unemilicdi 

groIJo komplnxo Zalil (mit positiv-imaginiirom Bestandteil); naeh (11. (8b) 
von S. H3() baben wir duller Jt'J' \ 9. Infolgedessen nimmt die reohto 
Hoite von (H) den von h unabbiingigen Wert 

k t 
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an, webher im limes k -*• oo feu Null gett. Damit nun auch. die linke Seate 
von (8) versohmndet, warden wir 

(10) f = 0, A - * 0 = ~ 

A.TiTifthmftn mlissen. Denn wir baben friiher (Fig. 77, S. 837) geseben, 
daB der Hauptzweig der Hankelschen Funktioflen 3$ keine Nullstellen 
besitzt. Naob 01. (10) wirddanndie Fortpilanzungsgesobwindigkeit 
der Wellen l&ngs deB Drabtes gleich o. Dies ist es, was Hertz 
vennutete. 

Der Fall der wirkHohen metallifloheii Dr&hte muJ3 sioh stetig an den 
Fall dea yollkommenen Leiters ansahlielJen. Wir diirfen also £ ala klein 
vorauflsetzen imd auf der linken Seite von. (8) fur B Q die Naberungs- 
fonnel (6) von S. 833 benutzen: 

(10 a) ^5 0 (« = -J 0 (f)log|l=-log||, J- 

Flir die rechte Seite ist der Wert (9) einzutragen. So entsteht 

Wir sohreiben dafiix 


u log v 



Da v bekannt ist, wird u durch die transzendente Gl. (11) bestimmt. Zu 
ibrer Losung kann man ein eigenartiges kettenbruchabnliohes Vcrfahrcn 
einflohlagen. Es beruht darauf, dafi log u langsam veranderlioh ist gegen u. 
Hat man also erne w-te N&berung u n gefunden, so gewinnt man cine 
(n + l)-te aus 

(12) « n+1 logM n = U 

Dies fiihrt zu dem folgenden Algorithmus: 


(12a) 


u = 


log— V 


Die Konvergenz laBt sioh. fur reelle positive Werte von v leioht beweisen 1 ), 
besteht aber natiirlich anob im ko^nplexen Gebiet zu Recht, auf das es 


x ) A. So mm erf eld, G6ttmger N&ohr. 1899. 
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uns hier ankommt. Ftir den Logarithmus ist dabei stets der Hauptzweig 
desselben zri w&blen (imaginarer Teil zwiscben — n und + je, vgl. S. 836), 
damit das zugeborige Argument £ der Hankelschen Funktion Hi in der 
positiv-imaginaren Halbebene ibres Hauptzweiges liegt. Der Ausgangs- 
wert des Naherungsverfahrens ist innerhalb gewisaer Grenzen gleioh- 
giiltig, da er sukzessive herauskorrigiert wird. Doch empfiehlt os sioh, um 
die Konvergenz zu beschleunigen, ihn der ungeftibrcn GroBe von vflog u 
entsprecbend zu wiihlen; log u wird, wie wir sehen werden, eine negative 
Zabl, etwa gleioh — 20. 

Es sei bemerkt, daB Gl. (11) noob eine unendb'obe Roihe anderer 
Wurzeln zul&Bt, die aber ftir das Problem der Drabtwellen keine Be- 
deutung baben. Die eine liegt in dor Nftbe von u = 1, die anderen ent- 
spreoben nicbt dem Hauptzweig, sondem soloben Zweigen des Loga- 
ritbmus, die sicb von jenem um Vielfache von 2 ni untersoheiden. Aucb 
diese Wurzeln konnten duroh unseren Algoritbmus bereoknet werden, 
wenn man cntwedor den Ausgangswcrt von u in dor N&be von 1 wiihlt, 
oder wenn man ftir den Logaritbmus nicbt seinen Hauptwert nimmt. 

2. Numerisches 1 ) Beispiel elnes typischen Falles. fierechnung von Fort- 
pflanzung und Dampfung. Wir betraohten, wie in Fig. 86, omen Kupfer- 
draht vom Radius a = 1 mm, /* = 1, <r magn = 5,75.10" 4 und cine Schwin- 
gungszahl v = 10 9 sec- 1 , entsprechcnd einer „Wcllonlange in Luft“ von 
Ao == 30 cm und einer „Wellenzabl“ k 0 = 2 tz/30. Dann wird [vgl. z. B. 
Kap. XXI, §1, Gl. (12a)] 

* - (1-| i) 2 rc . 7,6.10 2 , ?; - - (1 -| i) 7,2.10- 7 . 

Wir wizen z. B. 

«, - (1 -I-i) 3.(5.10 " 

und bereolmon zuiiiichst 

Iorv, -=■ - 10,8 ---- - (10,8 - • 0,78?:), 

sodann Hukztwwivo naoh (12): 

-fo^- = (4 ’ 1+4,6t ‘ )10 

loffti, = — (1C,7 - 0,83 i), 

- (4,2 + 4,5i)10-". 

log u, 2 

’) In don urflpriinRlioliou Zuhlonroohminfion (Ann. d. Phys. 67, 1. o.) war vor- 
Rohontlioh l/y statt y poHohriobon. Dio damnlH Rozogonen Hohliiwo blcibon trotzdem 
qualitativ bofltohon. 
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Es ist also merklioh «, = « s geworden, so daJJ wir bereits an dear Kon- 
vergenzgrenze t* unseres Verfahrens angelangt sind. Aus u ergibt siob 
naeh (XI) 

f* = _ £ w = — (5,3 + 5,7 ») 10~«. 

f 

Die Kleinheit dieses Wertes rechtfertigt naohtraglioh den Qebrauoh der 
NfiJieruiigsformeln fiir 27 0 (£) und weiterhin den fiir J Q ( r \). 

Naoh (8) folgt nun aus dem Werte von f* mit a = 0,1 cm: 

A* = + (5,3 + 5,7 i) 10“ fl , 

h = Jbo[l+(6,0 + 6,4i).10^]. 

Tragen wir diesen Wert in die Exponentialfunktion unseres urspriinglichen 
Ansatzes (1) ein, so wird der imaginfire Teil des Exponenten 

(IS a) -ia>(t- J (1 + 6,0.10-*)) 

und der reelle Teil 

(13b) - 1,3.10- 6 *. 

Aus (13 a) folgt, da0 die Fortpflanzung longs des Drahtes mit der Ge- 
schwindigkeit erfolgt: 

^ = c(i~ 6,0.10-»). 

Aus (13b) folgt, daQ die Amplitude auf 1/e ihres urspriinglichen Betragcs 
abgedampft wird nach Durchlaufung einer Streoke 

10 ’ 

, = p = 770m. 

Abweiohung von der Lichtgeschwindigkeit und Dampfung 
sind also in diesem typisohen Fallo praktisch unmerklieh. 

3. Sehr dQnner Draht Abnormer Fall von Fortpflanzung und DSmpfung. 

Wir betrachten ein Material, das sioh moglichst diinn auszichon laflt, 
namlich Platin. Der Drahtradius sei a = 2 jjl = 2 . lO^ 4 cm (Wollaston- 
draht). Die Leitfahigkeit von Platin ist etwa achtmal klciner als die von 
Kupfer. Die Schwingungszahl nehmen wir niedriger als im vorigen Beispicl, 
namlich v = 3.10 8 , entsprechend einer Wellenlange in Luft i 0 = 1 m. 
Dann wird 

. k =• (1 i) 2 n . 1,5.10*, ha = rj = (1 + i) 0,19. 

|^| ist also nicht mehr groB, wie in der vorigen Nummer, sondern klein. 
Infolgedessen wird die reohte Seite von (8) [wegen J Q (tj) = 1, J' 0 (rj) 
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= — 77/23 gleich — 2 Jcl/JP, und in Gl. (11) wird (bei ungeanderter Be- 
deutung von u) 

* = -7,OilO->. 

Nehmcn wir ala Aungangswcrt wieder u x = — v/20, so habon wir der 
Reilie nooh: 

u 1 = 3,5 1 10 w 

logtt, = Y - 21,8 = - (21,8 - 1,57 i), 


u» = 


* log «, 

logttg = — (21,8 - 1,61 i), 


= (- 0,23 + 8,2*) 10-'», 


v 


= (-0,23 + 3,2*) 10- 10 . 


8 log « 8 

Dor Orenzwert w unseren Vorfahrena ist also erreielit Denmach wird 
wegen (8) und (1) 

Jb? — — — — 1 — ^ U 


y* a a 


4u 


= hs + = 4.10-» + (- 0,73 + 10,2i) 10- ». 

y a 

Dio Summandcn auf deT rechton Seito sind von gleiohcr GroBenordnung, 
ho (lull die Wurzol nicht melir binomiHcb gezogcn worden kann. Man crhiilt 


h = (0,83 + 0,611) 10- 1 . 

Tragen wir dim in don Annate (1) oin, ho orgibt Hiob alH imuginaro.r Toil des 
Exponenten 

(14a) ioil | 8,3 ix . 10 a , 

alao ftir dn* Fortpflanzung dor Phone limgH iIph Drahten (wo.gen in — 2 nv 
und i» — 3 . 10 s , h. obc.n). 


dx 

dt 


0 ) . 10 * 

8,3 


|^-3-10 10 -= 0,76 c. 

o,(5 


Dir Welle lauft also jetzt nur melir mit 76Proz. der Lioht- 
genehwindigkeit. Audi die Diimpfung wird anomal. Dor reello Toil des 
Exponential ihx m (1) ist namlioh jetzt 


(14 b) - 0,1 . 10- 2 :r. 

Die Amplitude wird also nach Durehlaufung der Streeko 

100 _ 
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bereits auf 1 /e ilires Wertes lieruntergedriiokt. Abwcichung 
von dei Liohtgeschwindigkeit und Dampfung werden mithin 
in dieBem abnormen Falle beobaohtbar. 

Der Grand fur die Abnormitat unseres jctzigen Falles ist lcicht 
ersichtlich: Wahrend bei dem dioken Kupferdraht des vorigen Beispiels 
der S kin effekt sich frei ausbilden kann, and die Verhiiltnisse daher nicht 
anders liegen ala bei einem unendlich dioken Draht (einer leitenden Ebene), 
etoBen bei dem diinnen Platindrabt die beiderseitigen stromfiihrenden 
Sohiobten in der Mitte zusammen und storen sich gegenseitig; dio*Ver- 
M ltnisse werden daduproh vom Drahtradius abhangig und liogen ahnlioh 
wie in Kg. 86 bei relativ niedrigen Frequenzen. 

In der Tat zeigt eine Untersuchung von Barkla 1 ), die allerdings 
nioht mit einem Einzeldraht, sondem mit einem Leohersohen Draht- 
ByBtem auflgeftihrt warde, eine Abnahme der Forfcpflanzungsgesohwindig- 
keit bei abnehmendem Drahtradius an. 

4. Der EnerglefltiS hn Unendlichen* PaB wir es bei unserer Losung 
mit einem Yorgang zu tun haben, der seine Energiequelle am einen Ende 
des Drahtes, x = + oo } und seine Energiesenke am anderen Ende, 
x = — oo, hat, zeigen wir durch Berechnung des radialen Energieflusses 
fiir r = oo. Wir haben 

S r = c[(£S] r =^ c ® B § 9 ,, 

also fiir den gesamten EnergiefluB durch die Langeneinheit des Zylinders 
vom Radius r: 

(IB) S = — 2 n 

Nun sind naoh (3) und (5) C und § dargestellt durch die Funktion 
H 0 (Vmid diese nirnmt bei komplexem Vi* — }fl mit positiv 
unagmoreiii Bestandteil fiir r = oo exponentiell ab. Infolgedesscn geht 
S 0 fiir t -*• oo, wie es sein mufl. Wir haben also nur einen axial on 
EnergiefluB, d. b. einen EnergiefluB nach der jr-Richtung. 

Jetzt ko nnen wir auch eine Lticke ausfiillen, die wir S. 904 gelassen 
haben, n&mlich naohweisen, dafl A 2 nicht re ell sein kann. Im 

anderen Falle konnten wir statt J5T 0 irgend zwei Partikularlosungen der 
Besselsohen Differentialgleichung, z. B. und J Q) benutzen und batten 
statt (3) zu sohreiben: 

E a = AH t (ift-Vr) + B J 0 (VifeT 1 ** r). 


l ) PhiL Mag. 1 (Ser. 6) (1601), S. 662. 
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und entsprechend nach (5): 

H = Jh- , [AH'^kf^h'r) + BJJO'ST^r)}- 

1 «(l — » 

Dcr bloflcn Forderung, daB (E und £ im TJnendliohen verschwinden, wlird© 
auch dann gcniigt sein. Abor cs ware nur ein Versohwinden wie r~ l/a 
[vgl. Gl.(8) und (8a) von S. 835 und 836]; der totalc EnergiefluB 
(15) wiirdo dabci endlich bleiben. Ein solcher Vorgang konnte 
nur duich oino kiinstliche Anordnung von Encrgiequellen im Uncnd- 
liohen aufrechtcrhalton werden und wxirde nicht dem Vorgang der Draht- 
wollen entspreohon. Ubrigens wiirdo bci reellem V&,? — h 2 wogen h <k$ 
die am Draht gemesaene Wollonliingo groBcr Bein ala die Wellenlange in 
Luft imd daher die Fortpflanzung langs des Drahtcs mit tJborlioht- 
gesohwindigkeit stattfinden. 


Draht 


Luft 


5. Struktur des Feldes. Das Feld im Inncrn don Drahtefl ist uns aim 
§2 dos vorigon Kapitcls bekannt: im Nortnalfall voller Skinoffekt, unter 
abnormenUmfltandonteilwoiBoDujchstromungdeH Querschnittcfl. Andcrer- 
seits werden die Vcrhaltnisse , 

im AuBem dos Drahtes fiix g- a B 

den Normalfall der Haupt- 
sache nach dargestellt durch 
§ 1 dew vorigen Kapitela, da 
wie denen bei ebener Begren- 
zung des Letters gleiclien: die 
elektrisehen Kraftlinien liahe- 
zu Henkreeht zum Draht, im 
Zeitmittel etwas naeh vorn 
goneigb, der zeitliehe. Al)lauf 
gegeben dureh eine Hohrnalc 
Drehfeiuellijwe (Kig. 84 a). 

Darnel be folgt aim urmerer jetzigen Dumtellung (3) und (5), die mit litick- 
flieht aid die NiiherungHformel (10a) fur die Niihe d(W Drahtes ube.rgeht in 




H a -* A log I- B, 

in ih* A 

2 r ~ *} — h* hr" 


B 


— A 1°B 


a ih 

yX&h * 9 


Hier mt |A , r |* M |J£*|, d. h. die Kraftlinien stelien nahezu senkreeht auf 
dem Draht, weil l/hr*" log 1 /hr und |/* a |> |AJ — h *|. Die eigentliohc 
und endgidtige Abnaluue mit r ist in dioser *Naliening noeh nieht zu 
spiiren; Hie Hetzt orat ein in Kntfernungen, fiir welelie die aaymptotischen 



912 


Nebenwellen, unsymmetriflche Wellen 


XXII, § 2 


Formeln gelten und |V&o — A*|f ^ 1 wird. Ein Momentbild des Verlaufs 
dor elektrischen Kraf tlini en gibt Fig. 91a. Auf die Bedeutung von Fig. 91b 
gehen wir demnaohst ein. 

Wegen Gleiohheit des Innenfeldes mit dem aus § 2, Kap. XXI, erbfi.lt 
man fiir Widerstand und Selbstinduktion donselben Ausdruck R — icoL 
wie S. 894. Aber es wird jetzt auoh moglich, fiuBere Selbstinduktion 
und Kapazit&t des Drahtes zu bestimmen (z. B. aus der magnetischen 
und elektrischen Energie des Auflenraumes), da jetzt das auflere Feld 
fiir hinreichend grofle Entfernungen 0 konvergiert. Bei einem atatio- 
naren Strom ist es bekanntliob unmogliob, die auBere Selbstinduktion 
zu definieren, es sei denn, daB eine Riickleitung dee Stromes vorhanden 
ist; die Selbstinduktion wiirde sonst, ebenso wie der magnotischo Energie- 
inhfl.l t des AuBenraumes, unendlich groB werden. In unserom Falle hooli- 
frequenter Drahtwellen iibernehmen die Versohiebungsstrome die Riick- 
leitung. 


§ 2. Erweiterungen. 

1. Nebenwellen von elektrlschem Oder magnetischem Typus. Unsymmetrlsche 
Wellen 1 ). Unsere tranBzendente GL ( 8 ) besitzt auBer der im vorstehendon 
diskutierten Wurzel noch eine Serie anderer Wurzeln. Wir erhalten sie, 
wenn wir voraussetzen, daB h nicht von der GroBenordnung von Jfco sei, 
in welohem Falle f klein war, sondem dafl vielmehr f grofi sei. Dann 
wird die linke Seite von ( 8 ) gleioh also ebenfalls groB. Infolgcdessen 
werden die fragliohen Wurzeln in erster Naherung bestimmt durch die 
Gleiohung (rj) = 0 ; sie liegen also auf der reellen Aohse der ?;-Ebcne. 
Dementspreohend wird der imaginare Teil von h 2 jetzt gleich dem imaginaren 
Teil von also bei metaHischen Leitem auBerordentlioh groB. Infolge- 
desBen sind die zugehorigen Wellen — wir wollen sie Neben- 
wellennennen,imGegensatzzuderfriiherenHauptwelle — ungeheuer 
stark gedampft. Fiir die Beobaohtung kommen sie deshalb nioht in 
Betracht. 

Die Symmetrie mn die Drahtachse, d. h. die Unabhfingigkeit des 
Feldes vom Azimut 9 ?, haben diese Nebenwellen mit der Hauptwelle 
gemein. Aber die Feldverteilung ist total von jener verschieden, ver- 
gleiohe Fig. 91b im Gegensatz zu Fig. 91a. Das Feld nimmt im AuBem 
des Drahtes so schnell ab, daB man von einem Skineffekt nach auBen bin 
spreoben konnte. Im Innem des Drabtes ist das Feld wesentlich konstant. 
Die Rollen des Innem und AuBern sind also bei Haupt- und Nebenwellen 
in gewissem Sinne ausgetausoht. Die elektrisoben Kraftlinien steben im 
Innem auf der Drabtoberflaobe nabezu senkrecht, im AuBem bilden sie 


1 ) D. Hondros, Mflnchener Dissertation 1909; Ann. d. Phys. 30 (1909), S. 905. 
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einen Winkel von 45° mit der Draktachse. Damit erkliirt sich auch die 
ungeheuro Diimpfung dor Nobenwcllen. Sie wird bowirkt durcb die im 
Draht entwicbelto Jouloscho Wiirme, dio hier bcsonders groB wird, da dor 
Draht vollig mit Strom ausgefiillt ist. Dagegon flchiitzt sich die Haupt- 
wello gegen Diimpfung durch ihren Skincffekt, indem sic das Drahtinnere 
meidet. Wir kommen auf dieson Gcsichtspunkt in der nachsten Nummer 
zuriick. 

AuBcr don symmotrischen eloktrischen gibt or symmctrische magne- 
tischc Wellcn. Wir orhalten sie, wennwir statt von dem Ansatz A (vgl. den 
Anfang von § 1 oder S. 876) von dem Ansatz B ausgclien, bei dem dio 
Rollon der olektrisohen und magnotisohen Feldstarke gegenoinander aus- 
gctauscht sind. Bei don Bymmetrischen magnetischon Wellen liiuft die 
elcktrischo Kraft in Kxeison ura den Dralit, die magnetischo Kraft liegt 
in den Moridianobonon durch dio Drahtachso; im Draht haben wir sozuBagon 
einen magnetischen Strora. Da abor die magnotisohe Pcrmcabilitat niemals 
(auch nicht bei Eisen) an die elektrisclio Leitfahigkoit der Motallo heran- 
rcicht, so gibt cs hier kein Analogon zu dom vollkommcncn Loiter und daher 
keino n magnetisohe Hauptwolle". Dio moglichon magnetiHchen Wellcn- 
typen werden durch oino zu (8) analog© Gloichung bestimmt (man hat reohta 
fi zu ersotzon durch 1//*); ihro Wurzcln sind wiodcr niiherungsweise 
durch J' 0 { 7 ]) — 0 gegeben. Die hiordurch charaktorisiorton symmotrischen 
„magnetisohon Nebenwollen^ sind, wie die eloktrischen, ungcheuer 
stark gediimpft und ontziehen sich daher dor Bcobachtung. 

Wir konnon nun aber auch Wollon botrachten, wolchc koine Symmetric 
um dio DrahtaoliHo boBitzon. Statt «/ 0 , H 0 lial)on wir dann im Sinno von 
XIII, §4 die Partikularldflungen 


r t50S i III 008 

»/ n . nep und li\ . 7b w 

sin 7 Rin 7 


zu benutzon, die oinor 2/i-fachen Untortoilung doR Drahtumfangcs in 
Gobiote entgogongoHotztor Pha«e ontHpreohen. Eh zeigt sich, daB in diesom 
unflyninictriRchen Ealle die eloktriHohon und magnetischoji Wcdlcn gogon- 
Hoitig gokoppolt Hind und nicht einzelu cxistioron konnon. Eino Hauptwollo 
ist auch hier nicht vorhanden, d. h. alle unRymmetrischcn Wollon sind 
auBorordentlich stark godiimpft mid vom Typufl der Nobenwcllen. 

Diosor UmHtand kann herangezogen werden, um zu crkliiren, wcshalb 
auch hoi unHymmetriHchor Anrogung (z. B. im Lcchersohon System) nur 
dor HymmetriHohe Wellontypus zur Bcobachtung kommt: von dom ge- 
moinHam angerogten Komplox dor symmetriHchon und unsymmetrischen 
eloktrischen und magnotischen Haupt- und Nobenwcllen werden allc bis 
auf die RymmotriHchc elcktrischo Hauptwollo durch Diimpfung im Keimc 
orstiekt. 

M l hub- Krftiik, DltturoutialglcIrhuoRon. II 
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2* Drahtwellen am Nichtlelter 1 ). Die Joulesche Warm©, welohe unsere 
NebenweUen in metaUisohen Dr&hteu herunteidSmpft, fallt fort in Nioht- 
leiterru Es entsteht d alter die Frage, ob NebenweUen an ftinftm „dielektri- 
sohen Draht“, z. B. aus Wasser, beobaobtet werden konnen. Die Be- 
antwortung hat an die Gl. ( 8 ) des vorigen Paragraphen anzukniipfen. 
Da die dem Draht zugehorige Wellenzahl h jetzt reeU und proportional 
der Wtrrzel ana der Dielektrizit&tskonstante e oder, was dasselbe ist, pro¬ 
portional dem Brechnngsindex n des Dielektrikums ist, 

i = frh = nk a , 
so sohxeibt sioh GL ( 8 ) mit /i = 1 : 


(16) 


^o(f) = V_ J 0 ( V ) | £ = 

H '* (£) n* j't \ v ) = Vn s A 0 ‘- A* a. 


Hier bedeutet wie friilier: a den. Radius des Drab tea, h 0 = 2 re/Ap die 
„ Wellenzahl in Luft", also A<, die Wellenlange bei der freien Ausbreitung der 

betieffenden Schwingungsfrequenz in 
Luit. Da die Dampfung fortf&Ut, 
wird h reell, und wir konnen setzen 
h = 2 njX, wo A die Wellenlange der 
langs des Drahtes fortgepflanzten und 
lSngs des Drahtes gemessenen Ober- 
fl&chenwelle bedeutet. Da A reell, ist 
£ entweder reell oder rein imagmivr. 
Die erste Mogliohkeit ist auszuflchliefien, 
da dann das I'eld im Unendliohen nur 
wie 1/V7 abnehmen und einen end- 
liohen EnergiefluB bedingen wllrde (vgl. 
§ 1 , Nr. 3). Wir schreiben daher weiterhin statt £ lieber »£, wobei £ 
nu nme hr reell und 0 < £ < oo ist, und konnen die ganze weitere Betrach- 
tung in der Ebene der beiden reellen Variablen £ und r) duroMiihxen. 
Fill £ — 0 bzw. oo wd die linke Seite von (16) naoh den Eormeln ( 6 ) 

und (8) von S. 833 und 835 gleioh 0 wie £*log^~ bzw. gleioh oo wie £ 

und ist auoh fiir alle Zwisohenwerte von £ reell. Deshalb mull auoh die 
reohte Seite von (16) fiir £ = 0 versohwinden, fiir £ = oo une n dli oh groB 
werden. Das bedeutet, dajS dem Werte £ = 0 die Wurzeln von Jq (rj) = 0 , 
dem Werte £ = oo die Wurzeln von (rj) = = 0 entspreohen. 

Die Wurzeln beider Gleiohungen sind reell und in linnndljnW Anzahl 
vorhanden; wir markieren sie in Kg. 92 auf der Ordinatenaohse und nennen 


Kg. 92 



*) D. Hondros und P. Debye, Ann. d. Phya. 32 (1910), S. 405. 
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sio dor Reihe nach 1 0 , 2 0 , 3 0 , ... ontBproohend J 0 (//) = 0 bzw. 
1 1? 2j, 3 l9 ... ontspreohend J l (rj) =-■ 0. Durch die lotzeron Puiikte ziehen 
wir Parallelcn zur Abszisaenachfle, welche Asymptoten der durch. (16) 
gegebcnen Kurvcn ?/ (£) daratcllen. Dor Veriauf dieser Kurvon kt aus den 
Tafcln dor BeaaelBchen Funktionen J 0 (?/), JJ 0 (£) zu entnehmen und hangt 
iibrigons noeh von dem Breohungsindox n ab. In unBerer Figur ist n = 9 
(Wasaer, entflprochend e = 81) gcwalilt. 

Nun boatcht abcr auBerdom zwiachcn // und £ die Beziobung 

(17) *? Q + f a ^(n’-lj^a 1 , 

die aus den Ausdriickcn von £ (oder violmchr if) und rj in (16) durch 
Elimination von h folgt. Wir aohlagen alflo um den Nullpunkt dor Fig. 92 
Krcisc vom Radius 

(18) q = Vn a ^l* 0 « 


und bringen sie zum Schnitt mit unHorem KurvonayHtcm. Die Schnitt- 
punkto lieforn zuaamracngohorigo Wortc. von £ und //, welche alien Bodm- 
gungcn unscres Probloma goniigen. 

Die Konstruktion zoigt unmittolbar: Fiir q < 2,40 (orate Wurzol von 
J 0 = 0 ) gibt 68 koinon Sohnittpunkt, fiir 2,40 < q < 5,52 (zwcito Wurzol 
von J 0 = 0 ) gibt es oinen Sohnittpunkt, fiir 5,52 q < 8,65 zwoi Schnitt- 
punkte uflf. Dem Radius q entaprioht nach (18) dio Wcllenliingo in Luft 


(19) 




2 n Vn* — 1 

a. 

U 


Eh gibt also oine (Jrenzc fiir dio Wellenlilngo Aq, oberhalb 
dero.n Drahtwollen am Dielektrikum uninogheh sind Fiir 
Wowser, n 9 und a - 1 cm boLriigl dio.se (JrenzwellenliLTigo: 


2 it y HO 
2,40 


a —- 23,4 cm. 


Da in dioHem Gronzfalle £ 0 , ako mush (1(5) h - k 0 ini, wire! auch dio 

fiir <lio Fortpflanzung am Draht niaBgchondo Wellenliinge A gloich der 
Qronzwollonliinge Aq. Allg( i inoiii iHt nach (1(5) 


A a = 



A niinmt ako ab mit zunehmondom q (zunelimendem und £), und zwar 
starker ala Aq. 

Wenn q den Wert 5,52 erreicht, ako 
, 2n\8Q 



016 


Bestimmung der Fortpflanzung 


XXII, §2 


wild, bo tritt eine zweite mogliche Wollenfomi auf, fiir die zuniicliat wieder 
A = A® ist, wahiend die orate Wellenform mit A < A® fortbestokt usw. 
Indessen konnen wir tins mit Riiokaicht auf die Boobacktungsmoglichkeiten 
auf die eiste "Wellenform, die „ Grundwelle", beBckranken; die ,,Ober- 
wellen“ diirften sokwer zu beobackten sein. 

Yerfolgen wir den ganzen Ast der Grundwelle von g = 2,40, A — A 0 
bis zu q = oo, wo er sick asymptotisok an die Gerade r\ = 3,83 anlegt. 
An der erateren Grenze wird mit A = A„ eraioktliok die Fortpflanzung V 
langs des Draktes gleioh der Fortpflanzung im auBercn Medium 
(Lnft), d. k. V = o. Welohen Wert hat V an der anderen Grenze 1 , Aua 
der Definition von rj in Gl. (16) folgt, da f] endlick und k 0 mit wachsendem g 
nach (18) unendlick wird: 


also 

( 20 ) 



= £ = 
kV kl 


0 , 



AUgemein gilt aber 



Daraufl folgt wegen (20): Fiir den 


anderen Grenzfall der Grundwelle wird die Fortpflanzung langB des Drahtes 
gleich der Fortpflanzung im Innem unseres dielektrischen 
Drahtes, d. h. V = c/n. Dasselbe gilt fiir die anderen Aste, die den „0ber- 
wellen" entsprechen. Immer liegt die Fortpflanzungsgesohwindigkcit langs 
des Drahtes zwischen der fiir das aufiere und der fiir das inner© Medium 
charakteristisohen Geschwindigkeit, namlich zwischen V = c und V = cjn. 

Auoh die Struktur des Feldes laJJt sich zwischen unsere zwei Grenz- 
falle einordnen. Im ersten Grenzfall h = 4 0 wird das Argument ) hi — h*r 
der Hankelschen Funktion, welche das Feld im AuBem des Drahtes 
darstellt, gleioh Null: Das Feld nimmt nach aufien bin unendlioh langsam 
ab, die Kraftlimen stehen senkrecht auf dem Draht. Im anderen Grenzfall 


wird dasselbe Argument sehr grofl, namlioh gleioh if ~ = ioo : Das Feld 

nimmt nach auflenhin unendlioh schnell ab, wir haben einen vollkommen aus- 
gepragten Skin e ff ekt im DrahtauBern — nicht im Drahtinnem, welches viel- 
mehr vollig von Stromlinien ausgefiillt ist. Zwischen diese beiden Grenzfalle 
ordnen sich die mittleren Falle ein. Zui angenaherten Darstellung der Kraft- 
linien in den beiden Grenzfallen konnen die friiheren Fig. 91 a und b dienen. 

Die wesentliohen Zlige der hier geschilderten Theorie lassen sich, wenn 
auchmit erhebliohentechnischen Schwierigkeiten, experimentell 1 ) bestatigen. 


2 ) 0. Sohriever, Ann, d. Phys. 63 (1920), S. 646. 
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3. Probleme mit metalllscher ROckleltung des Stromes. Praktisohwichtiger 
als der Fall des Einzeldrahtes ist das Lechersche System zweier Parallel- 
drahte, von denen der zweite die Riickleitung des im ersten flieBenden 
Wechselstromes ubernimmt. Fiir physikalische MeBzwecke bietet diese 
Anordnung den Vorteil, daB sie von dor weiteren Umgebung viel unab- 
hangiger ist als der Einzeldraht, da dor llauptteil des Feldes auf die Um- 
gebung der boiden Loiter konzentriert ist (vgl. die Einleitung zu diesem 
Kapitel). 

Indessen ist dieses Problem t&eoretisch • schon reoht kompliziert, 
da es der Zylindersymmetrie ermangelt. Der gogebene Ansatz wiirde hier 
mathematisch in dor Einfiihrung eines solchon Systems von Bipolar- 
koordinaten beBtehon, daB die beiden Drahtumfange zu den Koordinatcn- 
kreisen des Systems gchoren. Leider aber liiBt sicli die Wcllengleichung 
Au4-l?u = 0 in Bipolarkoordinaten niclit separieren 1 2 3 ), d. h. ilire 
Integrals konnen nioht aus Produkten von Partikularlosungen jo einer 
Koordinate aufgcbaut werden. G. Mie a ), der das Problem der Parallel- 
drahtc bis zur numerisclicn Diskussion vollstiindig durchgereclmct hat, 
ist doshalb gezwungcn, nachtraglicli wieder auf gewohnliche Polarkoordi- 
naten iiberzugchen, also auf Rcihen, die nach BesHelsohen und trigono- 
metrischen Funktioncn fortschroiten. Die dabci auftretenden Reohnungon 
iibersteigen den hier verfiigbaren Raum. 

Der tcchnisch intcrcssanto Fall, wo ciner der beiden Drahto unendlioh 
dunn, der andere unendlioh dick ist (Luftleitung gegontiber Erde), ist von 
F. Pollaezek 8 ) (lurch Anwendung der Methoden des folgcndcn Kapitels 
vollstiindig durehgerechnet worden. 

Einfacher, weil mit Rotationssymmotrie boliaftot, ist der Fall des 
Kabels: em iimerer Dralit, umgeben von einem zylindrisohen. Isolator, 
der HoinerseitH von einem auUoron Loiter (z. B. Koewassor) umgeben ist. 
Dieser Fall ist von .1. .1. Thomson 4 * ) untersuohl worden. In dem inneren 
Dralit konnnen Besselsehe Funktionen ./, in dem aulioron Loiter Hankcl- 
selie Kunktionen tP zur Verwendung, wiihrend die Lomuig in dem Isolator 
sieli aus beiden Partikulurlbsimgon der Besselsehen Differentialgleieheng 
zuHammensetzt. Die vier an den TrennungHflaolio.il geltonden Grcnz- 
bedingungen ergeben naeh Elimination der drei Quoticnton der multi- 


1 ) Dm Fallo, in denen dies rud^lioh ist (rechtwinkligo, Polarkoonlinaton, ollip- 
tmelie Koordinalen and ihrn Auuartungon), werden von F. RockulH in dem H. 799 
zitierton Buell diHkutiert. Vfd. iiueh XX, §4. 

2 ) Ann. d. L’hyH. 2 (1900), 8.201. 

3 ) KlektriHche NaehriehUMi-Teehnik 1020. 

*) Vgl, Proe. Hoy. Hue. of London 46 (1889), H. 1, aowm Hein Buoh Recent 

Beware hen in electricity and lim^iietiHin. Oxford 1893. 
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plikativen Amplitudenkonstanten eine transzendente Gleiohung, aus der 
aioh Fortpflanzung und Dampfung bestimmen. Der Fall, wo der SuBece 
Leiter duroh Luft ersetzt ist (also Draht mit dielektrischem Mantel in Luft), 
ist von F. Harms 1 ) behandelt worden. 

Reiohhaltige Iiteratur iiber Drahtwellen und Verwandtes enth&lt der 
Enzyklopadieartikel von M. Abraham, Bd. V, 18. 


Dreiundzwanzigstes Kapitel 

Drahtlose Telegraphie 

Die Probleme der drahtlosen Telegraphie liegen zum Toil in der Kon- 
struktion von Sender und Empfanger, zum anderen Toil in der Ausbreitung 
der Wellen zwisohen Sender und Empf&nger. Nur die Probleme der letzteren 
Art werden uns hier beaohaftigen, weil nur sie duroh die partiellen Diffe- 
rentialgleiohungen des elektromagnetisohen Feldes beherrsoht werden. 

Die Erde werden wir teils ala eben begrenzt, § 1 und 2, teils ala kugel- 
formig, § 4, aber durchweg als homogen ansehen, d. h. wir werden mit 
r&umlioh konstanten Werten der Dielektrizitatskonstante und Leit- 
ffthigkeit rechnen. Die interessanten aber sohwierigen Verhaltnisse, welohe 
z. B. beim Dbergang der Wellen von Land zu Wasser vorliegen, werden 
wir also nioht diakutieren. Auoh die Atmosphere werden wir notgedrungen 
als homogen behandeln, wfihrend gerade die neuesten Erfahrungen mit 
Behr kurzen Wellenlangen darauf hinweisen, dafl den Sohiohtungen in 
der Atmosph&re grofie Wiohtigkeit zukommt. Nur in § 4 werden diese 
Dinge gestreift werden konnen. 

Die Form der Sendeantenne mtisaen wir weitgehend idealisieren. Wir 
diirfen dies tun, weil es fttr die Ausstrahlung aui groBe Entfemungen, 
d. h. aui Entfemungen, die viele Wellenlangen betragen, nur auf den in der 
Antenne flieflenden Strom — naoh GroBe und Riohtung —, nioht auf seine 
Verteilung ankommt. Wir beaohaftigen uns in § 1 mit der einfaohen 
Yertikalantenne, die wir als einen senkreoht zum Erdboden sohwingenden 
Dipol behandeln, in § 2 mit der Horizontalantenne sowie mit der Rahmen- 
antenne, die wir auoh als „magnetisohen Dipol“ bezeichnen kdxmen. Die 
Schwingungsform nehmen wir als rein monoohromatisoh, ihre Zeitabhangig- 
keit also gegeben duroh e~ ,at an. Dies entspricht in der Tat der modernen 
Form der Rohren- oder Maschinensender, w&hrend die altcre Form der 
Funkensender stark gedampfte, also keineswegs harmonisoh verlaufencle 
Wellenziige lieferte. 


*) Ann. d. Phys. 28 (1907), S. 44. 
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$ 1. Die Vertikalantenne an! der ebenen Erde 

Die Erdoberfl&ohe sei die Ebene 2 = 0 ; nach dor Atmosphare reohnen 
wir z > 0, nach dem Erdboden bin z < 0. Der Ort 0 des Senders sei der 
Ursprung eines Polarkoordinatensystems r, tp, z. Der Abstand des Auf- 
punktes P von 0 ist dann 

R = V^+7v 

Im Sinne von XIX, § 4, 4 stellen wir das Feld dar duroli einen Hertzschen 
Vektor 77, weloher bei vertikaler Antenne tiberall die Richtung der z-Achse 
hat nnd von q> unabh&ngig ist: 

n = 17, (r, z). 

Derselbe geniigt der Differentialgleiohung (19') a. a. 0. 


( 1 ) 


An+vn = 0 


k = k 0 = — fiir z >* 0, 

c 

.. eco s +toa> ... 

At = — - - fiir z < 0. 

c® 


Wir Betzen also flix den Luftraum e — fi = 1, a = 0, fiir don Erdboden 
ft = 1. Gesuoht wird eine Losung von (1), welche im Punkte 0 in bestimmter 
Weise unendlioh wird (vgl. unter Nr. 1) nnd in unondliohem Abstand von 0 
aamfc ihren ersten Ableitungen versohwindet. Aus der Gl. (18') von 9. 799 
folgt bei Benutzung von Polarkoordinaten [vgl. bierzu Bd. 1, S. 86, 
Gl.(43)]: 


( 2 ) 


« _« _n « <x _ -ta + iaOH 

8 , = S. = °, „ y, 

a -o c + 


dz * 


-ik d - n • 
llC ° dr 

. w dn 

" **, dr " Z< 

1 d f dlls 

r W 


•z > 0, 


:o. 


Id/ 
" r dry 


Die Gr embed ingun gen fordern, dall f), r und (E, boidorsoits dor Trennungs- 
flachc gloioh Rein mtiHsen. Dios liefert naoh (2) zunuoluit: 


ki dJf a _ dU 

°'dr ~ A dr’ 


8 * 11 , 8*11 

drdz drdz 


Hier lniben wir <len Wort von // in Luft duroli den Index 0 auHgezeiehnot. 
Dio voretohenden Gleiehungen golton fiir jedon Wort von r und kdnnon 
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daher naoh. r integriert wetden; die Integrationskonatante muB Null 
g^etzt warden, weil 77 und 977/9 r flir r = oo versohwinden. Infolgedesaen 
gehen die Grenzbedingungen liber in 


(3) 


ki n a = Jt? n, 

977 0 977 

dz dz 


1. Prtmfire und sekunddre Erregung. Die Art dea Unendlichwcrdens 
in 0 legen wir daduroh feat, daB wir verlangen: Das Feld soil aich in 0 
verhalten wie ein einfaober Dipol mit vertikaler Aohse. Dies bedeutet 
naoh GL (20) von S. 799, daB wir (bei apezieller Wahl der Amplitude, Unter- 
drQokung dea Faktora 4 n) fiir die Umgebung von 0 setzen: 

(4) 77 = i e ,u + •••, R* = r* + **, 


genauer geaagt 1 ), indem wir (4) fiir z5"0 apezifizieren: 


(4 a) 


mit 


77 = 


^ e iiofl+... z >0, 

Q 

-f ...* < 0, 


(4b) i(C, + 0) = 1. 

Wir verlangen also, daB 77 bei der Annaberung an 0 im Mittel von Luft- 
raum und Erde wie 1/22 unendlich wird. Aus (4 b) und der fur 22 = 0 
spezialisierten ersten Bedingung (3) berechnet man dann 


(4c) 


, _ 2P 2k* 

u ~k*+k*' 


Die zweite Bedmgung (3) ist wegen des bei ihrer Ausreohnung auftretenden 
Faktors z sowohl fiir 22 = 0 wie fiir alle Punkte der Grenzebene z = 0 
von selbst erfiillt. 

Wir nennen (4a) die primare, durch die Energiequelle in 0 er- 
zwungene Erregung. Als sekundare Erregung bezeichnen wir den- 
jenigen Teil des Feldes, welcher aus den Bedingungen der Ausbreitung 
hervorgeht und der Verschiedenheit der Materialkonstanten zwisckcn 
Luft und Erde Bechnung tragfc. Die sekundare Erregung setzen wir an 


x ) Hier ist ein Fehler in der ersten Aufkge, auf den mich Herr V. Fook freund- 
lichut aufmerksam gemacht hat, korrigiert burden. 
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als Summe (Integral) von Partikularlosungen 1 ) der Differentialglcioliung (1) 
in der folgenden Form: 

(B) lU(?.)J(Xr)e-\K=>* i *...z > 0 > 

( 1/ (A)J(Ar)e + Vi*-*»« ... 2 <0. 

J ist die Bcsselsche Funktion vom Index 0, A ein willkiirlicher Para¬ 
meter, / 0 und / willkiirliclie, alsbald zu bestimmcnde Funktionen. Wir 
verabreden, daB das Yorzeichen der Quadratwurzel im Exponenten von e 
Btets so gewahlt warden soli, daB der reelle Teil derselben positiv wird. 
Dann versohwindet die Exponentialfunktion in dor oberen Zeilo fiir 
z = + oo, in der unteren fiir z = — oo, wie wir cs fiir das Vorschwinden 
des Feldes im Unendlichen fordom miissen. 

Wir Betzen jetzt unsere primare Erregung (4 a) mit dor sekundaren 
Erregnng (5) zusammcn, indem wir letzterc iibor alio Worte von A zwisohon 0 
und oo integrieren; so erhalten wir: 


( 6 ) 


no 

IT 0 = 0 0 e -^ + j U{X)J[U)e- z > 0, 

0 

no 

n = 0 6 ~T + j / W Jr ( Ar ) e+ ’^ rii,dA - , - ::<0 - 


Duroli diesen Ansatz haben wir niclit nur der Differentiftlgleichung (1), 
sondern auch dem geforderten Verhalten der Losung im Punkt 0 und in 
unendlichem Alwtande von 0 geniigt. Es bleibt nur nooh iibrig, dio Obor- 
fluchenbodingungon (3) zu erfiillon, wozu uns dio boidon bishor willkurliohou 
Funktionen f 0 und / dionon werden. 


2. Umformung der prlmaren Erregung. Wir zoigen zunaohst,, daB wir 
auch unsere primare Erregung als Summe von PurlikulurloMiingon dor 
Form (5) darstollcn koniion. Hiorzu schiokon wir oinon Satz iiber die 
Intograltlarstellung eincr willkiirliehon Funktion F (r) (lurch Bessolseho 
Funktionen voraus. Dor Satz lautot: 

n i 

(7) F[r) = \XdX\ ( }deF(! ) )J(Xu)J(Xr). 

0 (l 

*) DaB der Anwatz (o) dor Differcntinlgloichung (1) genugt, liiBt flieh ohnn 
w o i to uh vorifizicron. Vgl. auoh die in XX, § 4,1, Gl. (3) nngegrbonen tillgoinoineivu 
Partikularibsungen. Die in (C) gewahlt Schroibwoiso hat don hcHondcron Vorlcil, 
daB die (fiir Luft und Erdo vorschiedenel) Konstante k nur im Exponent cu von c 
vorkoinmt und daher fur : - 0 fortfallt. Dicker Um stand wird die Krfullung lei 

f Jrenzbodingungen ormogliohon. 
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Fiir nnsCTPi Zweoke gentigfc ee, unter J die Besselsohe Funktion vom 
Index 0 zn verstehen; der Satz gilt aber auoh nooh, wenn J die Besselsohe 
Funktion von beliebigem ga.ny.«di1ig ftm Index n bedeutet. 

Der Beweia folgt aus dem Fouriersohen Integral flir eine willktirliohe 
Funktion von zwei reohtwinkligen Koordinaten: 

+ 00 +oo +oo +oo 

(8) /(*, y) = J da j dp j AS J dr,f((, V ) 

— OO -00 —oo —oo 

Vgl. hiarzu XIX, § 1, Gl. (20) oder 1. Bd., XIX, § 6, Gl. ( 7 ). In (8) 
ftthxen wir Polaikoordinaten ein, indem wir setzen: 

x = r cos cp, £ = q cos y, a = A cos /i, 

y — r Bin <p, r] = q ein rp, /J = A sin /*, 


+ fd*fdfi=>]ku)*dn, 


+ ao+oo oo 9 ft 

jd£ Jdf? = J Qdejdrp, 


— oo—oo 0 


0 


«(s — £) + p (y — rj) = A r oos (/* — f) — Ag cos (fi — y>), 


and nehmen an, dad f (x, y ) nnr von r abh&nge: 


f(x, y) = F (r), f(t,r,)=F(e). 

Dann wird 

oo oo 2* Iff 

(8a) F(r) = JaoEA J e deF(Q)~ j d iUe «<-«o.o.- 9 .)_L j 

0 0 0 0 

Natilrlioh mufl F (r) in solohem Grade flir f ->■ oo versohwinden, dad daa 
Fouriersohe Integral (8) konvergiert. Die beiden Integrate naob ;i und rp 
h&ngen lediglioh von Ar bzw. Ag ab (sind von q> bzw. p unabh&ngig) und 
erweisen sioh bei Einftibrung geeigneter Integrationsvariablen (z. B. 
p — <p = /?, y> — fi -)- n = f}') ala identisoh mit der Integraldarstellung ( 5 ) 
von S. 832 flir die Besselschen Funktionen vom Index Null: 


J (Ar) bzw. J (A q). 

(8 a) ist also identisok mit der zu beweisenden Gl. ( 7 ). 

Urn diese Gleichung bei beliebigem Index » zu beweisen, hat man zu 
setzen: 

/(*, y) = F (r) 6 ** 9 , f (£, ri) = F (e) e <n V', 

und sich zu iiberzeugen, dafi e in ^ bei Benutzung der gleioben Sub- 
stitutionen (^ — 9 = / 5 , ip — /z + 7 t = 0 ') sioh beidexseits heraus- 
hebt. 
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Wir wenden Gl. (7) auf unsere primare Erregung an, imd zwar ftir 
z = 0, wo jR = r wird. Wir setzen also 

'M-Ci «•“)„-7 •'*' 

und orhalten aua (7): 

no co 

(9) f* d * J (* r ) fdee^j^g). 

o o 

Das zweite Integral reohts laflt sioh ausfiihren, wenn man J (Ag) duxoh 
seine Integraldarstellung (5) von S. 832 ersetzt. Es ist namlich 

OO + ft CO 

| doe ik <iJ (Ag) = | d/5 | dge i(i t- P 

0 — It 0 

h* 

= 1 [ W 

2 7c i J k ■}" A cos ^ 9 

— x 

sofem man ftir das Yersohwmden des Integrals nach g an der Grenze g = oo 
bei komplexem k duroh das Vorzeiohen von k (boi reellem k duroh kompleze 
Wahl von A) sorgt. SohlieBlioh fiihre man in dem lotztcn Integral als neue 
Variable ein: 

x = e‘1 1 , <2/9 = — i —• 
a: 



Dcr Integrationsweg geht dann tiber in den EinlieitskTeis der komploxen 
a>Ebone, und das Integral wird gleich: 


(9 b) 


-cf) dx _ i ci; ds 

n J 2 k x + A ( L -f- jr?) nX J {x - xj (x - x a ) ’ 


und x 2 sintl die beiden Wurzeln der Gleicliung 


(9e) 



* + 1 ^ 0. 


Da ihr I’rodukt. gle.ich 1 ist, liegt die einc Wurzol, sagen wir x lt innerhalb 
des Kiidieitskremes, die andere auBerhalb. Nach dem Cauohysohen Satz 
ergibt, sieli dann als Wert von (9b): 


(9d) 

da ja nach (9e) gilt 


I 1 

71 A 7 t 7 t " i A* k*’ 

-r,- jj-V* 4 - A». 
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(9d) ist identisoh mit dem Integral (9a). In (9) eingetragen ergibt siclv: 


= [ 1 ML = J(Xr). 

\R ; s = 0 J 


Von bieraus erb&lt man aber zugleioh die DarsteUung imaerer primarcn 
Erregung fiir beliebige z. Man bat nur, ahnlioh wie in (6), J (Xr) zu er- 
g&nzen zu einer Ldsuug der Wellengleiohung, was durcb Hiuzufiigung des 
Faktors 

6~ ft*-***... z > 0 bzw. e+- Vi 1 -*** ... z <C 0 

gesohiebt. Indem wir nocb k = k 0 ftlr z > 0 schreiben, erhalten wir 
aus (10): 

oo 

<»> j 

Tf*'“ 

0 

Unsere Darstellung (6) lafit sioh. daraufhin folgendermafien zusammen- 
ziehen: 


no = J + to wj J (Ar)e-V«-*o >'dX ...z> 0, 

o 

oo 

jlvF^ +/w } J(Af)e+l73r ^ ,dA --- z<0 - 


3. Erfflllung der Grenzbedlngungen. Nunmebr lessen sieb die Grenz- 
bedingungen (3) leiobt befriedigen. Die erste derselben verlangt: 

00 

j IvK^ ~ w=v + '• w - * f 4= °- 
0 } 

Sie ist eriiillt, wenn wir mit Riioksiaht auf (4o) raa ohen: 

(13) «to (A) - P/(A) = ™ k l (-==L= - * ■ ). 

* -f kg \VA S _ k* VA“ - kg) 

Bei der zweiten Grenzbedingung (3) tritt die Schwierigkeit auf, daB 
wir die primare Erregung nicbt durcb die Formeln (11) darstellen durfon, 
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wcil dieso, untor dexn Integralzeichen nacli z differenziort, filr z = 0 
divergiercn wiirden. Wir haben aber schon obon bei Gl. ( 4 o) gesehen, 
daB die zweite Grenzbcdingung (3) fur die primare Erregung von selbst 
erftillt ist; dieso zweitc Bcdingung (3) vereinfacht sioh daher zu 

f {V^ ~ « /. W + VlTTp / W ) j (Ar) xdX = 0; 

0 

sie ist erfullt, wonn wir maohen: 

(13 a) U W + V / (A) - 0 . 

Durch (13) und (13a) siiid die Funktionen /„ und / bes timm t: 

A _ 2 Vkl _ y aTT# 

Va* -*.'** + v Va* - k* + k$ VF“F' 

A VF^-VF^lfc* 

Va*-*»** + *« kg yA s -p + i' 

Tragen wir dies in ( 12 ) ein, so ergibt sioh einfaoh: 

' oo 

n 0 - | -^J(Ar)e-l /S3 *ii i «AdA...z> 0, 

(1B) 

//= J ~ J(Xr)e^» z »’-XdX...z< 0 
0 

mit der Abkiirzung 

(ir>a) AT = v -- A? + VX 2 ““A a . 

In (15) haben wir die endgiiltige Lowing unHcron Problems. Zur 
Kontrolle betraehten wir zwei Grenzfalle: 

a) k -- A* 0 , Dipol ini einheitliolien Medium Luft. Es wird 

1 

~N ~ N ~ 

Dir Leiden Formoln (15) gehen liber in die beiden Formoln ( 11 ) der primaron 
Erregung. Die sekundaro Erregung verschwindet, wie ea scin mull. 

b) k - oo, Luft gegen uncndlieh gut leitendc Erde, z. B. Seowasser. 
Diesor Fall wird wogen fleinoj* Einfaehhoit don iilteren Betraclitungcn ilbor 
drahtlone Telegraphic zugrundc golegt. Jetzt wird 

k a 1 pik 0 R 

N V A S - kg ° R 
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und 

= 0, also II = 0, 

wie os in einem unendlioh gat leitenden Medium der Fall sein mull. Der 
Faktor 2 bei i7 0 deutet auf die vollkommene Spiegelung der primaren 
Erregung an der Erdoberflacbe hin. 


4 Andere Fortnen der LSsung. Wir erwahnen zimachst, dafi die 
Integraldarstellung (11) der primaren Erregung aufgefaBt warden kann 
als ein Biindel ebener Wellen 1 ), aUerdings roit sum Teil komplexen Einfalls- 
riohtungen. Dies entsprioht ganz der Ableitung von (11) aus dem 
Fourier-Integral (8), dessen Integrand ja direkt die Form von optisohen 
ebenen Wellen hat, und bleibt auob giiltig, wenn wir die exponentielle Ab- 
h&ngigkeit von t binzufugen. Sohreiben wir namlioh in (11) 

A = fcsin 0, VA* — W — + iifccos 

und setzen wir flir J die Integraldarstellung nut der Integrationsvariablen 
<p — <p' ein, so entsteht aus (11) 



giJfc(r ■in^’ooiCqp —g>')±*coa 


Hierfiix konnen wir aber mit 


x = r oos <p t y = r sm (p 3 dco = sin # d & dtp* 3 

oc = sin # oos <p', f} = sin # sin qj[, y = cos # 


sohreiben 





Hier ersoheint der Integrand in der Tat als ebene Welle von der (im all- 
gemeinen komplexen) Emfallsriohtniig a,/?, y. 

Man kann nun, ganz wie in der Optik, jede dieser Wellen an der 
Trennungsflaohe z = 0 spiegeln und breohen und erhalt daduroh die 
vollstlLndige Losung unseres Problems, n&mlioh die Ponneln (15). Die 
GtroBe 1 /j N entspricht in dieser Auffassung den Fresnelsohen Formeln 
fiir die reflektierte bzw. gebroohene Amplitude. 


x ) Diaee Auffassung koaunt bereits in der ursprflngliohen Arbeit des Verfassers 
[ Ann, d. Phys. 28 (1009), S. 665, § 11] vor, an die edoh die vorstehende Darstellung 
(bis auf unwesentliohe Abweiohungen in der Definition der Potentdale JJ) ansohlieBt; 
H. Weyl geht in den Ann. d. Phys. 60 (1919), S. 481 direkt von dieser Auffassung 
aus und grUndet auf sie die Integration des Problems. 
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Wesentlioher fiir das Folgende ist eine Umformung unsores einseitig 
bei A = 0 begronzton Integrals in ein beiderseits ins Unendliohe verlaufen- 
des. Wir sotzen nacb Gl. (4) von S. 832 

un4 zerlcgcn dadurch (15) in zwei [ntogrulo 1 und II, bcido von 0 bis oo 
gefiihrt, das cine mit H 1 , das andoro mit H 2 gebilclet, wobei z. B. fiir 
z > 0 gilt 

OO 

(10) 11 = J V s * r) 6 ' V * T:7 ‘ i * * d *■ 

0 

Nach den sogenannten Umlaufrolationon ( 8 c) von S. 834 ist 
HI (Ar) = - HI (- Ar). 

Ftihren wir nun in II statt A die Integrations variable /4 - A ein, so 

konnen wir, da N nur von A 2 abliiingt, statt (1(5) Hchreiben 

— no 

(17) II-1^5.) (/*r) 8 - 

0 

und dieses Integral setzt sich bei Umkehrung der Integrationsgrenzen 
mit I zusammen zu einem Integral langs der reellon Aebse von — 00 
liis f- 00 , gonommen iibcr W. 

Wir orhalton also als neue Form der Losung uimeres Problems: 

| ^ II (Ar) <- ^ W'XdJL ...zl-O, 

0 «) 

// = J H{Xr)<‘ i- 1*' MX ... z < 0. 

l)er oborc Index 1 und dor untero 0 bei H ist bier und im folgenden unter- 
driiekt. Ganz analog konnen wir die primiiro Errcgung ( 11 ) duroh dio folgon- 
dcn Formcln darstellen: 


+ 00 

e.HoK 1 f Xd A . iftr'Ti, ^ /\ 

— OO 

C = i f / XdX — H 00 * 1 • • • * < 0 . 

R 2 J )’P—Jc 2 ’ 
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5. Qualitative Diskussion der Ltisung. Schwicriger ala dio Aufstellung 
der aUgemeinen Formeln erweist sioh hier, wie ho haufig, ihre spezielle 
Diskussion. Wir beginnen mit eincr orientierenden, qualitativen Dis- 
kussion und verschieben die quantitativen, zur praktisehen Borcohnung 
geeigneten Formeln auf die nachBten Nummern. 

Zunachst einemehr beilaufige Bemerkung: Uhscr Integrationsweg in 
(18), die reelle Achse, wiirde bei rcellem Aq durch die Verz weigungs punkte 
A = ± yfc 0 gehen, was zn einer Zweideutigkeit der Wurzd VA 2 — Ir* fiihren 
wiirde. Wir entgehen dem, wenn wir i 0 a ebenso wie ft 2 als komplex ansehen, 
aber mit beliebig kleincm positiv-imaginaren Teil (entaprechend einer beliebig 
geringen Leitf&bigkeit der Luft). Die Verzweigtmgspimkte der Intogranden, 
sowohl von 77 0 als von 77, liegen dann paarweise in der positiv-imaginaron 
und negativ-imagin&ren A-Ebene (A = + £<>, + k und X = — k 0 > — k). 

Die Riemannsche Flache, auf dor die Integranden von 77 0 und 77 
eindeutig sind, ist vierblattrig, entaprechend den vier Vorzoiohenkombina- 
tionen von Va 2 — und YA*~—jfe 2 . Von diesen vier Bliittern kommt 

fiir uns mit Riicksicht auf 
die Konvergenz der Inte¬ 
gral© und nach der Fcst- 
setzung von S. 921 nur 
dasjenige in Betrocht — 
wir wollen es das obere 
Blatt nennen —, auf dem 
beideWurzeln einen positiv- 
reellen Teil haben. Auf 
diesem oberen Blatto ver- 
lauft unser urspriinglichor 
reeller Integrationsweg. Als 
„Verzweigungsschnitto‘ 6 , in 
welchen die Blatter zu- 
sammenhangen, mogen die- 
jenigen Liniengelten, in denen diereellen Teile von VA 2 — Jfe* und 1A a — A 2 
versohwinden. Diese Schnitte, vgl. Fig. 93, verlaufen in der positiv- 
imaginaren Halbebene von A = + k 0i + k nach + i oo 9 in der negativ- 
imaginaren Halbebene von X — — k Qi — k nach — i oo. 

AuBerdem besitzen die Integranden noch eine weitere Singularitat 
in jeder der beiden Halbebenen, namlich einen Pol an der Stelle, wo der 
Nenner N verschwindet. Wir nennen ihn A = h und berechnen h nach 
(15 a) aus der Gleiohung 

V 


Fig. 93 



/A a - hi 
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Duroli Qnadricron derselben entsteht 


( 21 ) 

odor 

( 22 ) 



1 = 1+1. 
h* A? + A* 


Wir bemerken vorab, dab dies mit Gl. (8 a) a us Kap. XXI, § 1 
ubereinstimmt und warden diesem Zusammenhang spater nachzugehen 
haben. 

Wir wollen zeigen, dab die Stello A = A im oberen Blatte unaerer 
Riemannsohen Flaohe liegt. Dazu bereohnen wir aus (21) zunaobst mit 
unbestimmtem Yorzeiohen: 


(23) 


- AJ 


^*^0 = + * A 8 

V&0 + A*’ V*0 + A 1 


und setzen der groberen Deutliobkeit halber: 


(24) 


A* = | Ao | e° (e sehr klein), 

A* = | A 1 1 e* 1 ? (<p nabezu zc/2 bei grober Leitfabigkeit a), 

VaT+a 5 - |VATfp|«'v (0 < v < W2). 


Im oberen Blatto flind nun die Vorzeiohen auf den rochton Soiten von 
(23) ao zu wahlen, daQ die roellen Toilo positiv worden, d. h. daB die zu- 
gehorigen Polarwinkel zwischen -- tt/ 2 und + w/2 licgen. Dies liefert 
cindeutig: 


Va* - a -= 


i^i_ .a 
iv« +a*i 



|VA„’ + A S | 


in ObereinHtimmung mit (20). N verflchwindet also wirtlich im oberen 
Blatte unserer Riomannschen Flacho. 

Zur DiBkuflsion unserer Intcgraldarstellung (18) fortsohreitend, ziehen 
wir nunmehr don Integrationsweg, wie Fig. 93 veranschaulicht, naoh der 
positiv-imaginaren A-Ebcne hiniiber, wo die erste Hankelsche Funkiaon H 
im Unendliohon verschwindet, und zwar bis an die beiden Verzweigungs- 
schnitte -> i oo und k 2 -* i oo her an; er bleibt dabei an dem Pol 
X = h hangen, woboi bekanntlioh die in Fig. 93 gezeiohneten Zuftihrungs- 

MlieB-Krink, DlfferentUlgloIcbongon. II 59 


(26) 


1/A - A? 

A? 

r A* - A* “ 

A* 
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wege zu dem Pol keinen Beitrag zum Integral liefem. Wir bezeiohnen 
die drei Beitrage in der genannten Beihenfolge mit Q x , Q 2 nnd P nnd 


schreiben 

(26) I7 0 = P + (3 1 + C S - 


Zunaohflt befassen wir uns mit dem Beitrag P unserca Poles. 
Dmgebung des Poles A = A ist 


Naoli (15 a) gilt 



In dor 


(27) 

wo 


(™) 

\dX) l=h Vi* - A* VA* - X* 

„ ... V , *.* 

VA* - AJ VA* - A* 


in k Q und k symmetriflch ist. 

Wir setzen dies in 01. (18) ein und bereohnen P nach dem Cauohy- 
schen Satz: 

(28) P= 2ni ^ 


h ist naoh (22) von der Grofienordnung (sofem |A| AJ, also ist hr 
stets eine grofie Zahl, voransgesetzt, daB der Abstand r viele Wellenliingen 
Betr&gt, was wir stets annehmen diirfen. Wir benutzen also ftir H die 
asymptotisohe Darstellung Gl. (8) von S. 835. Dann wird 

(28a) p _ y ?2L* M? e ihr- ?*»-*,» •. 


Ebenso wie 77 0 , % > 0, haben wir den anderen Ausdruck (18), 77, z < 0, 
zu bebandeln, der sich von 77 0 nur durob Vertauschung von A 0 mit k und 
Vorzeiobenumkehr bei z unterscbeidet. Ala Beitrag des Poles A = h zu 77 
erbalt man von bierans 

(28 b) P = e.Ar+ 


Wir betracbten nun die Ausdriioke (28a), (28b) flir P naher und zeigen, 
cfaB sie als Oberfl&ohenwellen zu. obarakterisieren sind — Ahnlich 
wie die Wasaerwellen und gewisae seismisobe Ptanomene und im Gegensatz 
zu den gewohnliohen optisoben und akustiscben Wellen, die wir als Raum- 
wellen zu bezeiohnen haben. 
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Zunaclwt: Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit dr/dt lungs dcr Ober- 
flache ist gleieli o>/h , weim wir den Zeitfaktor in dor Form e~ ltii1 aimelimcn 
und von dem imaginiiron Toil von A (Diimpfungsglied, s. unton) zuniichst 
absclien. Dieso UrbBe h hcstimint Hioh nun nach (23) odor (22) in vbllig 
Hvmmetrisoher Weise aim den Matcrialkonstantcn Icq imd h dor boidon 
in z - 0 zuHivmmeimtoliomlen Medion, bo daB sio ihron Ursprung nioht 
eiuem Vorgang in dem einon oder andcron Medium, sondom einom Zu- 
Hamnienwirken bolder Modien verdankt. 

Ferner: Urmoro Welle P nimint mit dor Entfernung ab wio r“ 1/a , 
wenn wir wiedcr von dor exponenticllen Diimpfung zuniichst abselion. 
Dieses Vorhalten ist obenfalla cliaruktormtmeh fur cine Obcrlliichenwelle, 
d. Ji. fiir cine Ausbrcitung in zwoi Dimonsionon (vgl. auch das S. 843 fiber 
Zylindorwcllon Gosagtc). Dagegen ist fiir omc Raumwollo charaktoristisch 
cine Amplitudenabnahme wio 1/r; denn luor bleibt die Enorgio (das Am- 
plitudenquadrat) iibor die Kugolfliiclie 4 nr* konstunt, boi der Oberflachon- 
welle dagegen die Enorgio iiber don Kreis 2^rf. 

Dio Gr6Bo dcr Diimpfung linden wir, worm wir Gl. (21) nach Potonzon 
von Ao/i entwiokoln: 

(29) A = * 0 (l - - = * 0 (l - g pjp e-^y 

Hier haben wir k Q ala rcoll godaobt und fiir k dio Darstollung aua (24) 
eingm'tzt. Daraua folgt 

Wc(i/ir) - - rainy*. 


Dios int negativ w<*gen </* (31. (24); floruit folgt in der Tat eino mit 

waolmendem r zunehineude exponentiolio Dampfung. 

NchlioBlieh zeig(‘n wir, daU uimero jetzigen Oborflaohonwollen P 
fiir r oo in donjenigen Typim ebenor Wollon iiborgohon, don wir 
beroits m Kap. XXI, §1 und 2 holiandclt haben, Auf die Gloichhoit 
dor jetzigen mit dor dortigon (Jrofle A wurdo beroits kingowioson. 
Zum Naehwom dor vollon Identitiit beHtimmen wir das Fold (®, $), 
welches nach don Gl. (2) urmerein P entflprioht. Daboi brauclion wir 
die Differentiation nach r nur an der Exponontialfunktion vorzu- 
nehmen, nioht an dem Faktor r~~ l/ », wolohor lodiglioh zu Zusatz- 
gliedern AnlaB gebon wiirde, die im Limes r — oo rolativ zu don 
hinzusebroiboiKlon vorschwindon. Indem wir einen alien FcldgroBon 
gemeinsainen Faktor 


A 0 A‘A 
2 K 


V 


'ini 

hr 

Bfl* 
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abspalten, ertalten wir naot (2): 


, Ce ik ,-yp=M. t _ 0 

rs=s., S'-®-- 0 - 

ffiji = 0, ®,= 


_ |/*L~.*! Ce ihr ~ ^ s -*» Sa , 
+ j/^=^ 0e* A "+ 


A Ce ihr ~ Fa'-*o*», 

<2 - 

- IT, _ 

—2 <7*<Ar + 

l Jb 1 6 

Diese Ansdrnoke sind mm in der Tat identiscli roit den Ausdriiokon (1), 
(6) tmd (3), (7) ana Kap. XXI, § 1, bis auf die Bezeiohnungen: Unworon 
jetzigen Koo rdinaten r , z, <p ent spreohen die friiheren x, y, z 3 unsero jotzigon 
Grdflen — Vft* — ih % — & werden in den Mheren Formeln vortreton 
duroh i — A a , — i Vi 2 — h*, welohe offenbar mit jenen identieoh Hind, 
wenn, wie wir festsetzten, das eine Mai der reelle Teil, das andore Mai dor 
hn a ginar e Teil der Wurzeln positiv gereohnet wird. 

Duroh diese Oberfiihrung haben wir den Naohweis erbraolit, dafl 
die friiher studierten ebenen Wellen in dem Wellenkomplex enthalten Bind, 
der von dem linearen Sender ausgeht. Hierauf wnrde in der ursprllngliohon 
Arbeit des Yerfassers (vgl. Amn. 1 von S. 926) besonderer Wert gologt, 
weil dadurcb die frtiheren EntwioHnngen von Zenneok und Ullor (vgl. 
Anm. 1 von S. 888) an die Tbeorie der Dipolausstrahlung angcscliloHflon 
schienen. Aber dieser AnschluB ist nnr formal. In Wirklichkoit iat dor 
Bestandteil P des Wellenkomplexes begleitet von den beiden Bostand- 
teilen und Q a , vgL (26), und ULBt sioli nioht von ibnen trennen. Dio 
letzteren Bestandteile wurden auf Grand gewisser Naherungsrechnungon 
als Baumwellen oharaktensiert, welobe der Ausbreitung im erston bzw. 
zweiten Medium eiu z e l n eigenttimboh sein sollten. Indessen waron dioso 
N&herungen unrareiohend 1 ). Der Grand hierfiir begt darin, dafi in Fig. 93 
die singulars Punkte X = A und X = A*, von P und Q x praktiscb, d. h. bei 
groBem |i|, zusammenflieBen (der Bestandteil Q 2 kann daneben stotfl 
vanachlissigt werden). Die Wellentypen P und Q 1 sind daher, wie gesagt, 
nic vonemanderzu trennen. Es dtirfte keine Bedingungen geben, unter 
denen nch da OberflaohenwellentypuB P rein ausbildet und den Haupt- 


*} Naoh frenndliohen Mitteflnngen Ton F. Noether nnd Y. Fook. 
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bestandteil des Wellenkompleies darstellt. Infolgedessen konnen wir 
auch nioht die tfberwindung der TSTfiVrliTnmnng dutch die Wirkung der 
OberflaohenweUen erkl&ren, sondera miissen sie auf andere Umst&nde, 
vgl. §4, zuriiokffihren. 


6. Quantitative Formeln filr * = 0, numerische Entfernung. Aus der 
EortpflanzuugBgeschwmdigkeit der Baumwellen in Luft und aus derjenigen 
der Oborflaohenwellen, n&mlioh aus den zugehorigen Wellenzahlen 
und A bilden wir eine unbenannte QroBe, die wir ..numerisohe Entfemung" q 
nennen wollen. Wir defmieren namlioh: 

(30) 0 = (*o — A) ir. 

Setzen wir den Wert von A aus Gl. (21) ein, so entsteht mit | jfc* | > Jfe*: 

<”> 

diese Grofie 1st im allgemeinen komplex, wird aber reell in dem wiobtdgen 
Sonderfall, wo der reelle Bestandteil von fc 2 gegen den imaginaren vemaoh- 
lassigt warden kauri (eco < a). 

Flir die Praxis kommen nur kleine numerisohe Entfemungen in 
Betraoht, weil nur sie eine hinreichende Intensitat der Siguale verbiirgen. 
Dabei konnen kleine numerische Entfemungen bei guter Leitfahigkeit 
(Seewasser) sehr groBe absolute Entfemungen (von der GroBe des 
Erdquadrantenjumspannen (vgl. S. 940). Im folgendon werden wir zeigen, 
daB in den quantitativen Pormeln zur Bcrechmmg der Ausbreitungs- 
sfcilrkc*. os gcrade auf die GroBe unseror numerischen Entfemung q an- 
kommt. 

Wir beschriinkcn uns dabei zuniichst auf die Erdoberflaohe z = 0 
und fornien Gl. (15) so uni, daB die Besselsche Eunktion J (Ar) darin 
nieht melir vorkommt. Die erste GL (15) lautct fur z =-= 0: 


(33) 




XdX 
~ N~' 


Wir folgen B. van der Pol 1 ), indom wir von dem elementaren 
Integral ausgehen: 


( 33 ) 


I 

kolk 


vdv 

V(T*~a>*-T* 


V(A V 


— A”) v * — A* 
A* — A* 


t /* 0 

*o/t 


') .Juhrbuch dor drahtlown Tolographio [Zoitsohr. f. Hochfrequonz-Techn. 37 
(l»»l), 8. 152]. 
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Mit dem Werte yon h amt Gl. (21) bereohnet man fttr die recbte Seite 
leioht: 

i viv-ki-kiip-w 

kk 0 A* — A* 

Wenn winn Zfibler und Nenner mit N, Gl. (15 a), multipliziert, hebt aiob 
A* — A* herans, und es bleibt ala Wert der reobten Seite von (33): 


(33 a) 


1 

Jck 0 N‘ 


Auf der linkea Seite yon (33) maohen wir die Substitution « = («* — 1) t,f 
und arhalten bei geboriger Umreohnnng der Grenzen: 


(33b) 



udu _ 1 

(«»-i)*/«y a*-a*«* 


Gleiobsetzen yon (33 a) mit (33 b) gibt 


1 _ kk 0 / udu 1 

N - J (U» - 1 )*'. y A i _ aw 

to/* 

Tragen wir dies in (32) ein, so erbalten wir 


n. 


Uh oo 

2 k»k, f udu f T/ ,_, UX 

v - K J (u» -1)>'» J 4 ( * r) y YThW' 

kolh 0 


Hier ist das zweite Integral reobts nacb Gl. (10) identiscb mit 

— e thur . 
r 


Die Besselsohe Funktion J versohwindet also in der Tat aus dem Ausdruck 
von II Qi nnd man hat 


(W) 


^0 = 



'l*. 


So weit ist unsere Umformung strenge 1 ). 


x ) Die ebenf&lls atrenge Form el, die L. H. Thomas fProc. Cambridge Phil. 
Soc. 26 (1020), S. 123] ableitet, geht, wenn man sie fiir die Permeabilitit 1 ape- 
zialisiert, ana (34) duroh eine partdelle Integrationhervor. VgL auoh F. H. Murray, 
ebenda 28 (1032), S.433; K.F.Nieflen, Ann. d. Phys. 16 (1033), S. 810. 
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Wir beriioksiohtigen nun, daJB | Tt\k^ und |A| ~ k 0 ist. Wir setzen 
also die obere Greuze des Integrals gleioh oo (mit positiv imaginarem 
Teil) und erkennen, dafi der wesentliohe Beitrag zum Integral von der 
unteren Grenze u ~ 1 herriihrt. Dementspreohend sohreiben wir 

(«*- l)‘/» = V 2 (u — l) 1 /*, 

oo 

(35) n 0 = - J e iAr *d(M — I) -1 /*. 

*o/A 

Die untere Grenze ist kritifioh, weil hier (u — 1 )“ l/ * sehr groB wird wegen 
A ~ Aq. Deshalb substituieren wir: 

*-£(1-•) + «, «-l =(x-!)(!-«)• 

so daB v = 0 wird ftir u = k n /h. Zuglciob tritt im Exponenten von (35) 
die numerisobe Entfemung q, Gl. (30), aul; es wird namlioh 

thru = ik^r — qv, 

und man bat 

oo 

*ikor r 

(36) n t = - 2 /+-I e-?*d(l -»)-'/». 


Der bier cingofiibrtc Faktor / hat den Wert 



- 1 litr 11-1 > k 0 . 


In dam Integral von (3(5) fiiliren wir oino partielle Integration aim: 


oo <«• 

|e~t"’d(l - v)-'la -= - 1 -| Q | ,^ V , 

0 0 ^ 

und HubHiituirrcn Vl - v - x. Ql. (3(i) wird dann (mil f - - 1): 

//, 2 + 2 Qc-e<!' 3 daj ■ 


(36 a) 


Kim* lotsste Hulmtilution qo? — ?/ 2 ergibt fiir die Klammer: 

_ i ■» /i* fc \ 

(tt(ib) 1 + 2 )j qc p dy --= 1 + 2 ]/qc n j - J c^dyy 
1 h ^ 00 / 
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Hier ist das erate Integral reolits wie bekannt i Vji/2, daa zweite ist 
das oft tabulierte Fehlerintegral. Somit folgt aus (36 a) als SohluB- 
reaultat 1 ) 



FUr hinreiohend kleine q hat tnan insbesondere 



Dies entsprioht (auch hinflio htlioh des Faktora 2) dean Grenzfall unendlioh 
gnter LeitfShigkeit des Erdbodens, vgl. den SohluB von 3, Fall b) 
und ist eine Bestatigung des Standpunktes, der in den eisten Arbeiten 
fiber drahtlose Telegraphie z. B. von M. Abraham eingenommen wurde, 
d emz nfolge die Erde als vollkommen leitend behandelt und die Antonne 
an der Erdoberflache gespiegelt wurde. Wir sehen jetzt aber, daB dies or 
Standpunkt nur fiir hinreiohend kleine numerisohe Entfernungen 
zulassig ist und daB fiir grSBere g Abweiohungen eintreten, die von den 
besonderen Eigenschaften des Erdmaterials abhangen. 

7. Verallgemeinerung fiir den Fall * > 0. Wir wollen auch hier eine 
Formel ableiten, die von der Besselsohen Fuhktion J frei ist. Dabei 
werden wir weniger strong verfahren 2 ). Wir bemerken zunaohst, daB in 
dem Nenner N von Ql. (16) der zweite Summand wegen |ft| 2 ^ ft® e ^ n 
KorrektionBglied ist, und vernachlassigen in diesem A 2 gegen ft 2 . Das 
ist allerdings bei grofiem A nioht zulassig, aber der Beitrag der groBen A 
zu unserem Integral ist wegen des Exponentialfaktors 

e -Vw-*o»; 

ohnehin verschwindend Hein, sofem z > 0 ist. Wir schreiben demon t- 
spreohend 

(38) N = ft*O'A* - ft* - a), a = 

Daa Vorzeiohen bei a bestimint sich daraua, daB YA a — l? stets, auoli 
fiir A = 0, mit poaitiv reellem Teile zu xechnen ist (vgl. S. 921) und daB 
wir unter h die Wurzel aus Jfc 2 mit positiv imaginarem Teile veretelicn 
wollen. 


x ) Vgl. die zitierte Arbeit des Verfassers, Ann, cL Phya. 28, 01. (47). 
*) A. Sommerfeld, Ann, d. Phys. 81 (1926), vgl. inusbes. S. 1141. 
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Aus der orsten Gl. (15) wird auf diese Weise 

<“*> n '-)i£*-. rW=,,,xu - 

0 

Um den Nenner fortzuschaffen, bilden wir /7 0 e as und differenzieren nach. z. 
Das Ergebnis laflt sioh so sehreiben: 

+ oo 

(39) i e~ aM j- z ( n a e *•) = - j J(lr)e~ 

o 

Nach (11) ist anderersoits 

+ » 

(39a) = - j J{\r) e 

0 

Durch Vcrgleioh von (39) und (39a) folgt 

( 39 *» = 

Wir integrieren naoh z , nennon die Integrations variable £ und wablen 
als untoro Gronzo dorselben einon Wert Q = oo von aoloher Logo in der 
komplexen f-Ebene, daQ das Integral naoh £ konvorgiort. So ontstoht 
mit 7i; - Vr 2 -| ■ C 8 

(39c) -l // 0 f c -1 (] C ,toW -)dCd Count. 

f I 

Die liier liinzugefugte ,,n<mstant»e u ist von z unabhangig, kdnntu aber 
nutiirliuh noch von r abhangen. Wir behaupten, deli wir sio gloich Null 
zu setzen haben und werden dies dadurch beweisen, daB wir zeigen: Dor 
miter der Annahme (lonst. 0 abzuleitendo Ausdruck II gelit fiir z 0 
in den fruheren Ausdruck (37) fiber. Naeli AuHfiihrung einor partition 
Integration e.rlialton wir zimaelist aus (39o) mit Oonst - 0: 


< 4 °) »"•“ R -*«— J *" 1 R, «' 

Wir Hckreibon hierfur niilierungHweise unter dor zusatzliolien Anuahmo 


r: 


(40 a) 





938 


Nfthftmngaformeln 


xim, §1 


£eim tTbergang von. (40) zu (40a) haben wir im Nenner JR; mit R identi- 
fiziert, mit Btioksioht darauf, daJB in 

R + + ..., 

m) _ :» 

Bt -y»* + P»r + j7 + - 

je das zweite Glied der Entwioklung ein Korrektionsglied ist, welches 
die Gxbfienordnung von 1/R nnd l/Ify nioht wesentlich beeinfluUt. Im 
Ezponenten von (40a) mfissen wir genauer rechnen, weil die Formel gegen 
diesen empfindlicher ist als gegen den Nenner. Wir aetzen daher im Ex- 
ponenten naoh (40b) in zweiter Naherang 


E t -B = ^ r (C*-A 


Mithin folgt ana (40 a) 


1 u _ € tl o R 

2 ~ ~~R~ 


iJt o , 
— a* — — t 1 


J.-*' 


Die Exponenten you e werdeu nun je za einem vollstandigcn Quadrat 
dadurch erganzt, dafl wir ihnen ± Q lunzufugen, unter q die numerische 
Entfemung aus Gl. (31) veratanden. Eb ist namlich mit RiickBicht auf die 
Definition von a in (38): 

e + ac + ^c’ = ^(*,r + *t)’ = y ! , 

(^ a ) if. if. 

e + a* + (Kr + kz)' = w\ 

y nnd w sind neue Abkurzungen, y benutzen wir weiterhin als Integrations- 
variable statt £, wobei der untaren Grenze Si nnnmehr der Wert y = » oo 
entsprechen wild. Dabei ist 


and wegen (31) und (38) 


Aus (41) wild sornit 


«-V«> 


1 _ __ e** 0 * 
2 JJ °~ R 


to 

l-21 / ie~» 1 j ev'dy 
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Hierfto schreiben wir rm Anschlufi an (36b) 

(42) JI 0 - ^1 + i a-* 1 - 2 Vi e~“ s J ev» dy 

Fur 2 ; = 0 gehb R in r und nach (41a) w 2 in g liber. Unser Ausdruok (42) 
wird also mit (37) identisch, womit der Nachweis erbraoht ist, daft wir 
bercchtigt waxen, in (39 c) Const = 0 zu setzen. 

Zu demselbon Ausdruck (42) gelangt Weyl in der 9.926 zitierten 
Arbeit auf andorem Wege. 

Wahrend wir bei der Ableitung z^r voraussetzten, verallgemeinem 1 ) 
B. van der Pol und K. F. Niesscn die Ableitung auf beliebige Werfce 
von z, wobei die Form von (42) erhalton bleibt. 

Bei der Einftihrung von a in (38) benutzten wir eine nicht gut kon- 
trollierbare Nahcrung. Der gegcbene Wcg zur strengen Diskussion w&ro 
hier wie in alien ahnliohen Fallen die ,,Mcthode dor Sattclpunkte“, fiir 
welche die Darstellung (18) den geeigneten Ausgangspunkt bietet. Dieser 
Weg ist von F. Noether 8 ) eingeaohlagen worden. 

Unser Ausdruck (31) fiir g onthalt eino Art Ahnliohkoitsgesetz der 
drahtlosen Telegraphic. Da (37), abgesehen von dem belanglosen 
Faktor e* tli fR i nur von g abhiingt, so bedouten gleiche Werte von g (bei 
cventuoll sehr vcrschiedenen Werten von r) ahnliche GroBe und Besohaffen- 
hoit dor Felder. 

Alio Umstiinde, welche g vergrdllern (verkleincrn), werden die Ubor- 
tragung dor wollentelographischen Rignalc vcrschlcchtern (verbossem). 
Wir botraoliton in diosor Hinsioht zuniiohst die Bodonbo-sehaffenhoit, so- 
dium die Froquonz odor Wollonliinge dor Rchwingungon. 

Dor Km fluB dor Bodonbosehaffonhoit ist solir betriichtlich. 
Nu'lib nur kornnib os uuf dio Loitfahigkoit a dos Bodens, Hondorn auoh 
auf die* Dioloktri/iilatskonstanto v dosnelbon an, doron Wort ja nach Gl. (1) 
nobon a dio (IroBn von k und dalior aueh nach (31) diejenige von g be- 
Htiinint. Obor dio Matorialkonstanton vorHohwdeiHsr liodenarten liogen 
Kohiltziingon von J.Zennook 3 ) vor. Man berechnot aus ihnon bei- 
Hpiolswoise fiir die Entfornung r */ 4 Erdquadrunt (entsprcchond dor 
orston transutlantisehon Station 1 Hand-Labrador) und fiir eine Wollen- 

J) Ann. d. Phyn. 10 (1031), N. 48fi. Am Kudo dioHor Arbeit findot inch oine 
kritiHchn ZuHiiinmonHtolIung dor vcmcihioclonon WhIut vnrgoachlagonon Nahorungs- 
iornioln mid ihror (lull.igkoi1«gnMizon. Vgl. auoh K. K. Niosnon, Ann. d. Phys. 18 
(1033), S H03. 

a ) FimkMononthoorio und dm* Anwondungon. lloraiwgogoben von Kotho, 
Ollendorff, PohlhauHon. K. Ausbroitung oloktrischor Wollon ubor dor Erde, 
von K. NooUier. Npringor 1031. 

") Ann. d. I>hy«. 23 (1007), S. HC9. 
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940 Ahnlioh keitsgesetz der drahtloeen Telegraphic 

l&nge A = 2 km (entspreohend den alteren Grofistationen) in runden 
Zahlen ftii 

Seewasser: Nasser Boden: SABwasser: Trookener Boden: 

803 Q = 6,5, q = 30, £ = 300. 

Entspreohend der ganz versohiedenen Grofienordnung dieser Zahlen 
haben wir bei diesen versohiedenen Bodenarten auoh eine ganz yersohiedene 
Grofienordnung der weUentelegraphisohen Wirkung und ein ganz ver- 
sohiedeneB Bild des Wellenvorganges zu erwarten. 

Sodann betraohten wir den Einflufi der Wellenl&nge auf die 
numerisohe Entfemung, etwa im Ealle von Seewasser, wo der Ver- 
sohiebungsstrom gegen den Leitungsstrom vemaohlassigt warden kann. 
Dann wrrd naoh ( 1 ) Jfi = iocu/c 8 , fto = o>/c und naoh (31): 

a> a r 
® 2 ao 

Vergroflerung der Frequenz (Yerklememng der Wellenl&nge) vergrofiert 
also g, und zwar in dem betraohteten Sonderfalle quadratisoh. Verkleinem 
wir also im obigen Beispiel die Wellenlange von 2 km auf 200 m, so wird q 
von 1 /so ftu ^ 3*3 vergrofiert. Wir erwarten, dafi dementspreohend die 
weUentelegraphisohe Wirkung sioh versohleohtem wiirde. Umgekehrt 
haben wir in der von der Praxis urspriinglich befolgten Tendenz, bei den 
Gxofistationen zu mmer grofieren Wellenlangen iiberzugehen, den Beweis 
daflir, dafi die Vergroflerung der Wellenlange — wegen Verkleinerung der 
numerisohen Entfemung — ftir die tJberwindung grofier absoluter Ent- 
femungen gtinstig ist. 

Natlirlioh ist dieser Sohlufi gebunden an die Annahme einer homo- 
genen Atmosphare und stetiger Ausbreitung langs des Erdbodens. Mit 
BUcksicht auf die mogliohen Inhomogenitaten der Atmosphare (Heaviside- 
Sohioht) konnen sich die Verhfiltnisse umkehren. Die Erfahrungon 1 ) mit 
sehr kurzen WeUenlangen (< 200 m) haben gezeigt, dafi diese in bcvor- 
zugter Weise aus den oberen Luftschichten zurtiokreflektiert werden (zu- 
weilen mehrfaoh) und daher weite Entfemungen iiberbriickon konnen. 
Man ka n n im Experiment geradezu die beiden Arten der Wellenubertragung 
voneinander trennen: die direkte oder Bodenwelle (ground ray) und die 
mckxekte oder zuriiokreflektierte Welle (atmospheric ray). Unsere Formeln 
beziehen sioh nur auf die erste dieser beiden Wellenarten und werden bei 
dieser, insbesondere was die Abhangigkeit von den Materialkonstanten des 
Erdbodens betrifft, von dem Experiment bestatigt. 

1 ) YgL die Arbeiten von E. V. Appleton und seiner Schiller, insbesondere 
J. A. Ratoliffe und M. A. F. Barnett, Cambridge Phil. Soc. Proo. 23 (1920), 
8. 288; E. V. Appleton und M. A. F. Barnett, R. Soo. Proo. 113 (1920), S. 400. 
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§ B. Horizontalantenne nnd Rahmenantonne 

AuBer mit Yertikalantennen (vertikaler Mast mit darliber aus- 
geapanntom Sohirm) konnen dralitlose Signale auch ilbermittelt warden, 
mit Horizontalantennen (Kabei in dor Nahe des Erdbodens von vor- 
wiegend horizontalcr Erstreckung). Soleho Horizontalantonnon waren 
niolit nur im Kriego aus militarischcn Griinden als Sender und Empfanger 
iiblich, sondcm eignen sioh auch fiir die Fejntelcgraphie als sogenanuter 
gekniokter Maroonisender (vgl. Fig. 94), bei dem der horizontal© Ast der 
Antenne langer und wirksamer ist als dor vertikalo. Der besondero Vorzug 
der Horizontalantennen bestehi in ihrer Riohtwirkung, d. h. darin, daB sie in 
ihror eigonon Riohtung starker Benden als senkroohl, dazu, wahrend bei der 
Yertdkalantonne das ausgesandte Feld natiirlioh rundum symmotrisch ist. 

Beide Arten, Vertikal- und Horizontalantenne, fasson wir als clok - 
trisohe Antennen zusammen und stcllen sie gegemiher den Rahmen - 
antonnen, die wir auoh als magnetisohe Antennen bezeiohncn. Wonn 
namlich duroh eine auf eincn Rahmen gewickolte LcitungWcehsolstrom flieBt, 
so wird die Mittellinie des Rahmens zur Acbso einos pulsiorondon Magnet- 
feldes. Die primare Errogung ist in diasom Falle <iin „magnetisoher Dipol", 
senkreobt zum Rahmen schwingend. Dor eloktrisohcn Horizontalantenne 
entsprioht als magnetisohes Gegenstiiok eine Rahmenantonne mit vortikal 
gestelltem Rahmen. Der elektrisohen Vertikal antenne wiirde ent- 
sprcchon ein horizontal gestellter Rahmen. In dor PraxiH sind Rahmon- 
antennen der ersten Art, zumal als Empfanger, sehr gobrauchlich. Sie 
teilon mit don elektrisohen Horizontalantennen den Vorzug dor Kioht- 
wirkung. Als Empfanger sprochcn sie, wie unmittelbar verstiindlich ist, 
in bovorzugtor Woise auf soloho Wollon an, die in der Ebono dos Rahmens 
einfallon, doren magnetisohe Kraftlinien also senkrooht zum Rahmon 
pulsieren. DaB andererseits die. Kuhmenaiiteimo.n von vertikaler Aehso, 
d. h. von horizontal gostollten Rahmon, praktisoh unbrauohbar sind, ist. 
obenfalls loioht vcrstandlioh (wegen dor im Erdboden liervorgorufonen 
Wirbolstrdme, woloho don PrimSrstrom des Rahmens aufgrofioEntfornungen 
vollig vorniohton) und wird duxoli die naohfolgondo mathomatisoho Be- 
handlung im einzolnon bogriindot. 

Wahrend sioh mancho Eigonsohaften, insbosondore die Riohtwirkungon 
als I ntorfo.ronzorschoinungon, auf olomentarom Wogo orklaron laasen, wollon 
wir liter eine analytisoho Behandlung gobon, im ongon AnscliluB an § 1, 
also mit Riioksioht auf die endlicho Loitfiihigkeit des Erdbodens, die in 
der Tat fiir dio Wirkungswoise sowohl dor Horizontal- wio dor Rahmen- 
antenne wescntlioh int. AuBenlem wird auf dioHem Wege (lor Dualismus 
zwischen den elektrisohen und magnetischon JVoblemon zum vollon Aus- 
druck kommen. 
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1. Die magnetische Vertikalantenne. Wir beginncn mit dcm praktiscli 
belanglosen, aber theoretisch cinfaclisten Fallc dor magnctisohen Vertikal- 
antenne (horizontal gestelltem Rahmon), wcil sich diesor am engsten 
an den vorigen Paragraphen ansohlieflt. Hier wie dort wird das Feld 
beachrieben duroh einen Hertzschen Vcktor R — lf x (r, z), aenkreoht 
znm Erdboden gerichtet, der nur von den Koordinatcn r und z abkangt 
and unabhangig ist von der drittcn Polarkoordinato <p. 1J genii gt naoh 
S. 799 derselben Differentialgleichung wio im Fallo der elektrischen 
Vertikalantenne, namlich der Gl. (1) in § ]. Aber das Feld (®, $) leitet 
sich aus diesem II nieht nach der Gl. (18) von S. 798, sondem naoh der 
Gl. (21) von S. 800 ab. An Stelle der Gl. (2) in § 1 erhalt man dalier jetzt 
(mit dem Zeitfaktor e~’“‘ und unter der Aimahme ft — 1 ): 


' 1 ) 


= 0 , 

ft _ d ' n 

® r ~ drdz' 




ijodJl 
o dr ’ 


d*II 

^ = 0, $>, = P/7 + ° d -J ■ 


Das magnetische Feld liegt also in den Vertikalebenen duroli die Rahmen- 
achse, das elektrisohe Feld verlauft in Kreisen um dieselbc. 

Die Grenzbedingungen verlangen, wegen dor Stotigkeit von ® v und 
$>r> wenn wir wieder die Werte in Luft (z > 0) duroh den Index 0 auszeiebnen 
und sogleioh nach r integrieren: 

f n Q = n, 

( 2 ) \ dn a _dJi im z - 

l dz dz 


Ftir den primaren magnetischen Dipol machen wir denselben Annatz 
wie in § 1 firr den elektrischen Dipol [61. (4a) und (11) daselbst] und 
stellen die Gesamterregung, primare + sekundare, duroh die friiliercn 
Formeln (12) dar. Die hier emgehenden Funktionen / 0 und / bostimmen 
eioh aber jetzt anders als im elektrischen Falle, wegen der abgcanderten 
Grenzbedingungen. Die erste Gl. (2) verlangt namlich jetzt an Stellc der 
friiheren Gl. (13) (es ist C 0 = C = 1 zu setzen): 


/o W —/(A) 


VA fl - ** Va*— k$‘ 
die zweite Gl. (2) liefert, in tJbereinstimmung mit der friiheren Gl. (13a): 


Daraus folgt 


W* - JtJ f 0 (A) + VA*-A*/(A) = 0. 


uw = 

/(A) = 


VA»-A„*VF-li+VArrp’ 

_A VA* - j V - 

VaTt^t va* — ife» h- VaTT**’ 


(3) 
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und, in formaler Uberenistimmimg mit der fruheren Gl. (15), 

+ oo 

n t = j c- 1 l »=k?'-Xctt.... z > o, 

W +oo 

77 = J e+^^'-Xdk ... z < 0. 

0 

Dor einzigo Untorsoliiod besteht in der jetzigen Bodoutung des Nenners N' : 

(4a) N' = + VF~^F. ( 

Diesor Unteraohied hat zunaohst zur Folge, daB im Limes k = oo nioht 
nur wio frtiher 77, sondem auoh 77 0 vorschwindet: duroh die in einer voll- 
kommen leitendon Erdo induzicrten Wirbelstrome wird die Fernwirkung 
der magnetisohen Antenne rcstlos aufgchoben. 

Dcrselbe Untersoliied bringt sodann mit Rich, daB der friihcr als 
„()ber£laohenwolle“ gedeutote Bcstandtcil des Wellenkomplexos fort- 
fiillt. Setzon wir namlioh N 9 =- 0 3 so orhaltcn wir koine endlicho Wnrzel 
fiir A. Auf cine niihere Diskussion konnen wir verzichtcn wegen dor prak- 
tischon Bclanglosigkeit dieses Falles. 


2. Die elektrlsche Horizontalantenne. Wir nchmcn die Riohtung der 
Antenne zur as-Achse, die Erdoberfliichc sei wieder z = 0. Am nachston 
wurde os liogen, mit eincm HertzHchen Vcktor 

II = II, 


zu reehnen, der dieselbo Itiohtung hat wie die, Antenne. Dies fiihrt 
aher auf einen Widersprueh. Berocdmen wir niimlieli das Feld ((£, §) 
mush den Gl. (IN') von K. 799, so ergibt sieh in reehtwinkligen Koordinaten: 


’ '" u> i)z (I) dy 

I 5*//, 


(£, - £7/,+ 


<l a IL 




(£. = 


d a U t 


do?’ ~ v dxdy' dxdz 

Die Urenzl>edinguiigen vorlangon jetzt die Stetigkeit von ffiy. 

Das Hind drei OborgangHbedingungon, wiihrend wir zur Fostlcgung von 
//, nur zwei brauchen konnen. Au« der Stetigkeit von ©„ wurde folgen, 
worm wir nneh x und y intcgricrcn and den Wert von 7/ in Luft (z > 0) 
wieder duroh den Index 0 horvorheben: //„ = II. Dann aber wiirdo die 
Stetigkeit von ffi r verlangen: k * = fc 2 , was gegen die Voraussctzung ist. 

Wir miisHcn doHliall) unaeren Ansatz erwoitern. indem wir die hori- 
zontalo Krrogung 7/, mit einer vertikalcn //, koppeln: 

77 (//., H z ). 
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Physikaliflch. bedeutct dies, daB der horizontale Antennenstrom 
seine Riickleitung durch Vermittlung von Vcrtikalstromen im Erdboden 
findet. Beide Komponenten J7 n und II Z geniigen nach Gl. (19') von S. 798 
derselben Differentialgleiohung All + kPIJ = 0. 

Die Gl. (18') von S. 799 liefcm jctzt: 


(B) 

(5a) 


CL * C JA £ CL 7,a / d/Tg & If m \ 

** ~ a> dy’ v\d7~dxr 


/377« 

dIJ M \ _ 

d , 

/dJJ a 

. an.\ 

\dx 

+ TiT> ®-‘ 

~ dy 

\dx 

+ Si ) 




Die Qrenzbed in g un gen verlangen die Stetigkeit der Komponenten (5) 
und liefem deter vier tJbergangsgleichungen. Geradesoviel Gleiohungen 
sind erforderliob, xun die zwei Komponenten 77, und 77, dea Hertzschen 
Vektois feetzulegen. Die Qrenzbedingungen lauten, auf moglichst einfaohe, 
integrierte Form gebracht: 

(6) K 77*o == £®77, ... wegen 

(7) « = A* • • ■ wegen und (6), 


( 8 ) 

(9) 


I aiJ.o _ dIJ x ■ dllg 


Wxo = i a i7 x ... wegen (E x und (8). 


Wir betraohten zun&ohflt die Gl. (7) und (9), welche zur Berechnung 
II* dienen. Sie sind identisch mit den Gl. (2), wenn man Jfe* Z7 a0 bzw. JPll m 
nut dem dortigen 77 0 bzw. II identifiziert. Ein XJnterschied besteht darin, 
daB wir jetzt die pnmare Erregung nur bei i7 0 , in Luft, nicht bei II voraus- 
setzen werden 1 ). Die analog© Reohnung wie oben liefert daraufhin: 


( 10 ) 


T ® 

77,° = | e~^*-t«>*AdA ... z >0, 

0 

n.-p) 0 , 

0 

77' = iX'-K + Va 1 - P. 


) Wir b&tten etwaa yoraiolitiger ao yorgehen kflnnen, daB wir die Horizontal- 
antenne zun&ohart nioht in die GrenzflAche * = 0 aelbst, aondera in einen endliohe n 
Abstand a davon legten. Dies tut H. y. Hdraohelmann in seiner MUnohener 
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Wir wendeii uns zu Gl. ( 8 ) und zur Bcstimmung von 77*. Da 77* 
nioht von x und y einzeln, sondcrn nur von r =■ 4 y 3 abhangt, wird 


dJU 

dx 


d/f_ x dr 
Or dx 


cos <p 


dIJ m 

dr ’ 


wcnn wir don Winkel y wio iiblich dofinieren duroh die Gleichungon 
x — r cos f/>, j/ — r sin Aim dor Bodingung ( 8 ) folgt hicrnach, dafi ll n 
den Faktor cos </> cntluiltcn mull odor, gonaucr gosagt, dafi //, sich aus den 
Partikular 1 bsungen 

cos J' (A r) e « V* 2 " * 3 z = - cos cp J x (A r) e i ^ * a * 
aufbauon muB, in analoger Woiso wio //, aus don Partikularlosungen 

Dabci bedoutot J x -- — ./' dip Bossolsoho Funktion vom Index 1 . Die 
allgomoinc Form diosor Partikularldsungon, die wir hior abor niclit ndtig 
liabon wordon, ist offonbar: 


cos 

sin 




Wir sotzen also die z-Komponentc unsoros HortzHehon Vcktors in dcr 
Form an (eino priraiire Ifirregung ist hior natUrlich niclit vorhandon): 


( 11 ) 


//,„ — ooh (f> | F„ (A) J' (A r) e 

II 

l- *- 

//, - cos 7 .J F(X )./' (A r)- ^ >'*-■ l 5 -'ArZA. 


I lurch Kintriif'cn in ((») ergiht well flir die imhckunnlcn Kunkt.ionen F 0 
und F (thU'um • 

(i a) ktr Q k*F 0. 

Durch Kinlrn^n von (10) und (11) in (H) folgt. midann: 

(13) VA a kSF 0 | Va* PF 1 

Aim (12) und (13) boroolmot man 

(14) F 0 - (** F = (P-P a )^-^ w> . 


Dissertation: tlbcr din WirkungHwoiso ties goknicktnn Maroonisohon Senders in 
dor (lrahtliwon Tolographio, Jalirh. d. drahtl. Tologr. u. Teloph. 5 (1011), 8 . 14 
und 188, welohe dio orate Boliandlung (lor Horizontalantonno und oino voDo Dis- 
kuRHion don Problems gibt. Ini Limoa a 0 wurilon wir al>cr von liieraus genau 
auf dio ohigon Formoln zurflekkoinnion. 

Minna-Krauk, DlffpmiitialtflnlahuiiKnn. II (j() 



Erfilllung der Qreiusbedingungen 


xxra, $ 2 


U40 


Hier liat A’ = k* U* - H X 2 - k 2 dieselbe Bedeutung wio in 

§ 1, Gl. (15a). Die Ausdriicke (11) nehmen also die folgendo definitive 
Form an: 


(15) 


17 zu -(**- K> cos tp f J N ( P e; - *.* A 8 dX, 

I) 


77. = (Jfc 8 - k„) cos q> 


I* 7'{Xr) 

J NN' 




Fiir J 1 konnen wir naoh S. 927 auch J H* solireiben, wo W don Diffe- 
rentialquotienten der eraten Hankelschen Fimktion vom Index 0 nooh 
dem Argument bedeutet, ebenso fiir / in Gl. (10) J H , sofern wir beidemal 
die Integration von — oo bis + oc erstreckcn. 

Zur Diskussion der Ausdriioke (10) und (15) iibergehond, bomerken 
wir zunachst: Die Ausdriicke (10) enthalten keinen Bestandteil vom 
Oberflachenwellentvpus, ebensowenig wie die analogen Ausdriioke (4) 
bei der magnetischcn Vertikalantenne. Wohl aber tritt ein soldier Bc- 
standteil in den Ausdriickcn (16) auf: durcli Nullsetzon des Nonners N 
entsteht, genau so wie in § 1, der Pol X — A, aus dessen Residuum die 
Oberflachenwellen entstanden. Geschwindigkeit und Form diesor Wellen 
sind dieselben wie in § 1, nur die Amplitude ist von der fruheron ver- 
schieden. 

Mit der Verschiedenartigkeit des Nenners in (10) und (16) Iiiingt es 
zusammen, dafl die x-Komponente von /7, zumal in grofleren Entfernungen 
vom Sender, klein wird gegen die z-Komponcnte (vgl. unten S. 949). 
Bei der weiteren Diskussion brauchen wir auf erstere keine Rucksiclit zu 
nehmen. Dies ist sekr merkwtirdig, da die primare Erregung bei unserer 
Horizontalantenne in der x-Richtung lag. Die primare Erregung 
dient hier gewissermafien nur dazu, die z-Komponente von// 
hervorzurufen. Die Ferniibertragung der Welle wird dann von letzterer 
bewirkt. 

Fiir diese Ferniibertragung ist vor allem die Riohtwirkung oharaok- 
teristisoh, die durcli den Faktor cos cp in (15) bedingt wird. Derselbe 
Faktor multipliziert auch die fiir die Ausstrahlung mafigebenden elek- 
trischen und magnetischen Faldkomponenten und tritt daher in der aus- 
geatrahlten Energie quadratisch auf. Letztere wird fiir irgendeine Ent- 
fernung r als Fimktion von cp durch das symmetriseke Polardiagramm der 
Fig. 94 gegeben (cos 8 <p als Radiusvektor aufgetragon; wegen der punk- 
tierten Kurve siehe unten). Dasselbe ist identisch mit dem symmetrisclien 
Aiisstrahlungsdiagraimn in Fig. 69, mit dem Unterschied, dafl jotzt das 
Maximum in Richtung der Horizontalantenne, also scheinbar longitudinal 
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x -Axe 

<p m 0 


liegt, wahrond die longitudinale Ausstrahlung in Fig. 69 Null war. Der 
Grand iflt natlirlich der, dafi es gar nicht die Horizontalantenne, d. h. die 
Komponcnte II tt ist, die ausatrahlt, sondem die induzierten Vertikal- 
strome, d. lu dio Koniponente 11 % . 

Kombiniort man die Horizontalantenne kohSrent mit einer Vertikal- 
antenno, wie im geknickton Marconiscnder, unterer Teil der Fig. 94, bo 
addiort sieli dafl /7 a der Vcrtikalantenne aJgebraiflch zu dem II g der Hori- 
zontalantenno. Dadurch wird dio Wirkung fiir q> = 0 veratarkt, ftir <p = n 
gesckwiieht. Dio ppnktiertc Kurve im oberen Teil der Fig. 94 stellt den 
Sonderfall dar, wo beide 

[l z gleioli grofl Bind. 94 

Dann haben wir keine 

Auastrahlungfiir q> = rc, y' 

verdoppeltc Amplituden —\ 

fiir q j -- 0, also eine f _ _ \ r x-Axe 

msgesproohen einsoitige t y / ^" 0 

ltichtwirkung. -^ \ ^^ y 

Eine sohrage An- \ _ 

tenne kann man, je naoh 

ihror Neigung, auflosen __ 

in Dipole von horizon- £ » - > 

taler und vertikaler 
Aoliso, deron Wirkungcn 

Hich einfach uborlagern. Da aber in groBerer Entfernung die Wirkung der 
horizontalen Anregung dooh wieder auf die Wirkung von Vertikalantennen 
hinausliiuft, wird dio Superposition beider Bestandteile — bis auf die 
Richtwirkung — dem Foldo von cinfaohen Vertikalantennen entsprechen, 
mit im wesentliohen senkroclit zum Erdboden gerichteten Eraftlimen. 

Zur niiheron DiskuHsion dor Ausdriioko (16) fiir kleino ,,nuineriBche <e 
(aber groBe absolute) Entfernungen verfabren wir naoh §1,6. Wir ver- 
nachlassigon also und A neben dem groBen h und setzen, wie in (88), § 1: 

( 16 ) N = » 

Das ontsproohendo Verfahron, auf N' angewandt, liefert 
(16a) N 9 =■ - iJc. 

A us dem orsten Ausdruck (15) wird dann (der zweite interessiert uns nioht) 


wtzvTTmmm?/, 


60* 
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Vergleichen wir ihn mit dem Ausdxuck (38a) in § 1 fiir den Hortzsclien 
Vektor /7 0 der Vertikalantenne, so sehen wir soforfc: 

( 17 ) n ; „ =Cooaq> ~^r‘ 

Hier hat C bei konsequenter Vernachlassigung von k 0 gogen k den Wert 


(17 a) 


0 = 


% 

2k 


Der Zusammehhang (17) zwischen Horizontal- und Vertikalantenne ist 
sehr lehrreich: Er zeigt, daB die Fernwirkung ll Qe der Horizontal antonne 
aufgefaflt werden kaim ala das Zusammcnwirken zweier Vcrtikaluntennen, 
im Sinne der Fig. 95. Der hier gezeichnete „Antcnnendipol“, bostohond 
a us den Vertikalstromen znm und vom Erdboden, wirkt nach an Ben in 
der Richtung der Horizontalantenne nach der Formel 

7 

dr ’ 


wo l der effektive Abstand der beiden Vertikalstrome und // 0 die Wirkung 
der einzelnen Vertikalantenne nach Gl. (38a) in § 1 ist. Fiir dio Ausstrahlung 

unter dem Winkel <p ist dor effektive 
^8* Abstand l ersichtlioh zu ersetzen (lurch 

l cos q>. Dadurch erkliirt sich die 
Richtwirkung der Horizontalantenne, 
insbesondere die Ausstrahlung 0 fiir 
<p = ut/2. Der Amplitudenfaktor C, 
Gl. (17 a), zeigt tiberdies, dafl die 
//////tv endliche Leitfahigkeit am Standort 

der Horizontalantenne eine notwendige 
^ ’ I Vorl>edingung dea ganzen Vorganges 

^ ^ ist (Horschelmann): fiir k = oo 




wird 0 — 0. 

Eine entsprechende Richtwirkung, wie sie die Horizontalantenne 
spontan erzeugt, wird man zu erwarten haben von zwei Vertikalantennen, 
die koharent, aber mit entgegengesetzter Phase gespeist werden. In 
Fig. 95 Bind solche Mastantennen, im Abstand l voneinander, vergleioks- 
weise emgezeiohnet. In der Tat hat F. Braun in friiheren Stadien der 
drahtlosen Telegraphie Versuche mit solohen Doppelantennen gemaoht und 
die erwartete Richtwirkung erhalten, die sich hier offenbor (vermoge der 
Formel l cos q>) elementar begriinden laBt. 

Em wesentlicher Punkt in unserer Darstellung war die Annahme, 
daB wir die Komponente IJ X gegen II 9 vernaohlassigen durften. Wir 
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wollen dies naohtraglioh begrtinden. — Verfahren wir mit 77 r09 Gl. (10), 
ebenso wie mit IJ sQ , ersetzen also N' durch (16a) und benutzen die Kon- 
stante C aus (17a), so ergibt sioh 

llxo = 2C + J J&r)e - \'* zr W*MX. 

n 


Vergleicken wir dies mit (11) in § 1, so sehen wir sofort, daJJ wir sobreiben 
konnen: 


(18) 


d e tk « R 


21 C h 0 


z e |fc o-K 

R ~R~ 


Setzen wir andererseits in (17) don Wert von 77 0 Gl. (42) ans § 1 cin, so 
ergibt sich: 

Q /g iko H \ f q iko R 

(19) /7 C0 = 20cosy ^ -g—1- = 2tCifc 0 cos73-^--g- + -.- 


Die Ausdxtteka (18) und (19) unterscheiden sioh im wesentlichen nur 
durch die Faktoren r/R und z/R. Nun ist r/R ~ 1, dagogon z/R in der 
Nahe der Erdoberflaohe sehr klein. Es wird also wirklich 


|i/.o| < |/7.oI, 

was zu bcwoisen war. 

Die BeschaUenheit des elektromagnetisohen Feldes (6, $) der Hori- 
zontalaiiteimo ist nunmehr durch die Gl. (5) und (Ba) vollkommen be- 
stimmt. 


3. Die magnetische Horizontalantenne (Rahnienanteune von vertlkaler 
Ebene). Wir legen den priuniren magnetiselien Dipol m die y- Aehse, 
also den Kahmen in die j::,-Kbene. Wir haben auf diese Weise analogc 
Verhaltnisse wie Ih*i der elektrisehen Horizontalantenne nnoh Kig. 94. 
Denken wir uns nmnlieh den Halinien reehteekig, so entspreehen die 
horizontalen Seiten des Italimens deni Strom in der elektrisehen Hori¬ 
zon! alanlenne und deni (Jegenst.rwn in Erde, dio vertikalon Seiten dem 
Strom zum und vom Krdboden der Fig. 94. 

Zur Beree.hnung des Feldes gehon wir, ebonso wio in Nr. 1 dieses 
Paragraphed von den (11. (21) von H. 800 aus. Venmohen wir es zunachst 
mit dem Ansatz 

(20) // Il u (reiner magnetiseher Dipol in der ?/-Richtung), 

so werden wir auf iihnlielie Widerspriielie gefiihrt. wie zu lieginn von 
Nr. 2 dieses IWgraphen Deshalh erweitern wir den Ansatz zu 

(21) II (//„//.)■ 
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Mit n — 1 und harmonischer Zeitabb&ngigkeit e~ tul folgt dann auB 
dan genannten. Gl. (21): 


to) / 977, _ 977, \ 

e \dy dz )* 


— io> dll. 


Die Grenzbedingungen verlangen, daJB die Koinponenten (22) sich stetig 
verh&lten beim tJbergang von Luft (Index 0) zu Erde. Daraufl folgt, 


fftllfl mtin 

sogleioh naoh x 

und j 

) integriert: 


(23) 

n gQ = 

77,... 

i aus (£,, 


(24) 

dlly 0 
dz ~ 

9/7, 
9s.‘ 

• • aus CE S und (23), 

(26) 

977,, o , 

977,0 

977, 

977, 

V 1 

9z 

“ + 

... aus 
dz 

(26) 

holly 0 ” 

= P77, 

... aus §» 

und (26). 


Hier enthalten die Bedingungen (24) und (26) I7 yt /7* 0 a ^ e ^ n > s ^ e 
bestimmen zusammen mit dei Diffexentialgleiohung A 77 + A? TI = 0 
und den Bedingungen im Unendliohen und ixn NuUpunkfc diese beiden 
Funktionen eindeutig, und zwar sind sie genau dieselben ■wie diejenigen 
f!tr die elektrisohe Vertikalantenne in § 1. Wir entnehmen daher aus 
den 01. (15) daselbst: 

( -t- 

r v _ l/'l®' . f. 9 _ * 1 «i 


77, 0 = j 
0 

+ « 

77, = j ~ u J (Ar) e+ V^T*^iA, 


| N = P VA* — kl + £ VF^ P. 

Da biamaoh. 77, nux von r, nioht von x und y einzeln abh&ngt, wird mit 
x — r cob <p, y = r sin <p 

977, 977, 9r [977, 

9y 9f 9y r 9f 

Naoh (26) mufl also such 77 g den Faktor sin q> enthalten. Wir haben 
daher 77, aus den Partikularloeungen (vgl. S. 946) 

sin <pJ' (Ar) e T 
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aufzubauen und Bohreiben: 

+ CO _ 

77,o - A**, 

(28) 

77, = sin <p f F (A) J' (A r) e+ »A d A. 

, 0 

Tragen wii dieaen Ansatz in (23) ein, so ergibt sioh erstens 

F 0 (X)=F(X). 

Gehen wir hiermit und mit den Ausdriicken (27) in (25) ein, so folgt zweitens: 

(Va 9 - ki + va=. 2 £^a. 

Die Gl. (28) lauten also definitiv: 

+ 00 f 

77,o = 2 sin q> (k* — £S) j -jpjp e ~ ^ " *° a s A s d A, 

0 

+ 00 f 

77, = 2 sinp(&® — A$) j *A s dA, 

0 

TV' = VF^ + VA 4 - h\ 

Jetzt haben beide Komponenten 1T V und 17 t (im Gegenfcatz zu der vorigen 
Nuramcr) den Faktor 2V; beide geben also AnlaB zu ,,Oberf lachenwellen‘ 
Trotzdem bcstcht auch hier ein Unterschied in der GroBenordnung, so 
dafi wiedor nur eine Kompononte, und zwar hier tl v) maflgebend sein wird. 

Da (27) idontisch ist mit (15) in § 1, so entnehmen wir der Naherungs- 
gleiohung (40) dasolbst 

2 e* * 0 w 

(30) //,.= - R — (l-“ ), 



indem wir die numerischo Entlornung q gogen 1 vcrnaohlassigen. Anderer- 
seits ergibt (29) mit don Naherungcn von S. 936 (N f rv - ik): 

it o ■ • fc 8 — hi d f J (Ar) —- 3 . , . 

y/ sn = 2 t sin <p —^^ 1 —* kah 

0 

Dies ist nach don Gin, (15) und (40) in § 1 naliorungsweise gleichbedeutend 
mit 

(31) //„ = 2 isin <p l (1 -•••)) • 

.1 • K ^ rr"-« K 

= - 2s,n ’’i -*■ r 'a' (1 -->- 
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W&hrend die iibiigen Faktoren, welche bier gegeniiber (30) binzugetreten 
Bind, die QroQenordnung 1 baben [namlicb r/R und (P — &*) /P], wt 
der Faktor k^jk sehr klein gegen 1. Wir baben also 


\n„\<\u n \ 

and brauoben nns weiterbin nor mit/7 v0 zu besohaftigen, wofilr wir kurz [I 
sohreiben werden. 

Aus diesem 77 leitet sich das Feld in Luft nacb den entspreobend 
spezialisierten Formeln (22) und (22 a) ab. Wir bcschx&nken uns soglciob 
auf die N&be der Erdoberflacbe z R, r ~ 72 und erbolten: 


(82) 


(33) 


l (e — j]c ^ ~ Jp — ^ kaR /v/ o 

Mt* dz R R R = °> 


= 0, 


d ef*o» _ ,, x s'*"* ,, 


* V = ~i V = - ^ COS ^72 


a* lAvy****^ a 

t Va — a ~ z.. t> = "“ *0 JJ# = — A'O 


9a:9y 22 


cos y am <p —g— ► 

Y * 


*»> - (*S + F?)' TT “ + "S' TT TT a ** coe ‘* T- 


t!D ' ~ dydz R = a R* R = 


Wir haben also im wesentlichcn ein zur Erdoberflache senkrechtcs elek- 
triaches Feld mit Riehteffekt wie bei der Horizontalantenne und eine 
im wesentliohen azimutal verlaufende magnetisuhe Feldstarke, ebenfalls 
mit Riehteffekt und numerisck gleick der elektrischen. In der Tat folgt 
aus den Werten (33) fiir und $ ¥ 

e \ k Q k 

= — $)* Bin ip cos <p = 2 k* cob tp — D ~ » 

it 

Sr = &tt COB $> + £) f si 1 ! 9 = 0. 


Aus <E* und ^ ergibt Bich ein Energiestrom 

Sr = c(£ : $ r/1 

proportional cos 2 q\ also von der in Fig. 94 gczeichneten Verteilung. 
Hatten wir bei der Horizontalantenne die Feldberechmmg in derselbon 
Naherung wie bier durchgefuhrt, so hatten wir dort fhr (£ und § (ub- 
gcaehen von der multiphkativen Constanten C) dieselbon Formeln (32) 
und (33) gefunden. 

Mine genauero Berochnung der Felder bei der elektrischen und nm- 
gnetiHchen Horizontalantenne aowie eine Absehiitzung ihrer Wirkungs- 
grade findet man in den Ann. d Phys. SI. 1135, 192(5. 
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§3. Das Rcziprozitfitstheorem der drahtlosen Telegraphic 

Reziprozitatssatze sind wohlbekannt aus der Potentialtheorie (Satz 
fiber die Vertauschung von Quollpunkt und Anfpunkt in der Qreenschcn 
Funktion, vgl. 1. Bd., XIII, § 3, wo der f&tz fur beliebigo selbstadjungicrte 
Differentialgleichungen vom olliptisehen Typus bowieson ist), for nor aus 
der Akustik (Helmholtz * Theorie der offcnon und godeektcn Pfeifen) 
und aus dor technischen Elastizitiitstheorio (Maxwells Sntz von dor 
Gegenseitigkeit der Vorschiebungon in einem Fachwerk). In dor Optik 
konnt man den Hclmholtzschcn Satz von dor Umkohrbarkeit der Liolit- 
wcge und in der Elcktrodynamik einon Rayloighsehen Kcziprozitatssutz 
(Theory of sound I, § 109). 

Fiir die drahtlose Tclegrapliie gilt (untcr gewissen idealisieronden 
VorauBsotzungen, vgl. unten) der folgendo Roziprozitatssatz: Eino An- 
tenno A 1 sende im Punkt O x und werde im Punkt O a von der be- 
liebig gerichtcten Antenne A 2 ompfangon. AndererHoits 
sonde A s mit derselben Frequenz und Energio wio vorlier A x 
und wordo von A x empfangen. Dann ist die empfangono 
Feldst&rke in A x dieselbe wie vorhor die in /J 2 , und zwar un- 
abhangig davon, wie das Zwisehonmodium eloktromagnetisch 
boschaffen ist (Wasser odor Land oder WccIihoI von bciden, gosohiohteto 
oder irgendwie sonst inhoniogone Atmosphare, mohr odor weniger ioni- 
siort usw.) und wie die Antennen geformt sind. Beim Bewoiso folgon 
wir oinor iiltoron Arbeit von H. A. Lorontz 1 ) fiber oloktroningnetiseho 
Sclwingungon, wolche allordings auf die bosondoron Krugon <l( i r drahtlosen 
Telegraphic naturgomilB nooli niolit oingoht. 


1. Allgemeine Grundlegung nach H. A. Lorentz. Dus cloklm- 
ningnotischo Fold dos erst.en Vorgnnges (Sender J,) sci dun’ll die (11 (1), 
das des zweiton Vorganges (Sender . 1 2 ) (lurch die (II. (2) gogeben. (£ sei der 
(losamtsfrorn, also die Sumnie von Leit.ungsstroin 3 und Vorsehiehiings- 

st-roin I). Bezeiclinungen und Einhoiton sind diesclben wio in dor (II. (I) 
und (II) von S. 7fiO. 


( 1 ) 


(3) 



c rot (£, 

1 

(E, - 

-1 a rot §, 


93 8 - ■ 

o rot 


- 

■\ r rot $> a 

1-®,. 


') AimhUm dinner Akademie van WotcnHcliapjH*n 1i (IHfifi 1890), S. 17(1. Vgl. 
aueh II J*Trn ng, IUnm. Munclien 102. r > f nielli. gedruukl) und A. Kom merfeld, 
•lalirli. d. dralitl. Tclegr. 20 (1925), S. 93. Mchrcre daunt y.uHummenluingendo 
\rbeitcn von W. Hchottky lK»lmiidolii das „(lenrt/. des Tiefcmpiuni’CM* 1 , vgl. 
Picufi. Akad.d. VViHH. .Jnhrg. 1920, H. 110; «Ialirl>. d dralitl. Telegr. 27 (1920), N. 131. 
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Wir multiplizieren diese Gleichungen skalar mit den rechts daneben ge- 
sobriebenen Vektoren <E, ahnlioh, wie ea bei der Ableitung des Poynting- 
soben Energiosatzes (S. 758) tibliob ist, benutzen dazu aber niobt die 
Vektoren des gleiohen, sondem die dos anderen Vorganges mit kreuzwcdse 
umgekehrten Vorzeiohen. Indem wir die so erbaltenen Resultate addioren, 
sohreiben wir: 


(t>A) - (&»*) + (<W - («,«,) 

== e U&rofc ffi 2 ) ~ ($ t rot CJ + (Biiotfig) - («,«*&)}. 


Diese Folgerung gilt, ebenso wie die Grundgleioh ungen (1) und (2), im 
ganzen tmendliohen Ranine, unabhangig von etwa vorhandenon Dis- 
kontmuitaten und Inbomogemtaten der elektromagne tischon Material- 
konstanten, also auch in den Trennungsflacb-en von Erde—Luft, Erde 
—Wasser usw. Man leitet ja die an solohen El&ohen geltenden Grenz- 
bedingnngen gerade daraus ab, daB man (unter Annahme stetiger tTber- 
gangssobiohten) die Grundgleiobungen als ausnahmslos giiltig postuliort. 
Auszuschliefien sind bei der Anwendung der GI. (3) (vgl. den SckluB 
dieaer Nummer) nur die Quellen (Antennen) selbst, insofem wir in ihnen 
zur schematisohen Vereinfaobung der Rechnung den Feldvektoren unendlioh 
groBe Werte beilegen. 

Die rechte Seite von (3) formen wir urn naoh dem Vektoraatz [1. Bd., 
8. 77, GI. (26)] 


div (2t x B) ~ S rot St - St rot SB. 


Dadurch enteteht ana (8) 


l {($1».) - (& »,) + (®, (£,) - (ffi,<£,) } 

- div («, X &) - div ($! X &). 

Wir Betzen jetzt voraus, daB beide Vorg&nge aus monoohromatisoben 
Sohwingungen der gleichen Frequenz co besteben und stellen sie dar 
(vgl. 8. 760) durob 



(5) 


| = a-"* B lt „ <£,,, = E lt „ 

1 »i, * "•-*'"* Bt,., Ci,, = C llS . 


Diese komplexen Ausdrflcke genligen den Grundgleiobungen cbcnso wie 
ihre reellen Teile, die Feldvektoren. Desbalb bleibt aucb GI. (4) riobtig, 
wenn man in ihr statt der Feldvektoren die GroBen (5) einsetzt. Wtihrend 
ein solches Verfahren bekanntlioh unzulfissig ware, wenn AufschluB 
iiber Energie oder EnergiefluB der wirklioben pbyBikalisoben Vorgange 
erbalten will, die bekanntliob mit den reellen Feldvektoren, nicbt mit 
ihren komplexen Ausdriioken zu bilden sind (vgl. S. 763), ist das Ver- 
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fahr en gereohtfertigt, wenn ee sioh wie hier um analytdsohe Beziehungen 
zwisohen den komplexen duroh (5) definierten Vekfcoren H, E, B, C 
handelt. 

Wir setzen femer voraus, dafl zwisohen den Feldvektoren SB, $ and (£, 

(£ die iibliohen 1 ) linearen Beziehungen bestehen, Gl. (V) von S. 757, in 
dencn e, ft und a von Grt zu Ort veranderlioh gedaoht werden konnen. 
Diese Beziehungen libertragen sioh aul die komplexen Ausdrlloke (5) 
und ergeben fiir letztere 

w l Cx,* — (a — »o»s) 

Setzen wir nun (6) in (4) ein, so heben sioh die beiden ersten und die beiden 
letzten Terme dor linken Seite gegenseitig auf und wir erhalten unter 
Forthebung des gemoinsamen Faktors 

di<' Gleiohung 

(7) div (E 2 x = div (E ± x H 2 ). 

Diese Gleiohung gilt iiberall da, wo die Vektoren C£, § stetig definiert 
sind, derart, daB die Divergenzoperation gebiidet Werden kann. Da wir 
die Antonnen A lt A 2 in der Folge als oinlaoho Dipole idealisieren werden, 
also am Orte O u 0 2 der Antennen das Feld unondlioh groB reohnen werdeu, 
muaaen wir (lit 1 Punkto O l9 0 2 von der sogleich vorzunehmenden Integration 
ausschlieBen. Wir schlagen dalier um diese Punkte zwei Kugeln mit den 
Oborfliichen K 2 , die wir fiir die HchlicBliche Ausrechnimg als unendlioh 
klein annolmien werden. Fcrner grenzen wir das Unendlichforne duroh 
cine Kugel K ah. Ober den ganzen iibrigon Uaum integrieron wir Gl. (7) 
urid wonden den Gauilselien Satz an. Dieser gibt, da die Oborflaohen- 
intogralo iiber K im Limes beiderseitH vcrschwinden, 

(8) | xH x ) n da = J (E i x H 2 ) n do, 

h\ I A’* Ay + A*] 

Wie J. K. Carson 3 ) bemerkt, entlernon wir uns mit unseren Ideali- 
sierungen (Antennen als Dipole beliandelt, Kugeln K Xf K 2 als unondlioh 
klein goreulmet) von der physikidischen Wirkliohkeit. Man kann zwar 
dies Wirkung jeder Antenne fiir groBe Entfernungen duroh einen oinfaohen 
Dipol ernetzcMi, aber man kann nieht das Feld in dor Umgobung der An- 

*) Der Kail dor lonoiileituna. dor fur di<* Verhaltiusse in dor Atmosphare wichtig 
ist, wird nnhen der motallisohon lentil hi* in der obon ziUortenArboit von A. Sommer- 
fold, .lahrb. d. drahll. Telogr 2(5, bnsproohon. 

2 ) Proo. IimlttuU 1 of Radio KiiKinoors 17, .Juni 1929. 
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tenne als Dipolfeld bereohnen. Da die Antennen von der GroBenordnung 
der Webenl&nge Bind, sollten auch die sie ausschlieBenden Kugeln nioht 
kleiner als eine Wellenlange genommen werden. Es ist daher auch nioht 
bereohtigt, auf diesen Kugeln das zugestrahlte Feld, wie wir es tun werdon, 
als homogen zu behandeln. Das Interesse unseres Reziprozitatssatzes 
liegt also mehr auf dem mathematischen als auf dem physikalisch-teeb- 
nischen Gebiete. 


2. Zwel elektrische Linearantennen, Indem wir beide Antennen, 
gleiohviel wie sie im einzelnen konstruiert sein mogen, je durch einen 
elektrisoben Dipol darstellen, spreohen wir von der Achse A des Dipols 
(Haupterstreckung der Antenne = Riobtung des auf groBe Entfemungen 
wirksamen Strom.es) und maohen diese zur z-Achse eines reohtwinkligen 
K oordinatensystems, dessen Ursprung mit dem Ort 0 des Dipols zu- 
sammenfUlt. Die beiden Aohsen A y , A 2 an den Orton O l9 0 2 der beiden 
Antennen (d. h. die z-Acbse der flir die Umgebung derselben zu benutzenden 
Koordinatensysterne) sind beliebig gegeneinander gericbtet. 

Das Feld jedes der beiden Dipole stellen wir dar durcb den Hertzsohen 
Vektor: 


4nll — , 

iw, »-*+*+* 


M bedeutet das Moment des Dipols (Ladung x Amplitude der Aus- 
scbwingung). Natiirlicb gelten diese Formeln nur in der unmittelbaren 
Umgebung des felderzeugenden Dipols, wo die ,,primfijo €< Wirkung (bur 
Quelle liberwiegt iiber die „sekundaren ft (reflektierten, gcbeugten usw.) 
Wirkungen, die durch Inhomogenitaten der weiteren Umgebung hervor- 
gerufen werden, 

Wir bilden nun die beiden auf der linken bzw. rechten Scite von (8) 
vorkoramenden Integrate: 

J u = ( (*. X HXda, J n = j (B t X HXda, 

(10) . Al 

= J (-®i xHJndo, J,, = j (B, XHXdo. 

A 'l A* a 

AUe vicr Integral? J bcdeutcn sozusagen „wechselBcitigc EnergiefUiBse“ 
duich die Kugeln K x oder K it wie sie aufbreten wiirden, wenn beide 
Felder superponiert vorhanden warcn, aber nielit berechnet mit den. 
reollen Feldkomponenten £, sondern mit ihren komplexcn Beatand- 
teilen E, H. 
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Indem wir H 1 in J n nach (18) (S. 798) auBdriioken, sohreibon wir 

(Oj ist der Wert dor Materialkonstanto C - - — in der Umgebung von 0 t ) 

c 

J n = — »a, J (E t x rot Il) n ia 

At 

= — 1«, [ (E* X rot//), + y R (fit X rot//), + rot/7) f j der. 

A’l 

Fiir rot // tragen wir die Wcrto (9 a) von S. 792 oin und erhalten 


r " - - ^ i i 


358 + y 3 »> _® z 

, /J* * s B* 


E^-^E^U'da, IT = 


, _ 3/7 
~ 3fi‘ 


" 1 

Ftir dio Integration iiber ,die Kugelfliiaho K l iwt lir und IT konfltant; 
auch der hier atetig verlaufendc Voktor 2f g karui naheningsweiflo ala konfltant 
angeflehen warden; ferner gilt 

^xzdo — Jjyzrfcr = J a?yfZcr ~ 0, 

(11) ■ |* s do = jy’d<r = jz*d<x = 

J xda = • • ■ J® s d(r = J® y s d<r = • • • = 0. 


Somit wird 


J n - _ 8 ” l “> /?//'/?,=, 


und da naeli der Bedeutung von H r in (JL (9) von S. 792 

Lim IP IT - MJi 7i, 
n» 

wo 71/, daa Moment, dca Dipols m O, iat, ho wird aehlieUliuh 

(12) - tl % <ij A/, A a -. 

»> 

Bei der Bildung von 7, 2 haben wir A T « dureli Gl. (18) von S. 798 auszu- 
drueken und //, ala nalierungHweiae konfltant ssu behandeln. Wir erhalten 


Nach (9) iflt 


und daher 


J\* J [(grad di v II -|- Jc 2 H) x H x ] n da . 


grad div II — z grad ^ -|grad z. 
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Das erste Glied rechte hat, da II'jU nur von R abh&ngt, die Richtung 
von 12, steht daher senkrecht auf dei Kugel K % und tc&gt zu der n-Kom- 
ponente des Yektorproduktes niohts bei; im zweiten Glied reohts bedeutet 
grad z den Einheitsvektor in der z-Riohtung, wofiir wir weiterhin £ schxeiben. 
Femer beriloksichtigen wir, dab in (13) das Glied A*I7 bei dem sogleioh 
vorzunehmenden Grenztibergange 12 -► 0 verschwindet, da 17 nur wie R- 1 
unendliob wird. Gl. (13) vereinfaoht sioh daher zu 

7 ia = ^ j (£xH,) n da. 

Bier ist II'jR ale konstant auf der Kugelfl&che vor das Integral gezogen 
worden. Yerstehen wir unter v den Einheitsvektor senkreoht zur Kugel- 
flaohe, so ist 

((xff,). = »((xl,)= -C(vxJ7 x ). 

Jetzt konnen wir auoh f vor das Integral ziehen und erhalten 

L 

Nach 1. Bd., II, Gl. (30) von B. 79 ist 

|(»»xH,)do = J rotT^dr, 

wo dx die Integration liber den Bauminhalt der Kugel K a andeutet. Da 
rot IT! ebenso wie H x im Innem der Kugel stetig ist, erh&lt man beim 
Grenztibergange 

(13 a) = - f rot H x ^ R^ # 

Nun ist naoh (9) 

n ' __ 1 dll _ M 1 d M / 1 iifcx 

R R dR~ inRdR R ~ 4* \ 12* + 12V 

und daher 



Somit geht (13 a) iiber in 

(13 b) J it = ^ £ TotH x = ~ rot, H v 

Nun gilt wegen der Maxwellsolieii Gleicliung zwischen $ und ® fiir deren 
komplexe Faktoren H und E allgemein die Beziehung 


(13 c) 



c 
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nud daher in unserem Fall© (der Index 2 bei a deutet auf den Ort der 
Kugel K 2i der Index 1 bei H und E auf den Ursprung dieser GroBen ana 
der Antenne 1 hin): 

rot* H 1 = - ia 2 E lt . 

Aus (13 b) wird daher 1 ) {M. erhalt den Index 2, weil es aus der Antenne 2 
entspringt): 

(14) J 12 = — £ ia 2 M 2 E x 

Indem wir uns zur reohten Soite von Gl. (8) wenden, brauohen wir 
nur die Indizes 1 und 2 durchweg zu vertauschen. Ep ergibt sich aus (12) 
und (14): 

= J t®i X H % ) n da = — ^ia x M x E xzy 

Ki 

= | (*i X H t ) n da = | ia t M a E tt . 

Somit gilt naoh Gl. (8): 

(15) a iM x E 2M = a^M 2 E lB . 


Wir haben zunaohst zu entsoheiden, wie wir die beiden Dipolmomente 
, M 2 wahlen rniiasen, damit sie gleicher Energieausstrahlung der beiden 
Antennen A x , A 2 entsprechen. 

Dabei konnen wir uns auf Formel (17) von S. 797 stiitzen. In dieser 
beduutote a die Schwingungsamplitude, also ea das Dipolmoment Af. 
Dementsproohend schreibt sioh die genannto Glcichung: 


8 


IV 

12 71 c 3 


Sie ist fur daH Norraalmodium (e = fi = 1, a = 0) abgeloitet. Ihre Er- 
weiterung fur ein beliobiges elektromagnetisohes Medium ergibt: 


(16) 


•s _ eJP ct> 4 v _ _o_ 
° — 12 jiV*’ 1^7' 


Sollen also beide Antennon mit der gleiohen Energie senden, so iaiissen 
die korrespondicrenden Dipolmomente nach (16) in dem Verhaltnis steben: 


(17) 


e,M\ e,Ml 
VI ~ ~Vf' 


*) Diofie Beroohnung von «7i a , die von der in der ersten Auflage gegebenen 
voraohieden i«t, vordanke ioh Herm A. Rubinowioz. 
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Befinden sioh beide Antennen in dem Normalmedium, so wird nattirlioh 
M x = M 2 . 61. (15) liefert in diesem Falle einfach 

(18) E it = E u 

oder ausfiihrlicher geaohrieben: 


, /im Punkte O x \ _ „ /im Punkte O t \ 
2 Vin Eichtung A x ) ~ 1 ^in Riohtung A 2 ) 


Die von der Antenne A x aus dem Felde E 2 empfangeno 
Feldst&rke ist naoh Amplitude und Phase gioioh dor von 
der Antenne A 2 aus dem Felde E x empfangenen. 

Allgemeiner ergibt sioh, wenn die olektromagnetisohen Matorial- 
konstanten in der Umgebung von O x und 0 2 vorsohieden sind, aus (15) 
und (17): 


< 18 *> 

Amplituden und Phasen der in den beiden Fallon empfangenen Fold- 
starken stehen alsdann in einem festen Verhaltnis, welches (lurch die 
Materialkonstanten in der unmittelbaren Umgebung von Render und 
Empfanger gegeben ist. 


3. Zwel magnetische Antennen Oder eine elektrische und eine magnetische 
Antenne. a) Es befinde sich jetzt m O x und 0 2 je cin magnotischer Dipol 
von den Achsen A X ,A 2 , also je eine Rahmenantenne, dcren Rhone senkr<*ohfc 
steht zu A x b zw m . A 2 . Diese beiden Achsen, die wieder belicbig gogen- 
einander gerichtet sein konnen, machen wir zur z-Achsc, die Ortcr O x , 
der Antennen zum Ursprung je eines xechtwinkligen KoordmatonsystoniH. 
In der unmittelbaren Umgebung von O x , 0 2 ist das Feld ]edes dor beiden 
Dipole gegeben durch die Gl. (9). Die Foldstarken E t H wcrdcn daraus 
gewonnen mittels der 61. (21) von S. 800. Tragen wir die so entstehenden 
Ausdriioke in die 61. (10) fur J X1 , J x2i ... ein, so erhiilt man zuniichst, 
wenn jetzt a x und a 2 die Werte der Materialkonstante /.ico/c am Orta () x 
bzw. 0 2 bedeuten: 

J \2 = — [ (B x xrot J7) n da, J n = — ia x f (H % x rot ll) n da. 

K\ 

Diese Integrate haben dieselbe Form wie das in der vorigcn Mummer 
bereohnete Integral J 1X , nur daB H x , E % an Stelle von E 2 steht. Man 
liest daher aus (12) ab 
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Entspreckend entnimmt man die Werte von J 1X , / a2 aus der Berechnung 
von J l2 in der vorigon Nummer. Eb ist namlich. mit RiiokBioht auf die 
zweite 61. (21) von S. 800: 

— J (-®i X da = — f [(grad div77 + k*Il) X E t ] n da . 

Ai a\ 

Aus 61. (13) und (13b) folgt dann zunaohst 

= — ^rot, E v 

Wegen der Maxwellschon 61. (13c) ist abor bci der jetzigen Bedeutung 
von a 

rot E = l -^H = iaH 
0 

und daher schlielllich (a bczieht sioh auf die Umgobung der Antenne 2) 

«7 b9 = g- ia i M 2 H lB . 

Ebenso bei Vertauscliung der Indizes 1 und 2 

Jn — —\ia x M x H^ 

61. (8) sagt also aus: 

(19) 

oder im bosonderon, wenn man M und a — fuo/c beidorsoits ala gleich 
ansieht: 

(19a) H la -i/ 2e , 

ausfuhrlieher gescliriebon: 



im Punkie () % 
in Kichtung A 


,) 


/im Punkto 0, \ 
\in Richtung AJ 


Die von der Antenne A x ausgehende Stralilung erzeugt 
am Orte und in der Richtung von A s naoh Amplitude und 
Phase dieselbe magnetisehe Feldstilrke wio die von dor 
Antenne A 2 ausgehende Htrahlung am Orte und in der Rioh- 
tung von A v 

Hoi versehiedenen Worten von r, /*, a in 0, und 0 2 stehen die gleieher 
Ausstrahlung entspreehenden Dipole M x , Af 2 in dera zu 61. (16) analogen 
Verhaltnis: 


( 20 ) 


/i, Aff _ fi^Ml 
V} ~ 'VI" 


MisnH-KrAuk, IHffomntlftlglult'huiigen. II 


01 
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Aus (19) erhalt man dann 

(21) V to VI* H i -- = V to V\ h H i, . 

also auchhier ein festes, nur von den Materialkonstanten dor unmittolba 
Qmgebung abhangiges Verhaltnis der in beidon Fallon cmpfangoi 
magnetiscben Feldstarken. 

b) SchlieBlich befinde sich in 0 1 eine elektriache Anteuno (Line 
antenne), in 0 2 eine magnetische (Rahmenantonno). Dann habon 

fi 'nE l ,H 1 die Gl. (18) von S. 798, fur E 29 H 2 die Gl. (21) von S. 800 
benutzen. Gleiche Starke des Senders in beiden Fallen bedoutet dt 
Gleichheit der Momente des elektrischen und magnetisohon Dipols, wi 
sich beide Antennen im Normalmedimn (Luft) befindon; ini allgemcii 
Falle mtissen nach (17) und (20) und M 2 in solchcm Verhaltnis 
einander gewahlt werden, dafl 

e^Ml _ i* 2 Ml 

VI ” VI ' 

Die Bedeutung der J ist jetzt die folgende: 

J u = - to, | (Jf, x rot/7) n da, a, = C -'" + , 

= - *to J (H, X rot 77). da, a t = , 

A’, 

= f [(grad div i7 + P77) x H,] n da, 

A 

J *t = — J [(grad divi7+ F77) x5J n da. 

A'j 

Die Ausrechnung liefert 

Jn = | J lt = | ia t M t H x „ 

J " -jiOjlfjJ,,, /„ = - 

also 




insbesondere, wenn beide Antennen in Luft liegen: 

^/im Punkte 0, \ _ /im Punkto O a \ 

Vm Richtung AJ H i \- m Ricbtung AJ' 

trisc^Tl^t 1 - 6 ^ 8011611 Ant6nne ^ auf genommonc ole 
tnsebe Feldstarke des magnetiscben Dipols in O s ist <1 
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Amplitude naoh gleioh, der Phase naoh entgegengesetzt der 
von der magnetischen Antenne A 2 aufgenommenen magneti- 
sohen Feldst&rke des elektrischenDipols in 0 1% vorausgesetzt, 
daB beide Antennen mit gleicher Energie senden und die 
Phase auf diejenige des betreffenden Senders bezogen wird. 


Besonders bemerkenswert ist der Umstand, daB miser Satz ganzlioh 
unabhangig ist von dor Beschaffenheit der Erdoberflache zwischen Sender 
und Empfanger. Diese kann aus Land und Wasser in beliebigem Weohsel 
bestehen. Auch ist bei unserom Bewcise nichts iiber die Homogenitat 
der Atmosphare vorausgesetzt, wie ja auch die Umkehrbarkeit der Lioht- 
wege in der Optik ebensowohl fiir ein geschichtetes Medium gilt wie fur 
ein homogenes. Nur ein auBeres Magnetfeld (z. B. das Erdfeld) ist aus- 
zuBchliefien 1 ). 

Es liegt auf der Hand, daB unser Beziprozitatssatz die Behandlung 
von Sonderfallen erheblioh vereinfaohen kann. Z. B. laBt sioh die Starke, 
in der die Signale eines Flugzeuges, bei variabler Lage desselben und be- 
liebiger Beschaffenheit des Erdbodens, von einer festen Station auf der 
Erdoberflaohe aufgenommen warden, beurteilen, wenn man das Feld 
im Luftraum kennt, welohes dieselbe feste Station als Sender erzeugt. 
Fiir dieses letztere Problem haben wir die erforderlichen Formeln in § 1 
entwiokelt (allerdings fiir homogenen Erdboden und homogene Atmosphere). 
Diese Formeln konnen jetzt, naoh dem Beziprozitatssatz, ubertragen 
werden auf den Fall: Sender in Luft, Empfanger auf der Erde. 

§ 4. Drahtlose Telegraphie um die Erde 

Um die oft aufgeworfene Frage zu cntschcidon, ob zur Uberwindung 
der Erdkrummung 2 ) die sogenannte Heavisideschioht erfordcrlioh ist 
'oder nioht, wollen wir in diescm Paragraphcn zunachst das olektromagneti- 
solie Feld eines Senders bei homogener Atmosphare duxch strenge und 
diskutierbare Formeln darstellen. Uber die mannigfaohen und mannigfaoh 
voneinander abweiohenden Ergebnisse fruherer Autoren orientieren die 
Arboiten von 0. N. Watson 8 ) und 0. Laporte 4 ), denen wir auch bei 
der Diskussion unsorer Formcbi folgen werden. Anhangsweise wollen wir 

x ) E. V. Appleton und M. A. F. Barnett, Proc. Cambridge Phil. Soc. 
22 (1925), S. 672. Vgl. auoh A. Sommorfold, Jahrb. d. drahtl. Telegr., L o. 
Weitere Litoratur bei J. W. Alexander, Nederlandsoh Radio Qenootsohap 5, 
Juli 1931 und «J. R. Carson. 1. o. 

8 ) Man kann die drahtlosen Signale beutzutage mit Hilfe eines guten Ver- 
st&rkers bis zum Antipodenpunkt des Senders naohweisen. 

) Proo. Roy. Soo. London 95 (1918), S. 83. 

4 ) Ann. d. Phys. 70 (1923), S. 596. 


61* 
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das Problem einer sohematisiert ihhomogenen Atmosphere streifen, namlioh 
die Wellenauflbreitung zwisohen der Erdoberflaohe und einer scharf aus- 
gebildeten Heavirndeschicht, deren Vorhandensein die Uberwindung der 
ErdkriimmnTig natiirlioh sehr begiinstdgen wird. 


1. Homogene Atmosphfire, allgemeine Formullerung des Problems. Wir 
kniipfen an XX, §4, 4 an. Dort wurde das optische Feld um eine 
Kugel dumb zwei Potentiale u und v dargestellt, aus denen die elektrischen 
und magnetisohen Krafte duroh Differentiation abzuleiten waren. Gegen- 
wartig handle es sioh um eine Antenne, die senkreoht zux Erdoberflaohe 
steht. Hr Feld ist symmetrisoh um den durch die Antenne gehenden 
Erddurohmesser, der art, daJ3 die magnetisohen Kraftlinien in Kreisen 
um diesen Durohmesser, die elektrisohen Kraf tlini en in den Meridian- 
ebenen verlaufen. Die magnetische Komponente senkreoht zux Erd¬ 
oberflaohe ist also tLberall Null. Deshalb kommen wir hier mit dem einen 
Potential u aus, welches, im Gegensatz zu v, gerade durch die Bedingung 
§r — 0 oharakterisiert war. Bei Einfllhrung von Polarkoordinaten im 
Erdmittelpunkt r, <p, wobei die Aohse & = 0 nach dor Antenne hin- 
weisen moge, wird 1 u uberdies von <p unahhangig. Das Fold wird also 
dargestellt duroh die GH. (28) von S. 872, welohe mit djd </■ —0 geben 
(wir denken uns den Zeitfaktor e~ ltat ilberall hinzu und setzon /z = 1, 
nioht nur in Luft, sondem auch in Erde): 


( 1 ) 


C r = IPru + 


« _I d^ru) 
dr* ' r drdV ^ 


= 0 , 


©r = ©* = 0, $* = 

co viz 


Das prim&r von der Antenne ausgehende Feld behandeln wir als Dipolfold 
von veortikaler Aohse (r-Bichtung). Naoh dem Additionstheorein (18) 
von S. 869 wird ein solohes Feld in den Koordinaten r, cp des Aufpunktes % 
und den Koordinaten r\ 0 des Quellpunktes dargestellt durch 

(2) _[S(2w+l) tp n (kr') C. (ir) i> B (cos0)... r > /, 

ikR 12 (2 n + 1) Cn (*/) (hr) P B (cos#) ... r < r '. 

Den oberen Index 1 bei f n lassen wir durchweg fort; flir r' substituieron 
wir 6, bezeiohnen also mit b den Abstand der Antenne vom Erdmittelpunkt. 
Wir setzen zunachst voraus b > a (a = Erdradius), weil die Kugel r — b 
naoh (2) eine singulare Roll© fiir die Darstellung von u spielt und von der 
smgul&ren Kugel r = a, fiir welohe die Oberflaohenbedingungen zu bilden. 
getrennt zu halten ist. Wir haben dann drei Gebieto zu untersoheiden: 


1. AuJQenraum 2. Zwisohensohale 3. Erdinneres 

r > 6, k = * 0 , b > r > a, h = i 0 , a > r, * = k. 
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Naoh (2) und mit Riiokaicht darauf, dafi das Erdirmere prim&r nioht 
angeregt wird, setzen wir als primfire Erregung an: 

(2.1) «, = 2 n (h r) P» (cos 0). o n = (2 » + 1) tp* (k 0 b). 

(2.2) «» — s &nV>n (K r) Pn (cos 6),.. dn = (2 n + 1) f n (i 0 6). 

(2.3) «„ = 0. 

Beim Ansatz der sekundaren Erregung ist zu beaohten, dafl filr aie 
die Kugel r — b koine singulare Bedeutung hat, daB also in den Gebieten 1. 
und 2. dicselbo Forrael gotten wird. Da es sioh femer um Losungen von 
Au + kPu = 0 handelt, die im Innern der Erde iiberall endlioh Bind, im 
AuBem den Charakter ausstrahlender Wellen habon, Betzen wir mit un- 
bekannten Koeffizienten a nj b n an: 


1. und 2. {£] = 2a«:„(Aor)Pn(oo8#). 

3. « 3 = 2 K v> n (* r) Pn COS 0. 

Fiir die Gesamterregung haben wir also: 

(3, 1) «, = 2(«n + <>n) Cn (V) P n (COS 0). 

(3.2) «> — 2 [<*» Cn (K r) + d n ip K (* 0 f)] P„ (cos 0). 

(3.3) — S bn (hr) P n (cos 0). 

Die Bodingungen fiir die Erdoberflache r — a (Grenzc zwisohen Gebiet 2. 
und 3.) lauton nach Gl. (]): 

a) <£,•> stetig, also —stotig: 


(3a) 


<l ” Hr ‘I - !j7r [ r '/’»(^» , )l = b «Hr 

T r - a u ' , r -= a r —- c 


b) $,,, Htctig, also Z* 2 ?* utetig: 

(3b) \«nC„(h a ) <l’nVn(k»a)\ — Pb n xi>„(ka). 


Um die Hohroibweii-u* zu vereinfaohon, fiihren wir die folgenden Ab- 
kiirzungen c»in: 


| kr -= q , A 0 r = t j 0 , ia = a, A 0 a = o^, 

{4) I ^(9) - /- kvk)l. 2 ( e ) = ± \gcie)] *). 

') Wir button din Kiiifuhriiiu' dor Abklirzungon V 7 und Z vermeiden kOnnen, 
worm wir uiu* dor Dobyosohon Nonmoning dor Funktionon ip und £ angeeohloesen 
button, vgl. Anm. I auf 8. 865; in diraoin Fallo wkre statt W und Z in den folgenden 
Forineln oinfaoh ip' und £' zu notzen gewoflon. Wir haben an dor klteren (Heine- 
Hohon) Normiorung dor ip und £ foHtgohalten, weil dieso direkt die M Normalfunk- 
lumen" dor Kugol hodouton. Dio obcn gonannton Arboiten von G. N. Watson 
und 0. Laporto bunutzon dio Dohyoaoho Normierung und woiolion dahor von 
dor unwrigon um don Faktor q ab. 
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Damit gehen die Bedingungen (3a, b) fiber in 
(5) { KYM - OnZM = d n W n ( oc 4 ), 

1(®) * 0 * ®n Cn (« 0 ) — kodnitn ( a o) 

nod. ergeben bei Elimination von b n 

a. „ A KynMYA*) - Vy’nM'FM 
** V» («) Z» («o) - *0* Cn <«,) n («) ’ 

N nntn ehr, naob ErffiUung der Oberfl&ohenbedingungen, konnen wir znr 
Qrenze b — a ttbergehen. (Wegen der bei diesem Grenzubergang anf- 
tretenden Konvergenzfragen vgl. Watson 1. o.) Dann haben wir naob 
(2,1) nnd (2,2) 

cw = (2ft + 1) ip n (otj), dn = (2n + l)C»(a<>) = • 

Da hierbei das Gebiet 2. auf Null zusammengezogen wird, interessiort uns 
uur nooh das Gebiet 1. uud die Ko effirieutenverbindung a us (3,1) 


( 6 ) 


®f» "b 




+ 1 


V y> n (oc)Z n (a 0 ) - AS C,(a 0 ) W n (a)" 

= 4_ i\W t „ V«(<x 0 )Z»(a 0 ) ~~ f«( a o) ¥*.(«.) 

Hier h a n gt der Zahler nur nodx von dem einen Argument cc$ ab und ist 
wegen der Defimtionen (4) zunachst identisoh mit 

^ ^ T V* (^o) ( a o) £» ( a o) Vn (*o)]- 

Beide Funktionen ip n und f n gentigen aber der Differentialgleichung (7) 

von S. 865: 

2 , . n(n +1)\ 


v" + 




Daber gilt naob eine t n bekannten Satz fiber lineare Differentialgleiohuncon 
[1. Bd., VI, § 2 (26)]: 

Vn(e)Cn(e) — f* (e)y>'n(Q) = -j- 

e 

Um die Konstante G zu bestunmen, konnen wir uns auf die asymptotischon 
Formeln (11) von 8. 866 stiitzen. Aus lhnen und dem Zusammcnbang 
zwisohen ip und f 1 , Gl. (10) daselbst, ergibt sioh C = i, also fin? (7) 
der Wert i/ocQ. Fiir (6) konnen wir jetzt schreiben: 

(6a) a n + Cfl = ^-±112-i_ 
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und unaer Potential im AuBem der Erde wird 

(Qo) p n (°0 3 <?) 


( 8 ) 


( 9 ) 


“- t * 1 ‘ == a () S(2n+1) Z n (a 0 ) — A n ’ 

00 “ a o = 

Entsprechend ergibt sioh fiir das Erdinnere: 

__ i . ixfn(Oo) V»(0)^n(COS#) 

“ -iP S(2n + 1} 1W-4 • 


0 = if, a 0 = k 0 a, a = Aa. 

Bei unendlioher Leitfahigkeit des Bodens wird A n = 0 

(10) „ l== lS(2 n + l)^oJp n(co8#)t u 0. 

*0 (a#) 

Bei endlioher, aber groBer Leitfahigkeit konnen wir (8) entwiokeln: 

m = «» + u„, 

wo Moo duxoh. (10) gegebcn ist und 

«. = rS(2»fl)4,frM Pn (cos0). 


(10a) 


Oo 


^K) 


2. Obergang von der Reihen- zur Integraldarstellung. Wir intereasieren 
uns wesentlich fiir das Feld in Luft, Gl. (8), und zwar zunaohst fiir den 
Givnzfall (10). Wegen der GroBenordnung des Verhaltnisses a/A > 10* 
Bind a und q (wir unterdriieken weiterhin den Index 0 bei a und q 9 sowie 
den Index 1 bei m) groBe Zuhlen. Solange also n von maBigcr GroBe ist, 
gelten die asymptotiHchon Formeln (11) von B. 866, welclio zeigen, daB 
C/Z von n unabhiingig wird Da (2 n I 1) P n mit n sogar zunimmt, kann 
von einer praktiselien Konvergenz der Reihe (10) nicht die Rede soin. 
Man miiBto. iiber KHK) Olieder de.r Reiho initnehmen, bis die genannten 
Formeln (1 i) ungiiltig werde.n und an ihre Stellc die Dcbyesohen asympto- 
tischen Naherungen (vgl. S. 838) treteu; dann erst boginnt die Rolhe wirklioli 
zu konvergieren. 

[nfolgedetwen wird die Reihc (10) zur numerischen Bereohnung ganz 
ungeeignet. Wir benutzon sio nur als Ausgangsmaterial fiir ein komplexes 
Integral von solehor Bauart, daB die Summo seiner Residuen mit der 
AuHgangsreibe idcntiHch wird. 

Wir fiigen nandich naoh einer auch sonst viclfach niitzliohen Methode 
den Nenner cohot? hinzu, weloher auf dor positiven reellen Acbse fiir 

t = h w -= 0,1,2 ... 


verHchwindet wie 

(ID 


(- l) w OT(t — W- J). 
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Das gesuchte Integral erhalten wir mm, wenn wir in dem allgemeinen Gliede 
von (10) statt n tiberall t - $ schreiben und es nach t liber eine Sohleife 
um die positive reelle Aohse im Uhrzeigersinne integrieren. So entsteht 
als gleichbedeutend mit (10): 


( 12 ) 


I f tit fi-^.[ coa (” — *)] 

a J Zi-i/^a) oosnt 


Das Argument n — ftm der Kugelfunktion tragt dabei dem Faktor (— l) n 
in (11) Rechnung, indem P B (— ®) = (— l) n P n (+ x) ist. 

Der Weg 91 um die positive reelle Achse ist aber aquivalent mit dem 
Wege 93 oberhalb der reellen Aohse, vgl. Fig. 96. Wir zeigen, itni dies m 
beweisen, daB der Faktor von tdt in (12) eine gerade Funktion von t ist. 
Zun&ohst folgt aus der Differentialgleiohung der Kugelfunktionen, daJ3 
fiir jedes (nioht nur ganzzahliges) n gilt: 


Pfl = P— 1 > also, mit » = t - l / a , P t - i/ s = P-t-t/,- 


Sodann erkennt man aus dem Zusammenhang von f n mit H n + i/ a in 61. (9) 
von S. 865 und aus 61. (6a) von S. 833, dafl 


(12a) f—«— i/, = 

Dieselbe Oleiohung gilt nach der Definition (1) auoh fiir Z. Somit ist 
auoh f/Z eine gerade Funktion von t. Da aueh tdt gerade in t ist, andert 

sioh das Integral in (12) nioht, 
wenn wir t mit - -1 vertauschon. 
Der Teil von 91 unterhalb dor 
reellen Achse goht dabei iiber 
in den in der Figur punktiert 
gezeiohneten spiegelbildlichon 
Weg 21', und diescr laBt sioh 
zusammen mit dem Teile von 
9t oberhalb der reellen Acliso 
in der Tat in den Weg© iibcr- 
ftthren. Man beachte dabei, dafl 
die in (12) vorkommcndcn Funk- 
tionen in der /-Jibene unvcr- 
zweigt sind, auoh fiir t = 0, so daB die hier vorgenommenen und woitor- 
hin vorzunehmenden Umformungen des Integrationsweges bereohtigt sind. 
Man beachte ferner, daB in den asymptotiflch.cn Dars tell ungen, zu donon 
wir sogleich hbergehen werden, eine Verzweigung bei t = 0 auftritt, daB 
diese aber nioht stort, weil wir erst naoh derUmformung des Integrations- 
weges zu den asymptotischen Darstellungen iibergehen werden. 

Den Weg 23 wollen wir weiterhin naoh der positiv-imaginiivcn Halb- 
ebene der Fig. 96 deformieren. Als Vorbereitung untersuchen wir das 


Fig. 96 
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Verhalten von P t _ 1 /,/cos nt fill grofie positiv-imaginare Werte von t. 
Nach 1. Bd v IX, § 2, (5) ist ffir solohe t 

[cob (jt - 0)] = [2n(t - 7,)Bind]- 1 /* 


da gleiohzeitig 

ist, so wird 

(12b) 


cos nt = 



Pt- if, [cos ( n — #)] 
cob n.t 


t 


jtd 


nt sin# 


iJL 

* * 


also exponentiell versohwindend. Dabei wurde im Nenner t — \ bequemer- 
weise durch t ersetzt, was bei einer asymptotischen Formel natiirlich 
erlaubfc ist. 

Sodann haben wir das Verhalten von f (p) und Z (a) als Funktion 
von t in der positiv-imaginaren i-Ebene zu untersuchen und insbesondere 
die Wurzeln von Z (a) zu bestiimnen. Die gewShnliohen asymptotischen 
Formeln, Gl. (11) von S. 866, sind hier natiirlioh unbrauohbar, weil sie 
nux ftir endliohen Index bei unendlich waohsendem Argument abgeleitet 
sind. Vielmehr miissen wir uns auoh hier nach Debye 1 ) auf die Method© 
der Sattelpunkte stiitzen und Formeln gewinnen, welohe bei groBem 
Argument (Erdradius) und groBem bzw. unendlich groBem Index gelten. 
We gen der Einzelheiten miissen wir auf Debye verweisen und konnen 
liier nur den allgemeinen Weg angeben. 

Ziinaohst unterscheidot sich i/ a (q) von Hj(q) nur um den 
von t unabhangigen Faktor V:rc/2p, 01. (9) von S. 865. Wir konnen also 
H] (q) statt C betrachten. Die Tntegraldarstellung (3) von S. 831 
schrciben wir 


(13) jiHI = { f(fi) = e cos fi + t(p - n/2). 
Sattelpunkto haben wir da, wo f (P) = 0 wird. Also nach (13) 

(14) sin ~ 


Setzcn wir im AnschluB an Debye 


(14 a) 


— = cos T, 
9 


*) Kb koinrat in Bctraoht: Mtinohener Akademie 1910, wo komplexe Werte 
von Argument odor Index behandelt werden; eine fiberaichtliohe, von Debye 
Bolbflt horriihrondo Darstellung der Resultate bei Jahnke-Emde, Funktionen- 
tafrln, 1. Aufl., S. 102 und 103, 2. Aufl., S. 204. 
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so ist in den Sattelpunkten (fi == /? 0 ): 

~2 — fit, ~ ±T. sin/? 0 = cost, oos/S 0 = ±sinr, 

/(/*o) = ± e (sin t — t cost). 

Das asymptotisolie Verhalten von H wird nun wesentlich (vgl. S. 835) 
duioh die Exponentialfunktdon 

(14c) 

bestimmt; von dem hinzutretenden Faktor, der sioh aus f'(f} Q ) ^Tsint 
berechnet, konnen wir bier abseben. 

Die angegebene exponentielle Form von H zeigt bereits, dafi Wurzeln 
von H = 0 niobt auftreten konnen, sofern fiir das asymptotiscbe Ver¬ 
halten nor einer der Sattelpunkte ± t maflgebend ist. (Von den wciteren 
Sattelpunkten ±r + 2 nm, m ganzzahlig, konnen wir offenbar abseben,) 
Das wird immer dann der Fall sein, wenn f(f) Q ) komplex ist, was ja wegen 
(14 a) bei komplexem t im aJlgemeinen zutreffen wird. Ist aber im bo- 
sonderen /(/? 0 ) reell, so tragen beide Sattelpunkte ± r in gleichem MaBe 
zum asymptotisohen Wert von H bei. An die Stelle der Exponential- 
funktion (14 c) tritt dann die Kosinusfunktion, und wir erhalten als asympto- 
tische Darstellung (bis auf den genannten, bier unterdriickten Faktor): 



(15) H} (e) o- cos ( J + / (pS) = COS + Q (sin r — t cos t)^ • 

Die Wurzeln sind also gegeben durcb 

4-«, ) i 

(15 a) g(sinr — tcost) = - - it. 

4 

Hier ist (vgl. Debye) die ganze Zahl n negativ zu nebmen. Wir sohmben 
daher weiterhin — n statt n. Fiir kleine Werte von r (nioht zu groflc |vi|) 
folgt dann sofort 


3 


(4 w 




r = (4 n 



wobei wegen dos Vorzeichens in der Einbeitswurzel wioder auf Debye 1 ) 
zu verweisen ist. Daraus folgt nacb (14 a): 


(16) 

oder 



,1 


a /s - 1L2 
.1 


(16a) t = o + (in— l) J/j (^jpJ g l,j e + 1 •• • » = 1, 2, 3 - 


*) L. o. t § 4. Debye gibt die Wurzeln von U % = 0 an; diejenigon von H 1 - - 0 
Bind dazu konjugiert. 
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Diese Werfce sind Wurzeln. von H] ( g) = 0, als Gleiohung fiir t 
aufgefaBt, sie liegen (bei reeUem q) in der positiv-imagin&Ten i-Halb- 
ebene 1 ); zur Veranachauliohung ihrer Anordnung kann in qualitativer 
Hinsioht Fig. 96 dienen, welobe (vgl. unten) die Wurzeln von Z (a) = 0 
andeutet. Gleiohzeitig erhalten wir die Wurzeln von Hi (p), ala Gleiohung 
fiir q aufgefaBt. Wir schlieBen namlich unmittelbar aus (16) 


Q i , 1 , A n vs, /3 
t = 1 + ¥ (4»-1)*/ , (^) e 


und da in erster Naherung q = t ist: 

(16b) e = « + i(4«- 1)*/. (^fj k t'l* e~ H 2 . 

Die Wurzeln q von Hi (g) = 0 liogen also (bei reeUem t) in der negativ- 
imaginaren Halbebene der Vaxiablen q. Dieses Ergebnis ateht im 
Einklang mit einer S. 838 erw&hnten Eolgerung aus dem Greensohen 
Satz. 

Zur Diskussion unseres Integrals (12) brauohen wir aber nioht die 
Wurzeln von f = 0, sondem die des Nenners Z = £ + g£' = 0. Diese 
finden wir jetzt leioht auf folgende Weise: Zunachst sehen wir, dad, wenn 
sioh H ezponentiell in x verhalt, auch Z asymptotisch durch eine Ezponen- 
tialfunktion dargostcllt wird und koine Wurzel haben kann. Wir warden 
also annehmen, daQ H durch (15) dargestcllt worde und berechnen dann 
aus Ct >/, -- («/2 t>) 1,a // t 


(17) 


yi«7. , . - 1 

F n 2 L dp 2 


dz 

- - coh z - n sin z ■ 
2 L dp 


Hier ihL 


(17a) 

also 

(17b) 


7T 


I p (sin t - - r cos r). 


dz 

d 

d 


. _ . . d x 

= sin r-rcoHr+^TSinr^, 

dr 


a = eTHmT rt' 


*) Naoh (11. (12a) hftbon wir eino zwoito Sorio von Wurzoln an den diametral 
entgogongosotzton NtoUen — t, also im dntten Quadranten der f-Ebene. Dies gilt 
sowolil von den Wurzeln von /// bzw. f hIb von donen von Z % Gl. (19). Hdtten 
wir in Fig. 96 dun urspriinglichon Weg crsotzt (lurch, einen Weg SB unterhalb 
der rnollon Achse, ho wurdo dioscr, l>oi der Deformation naoh der negativ-imagin&ren 
t-Ebono, an junon Wurzoln —t von Z = 0 hangen bluiben. 
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Nach Gl. (14a) gilt aber 


(18) 

also wird 
(18 a) 

und naoh (17) 


dr t cost 

flint j~ = -5 = -, 

Aq e e 


dr 

Bmr di~ 


-1 
Q ’ 


iz 


iz 


(18b) 


de~* mr > At “ 


008 z — p sin r am z rs — p sin r sin z. 


Wie wir hier angedeutet haben, kpnn in der Tat das erste Glied im Ana- 
druok von Z gegen das zweite wegen p 1 gestriohen werden. Die Wnrzeln 
von Z = 0 (und ebenso die von f' = 0) sind also gegeben durch sin z = 0, 
% = fi 7 t. Behandeln wir dies© Gleiohung ebenso wie die analogs Gl. (16 a), 
nehmen also r klein, n negativ an, so erbalten wir zunaohst 






und daraufhin naoh (16) als Wnrzeln von Z t _ t / t (a) = 0 


(19) t = t n = a+ \ (4n+ l)’ /s (^j''*‘ ,Je * •••»* = 0, 1, 2 ... 

Auoh diese Wnrzeln liegen in der poaitiv-imagin&ren Halbebenc der Fig. 96 
und sind dort als t 0 , ... eingetragen. 

Entwiokeln wir sin z fur die Umgebung eines der Wurzelpunkte t = t n , so 
erhalten wir 

sin z = (t — t n ) (cos z^j d-, 


also wegen (18a) und wegen cos z = cos nn = (— l) n 

Bin2= — r n (-!)"({-{„). 


Flir Z (a) ergibt sick daraufhin aus (18 b): 

j/^Z(oc) = at B sin r n (—l) n (t — t n ). 


Wir bereohnen weiterhin die im Zahler von (12) stohende Funktion C 
ffix dasselbe Argument wie Z, beschranken uns also auf die unmittolbaro 
Nahe der Erdoberflaohe r = a, p = a. Dann ist f im Sinne von (16) dar- 


1/2 a 

gestellt durch. \ — f = oosz = cos nn = (— l)”. 

r 71 

der Umgebung von t = £ n 


Wir haben also in 


CM 


1 


1 
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Umer Integral (12) wird nun naoh dem Cauohysohen Satz gleich 
2 jri-mal der Summe der Residuen an den Stellen t = f„, also naoh (12b) 
und (20): 


2 




r„sinr n 


Drilcken wir noch den lctzten Faktor in hinreiohender N&herung durch 
(19) aus (t„ — Bin t„ = Konst (4n + l) l k, t„ — a), und nehmen wir alle 
Konstanten in die ohnehin fortgelassene Amplitude von u auf, so ergibt 
sioh Bciiliefilich 


( 21 ) 


u = 


lBin0fl=o,i, 


(4n-|-l)-W '•*. 


3. Numerische Diskusslon und Ergflnzungen. Die duich (19) gegebenen 
Wurzeln t n haben einen positiv-imaginaren Teil und geben daher naoh (21) 
zu einer Art exponentieller Dampfung (oder vielleioht besser Abachattung) 
AnlaB. Analytisoh entspringt der betreffende Exponentialfaktor aus dam 
asymptotischen Yerhalten der Kugelfunktionen, Ql. (12b). "Wir sobreiben 
den duroh a 1J * dividierten imagin&ren Teil J von t n , Ql. (19), tabellarisch hin: 

_»_ J 

0 0.70 1 ) 

1 2,23 

2 3,32 

Der zugehonge Dampfungsfaktor wird fiir n = 0 

e - 0,70 a 1/4 9' 


Mit X — 10 km und a = Erdradius = - ■ 10* km findet man 

n 


2 na '*•> 

~JT '> 


15,86; 


daraus ergibt sich fur # ==■ 10° alfi Dampfung 

e~ »•“ ~ l / 7 . 

FUr die zweito Wurzol (n — 1), deren imaginarer Teil etwas mehr ala 
dreimal bo groB ist, wird die Dampfung also ~ f 1 /,) 8 ~ Vaso- Wegen des 
Faktors (4 n -|-1) _,, » = 5“ 1,3 in (21) reduziert sioh dieaer Betrag weiter 


l ) Naoh Ql. (19) wurde sioh 0,76 ergeben. Eb ist aber zu bedenken, daB unsere 
approximative Abloitung der Wurzeln gerade fhr die kleinaten Wurzeln duroh hOhere 
Glieder der Entwioklung zu erghnzen ist. Wir haben daher den Wert 0,76 naoh 
Debye bzw. Laporte in 0,70 korrigert. FUr die fdlgenden Wurzeln reioht dagegen 
uneere Dare tel lung (19) bereita praktiaoh aus. 
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auf etwa 1 / 1000 . Wir Bind daher berechtigt, voransgesetzt, daB # nioht 
zu Hein ist, das zweite und um so mehr alle folgenden Glieder in der S um m e 
(21) zu vernachlfissigen und einfach zu schreiben 


u = 


z& k <> d .e 


V *‘*a a 
I 9 


( 22 ) . 

Vsin $ 

Hier haben wir im reellen Teil von t 0 das Korrektioosglied mit oc 1,J gegen 
das Hauptglied a = k 0 a vernaohlassigfc; d = a& bedeutet die auf der 
Erdoberflache gemessene Distanz zwischen SendeT und Empfanger. 'Von 
den folgenden beiden Ausdriicken (22 a) ftir den Dampfungsfaktor (Ab- 
Bohattungsfaktor) <5 entstebt der erste, wenn wir fiir den Erdradius a 
seinen Wert in EHometem einsetzen, der zweite, wenn wir iiberdies statt # 
die Distanz d einfiihren. 

(22a) d = e-ss_ g-a.7fl.io-8.z- 

In den beiden letzten Ausdriicken ist A bzw. A und d ebenfalls in Kilo- 


metem zu messen. 

Die Abhangigkeit des Exponenten in (22 a) von A besagt, daB die 
Absohattung um so vollkommener wird, je kleiner A, je weniger wirksam 
also die Beugung um die Kugel ist. Die Ausbreitung der Phase, gegeben 
durch den Faktor in (22) 


erfolgt mit Liohtgesohwindigkeit o langs der Erdoberflache. Sehr interessant 
ist der Faktor (and )" lft in (22). Er zeigt eine Konzentration der Energie 
im Antipodenpunkt des Senders an, wie sie tatsachlich nachgewiesen 
worden ist. Dabei muB allerdings beaohtet warden, daB fiir die unmittel- 
bare Umgebung dieses Punktes unsere Formel unbrauchbar wird. Denn 
hier ist die in (12b) benutzte asymptotische Darstellung der Kugelfunktion 
(siehe unten) ungiiltig, so daB auch das scheinbare Unendlichwerden von u 
fiir fi —n ineal ist. Man kann im Rahmen der Beugungstheorio die In- 
tensitatszunahme fiir # =tz vergleichen 1 ) mit den sogenannten Poisson- 
sohcn Beugungserscheinungen, die auf der Riickseite einer vollig undurch- 
siohtigen Kxeisscheibe auftreten. 

Werfen wir noch einen Blick auf den Ausdruok u a in Gl. (10a), der 
in erster Naherung der endlichen Leitfahigkeit des Erdbodens Rechnung 
tragt. Hier haben wir statt des Nenners Z n (O q) das Quadrat desselben. 
Beim tTbergang zur Integraldarstellung treten also die Nullstellen t = t n 
quadratisch auf, ohne iibrigens ihre Lage zu ver&ndem. Infolgedessen 
muB das Residuum des Integranden anders bereohnet werden als oben. 


2 ) J. Gratiator, Ann. d. Phys. 86 (1928), S. 1041. 
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aber der Dampfungsfaktor <5, der sioh. ja aus dem asymptotisohen Wert 
von P t _ i^/oos jet an diesen Nullstellen ergab, bleibt derselbe. Dio endliche 
Leitfahigkeit andert also das Mali der Dampfung (oder Absohattung) nicht 
und tragt zur Erklarung der beobachteten wellentelegraphischen Reioli- 
weiten nichts Wesentliches bei. 

SchlieBlich konnen wir den Qrenziibergang a -*•oo zur ebenen Erde 
machen, der uns auf die Formeln von § 1 zuruckflihren muB. Mit a = oo 
wird dor vora Erdmittelpunkt aus gemessene Winkel ft = dja zu Null, 
bei cndlichem d. Fur die Kugelfunktion P n gilt dann nicht mehr Ql. (12b), 
sondem 1 ) 

Lim P n (oos = J 0 (6>). 

n es oo \ “ / 


Hieraus sohlieBen wir, indem wir n = pa, 



setzen, 


P^a^cos —j — J 0 (/id). 


Tragen wir dies in 61. (10) ein und verwandeln die Summation nacb 
n =-- fia in eine Integration nach /i mit d/x = 1/a, so ergibt sioh 

(2! ) •-$ 


Bei der Bereobnung von £ und Z beschranken wir uns der Kiirze halber 
auf die Erdoborflache selbst, r = a, q = a, und beaohten, daB es sioh 
jetzt nioht um die Nullpunkte von Z, sondem um eine beliebige Stelle 
auf der rocllon /i-Aohac handclt, so (laB die urspriingliche exponentielle 
Form (14o) der asymptotiRohen Darstellung von H zu benutzen ist, nicht 
die trigonomotrische Form. Man erliklt, vgl. auch (18b): 

I l/^ a £( a ) = l/^ a ^( a ) = —asin 

(24) r * f 1 71 _ l 

I Z iasinr 

Nach (14 a) ist aber in unseren jetzigen Bezeiolmungen (n und a an Stelle 
von t und q gesetzt) 

W W « 1 a o 

cos r = — = f-, sirir = ■=- }Jcq — ur, 
a k Q k 0 n 

(25) ta sin r = a 


*) Vgl. z.B. Hoino, Handb. d. Kugelf. I, Gl. (30). 
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(24) und (26), in (23) eingesetzt, liefem: 


(26) 


« = A f -Ai, o-d). 

»*»J i 


Das ist (abgesehen von den Bezeiohnnngen d, fi statt r, A und von einem 
unwesentlichen Faktor) genau unser fruheres Resultat (11) in § 1 fflx 
2 = 0, und zwar [vgl. daselbst unter b)) im Qrenzfall k = der den 
Faktor 2 bedingt. Wie Laporte, 1. o., ausfiihrt, kann man in analoger 
Weise auoh die Formal (16) aus § 1 fiir beliebiges k durch Grenztibergang 
a oo gewinnen. 

In historisoher Hinsioht sei bemerkt, daB die allgemeine Form (22 a) 
des Dajnpfungsfaktora <J zuerst bei Poincar 6 1906, der darin vorkommende 
Zahlenfaktor, auf den es wesentlich ankommt, bei Nicholson 1910 und 
Macdonald 1914 angegeben wird. Unsere Darstellung ist wesentlich 
identisoh mit den zitierten Arbeiten von Watson und Laporte. 


4. Vergleich mit der Erfahrung, Heavisideschlcht (richttger Kenelly- 
Heavistdeschicht). Quantitative Beobaohtungen iiber die GroJBe der Emp- 
fangsst&rke sind sehr schwierig; die besten dlirften von L. W. Austin 
herrtihren. Das allgemeine Ergebnis ist, daB die Empfangsstarkon in 
Wirkliohkeit viel groBer sind, als sie nach der vorangehenden Theorio der 
homogenen Atmosphare sein durften, sowohl bei Tage, wo die Beob- 
achtungen ziemlich regdm&Big auafallen, als besonders bei Naoht, wo sie 
unregelmSBig liegen und zum Teil viel groBere Reichweiten liefern als bei 
Tage. Austin stellt seine Ergebnisse duroh eine empirisohe Formel dor 
mit dem Dampfungsfaktor 

(27) 6 = ^ in Kilometern). 

Die Abhangigkeit X~ l{ * an Stelle von A -t,J} in (22a) ist oharakteristisoh. 

Zur Erklarung der unerwartet grofien Reiohweiten nimmt man (vgl. 
•auoh S. 940) seit Kenelly und Heaviside (1900) eine ionisierte und 
daher leitende obere Luftsohioht 1 ) an. Behandelt man diese und die Erde als 
vollkommene Leiter, so ware die Wellenausbreitung auf eine relativ diinne 
Kugelsohale konzentriert. Innerhalb dieser gilt, da das Feld nioht mehr 
ins Unendliohe reioht, statt des Ansatzes (3,1) von S. 966 der allgemeinere 

SKC-+ < V>») Pn{ COB0), 


l ) A. E. Kenelly, Eleotrical World and Engineer, Mira 1902, S. 473; Oliver 
Heaviside, Enoyolop. Brit., 10. Aufl., Bd. 83, ansgegeben Dezember 1902. Ea 
eoheint, daB die Angaben bei Kenelly fiber Hflhenlage nnd Wirkungsweise der 
fiohioht bestmunter sind als bei Heaviside. 
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und es tritt eine neue Randbedingung an der auBeren Begrenzung der 
Kugelschale hinzu. Es iat nun bemerkenswert, daB G. N. Watson 1 ) 
naoh derselben Methode, mit der er den vorangehenden Fall uer homogenen 
Atmosph&re behandelt hatte, zeigen konnte, daB der Dampfungsfaktor 
ftir die Kugebohale die allgemeine Form (27) annunmt , also die Abhangig- 
keit A~ *1* zeigfc. Um don Austinschen Zahlenfaktor zu erklaren, sind 
allerdings spezielleTe Annahmen erforderlich. 

Duroh wellentelegraphische Echoversucbe konnte die Existenz der 
Kenelly-Heavisideschickt nacb der Methode von Breit und Tuve siober- 
gestellt worden; man vergleiohe z. B. die eingebenden Arbeiten von 
Zenneok und Schiilem. Auob die Intcrferonzmetbode von Appleton 
hat wichtiges Material zur Lokalisierung der Heavisideschicbt geliefert. 
Die Hobe der reflektierenden Schioht ergibt sioh aus der beobachteten 
Wcgdifferenz zwisoben der direkten und reflektierten Welle zu 80 bis 
200 km und mehr; sie ist zcitlioh veranderlich. Aucb mehrfaohe Eobos 
zwisoben Heavisidcschicht und Erdboden sind beobacbtet worden. 

Lehrblicher 

J. Zenneok, Lehrbuch der drahtloacn Telegraphic, 5. Aufl., zusammen mit 
H. Ruhkopp, vgl. insbea. Kap. 10 und 13. Stuttgart 1925. 

W. H. Eooles, Wireless Telegraphy and Telephony. London 1918. 


x ) Proo. Roy. Soo. London 95 (1919), S. 540. 
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VI. Abschnltt 


W ellenmechanik 


Vierundzwanzigstes Kapitel 

Die Schrodingergleichung 

§ 1. tlber die der Sclixodingergleichung zugnmde liegendo Fragestellung 

1 « Die Wahrscheinllchkeltstunktion. Die quanteniheoretisohe Be- 
handlungsweise atomarer Eischeinungen unterscheidet rich, obwohl die 
yon lhr verwendeten mathematisohen Methoden weitgehend der klasaischen 
Physik entnommen sind, in der Art der physikalischen Fragestellung 
sehr wesentlioh von dieser. Die GroBen, welche in die Differential- 
gleichungen der klasaischen Physik eingehen, haben entwedor, wie etwa 
die Koordinaten eines bewegten Korpers, von vornherein ansohauliohe 
physikalische Bedeutung, oder rie konnen doch mit Bilfe geeigneter MeB- 
gerate direkt wahmehmbar gemaoht werden, wie z. B. die Felds t&rken 
einer elektromagnetisohen Welle. In der Atommechanik hingegen wild, 
obwohl im Experiment individuelle FlftiuentarftTrigpiaftft zur Beobaohtung 
gelangen, nur naoh der Statistik des Ablaufes einer groBen Anzahl von 
gleiohartigen Prozessen gefragt, nioht aber naoh dem individuellen Verlaul 
eines Einzelprozesses. Objekt der physikalischen Fragestellung ist daher 
jeweils die Wahrsoheinliohkeit fur einen bestimmten Verlauf eines Er- 
eignisses, nioht aber der Verlauf sdber. 

Betraohten wir etwa das Verhalten eines einzelnen, unter dem TCfnfl iift 
irgendweloher auBerer Krafte stehenden Teilohens, so wird dieses duroh 
eine Wahrscheinliohkeitsfunktion y> (x, j/, z, t) besohrieben, deren physi- 
kalisohe Bedeutung darin besteht, dafl die GroBe 

|y (s> y, z 9 t)\* .dx.dy .dz 

die Wahrscheinlichkeit daftir angibt, daB bei einer Ortebeetimmung das 
Teilchen zux Zeat t mnerhalb eines Volumenelements dz . dy . dz ange- 
troffen wird. Die Wahrscheinliohkeitsdichte | y> (x, y, z, t)|* stellt daher 
eine meBbare physikalische GroBe dar und hat der Relation 

W y, *» t)\*.dx.Ay.it = 1 
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zu genligen, da die Wakraoheinliohkeit dafiir, das Teilchen irgendwo im 
Raume anzutreffen, gleioh 1 sein muB. ip (x, y 9 z, t) selbst kann aber 
offenbar nur bifl auf ©men komplexeix Faktor vom Betrage 1 physikalisoh 
festgelegt werden. 

Die Wahrscheinhchkeitsfunktion ip (x 9 y, z, t) ist nun der Sohrft- 
dingersohen Differ entialgleichung 


( 2 ) 


4 nimdip . 8 ji 

-» Ti~ A * - TT 


V ( x, y, z,t).ip 


unterworfen. Dio zu ip konjugiert komplexe F unk tinn ip* geniigt ent- 
sprechend der Beziehung 


(2a) 


Inimdip* . * 8w*m 

a nr 


V (®, y, 2 , t ). y*. 


In (2) und (2a) bezeiohnet h die univeraelle Plancksche Konstante 
h — 6,54ft . 10“ 27 erg . sec, 


m ist die Masse des betrachteten Teilchens, V (x,y, z, t) dio potentielle 
Energie im Fdde der aufieren Kr&fte, welohe auf das Teilchen wirken. 


2, Der Erhattungss&tz, Da die in (1) geforderte Beziehung verlangt, 
daB der auf der linkon Seite dieser Gleichung stehendo Ausdruck von der 
Zeitvariablen unabhangig sci, miissen wir zunachst zcigen, daB diese For- 
derung mil (2) und (2a) vertraglich ist. Multiplizieren wir (2) mit ip* 
und Hubtrahieron wir davon die mit ip multiplizierte Gleichung (2 a), so 
^ewinnen wir nach kurzer TTmfnrmung die Divergenzrclation 


(3) 

wobei gesetzt ist 


^ 4 div S = 


0, 


(4) 


to, -- 


4 tt im 


( <> v* 

(v-t 


dx 


r 


d JP\. 

dx)’ 


Gy = 


S. = 


(3) vorkniipft, iihnlich wic die Kontinuitatsgleiohung der Hydrodynamik, 
die Wahrsohemlichkeitsdichte ip ip* mit dom Vektor der ,,Wahrschein- 
lichkeitsstromdiehto 4 * S. Vorschwindet ip bzw. S am Rande eines endliohen 
Gebietos t, so erhalt man durch Integration von (3) liber dieses Gebiet 


~ J J J| \p\*dxdydz — — J J Jdiv S dxdydz =* 0 

T T 

in tlbereinstimmung mit (1). Durch (2) bzw. (2a) ist ip wegen der Horno- 
genitat dieser Gleichungon nur bis auf einen konstantan Faktor festgelegt, 
welcher somit stets so gcwiihlt werden kann, daB (1) erfiillt ist. 

62* 
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Die Schiodingergleiohung (2) gestattet nun, wenn zur Zeit t =* £ 0 
eine beatiiiimte Wa^oheinUohieitsverteilung y> (x, y, z, £ 0 ) vorgegeben 
ist, exakt anzugeben, wie die Wahrscheinlichkeitsvertoilung zu ixgend- 
einem spfLteren Zeitpunkt t beschaffen sein wird. 

3* Problemstellung. Die Erage, mit weloher wir uns im folgenden 
zu beschhftigen haben, besteht nun darin, fur die wiohtigsten Spezialfalle, 
d. h. jeweils bei vorgegebenem V (a:, y, z, t\ die Losungen der Sohxodinger- 
gleiohung aufzusuchen. Es muB aber betont werden, daB der Umstand, 
daB die Ersch einungen der Atomphysik den uns gelaufigen Er fabrungen 
des tagliohen Lebens bereita sehr fern liegen, auBer zu dieser Erago noob 
zu einem nioht minder wichtigen Problem AnlaB gibt, welches der klassisohen 
Physik fremd ist. Wahrend namlioh die Aussagen der klassischei^^hysik 
ummttelbar ansohaulioh deutbar sind, ist es in der Atomphysik notwendig 
und fur die Beherrsohung dieser Disziplin unerlaBlich, eine besondere 
Anleitung zu geben, um die in Gl, (2) zusammengefaBten Aussagon an- 
sohaulich zu deuten. Da wir auf diese Fragen im folgenden nur in gelegent- 
liohen Andeutungen zu spreohen kommen konnen, verweisen wir hier 
beziiglioh des Weges, auf welohem es gelungen ist, ein konsequentcs Begriffs- 
gyBtem aufzubauen, das in jedem speziellen Ealle gestattet, ein korrespon- 
dierendes ansohauliches Bild anzugeben, auf die Literatur 1 ). 


§ 2. Beriehungen zur klassischen Mechanik 

1. Obergang zur Hamilton-Jacobischen Differentialgleichung. Um 

zun&chst die Beziehungen der Sohrodingergleiohung zur klassisohen Punkt- 
mechanik zu untersuchen, substituieren wir in XXIV, § 1, 1 (2) 

i m __ 

-r- W 

y> = e h 

raid gewinnen ftii W die Differentialgleichung 

(D dW v f (9W\* (d/d TT\*| h 

dt 2 m |( dx) + (a^)+ Vdi)\-^in AW ' 

und wenn wir speziell nooh — fiirein konaervatives System —W — E t~S 
aetzen: 

(la) E — V =. 0 — [(—)*+ (—)'+ ft'j h 
__ ZrnV'dx) + \dy) + ldz/ ) + 4^ AS ‘ 

rrr J) . N * B ° hr * nnd Naturbeeohieibnng. J. Springer, Berlin 1931 

d^Quanteffirie,T hS 
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(1) bzw. (la) untersoheiden sioh nun nur duroh den letzten auf der reohten 
Seite stehenden Summanden von der Hamilton- Jaoobisolien partiellen 
Differentialgleiobmig der klassischen Meohanik 1 ) 


(2) 

dW 

ir 1 ( 

■e 

(dWs* , /dW\* 

dt 

7 “ 2 m{ 


to?)+tor). 

bzw. 




(2a) 

E- 

Icq 

11 

Q’+( 



wenn wir W bzw. S mit der Wirkungsfunktion identifizieren. Im Grenzfall 
h -> 0 oder m -*■ oo ist somit die Schrodingergleiohung formal Equivalent 
mit (2). 

Die Kenntnis der Wirkungsfunktion W bzw. 8 ist bekanntlioh mit 
der allgemeinen Losung eines meohanisoben Problems, der Bewegung 
eines Massenpunktes im Potentialfelde V ( x , y, z, t) 9 Equivalent. Handelt 
es sioh speziell um ein konservatives System von der Energie E, so bereohnen 
sich die Impulskomponenten des Massenpunktes aus der Punktion S duroh 

p = grad 8 

und die Gesamtheit der moglichen Bahnkurven stellt die Orthogonal- 
trajektorien der Flachenschar S (x, y, z) = const, dar. Jedem duroh die 
Schrodingergleiohung (1) gestellten Problem korrespondiert so ein durch (2) 
gegebenes anschauliches meohanisches Problem. 

In demjenigen Grenzfall, in welohem der letzte Summand auf der 
rechten Seito von (1) vernaohlassigbar klein ist, konnen wir die Losung 
der Schrodingergleiohung direkt aus der Hamilton-Jacobischen 

Difforentialgleichung (2) gewinnen. Damit dies gcstattet ist, muB ^ W, 

welches von der GroBenordnung hjp . grad 7 ist, sehr klein gegen die 
durch dWjdt — 7 gegebene kinetisohe Energie des Teilohens sein, oder 

(3) 

Die Bedingung (3) gibt die Grenze an, bis zu welcher die Anwendung der 
klassischen Meohanik gereohtfertigt ist. 

2, Die de BrogHe-Wellen. Wir betraohten nun speziell den Pall der 
kraftefrcien Bewegung, 7 = 0. Wir erhalten dann fiir die Wirkungs- 
funktion cine partikulEre Losung ^ 

W = E .t-fa.x-fy.y E = ^ 


') Vgl. Kap. II. 
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and fiii die WahrsoheinlioKkeitsfiinktion 

... *-?rVB-l-Pf*-Py V-P,.i) 

(4) y s* e * * 

den Ausdruok fttx eine ebene, in Riohtung dee Vektors p = (p„, p,, j?«) 
fortsokreifcende Welle. Dies ist die mit der Tr&gheitsbewegung ernes 
Teflohens verknlipfbe de Brogliesobe Phasenwelle. Man erkennt leioht, 
d&B die zu den Phasenflaclien der Welle oxthogonale Geradensohar die 
Sohar der Bahnkurven des korrespondierenden meohanisohen Problems 
daxstellt. (4) entepricht dem Pall, dafi siob das Teilcben mit dem Impuls p 
bewegt, wobei gleiohzeitig die Wahiscbeinliohkeit, das Teilohen irgendwo 
anzutreffen, gleiohmaflig liber den ganzen Baum verteilt ist. 

Die Welle (4) hat die Prequenz v = Efh und die Wellenl&nge 

(5) A - A 

P 

(de Brogliesohe Wellenlange). Hire Fortpflanzungsgesohwmdigkeit be- 
trftgt dementsprechend A . v = E/p. 

Da die Bedingung (3) im kraftefreien Fall stets identisch erfUllt ist, 
konnten wir die Wafcsoheinliolikeitsfuiiktion (4) direkt auf Grund der 
klassischen Meohanik berechnen. Mit Hilfe von (4) und (5) konnen wir uns 
nun leioht Rechensohaft von den Abweiohungen geben, welohe zu ge- 
w&rtigen sind, wenn (3) nicht mehr zutrifft. Bringen wir namlich in den 
Gang der Welle (4) ein Hindernis, derart, dafl die Anderung des Potentials V 
im Bereioh einer Wellenlange A — A/p mit der kinetischen Enorgie des 
Teilehena vergleichbar wird, so treten die filr die Ausbrcitung einor Welle 
chejsdrteriatisohen Beugungserscheinungen auf, von welchen die klaasiHchc 
Beziehung (2) keine Rechensohaft zu geben gestattet. Die auf dor Schro- 
dingergleichung, XXIV, § 1, 1 (2), basierende Wellenmeclianik verh&lt 
sich daher zur klassischen Meohanik ahnlich wie die Wellenoptik zur 
geometrischen Optik 1 ). Die ftir die Wellenmeehanik fundamontalon 
Beugungsersoheinungen von Korpuakularstrahlen konnten zuorst von 
Davisson und Germer experimentell nachgewiesen werden. 


1 ) Die der Wellenoptik zugrunde liegende und zur Sohrddingergleichung, 
§ 1, 1, (2) analog© Wellengleiohung lautet: 


n 3 9 1 (p 

c* SF 


~ J <p 


(n = Brechungaindex). Aus ihr entateht ducch die Substitution <p = e ' c ' 
die fiir groBe v naherungau'eise gultige Eikonalgleichung dor goometriaohen Optik, 
welche (2a) entspriohr, 


vgl. I, § 3, 2 (7). 


, (68 ? t ( 68 ? , ( 68 ? 
W+W + lss)* 
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Die einfaohste Herleitung der Sohrodingergleiohung XXIV, § 1, 1, (2) 
mat aioh. auf die anfloliauliolie Voratellung der de Broglieschen Wellen (4) 
grtinden. Man iiberzeugt aioh lcioht, dafi (4) die Differentialgleicliung 

4 nim dip 
81 


zugeordnet iat, oder, wenn wir die Differentiation naoh der Zeit auafiihren, 


8 n?m 

~hT 


E ip = A ip. 


lift Falle der Anwesenheit ftuflerer Kriifte haben wir hierin fur die kinetisoho 
Energie an Btellc von E (E — F) zu setzon: 

8 7 l % m . ym T7 V 

-j r - (E-V)rp = A ip 

und daraus erh&lt man sohliefilich, in Ubcreinstimmung mit XXIV, § 1,1, (2): 
inimdtp . 8 n a m Tr 


3. Wellenpaket. Die einem Teilohen vom Impuls p zugeordnote 
ebene Welle (4) gibt gleiohzeitig an, dafi die AulentbaltBwahreobeinliohkeit 
dee Teilobenfl gleiobmafiig im ganzen Baum vorteilt iat. Wollen wir nun 
die Tataaohe ausdrtioken, dafi sich <laa betroolitete Teilchen innerhalb einee 
endlioben Gebietes r auf hilt, so konnen wir duroh Superposition mehrerer 
partikulfirer Losungen (4) eine Funktion 


( 6 ) 




{?*> Tu> V.) • f 


2 n i / 7*2 
h 'V 7/i 


I 1 * r }> y v V t 


•) 


dp x dj) v dp t 


konatruieron, wolclio zur Zeit t - 0 nur innerhalb von t von Null ver- 
achiedon iat. Auf Grund des FourieTHohen Theorems iat es niimliob 
ateta moglich, a (p ai p y9 p s ) so zu wiihlen, daB ((i) zur Zeit t =■== 0 irgend- 
eine willkiirlicho vorgegebene Itaumfunktion y> (x, y, z) daratellt. Eine 
Lonung (0) dor Sehrodingergleichung bezeiclmet man alH Wollengruppe 
oder alR Wellenpaket. Kin dcrartiges Wellenpaket ftthrt ala ganzefl 
Relbst eine Bewegung auR und zerstrout sieli iiberdios, da or j a auR Wellen 
verscliiedoner FortpflanzimgHgoschwindigkoit zuHamniengeHetzt ist, im 
Laufe dor Zeit. 

17m die Wahrscheinlichkeit, mit der das Teilehen an einem bo- 
stimmten Ort anzutreffen ist, innerhalb eine» ondlichen Gobiotes zu lokali- 
sieren, muHHen wir naeh (ft) Partialwollon, welelie zu vorsohiedono.n Werten 
des Impulsvekt-ors p gehbron, ttuj>orponieren. Km ist daher nieht mdglich, 
dom Wellenj)aket (0) eineu boHtimmten Wert don mochanisehon Impulses 
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zuzusohreiben, wohl aber eine Impulsverteilung, welohe dumb die Funktion 
o(p«>?»,?») besthnmt wild. Die Wahrsoheinliohkeit dafiir, dafi der 
Impnls des duroh (6) reprasentierten Teilohens gerade in das Interval! 
dp „. dp, . dp, falle, ist offenbar duroh 

(7) |«(p.,Pv.P.)l*-<3p»-<ip,.dp, 

bestimmt. Es ist nun ein fundamentaler Zug der Quantentheorie, dafi 
die genaue Bestimmung des Impulses eines Teilohens duroh (4) eine 
Lokalisation der Ortswahrsoheinlichkeit aussohliefit und dafi naoh (6) 
jede Lokalisierung dieser Wahrscheinlichkeit dazu ftihrt, dafi der Impuls 
des Teilohens gem&S (7) liber eonen ganzen Bereioh verteilt wird. Ort und 
Impuls einer Wahrsoheinlichkeitsverteilung stehen daher zueinander in 
einem aussohliefilicheh, komplementaren Verh&ltnis. Auf die genauere 
quantitative Formulierung dieser Verhaltnisse kommen wir in XXV, § 2, 
7 nooh zu spreohen. 


4. Bewegung eines Wellenpakets. Um das Verhalten eines Wellen- 
pakets nooh etwas genauer zu untersuohen, betrachten wir die Bewegung 
des Schwerpunktes, dessen Eoordinaten duroh 

X = jjjiplxyP'datfdy.dz; Y = jjjrpyyi*'dx.dy.dz; Z = jjjtpzy>*dx.dy.dz 

bedtimmt sind. Zun&chst gewinnen wir die zeitliche Ableitung etwa von X, 
indem wir § 1, 1, (2) mit x. y>* multiplizieren und davon die mit x. y> 
multiplizierte Gleiohung § 1,1 (2a) subtrahieren. Naoh einiger Umiormung 
gewinnen wir so unter Verwendung von §1,2 (4) 

Q 

^(yay*) — div (x . S) 

und duroh Integration liter den Raum, wenn wir beachten, dafi S auBor- 
halb eines endlichen Bereichea verschwindet, 


( 8 ) 


X 



rpxy)*dx .dy .dz 



dx.dy .dz. 


Setzen wir speziell im kraftefreien Fall in (8) und § 1, 2 (4) die in (6) 
gegebene Losung ein, so ergibt sioh, wenn wir zur Abkiirzung das raum- 
liohe Volumenelement nut cJt, das Volumenelement im Impulsraum mit dp 
bezeiohnen, 

* = 2 m. tfj dr f d pf d P'- a (?) a * (?') • (?* + Px) 


2 ni I pS — p'2 
g h • i m 


( P* - P*) * — iPy ~Py)V — iPg - P e ) M J 
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Mit Hilfe des Fourierschen Integraltheorems konnen wir binri-n die 
Integration liber dr und dp' auafllhren 1 ) und wir erhalten 

(9) X = ^p m a{p).a*{p).dp = 

P x = J?V*(p) ■ a *(?) • Btellt dabei wegen (7) den Mittelwert der 
Impulskomponente p m dar, welohe dem Wellenpaket (6) zugeordnet ist. 
Nach (9) stelien demnaoh Sohwerpunktskoordinate und Impulsmittelwert 
ernes sich kraftefrei bewegenden Wellenpakets in derselben Beziehung 
zueinander wie die entsprechenden GroBen fiir einen Massenpunkt in der 
klassisohen Mechanik. 

Wir bilden nun weiter die zweito zeitliche Ableitung von X, indem 
wir (8) partiell nach t differentiieren: Unter Beachtung von § 1, 2 (4) 
erhalten wir 


- Ji 11(* k «r -Tx m )-j 4 (*'%-** xiyi ’- 

Der zweite Summand aui der rechten Seite dieser Gleichung versohwindet 
bei Ausflihrung der Integration, weil ip am Rande des Integrations- 
gebietes verschwindet. Den ersten Summanden hingegen konnen wir 
d ip d w* 

umformen, indem wir - und -- - aus § 1, l, (2) bzw. (2a) substituieren: 
ot at 


- [» L J + ** L a »]) iliy iz - 

Die beiden Klammcrausdriioke lassen sich wio folgt umformen: 

v ^ OV) + (7v) " v Tx + k (v * Vy>) 


d A * < ^ 0 A ft ( A M \ * A .Ay dip* 

» Tx Av + *S A * = Tx (**+ **' d *■~ si7? + TiW 


,dy< 9y>*\ d /dip dipt dyf di(>\ d /dip dip* , dip* dip \ 

dz dz) dy'dx dy dx dy/ dz\dx dz dx dz) 


dyj 


l ) Vgl. Bd. I, IV, § 3, 3, Ql. (11'), 8. 209. 
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Ubergang zur Riooatiachen Gleiohung XXIV, §2 


Bei der Integration versohwinden nun alle Term© bis auf einen und wir 
erhalten 

(i®) m.x = — 

Solange das Wellenpaket so klein ist, dafi sioh innerhalb seines Bereiohes 

87 . 

Qg. ^iont merklioh andert, konnen wir in (10) diose GrtiBe vor das Integral 
setzen und hemaoh die Integration noit Hilfe von § 1,1 (1) ausftthren: 


( 11 ) 


7ft . X. 


87 

dX' 


(11) stimint nun genau mit den klassisohen Bewegungsgleiohungen eines 
Massenpunktes iiberein. Der Zusammenhang zwisohen Wellenmeohanik 
und M a ss i s oher Meohamk kann daher auoh so charakterisiert warden, daJJ 
die letztere nSherungsweise die Bewegung hinreiohend kleiner Wellen- 
pakete besohreibt. 


§ 8. NSherungsweise Integration im eindimenslonalen Fall 

1^ Wentzel-Brllloulnsche Ansatz* Wir betraoliten nun ein kon- 
aervatives System der Energie E und setzen, fthnlioh wie in § 2, 1 (la), 

V ■= e n •u(x 9 y>z). 

Ftibren wir diesen Ansatz in § 1,1 (2) ein, so ergibt sioh ftir u ( x , y, z) die 
Differentialgleichung 

welohe gewohnlioh ala zeitunabhangige Sohrodingergleiohung oder auoli 
kurz als Schrodingergleichung bezeiebnet wird. 

Wir nehmen weiter an, daB die potentielle Energie nur von oilier 
oordinate abhange, 7 = 7 (as), und fragen dann nach Losungen von (1), 
we oho ebenfalls nur Funktionen von x sind. Wir gewinnon dann ein 
Verfahren zur Integration von (1), indem wir die Substitution 

u (x) = 

vomehmen. Fiir v ergibt sich dann 


B ‘ + ^ + 8 ?. W = 0 . 


eine Kiceatisohe Differentialgleichung*). 


*) Vgl. Bd. 1, VI, § 2, 6, S. 301. 
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Solange V s grofi gegenliber -=- ist, konnen wir leioht eine angen&berte 

ax 

Losung von (2) erhalten, indem wir 

v = v 0 + v x + * • •; ty ^ + 1 

setzon und sukzesaive v Q ,v 1 ... bestimmen. Fiir die beiden ersten Sum- 
manden finden wir bo sofort 

*l + ^(E-V) - 0 ; 

and daraus 


*o = ± 


Pm(E — V), v 1 = -4-^-ln« 0 = - ^ In V« 0 . 


0 ~ ^ h ' ~ r '' 1,1 ” ~ 2 dx ‘“ w# ~ ~ Tx 

Fiir u (x) ergibt sioh dann durch Einsetzen angenabert 

(3) «(®) = —to + 1» oonrt.^ _—Const.- * — \frmVt-ntn 

fam(E-V) 

dv 

und fiir die Bedingung v 2 >> —, unter welober diese Naberung sinnvoil 

ax 


ist, kann auob gesohrieben werden 1 


(4) 


: dx 2 71 ../r- 7 =- =77 

~Y y 2 m (E - V) 


m 

ix\v) 

<1. 


oder 


Die Bedingung (4) ist mabeaondero iminer in der Umgebung dor Nullatellen 
der Wurzol verlotzt. 

Beachton wir, daB wir die WalimtdieLidicdikoitadichto |?/ (x )| 2 nut der 
relativen Vcrweilzoit dea betraehtoton Toilohena in dem inn Augo gofaBton 
Gebiet idontifizieren diirfon, ao gewinnon wir fur dioso UroBo in dor Nii- 
herung (3) ( 

\u(x)\*~ _ 1 _• 

1 12 m(E-V) 


DioHo Beziehung wurde bercita von Boltzmann auf Grund dor klaaaiaakon 
Meehanik hergeloitet 1 ). 

Bei dor Diflkuaaion dea Verhaltcns von (3) habcn wir nun die bciden 
Fiille E V * 0 und E 7-0 gesondert zu behandoln. Phyaikalisoh 
atellt E - V die kinotischo Knergie dea betraohtcton Teilcliona dar. So- 
lango alao die kinetiaohe Energio poaitiv iat, bloibt die ira Integranden 
voh (3) atekondo Wurzel reell und u (x) repraaentiert eine mil waohsondem x 


l ) Sie ist oin Npczialfull der (ileiohung (61) im II. Kap,, $ H. 
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08 zjUieten.de Funktion. 1st hingegen die kinetisohe Energie negativ, so 
wird der in (3) auftretende e-Exponent eine reelle, mit * monoton ver- 
anderliohe' Funktion und u ( x) selbst variierb ezponentiell sohnell 1 ). 

Um das Yerhalten von u ( x ) ansohaulioh zu deuten, betraohten wir 
die eindimensionale Bewegung eines Teilohens in dem in Fig. 97 gezeichneten 
Potentialfeld. Nach der klassischen Meohanik wird sioh ein Massenpunkt, 
welober mit einer Energie E auf die PotentUdsohwelle auftrifft, die die 
Sohwellenhohe nioht erreioht, bis zu dem durob E — V — 0 beatimmten — 
in der Figur durob ein Kreuz bezeiohneten — Punkt bewegen und dort 
mit Sioberbeit reflektiert werden. Ins Inneie der Potentialschwelle, wo die 
kinetisobe Energie E — V negativ wird, Vann der Massenpunkt nacli der 
klassischen Mecbanik niobt eindringen. Im Gegensatz dazu versobwindet 
die Wahrsobeinlichkeitsfunktion u (x), welohe das betracbtete Teilohen 
naob der Wellenmeobanik besobreibt, auob im Innem der Sobwelle nicbt 

vollstandig, sondem nimmt im 
Gebiet negativer kinetischer 
Energie nur exponentiell ab. 
Ebenso wie einldcbtstrahl oine 
dtinne, „total“ reflektierende 
Metallscbicht zu einem ge- 
ringen Bruchteil zu durch- 
setzen vermag, kann auoh 
ein Teilohen eine Potential¬ 
schwelle mit einer geringen, 
aber endlicben Wahrschcin- 
liohkeit passieren. Wir wollen 
dieses Yerhalten an Hand von 
zwei Beispielen noch genauer 
untersucben. 

2. Beisplel: Durchgang 
durch eine Potentialschwelle. 

DiePotentialsohwellesei durch 
den in Fig. 98 angegebcnen 
unstetigen Potentialverlauf 
dargestellt. Die allgemeine Losung von (3) bzw. (1) lautet dann in den drci 
Teilgebieten: 

(5) u 0 (x) = A a . e~ “*“* + B a . e + ; « = I, II, III 


*) IMfiae oharakteristiaohe Abh&ngigkeit der Lbsung u (x) vom Vorzeiohen 
der kinetiBchen Energie E — V kann nattirlioh auoh ohne don Umweg liber die 
Riccatiaohe Ql. (2) direkt ana (1) abgeleaen werden. 


Kg. 97 
V 



Fig. 98 
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mit 

= k m = .m.E, *n == "^"V2 .m.{E — 7). 


Wir interessieren uns nun speziell fur diejenige Losung, welohe im 
Teilgebiet III einer in Richtung dor positiven ®-Aohse fortschxeitenden 
Welle entspricht, d. h. wir setzen = 0. Die iibrigen Koeffizienten 
A uiul B Sind dann bei vorgegobenem bestimmt, wenn wir ver- 
langen, dafl u(x) und seine erste Ableitung tiberall stetige Funktionen 
Bind 1 ). An der Unstetigkeitsstelle x — a des Potentials muB zunachst 
gelten % (a) = «n (a) 


1 dx ) x=a ~ V dx 


d. h.: A m . e~ ,k ‘» a = A u . e~'*" a 4- B u . e? k '' a 


— %k m Aui. e~ ik '" 0 = — i k u A n . e ~»■*» “ + % ijj B n . e* 4 »°, 


und demnacb 


A u = A m - -*«.)•, Bjj = Am• ■ e ‘ au+ * u,) “• 

Duroh Einsetzen dieser Werte in (5) erhalten wir Ujj (x). Ebenso ergibt 
sioh Hann duroh stetiges Zuflammenfiigen an der Stelle x = — a. 


«n (-«)-«,(—a). ($£)' _ = ($)'__' 

fiir die Koeffizienten in ^(b) 

A, = A m .r-* 

l 4 Ki iCu 


(ki - k lt ){k n - k m ) I 

+ 4*,*„ r 


5, = A m . --*...»« j (A * “ kl 'l ( * n + *“0 

l 4 «xx 

4. (*!_+ *“) ~ *™ ) e - a «*„ a l. 

4 Aj ixx I 

A { . c tklX Mtcllt nun eine auf die Potentialsohwelle zulaufende Welle 
der Inteiwitat \A X \ 2 dar, B 1 . e**' ■ ® ist die von der Schwelle reflektierte 
Welle und aelilieBlioh A m . e " iklllX derjenige Anted, weloher ins Gebiet HI 

I B x 18 

gelangt. Die Reflexionswalirflcheinliohkeit betragt demnaoh 


A z 


die 


J ) Dieso Bod mg ung iat not-wendig, da mit die in der W ellenmeohanik betraoh- 
fceton phyHikaliachon Ur6Bon |y|* und (5 stotig sind. 
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I>ujoMa£wahmheiix[ic]ikeit ist durch D = 
erhalten wir 
(6) D = 


A 

- m I x ) bestimmt. Fitr D 


ih + *n) fin + &in) „ s i4lia4- (&i — &n) (^ n — *xn) e _ 2 /*ua 


4 fcj in 


4 ii in 


Ist E >> 7, so konnen wir naherungsweise i x = i u = setzen 
und erhalten danrv naoh (6) D = 1, d. h. Teilchen sehr hoher Energie 
konnen — wie in der klassischen Theorie — den Bereich der Potential- 
sohwelle nahezu ungehindert passieren. Ist E < 7, so wird 

ha = ~^.m.(V~E) 


imagin&T. Wenn insbesondere 


-2 .i.h u .a = ^V2 m(V-E).a 

sine grofie Zahl ist, d. h. wenn die Potentialsohwelle hinreiohend hooh 
oder breit ist, so ergibt (6) unter Vemachlassigung hoherer Potenzen von 

— ^ Ksto(F— E ).a 

e h 

n _ 16 E(V-E) 

u -ya“ ■ e 

AUgemein erkennt man, dafi die Durchlassigkeit einer hinreiohend 
hohen und breiten Potentialsohwelle im wesentlichen duroh die GroSe 



{ 

\e * 




bestimmt wird, wobei die Inte¬ 
gration iiber den ganzen Boreioh 
negativer kinetischer Energie, 
E — V < 0, zu erstreoken ist, 

3. Beisplel: Der radioaktive 
a-Zerfall. Als zweites Beispiel 
behandeln wir die in Pig. 99 ge- 
zeiohnete Potentialsohwelle (Gamowsohes Kemmodell), welche ftir die 
Kemphysik von Interesse ist, wenn ein a-Teilchen der Ladung 2 . e von 
auBen kommend ins Innere eines Kerns der Ladung Z . e eindringt, oder 

l ) Et kz =£ km, bo gilt etwas allgemeiner 


Gamowsohes Kernmodell 


D - 


ini 


^iii 


Ai 
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— im Falle des spontanen radioaktiven a-Zerfalls — von einem solohen 
Kern emittiert wird. Das Potential ist in diesem Falle eine Funktion 
von r und wir konnen, wenn wir uns auf kugelsyiometriflolie Losungen, 
u = tt (r), beschranken, wieder daa oben angegebene Yerfahxen zur Inte¬ 
gration von (1) verwenden. 

In Polarkoordinaten lautet (1) in unserem Falle 


(7) 


(Pu 2 dw 
dr* r dr 


8ji 


• (E — V (r)) •« 


0 , 


und wenn wir die Substitution 

u(r) = j >'*’ 

vomehmen, ergibt sioh ftir v wieder die Riccatische 61. (2). An 
Stelle von (3) erhalten wir so 


( 8 ) 


= « 0 = ± -r- . m. (E — F) 

r.yvo n 

2 Ze 2 

Ftir r > r 0 haben wir naoh Fig. 99 7(r) ==- 


zu setzen. Wir unter- 


scheiden wiederum die beiden Falle negative! und positiver kinetifloher 

2Ze* 

Energie. Die Nullstelle von t> 0 liegt bei r = r* = -g - 9 der erstere Fall 

ist demnach fiir r < r*, der letztero fur r > r* realisicrt. 

Um (8) auszuwerten, haben wir das Integral . 


jv 0 dr = ± ~y ||/2m(^- ^-)dr = ± -J^]/'2mE jj/l — ^dr 


zu berechnen. Setzen wir 


ho wird 


(9a) 


flir r < r*, 6 < 1: 

Jt > 0 dr — ]/2mE. r* JVl — g*dp 


= ± 


^ V2m^. r* | J/p • |/l - ^ - arc cos j/^j, 


(9b) 


fUr r > r*, g > 1: 

jv 0 dr = ± ^^^2mEr *J Vp* — 1 de 


= & 
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Abb (8 ) uud (9b) entnehmon wir zunachst das aaymptotiBclxe Verhalten 
von «(r) fitr grofie r: 


, . const i 
urn «(r) --e 


Hrl'T^s t r_ T r * 1,, ?i 


a (r) stellt also in groBer Entfernung vom Zentrum eine cin- bzw. aus- 
laufende Kugelwelle dar. 

Um die fiir die Duroblassigkeit der Potentialschwolle oharaktcristisohe 
6 -Potenz zu bestimmen, haben wir das Integral (9 a) zwisohen den Qrenzen 

r 0 und r* = — zu nehmen und erhalten dann aus (8) 



(10) zeigt, daB die Durchlassigkeit der einen Kern umgebcnden Potontial- 
scbwelle mit der Kemladungszahl Z abnimmt und enthalt iiberdies das 
sogenannte Geiger-Nuttalscbe Gesetz, naoh welchem die Austritts- 
wahrscbeinlicbkeit eines a-Teilchens aus einem radioaktiven Kern (Zerfalls- 
konstante) exponentiell mit zunebmender Zerfallsenergio E wachst. 


Flinfundzwanzigstes Kapitel 

Eigenwertprobleme 

§ 1. Quantelung als Eigenwertproblem 

1. Erffillung der Randbedingungen. Wir gehen nun dazu iiber, die 
allgemeinen cbarakteristisoben Eigenscbaften der Losungen von XXIV, 
§ 3, 1, (1) zu untersuchen. Zu diesem Zweck diskutieren wir das Ver- 
balten dieser Losungen im Unendlioben, wobei wir — zunachst im ein- 
dimensionalen Fall — von den in XXIV, § 3 gewonnenen Beziehungen Ge- 
brauch maohen konnen. 

Das Potential V (®) strebe im Unendlioben den Werten lim V = U t 

!—► + <» 

lim V = U zu, wobei wir nocb obne Einsohrankung der Allgemeinheit 

—oo 

U 17 voraussetzen duxfen (Fig. 100). 1st E U, so erbalten wir nach 
XXTV, § 3, 1 (3) im positiv Unendlioben zwei durob das Vorzeichen des 
Ezponenten untersobiedene partikulare Losungen, welche sioh wie 

±~ f hmUl-U)dx 

u(x) h J 
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verhalten. Die allgemeine Losung ist dann ein Linearaggregat der beiden 
Partikularlosungen. Die physikalische Bedeutung der beiden Ausdriioke 
ist obne weiteres ersichtlich; das Pluszeiohen entspriobt der Bewegung eines 
Teilcbens vom Impuls <p x = — V 2 . m . (E — 17), das negative Vor- 
zeichen im Exponenten reprasentiert eine Bewegung in der entgegen- 
gesetzten Richtung. 

Ist E < U, so verlaufen die beiden partikularen Losungen fiir 
x + oo monoton: 

. (yawiw-md* 

u(x)r^je h J 

Die erste Losung steigt mit x exponentiell an, die zweite verschwindet 
exponentiell im Unendlichen. Die erste Losung wiirde gemaB unserer 
physikalisohen Interpretation der GroBe [y| a = |u| a besagen, daB sioh 

Pig. 100 



miser Teilclien mit iiberwicgender Wahrscheinlichkeit im Unendliohen 
aufhiilt und sich clort mit negativer kinetisoher Energie bewegt. Eine 
derartige Aussage ist nun olfonbar physikalisch sinnlos und zwingt uns 
dazu, uns auf solche Losungen zu besohrankon, welohe am R&nde des 
betraohteten Gebietes endlioh bleiben. Die Aufgabe, die physikalisch 
sinnvollen Losungen von XXIV, § 3, 1 (1) aufzusuohen, fuhrt uns so auf 
ein mathematisches Randwertproblem. Im Falle E < U existiert somit 
nur eine linear unabhangige Losung, welche fiir x -* + oo die geforderte 
Randbedingung erfiillt. 

Entsprechend haben wir natiirlich auch das Verhalten von w (x) an 
der Grenze x — oo zu beachten. Man erkennt, daB fiir jeden Wert 
E > U ;> V beide Partikularlosungen die Randbedingungen befriedigen. 
1st V > E ^ U, so kann fiir x -* — oo die Randbedingung ebenfalls 
stets erfiillt werden, fiir x -* + oo aber nur dann, wenn wir uns auf die- 

M lies -Frank, Diflerentialglelohungen IE 68 
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jenige Losung besohranken, welohe dort exponential! verschwindot. In 
diesem Falle existiert also zu jedem Wert von E nur eine einzige physi- 
kalisoh sinnvolle Losung. 

1st schliefllich U ^ U > 2?, so konnen wir zwar ebenfalls stcts eine 
Losung angeben, welohe an einem der beiden Bander exponenticll ver- 
schwindet, aber im allgemeinen wird jeweils diejenige Losung, welohe 
etwa ftir x -*■ + co unserer Randbedingung geniigt, an der Greuze 
x & iiber alle Grenzen waohsen, und umgekchrt. In diesem Falle 
existiert somit im allgemeinen keine physikalisch sinnvolle Losung. Nur 
fur gewisse diskrete Werte von E, welohe man als Eigenwerte bezeichnet, 
kann es geschehen, dafi eine Losung u (a;) existiert, welohe gleiehzoitig an 
beiden Random verschwindet. Diese Funktion u (x) bezeichnet man clann 
als die zum Eigenwert E gehorige Eigenfunktion. Auf Grund des oben 
bemerkten Umstandes, daB u (a) im Gebiet negativer kinetisoher Enorgie, 
E < V , stets monoton variiert, tiberzeugt man sioh lcicht, dafi ftir E < F lllflI 
Eigenfunktionen nicht voikommen konnen. Das Auftroten von Eigen- 
werten ist deshalb stets auf den Energiebereich E > V min beschrankt. 

Die Gesamtheit der Energiewerte E, fiir wclche unser Kandwert- 
problem losbar ist, bezeiohnet man nach Wirtinger als das Eigenwert- 
spektrum der Energie. Im Falle E > U ist das Eigonwertspektrum 
kontinuierlich, im Falle V > E > v mla spricht man von einem diskreten 
Energiespektrum (vgl. Fig. 100). 

Das Eigenwertspektrum der Energie ist nach dem Gesagten rein 
kontinuierlioh, wenn im ganzen Bereich V7>U erftdlt ist, es ist rein 
diskret, wenn U = oo. Im allgemeinen Fall, wie er in Fig. 100 dargestellt 
ist, setzt sioh das Energiespektrum aus einem kontinuierUchen und einem 
diskreten Anteil zusammen. 

Das diskrete Eigenwertspektrum entsprioht der aus der Quantentheorie 
wohlbekannten Tatsache, dafi ein Teilchen, welohes durch aufierc Krafte 
innerhalb eines endlichen, abgegrenztenBereiches festgehalten wird, nur eine 
diskrete Anzahl von Energiewerten (Quantcnzustanden) annehmen kann. 

Um sioh das hier besprochene charakteristische Verhalten der physi- 
kalisch sinnvollen Losungen von XXIV, § 3, 1 (1) zu veranschaulichen, 
diskutiere man folgendes 

2. Belspiel. Es werde der unstetige Potentialverlaul von Fig. 101 
zngrunde gelegt. Man iiberzeuge sich, dafi in diesem Falle die allgemeine 
Losung von XXIV, §3,1, (1), welohe nur von x abhiingt, wieder durch 
XXIV, § 3, 2, (5) gegeben ist, wenn 

h = V2 ~HTe, *u = ^ k m = ^ i2.m.(E- l' r ) 
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gesetzt wird und man driicke mit Hilfe der dort angegebenen Grenz- 
bedingungen die Koeffizienten A lt A n , B Xl B u durch und 5 UI 


aus. 


Man zeige, dafl fur E^>U stets zwei linear unabhangige Losungen 
existieren, welche im Unendlichen endlich blcibcn. 

Man suche im Falle IJ dicjenige Losung auf, welche fur 

x -*+ oo verschwindct (d. h. fUr welclu* <d m -- 0) und uberzeuge sioh, 
dafl diese Losung — bis auf einon konstanten Faktor — reell ist. 


Man weise nach, daB im Be- 
reiche 0 > E > — V u (sc) nur 
dann sowohl fiir x -> +■ oo 
ala auch fiir sc — co ver- 
achwindet, d. h. daB gleichzeitig 
A m = B l — 0 wird, wenn E der 
transzendenten Gleichung 


tg2 kn.a = — i-k n - 


h + 

kj. Arty An 


geniigt. Man iiberzeuge sioh, 
daB diese Gleiohung nur durch 
diskrete Werte yon E befriedigt 


Fig. 101 
V 
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Sohematisoher Potentialverlauf 


werden kann. 

Man zeige, daB fiir — V > E keine Losung unseres Eandwertproblems 
exiHtiert. 


Man diskutiere die physikaliflche Bedeutung der erhaltenen Losungen 
in den versehiedencn betrachteten Fallen. 


3. Die Orthogonalitatsrelatlonen. Die allgeiueine mathematischo 
Theorie des durch XXIV, §3, 1,(1) gegebonen RandwertprobleiiiH ist im 
1. Band dieses Buches enthalten 1 ). Wir kdrinen uns durum liier darauf be- 
sohranken, die wichfcigsten Batze, welche im folgenden cine Rolle spielen 
werden, kurz zusammcnzustcllcn. 

Die Bchrbdingergleichung XXIV, $ 3,1, (1) ist eino selbstadjungierte 
Differentialgleichung, die. aus unserom Randwertproblem entspringenden 
Eigenwertc Hind duller samtlich reell. 


*) Fur den Kali einer gcwohnliohcn Difforentialgleiehung — wenn alBO u = u (a*) 
nur von einer cmzigcn Vanahlen abhangt - wird die Bandwortaufgabe im 1. Bd. p 
Vll, S. 337 bohuudolt, im allgememercn Kalin einer partiellen Difforentialgloiohung 
iflt die Theorie im ]. Bd. f XVIEl, B. 779 enthalten. tlbcr den ZuBammonhang 
unHereH mathematiBchon Problems mit der Theorie der Lntogralgleiohungen und 
der Variationsreehnung vgl. 1. Bd., XIII, H. 556 bzw. XX, S. 881 
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Das Bigenwertepektnun der Energie besteht im allgemeinen aus 
einem diskreten und einem kontinuierliohen Anted. Der erstere sei samt 
den zugehorigen Eigenfonktdonen duroh 

E v E v %■» • • • E n <ZJ 

**! J ^ 

dear letztere duroh 

E> U ; u s 


gegeben. Wegen der Realitat von XXIV, § 3, 1, (1) konnen wir dabei 
jeweils unter den Eigenfunktionen reelle Funktionen verstehen, u t = u*, 
dooh wollen wir im folgenden auch kompleze Ei genfunk tionen zulassen. 
Es gelten dann die Orthogonalit&tsrelationen 



fit. u* .ix.iy.it 
«t ■ Ujs.ix.iy.iz 
.ix.iy ,iz 


= 0 
= 0, 
= 0 , 


fttr t =f= k, 

wenh E auQerbalb (E l , E t ), 


wobei die raumliohe Integration iiber den ganzen Raum zu erstrecken ist. 
Gehoren zu einem bestimmten Energiewert mehrere linAq r unabhangige 
Eigenfunktionen, ist also etwa E t = E%, so ist (1) zwar nicht a priori 
erftlllt, aber wir konnen dann stets aus den zugehorigen Eigenfunktionen 
solche Linearaggregate bilden, welohe (1) geniigen. Den willktirliohen 
konstanten Faktor, mit welohem jede Eigenfunktion nooh multipliziert 
warden kann, wollen wir weiter derart normieren, 


(2) 


JJ[ Uttfdx.dy .dz = 1, 

El 

tt #.dx .dy • dz = 1, 


wenn E innerhalb (E y , E a ) l ). 


4. Die Entwicklmig nach Elgenfunktioneo. Die Gesamtheit der dis- 
kreten und kontinuierliohen Eigenfunktionen u t , bildet ein vollstandiges 
Orthogonalsystem. Jede Funktion, welohe im Unendlichen den oben 


1 ) GehOren zu einem Wert JB dea kontinuierliohen Spektrums zwei lvnrm.r 
unabh&ngige Eigenfunktionen, bo kann duroh die Wahl fceeigneter Linearkombi- 
nationen stets erreioht werden, dafl ftuoh diese beiden Eigenfunktionen orthogonal 
Bind, <L h. daB ffir jedea E 

B 1 
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angegebenen Randbedingungen genUgt, 1fann deshalb duroh daa (System, 
der Eigenfunktionen linear ausgedriickt werden: 


(3) t (®> y> z ) — 2 Cfc • Wfc 4" J c (E f ). Ujgt. dE'. 

k u 

Die Koeffizienten c k3 c{E') bezeiohnet man als die Entwicklungskoeffi- 
zienten von / (as, y, z) in bezug auf das vorgegebene Orthogonalsystem. 
Sie lassen aioh aus / ( x , y, z) duroh 

Ok = y> z ) . u* .dx .dy .dz, 

c (E) — lim | dE" t/> z ) 'Ufa'-dx.dy.dz 

dd 

berechnen, wie man leioht auf Grund von (1) und (2) verifiziert. 

Insbesondero laBt sioh jede physikalisch sinnvolle, d. h. den Rand¬ 
bedingungen im Unendlichen und der Bedingung XXIV, § 1,1 (1) ge- 
niigende Wahrsoheinhohkeitflfunktion yj ( x , y, z, t) zu einem vorgegebenen 
Zeitpunkt t = 0 nach Eigenfunktionen entwiokeln: 

oo 

(B) y> (x, y, z, 0) = 2 c*. u* + f o (S'). u P . dE'. 

k y 



Beuchtet man, dafi jeder Funktion u k bzw. u E eine Losung 

III E k t Et 

{«) y> k = e' h .u k bzw. y) E = e h .u E 

der zeitubhangigcn Schrodingergleichung (2) zugoordnet ist, so erkennt 
nmn leioht, daB auch der in den y) h3 y) E lineare Ausdruck 


(7) v (*. y> z > o = 2 

k 


c k .e 


_ 


,u k +\c(E) 

V 


ULLp't 

e A ' . u E '. dE* 


eine Losung von XXIV, §1,1 (2) darstellt, welche fiir t = 0 in (5) iiber- 
geht. (7) reprasentiert daber ein Wellenpaket, welches zur Zeit t = 0 
die duroh (5) vorgegebene Gestalt hat und gibt an, wie sich dieses Wellen¬ 
paket im Laufe der Zeit bewegt und zerstreut. Das in XXIV, § 2, 3 (6) 
angegobone Wellenpaket stellt offenbar einen Spezialfall von (7) dar. 

Wenn also die potentiellc Energie V nicht selbst von der Zeit abhangt, 
so reduziert sich somit allgemein das Problem XXIV, §1, 1 (2) zu losen 
durauf, die Eigenfunktionen der Schrodingergleichung XXIV, §3,1 (1) 
aufzuKuchcn. 

Wegen der Bedingung XXIV, § 1, 1 (1) muB die Beziehung 

oo 

(8) (t (yj yj* . dx. dy . dz = 2 c k • c * + j c(2S') •C*(E*) . dE' = 1 

^ ^ • k y 
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erftillt sein, wie man wiederum leioht mit Hilfe von (1) und (2) verifiziert. 
o* Btellt dabei jeweils die zu o konjugiert komplexe Grofle dar. Wir konnen 
nun offenbar o* . cj bw. o (E) . c* (E) . dE ala die Wahrscheinliohkeit daftir 
anseben, dafl daa dutch (7) reprasentierte Teilchen bei einer Energiemessung 
mit der Energie E k bzw. im Energieintervall E, E + dE angetroffen wird. 
Inabesondere stellen die einem diskreten Eigenwert E k zugeordneten 

WahrsohembohkeitsfunktioneiL ip k = e h k . u k , welohe vermoge (2) 
der Bed ingnng XXTV, § 1, 1, (1) geniigen, jeweila ein Wellenpaket dar, 
welohes im Laufe der Zeit seine Gestalt beibehalt und welches phjnrikalisoh 
einen station&ren Quantenznstand beschreibt. Die Wahrsoheinliohkeits- 

— st 

funktdonen des kontinuierliohen Spektrums ip E = e h . hingegen 
lassen sioh strong genommen nioht in dieser Weise interpretieren, weil sie 
die Bedingung XXIV, § 1, 1, (1) nioht erfiillen. Ihre physikalisohe 
Bedeutung grtindet sioh vielmehr darauf, dafl es mit ihrer Hilfe moglich 
ist, Wellenpakete aufzubauen, welohe XXIV, § 1, 1, (1) geniigen. Da 
es aber gelingt, hinreiohend grofle Wellenpakete aus Eigenfunktionen zu- 
sammenzusetzen, welohe samtlioh zu einem sehr engen Energieintervall 
des kontinuierliohen Spektrums gehoren, so konnen wir uns in vielen 
Fallen damit begniigen, an Stelle eines soloheii Wellenpaketes nur eine 
einzige Eigenfunktion des kontinuierliohen Spektrums zu untersuohen, 
wie wir dies bereits in XXIV, § 2 und § 3 getan haben. 

5, Variationsprinzip. Schliefllich erwahnen wir nooh die Anwendung 
der Variationsrechnung auf unser Eigenwertproblem. Zunaohst laflt sich 
zeigen, dafl sioh die Sohrodingergleiohung XXIV, §3, 1, (1) aus dem 
Hamiltonschen Prinzip 

(9) <5 [j|{(g r£ wl w) a ~ ^ ^ m {E — F).« a | dx.dy.dz = 0 

gewinnen laflt, wenn man die reelle Funktion u derart variiert, dafl du 
am Rande des Integrationsgebietes verschwindet. Mit Hilfe der Bezieliung 
d (grad u) 2 = 2 . div ( 6u . grad u) — 2 . du . A u erhalt man niimlicli aus (9) 

2 j j||^ v (d w • u ) u + (E — V) . uj. <5wj .dx.dy.dz = 0. 

Hierin versohwindet das Integral iiber den ersten Summanden, weil am 
Rande 6u = 0 sein soil: aus dem zweiten Summanden schlieOt man in 
bekannter Weise 

Au4- V).u = 0 

in t)bereinBtimmnng mit XXIV, §3, 1, (1). 
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Ziehen wir tiberdies nur solohe Funktionen u in Betracht, weloho 
im Unendlichon verschwinden, d. h. besohrankon wir uns aut das 
diflkrete Bigenwertspektrum, so konncn wir wegon (grad w) a = div 
(m . grad m) — u . Au und div (u . grad u). dx . dy . dz = 0 (9) die 

Gestalt geben: 

(9a) + 

An Stelle von (9) und (9 a) konnen wir sohliefilich noch oine weitero 
Form unaerea Variationsproblems angeben. Vorlangcn wir nam- 
lich, dafi 

6J = d | j j |(grad «) s + V. u*j dx. dy .dz 

= —— V . «*J dx. dy. dz = 0 

unter der Nebenbedingimg JJJ u 8 . dx . dy. dz = 1 geltcn hoII, so ent- 
springt daraus in bekannter Woise wiederuxn dio Schrodingergleichung 

8 7)1 

XXIV, §3, 1, (1), wobei nun die Konstante —^ a - die Rollo dcs 

Lagrangesohen Faktors spielt. Die diskreten Eigen funktionen von 
XXIV, §3, 1,(1), u k , Hincl daher unter alien im Unondliohon ver- 
schwindenden Funktionen, welohe der Norinierungsrelation ( k J) genugen, 
dadureh eharakterisiert, dull sie das Integral, welches in (9b) variiert winl, 
zu einein Extremum mac hen. Setzi man in diesem Integral ctwa v w A , 
ho IhBt sich die Integration unter Heaehtung von XXIV, §3, I, (I) 
ausfiihren: 



(grad n k ) 2 


a l 

j \ 2 - v .M* <rr dy . dz 


«A [ A ilk H ^7— V .Kk | d x dy .dz 


8 7r*m 


8 


Die diskreten Eigenwerte E k stellen daher, bis auf den Kaktor , 

gerade die Kxtremwerte dcs Integrals J dar. Dieser Umstand kann dazu 
verwendet. werden, einen Kigenwert dure.h sukzessive Annaherung zu 
bereehnen, ivenn die zugehorige Eigenfunktion approximate bekannt 
ist (Hitzsches Verfaliren 1 )!. 


') Vgl. J. Hd. v XX, §3, 3, 8.905. 
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1. UnitSre Transformational. Daa durch die Sohrodingergleiohung auf- 
geworfene Eigenwertproblem geatattet auoh eine algebraisohe Inter¬ 
pretation, welche fftr die physikalische Auwendung von Inter esse ist. Der 
Einfaohlieit balber wollen wir uns aber dabei anf den Fall beschr&nken, 
daS nur ein diskretes Bigenwertspektrum vorliegt. Der allgemeinere Fall, 
d&B auoh ein kontinuierliohes Spektrum existiert, Vann zwar in voll- 
kommen analoger Weise behandelt werden, ist aber fiir die phyBikalisohen 
Anwendungen von geringerer Bedeutung. 

Es sei also u ti i = 1, 2, ... ein dnxoh XXIV, § 3, 1, (1) bestimmtes 
vollst&ndiges OrthogonalsyBtem, ebenso stellen Harm natiirlich auoh die 
konjugiert komplexen Funktionen u* ein solohes System dar. Femer sei 
v t9 i = 1, 2, . .. ein willkiirlioh gewahltes anderes vollstandiges Ortho¬ 
gonalsystem, wobei nun die v t im allgemeinen nicht mehr Losungen von 
XXIV, § 3, 1, (1) sein werden. Naoh § 1, 4, (3) konnen wir dann die 
durch die v x und umgekehrt ausdrticken: 

(1) = hi = JJJ «*■«* dx.dy .d z, 

(la) = 2 *i*- u *; = -dx.dy .dz. 


Die (unendliohen) Matrizen ||«*j|| = S und ||t lA .|| = T — S' 1 vermitteln 
dann eine lineare Transformation zwischen den unendlich vielen Variablen. 
u, und Vf. Wie man aus (1) und (la) entnimmt, gilt dabei s kl — t* k , d. h. 


(2) S.S = E t '). 

Die Transformation S, welche von einem vollstandigen Orthogonal- 
system u, zu einem anderen t>, fiihrt, ist demnach unitar. 

Sehen wir die Funktionen tt t als „Koordinaten li eines unendlioh viol- 
dimensionalen „Raumes“ an (Hilbertscher Raum), so lafit sich (2) als eine 
orthogonale Drehung des Koordinatensystems in diesem Raum interpretieren. 


2. Operatoren und Matrizen. Wirbetrachtennunweiter einen beliebigen, 
in <p linearen und homogenen Differentialausdruck 




d_ 

dx‘ 


a® s> 


■).<p 


') Vgl. 1. Bd., II, § 5, insbes. 8, S. 110. Die Bezcichnungen sind ebonso 
wie dort gewihlt: B t bezeichnet die Einheitsmatrii, welche die idontische Trans¬ 
formation vermittelt, 8 stellt diejenige Matrix dar, welche man erhhlt, wenn in 
8 Zeilen und Spalten yertausoht werden und uberdies von jedcm Element der 
konjugiert komplexe Wert genommen wird, Sr JJt = . 
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und bezeiohnen dann F ala linearen, auf die Funktion tp wirkenden Operator 

d i 3 s 3 s 

(Beiapiel: der Laplaoeaohe Operator A = -1- "g~i)' Ent- 

wiokeln wir nun die Funktion 


(8) F.u^ — Fi i • Uj; Fi^ - - JJJ uf .F.u k .d%.dy.dz *) 


gemafl XXV, § 1,4 (3) naoh dem Orthogonalaystem u„ so bilden die Ent- 
wioklungskoeffizienten eine Matrix ||F, fc |j, von weloher wir leioht naoh- 
weiaen konnen, daB sie der Matrizenmultiplikation genligt. Soi etwa 0 ein 
zweiter linearer Operator, ||6? lt || die zugehorige Matrix, so iat 

[G.jrii* = JfJ u* .0 .F.u k .dx.dy .dz. 

Setzen wir bierin (3) ein, ao wird 

[G'.F],* = 2 Iff ^.O.F ttt .u,.dx.dy.dz = 2 <J '»»- F i** 

f i 

Dies iat in der Tat die Regel filr die Multiplikation von Matrizen. 

Wir haben bia jetzt die Matrix dea Operators F in bezug auf dan 
Orthogonalaystem u< betraobtet und wollen dieae nun etwas auaftihrlioher 
durob den Index u kennzeiobnen, 11 Fj^ 11. Ebenao konnen wir nun auob die 
zugehorige Matrix in bezug auf v t bilden, ||F*' > ||, und fragen, wie sioh 
dieae Matrizen bei einer Transformation S verhalten. Setzen wir in (3) 
die Transformation (1) ein, so ergibt sioh 


(4) 


[ = .dx.dy.dz 

| = 2 jJJ »*. Vr-F.s k , v H .dx.dy.dz = 2 sf, s kh F{?- 


Der Matrix F^ konnen wir nun eine quadratiache Form 2 • v r • v * 

rit 

zuordnen. Guhcn wir darin mit Hilfo von (la) und (2) zuni Orthogonal- 
Hyntom u t tibei\ 


»: = 2^r. 

r* r, /, k 


trl-Cl •«! ■«* = 

l t At, f, y 


sr r -s kH .u r u^ a 


so gewinnen wir untcr Beachtung von (4) 


(6) 2 F l * .v r .vt= 2 Fi k • «i• «* • 

r, * /.A 

Dio Form (5) i«t daher gcgcn unitiire Transformationen invariant, und Fjf 
Htellt einen zu den „Koordinatcn“ u t bzw. u* kontragrcdicnton Tensor dar. 


*) Bei dor Rcohnung mit Operatoren iBt steta auf die Reihenfolge zu achten, 
in welohor die einzoJnon Faktoren angeflohncben werden. Z. B. mlipaen wir unter 
dem Integral uf linkH vom F Hohreibon, um anzudouten, daB dor Operator F nur 
auf u ^, nicht aber etwa auf dan Produkt . u* wirkt. 
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3. Die Hauptachseirtransformation. Dutch Wahl einer geeigneten uni- 
tar en Transformation S konnen wir nun stets zu einem derartigen Ortho- 
gonalsystem to, tibergehen, daB 


( 6 ) 


Flf = M, k , 


= 1 fiir i—k 

— 0 flir 


eine Diagonalmatriz wird und die Form (5) die Qestalt 


<7) 'EFlt-Wi-wt = ^X k .tD b .v>t 

w U k 

annimmt. Man sagt, daB das Orthogonalsystem w t die Form (5) auf 
Hauptachsen bringt, und bezeichnet die unitare Transformation 8, 
welohe irgendeine vorgegebene Matrix F^ auf Diagonalform bringt, 
als die zugehorige Hauptachsentranaformatrun. Die Diagonalclomente 
von (6), nennt man die Eigenwerte der Matrix odor des Ope¬ 
rators F, die entBpreohenden Funktionen w k sind die zugehorigcn Eigen- 
vektoren 1 ). Die Eigenwerte X k einer Matrix sind im allgomeinen 
komplex. 

Bildet man die — unendliche — Determinante der durch (4) 
gegebenen Matrix, (F/f | = |s* r | . |s fcH | . und beachtet man, 

daB nach (2) \sf r \ . |$ ka | = 1 ist, so erkennt man, daB allgcmein 
wegen (7) 

gelten muB, oder daB 

( 8 ) = 0 . 

1st also eine Matrix in irgendeinem Orthogonalsystem gegebcn, so konnen 
ihre Eigenwerte ohne Bezugnahme auf die zugehorigcn Orthogonnl- 
funktionen als Wurzeln der unendlichen Detenninante (8) bereobnet 
werden. 

Hat eine Matrix die Eigenschaft 


so spricht man von einer Hermiteschen Matrix. Auf Grund von (4) 
weist man leicht nach, daB der Hermitesche Cbarakter einer Matrix hoi 


*) Vgl. 1. Bd, TI, §5. l)ort wird die Hauptachsentranaformfition fiir don 
Fall speziellor, endlioher Matrizen durchgefiihrt. Die cntsprcchende Theorie fiir 
unondliche Matrizen, wio wir sic hier betrachten, iat von A, Wintnor, Spcktral- 
theorie der unendlichen Matrizen, Leipzig 1929, durohgeftihrt wordon, auf dessen 
Darstellung wir hier bezuglich des strengen Beweises der oben angofiihrton S&tze 
verweisen. 
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einer unitaren Transformation des Orthogonalsystems erhalten bleibt, 
ferner, daB die Hermitesche Form 

tk 

stets reell ist. Daraus ergibt sich auch, daB die Eigenwerte einer Hermite- 
sohen Matrix reell sind 1 ). 


4. Der Energieoperator. Man iiberzeugt aiob nun leioht, daB die 
Operatoren 


(9) 


17 t \ h d 

V (®» Vi 2 ) i ?.= 

4 7t‘ 


h d 
2 Tti dy 9 


4 7T* 


A - -^-W + pJ + rf) = - 


h* 


h_ d_ 
2 ni dz 


Hermitesobe Operatoren sind, d. b. daB die mit ihrer Hilfe gebildeten 
Matrizen Hermitesoben Cbarakter besitzen [wobei V(x, y, z) als beliebige 
reelle Funktion der Koordinaten allein angenommen ist]. Ebenso ist 
dann auob 

(10) H = ^ p* + V (x, jf, z) • 

ein Hormitescher Operator. 

Mit Hilfe von (10) konnen wir nun die Schrodingergleichung XXIV, 
§3, 1,(1) in der Gestalt 


(11) H . u — E .u 

schreiben. Bildet man nun die Matrix von H in bezug auf das duroh die 
Schrodingergleichung (1) beHtimmte Orthogonalsystom u, , so gowinnt man 
untor Boachtung von § 1, 1, (1) und (2) 

JJJm* . H. u k . dx. dy . dz = H™ = E k . 8 tk , 

d. h. die Eigenwerte des Operators (10) sind identisoh mit den Eigcnwerten 
dor Schrodingergleichung XXIV, §3, 1, (1). Das durch die Differential- 
gleichung XXIV, §3, 1, (1) odcr (11) bestimrato Orthogonalsystem u t 
ist also gerade dasjenige, welches die zum Operator H gehorige Matrix 
auf Hauptachsen bringt. Die Auflosung der Schnidingergleiohung XXIV, 
§3, 1,(1) ist daher iiquivalent mit dem algebraischen Problem, die in 
bezug auf ein beliebig vorgegebenes Orthogonalsystem v t gebildcte Matrix 
H { r j auf Hauptachsen zu transform! cren. Die Bestimmung der Eigenwerte 


l ) Der Bowcis diosor Stltzc kann auoh dirokt aus 1. Bd., IT, § 5, 3, 4, S. llOff. 
tibemommon werdon. 



1004 


Vertansohbare Operatoren 


XXV, 12 


von XXIV, § 3, 1, (1) kann auf die Auflosimg einer unendiiohen Deter- 
minante (8) zurilokgefuhrt warden. 

h d 

Schxeiben wir, wie dies oben gesobeben ist, flir den Operator 0 —. 

symbolisch p w , so sturunt (10) formal mit dem Energieausdruck der 
klassisohen Mechanik iiberein und wird deshalb auoh als Energieoperator 
oder Hamiltonscher Operator bezeiohnet, ebenso nennt man p den 
Impulsoperator. Die Eigenwerte des Energieoperators stellen naeh dem 
oben Gesagten die Energiewerte der — bier als diskret angesehenen — 
Quantenzustande dar ; sie geben an, weloher Energiewerte das betraobtete 
meobanisobe System bei einer Energiemessung fahig ist. In Ver- 
allgemeinerung dieses Umstandes konnen wir jede meohanische Funktion 
als Hermitescben Operator auffassen und die zugehorigen Eigenwerte als 
die moglioben Meflresultate anseben, welobe eine experimentelle Bestim- 
mung der betreffenden Grofle zu liefem vermag. 

5. Die Vertauschungsrelationen. Nach bekannten Satzen konnen zweiaus 
den Operatoren F und 0 gebildete Matrizen nur dann gleichzeitig — d. h. 
durch dasselbe OrthogorialsyBtem u t — auf Hauptachsen gebracht werden, 
wenn sie miteinander vertausobbar sind, wenn also die Beziehung gilt 1 ) 

(12) F.Q-Q.F = 0. 

Ist eine durob den Operator F reprasentiertc GroBe insbesondere mit dem 
Energieoperator (10) vertauschbar, so kann sie gleichzeitig mit der Energie 
des betrachteten Systems gemessen und fiir jeden Quantenzustand fest- 
gelegt werden. 

Um nun die Vertausohbarkeit zweier mecbaniscber GroBen zu unter- 
suoben, denken wir uns dieselben als Funktionen der Koordinatcn und 
Impulse ausgedriickt, z. B. F = F (s, y, z, p ai p Vi p K ) 2 ). Die Vertauschbar- 
keit unserer GroBen laBt sicb dann offenbar auf die Vortausclibarkeit der 
Koordinaten und Impulse selber zurtiokfuhreu. Auf Grund von (3) weiflt 
man nun, indem man etwa F = x, 6 = y aetzt, leicht nach, daB sswei 
Koordinaten stets miteinander vertauschbar sind 

x . y - y . x = 0, ... 

Setzt man F = p x , G — p y = , so ergibt sich in 

2 n% ox r¥ 2 m oy n 

derselben Weise die Operatorgleichung 

_ • Pv - Vv • Vx = 0, ... 

*) Vgl. l.Bd., II, §5, 4, S. 115. 

a ) Wir kdnnen eine derartige Funktion etwa durch lhre Potenzreihenent.wick- 
lung definiert ansehen. 
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welohe die Vertauschbaxkeit zweier Impulse ausdriiokt. SchlieBlioh 

resultiert mit F = p„ = -=^—. bzw. F = v~ — J 1 —. , 0 — x 

r 2 jrt dx r 2n%dy 


(13) 


J>y . X - X . fy = 0, ... 


Koordinaten und Impulae aind daher nur dann miteinander vertauschbar, 
wenn sie sioh auf verschiedene Riohtungen des Aohsenkrcuzes beziehen. 
Die Vertauachungsrelationen (13) entsprechen dem bereits in XXIV, § 2‘, 
3 hervorgehobenen Umatand, daB eine Koordinate nicht gleiohzeitig mit 
der zugehorigen Impulskomponente exakt gemeHaen werden kann. Die 
hier definierten quantentheoretischcn GroBen (Hermitcaehe Matrizen bzw. 
Operatoren) unterscheiden aicli nach (13) von den korrespondierenden 
GroBen der klassiflchen Mechanik dadurch, daB sie einer nichtkommutativen 
Algebra geniigen. 

Im tibrigen weiaen aber die in Operator- oder Matrizengeatalt ge- 
sohriebenen quantenmechaniachcn Beziehungen eine weitgehende formale 
Ahnlichkeit mit den Gleichungen der klassischen Meohanik aui, in welohe 
sie im Grenzfall ubergehen. Setzen wir namlioh definitionsgemaB 

F = *l = 2 -%i(H.F-F.H) } 


bo gewinnen wir leioht, indem wir F durch x bzw. p ersetzen, 


(14) 




Dies iat die kanonische Gestalt der BewegungBgleiohungen. 

Eh Rei hier bemerkt, daB die Beziehungen (14) zuflammen mit den 
Vertauachungflrolationen (13) bereits die Koordinaten-und Impulsmatrizen 
sowio die Eigenwerte der Energiematrix festlogen. In diesor Gestalt 
wurden die Grundgleichungen der Quantonmechanik zuerst von Heisen¬ 
berg aufgeatellt 1 ). 


6. Der Summensatz. Mit Hilfe der Vcrtausohungsrelationen (13) 
konnen wir cine allgemeine Beziehung ftir die Koordinatenmatrizen her- 
leiten. Zunachat entnimmt man aus (14) 


i 


2 ni 
h~ 


(H.x-x.H) 


P_* 

m 


P* = 


2 Trim 
~h~ 


(H ,x — x.H). 


und (laraus 
(15) 


l ) Heisenberg, Zeitschr. f. Phys. 33 (1925), 8.879. 
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Fassen wir nun (16) als Matrizengleiohung auf und beaohten wir, daB S 
eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten H ,, = Ef iflt, so erhalten wir 
leioht duxoh. Anwendung der Begeln ftir die Matrizeninultiplikation: 

H.x — x.H = || 2 — x it .E lk ) || = || (E t - E t ) .x {Jr \\ 

und 

2 ji i m . _ _ . | 

(16) p, t4 = —(^-5 fc ).^j. 

Die Vertausohungsrelationen (13) lauten in Matrizenform gesohneben: 

-*»•«•?»,*) j dtt ' 

Setzen wir hierin (16) ein, so wird 

^p^Jsj (^-■B,).®n.* lt -(-B I -^*).*«•***} =2^ &<* 

und weiter 

S (®«4*— 2.^,) .Xii.Xit = — j * . . 

i 4 fttn- 

Fiir i = i resultiert daraus 

und schlieBlich, da a? eine Hermitescbe Matrix ist, 

*»==»?«; = = |*.i| a 

(IV) SI*,-*).!,, 

(17) wild in der Iiteratur als Summensatz bezeichnet. Alnliche Be- 
lationen lessen siob auob fur die hoberen Potenzen der Koordinaten- 
matrizen berleiten. 

7. Die Unbestfaitmtheltsretatioiien. Der physikalische Sacbverhalt, 
weloher in den Yertausobungsrelationen und im Summensatz zum Ausdruok 
komrnt, kann am beaten durcb Betraehtungen liber die statistisohe Ver- 
teilung der Koordinaten und Impulse eines Teilchens in einem duroh die 
Sokrodingergleiohung bestimmten Wellenpaket ansohaulieb gemaobt 
werden. y) (x f y, z, £) sei eine auf Eins normierte Losung der Sckrodinger- 
gleiobung, welobe ein solehes Wellenpaket besohreibt. Durcb geeignete 
Wabl des Koordinatensystems konnen wir erreiohen, daB zu einer be- 
stimmten Zeit t = £q sowobl der Mittelwert der Koordinate x 3 

X = ip* xipdxdydz. 
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als auch des zugehorigen Impulses 

P * = j j j y*p t y> dxdydz = j jj yi*^dxdydz 
vcrschwindct. In diesem Zeitpunkt stellen dann die Ausdriicke 


(18) Ax' 1 = tp* x* ipdxdydz, 

(lil) ZpJ = jjj yPplrpdxdydz -= — ^ j j j y>*~^dxdydi 


die mittlere quadratische Abweicliung der Koordinate,bzw. des Impulses 
von den angegebenen Mittelwerten dar. Den Ausdruck (19) konnen wir 
noch wic folgt umformen: 


Apl = 


iL f f ff ( w * <Ly> 

4 te 3 J J w dxJ dx dx 


^jdxdyd 




und da bei der Integration des ersten Summanden die Randglieder im 
Unendliohen versohwinden: 

( 20 ) = 

Duxoli Multiplikation von (18) mit (20) ergibt sich: 

(21) A x*. Ap] = HI ydxdydz^^ dxdydz . 

Beachten wir nun die allgemein giiltige Ungleichung 


{%\\ A \-\ B \ d tf < 4.J|^| a dT.J|B| a dr 

und setzen wir darin 

A = x. v , B= ff, 

so wird 

\\\\{ xv ^ +xr ~dl) dxi y dz ) 

<4.11| \p dxdydz dxdydz . 

Die links Seitc dieser Bcziehung laBt eicb duroh partielle Integration be* 
rechnen: 

jj] (xy>^ + xy>*^dxdydz = j j j (^ (* V V*) — yyPjdriy&z 

= — ||j y> yr* dxdy dz = —1, 
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und damit wild 


Dies in (21) eingesetzt, ergibt 
und, wenn vrir noch 

Ax = VZ?; 
schreiben, schliefllioh 


( 22 ) 


A X. A Vm ^ — * 

2 2?r 


Diese Beziehung atellt die Heisenbergsche Unbestimintheits*- 
relation dar und besagt, daB wir kein der Schrodingergleichung geniigendes 
Wellenpaket konstruieren konnen, fiir Welches das Produkt aus den 
Quadrat wurzeln der quadratisohen Mittelwerte von Koordinate und zu- 


gehorigem Impuls kleiner ale wird. 

2 2 n 


Die der klassisohen Mechanik zugrunde liegende Annahm e, nach weloher 
sioh fiir jedes Teilchen die zur vollatandigen Bestimmung dee Bowegungs- 
ablaufes notwendigen Angaben von Anfangslage und Anfangsgeachwindig- 

ksit ~ gleichzeitig mit jeder gewiineohten Qenauigkeit angeben laaacn, 

iet somit eine Idealisation, welohe mit der Grundgleiohung der Atomphysik 
unvertrSglioh iet. (22) gibt somit die Greuze an, welohe der vollatandigen, 
kausalen Vorherbeetimmung der Bewegung eines Teilohens dureh den realen 
Meohanismus dee Meflvorganges gesetpt iet 1 ). 


Seohsundzwanzigstes Kapitel 

Die wichtigsten Losungstypen der Schrodingergleichung 

Wir gehen nun dazu tiber, die Losungen der Schrodingergleichung 
XXI V, § 3, 1, (1) fiir die wichtigsten Spezialfalle aufzusuohen und an 
ihnen die Anwendung der in XXV, § 1 und 2 gewonnenen allgemeinen 
Methoden genauer zu studieren. 


*) VgL XIV, §4, 4. 
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§ 1. Rotator nnd Rreliimpnls 

1. Der raumfeste Rotator. Wir nehmon nun an, daa von una botrnohtote 
Teilohen bowoge Biol\ in einem in bozug auf die z-Ao1ibo rotutiom»yinmctri- 
aohen Potcntialfoldp 

V =7(1 

Die z-Komponente des Drehimpulses wird daim dutch den Operator 

( 1 ) 

dargestellt. 

Zunachst fragen wir nach dor Vertauschlmrkcit von M z mit dem 
Energieoperator XXV, §2, 4, (10) und bilden 

pi • (a; Vv — y -Vx) — (*-p* — y*Px) pi 

= (p} .x — jt. pVl. p v -- 2 ^ p r p v . 


Die letztc Umformung ergibt sich iiierin dumb zweimnlige BukzoHHivo Anwen- 
dung der VcrtausohungBrclationon XXV, §2, 6, (13). Ebcmo erh&lt man 

p}-(*p»— y-v*) — (*•?*— y-v*)-?l = —‘ 2 -2~7-p«-p» 

und schliefilich 

p\.(x.p„- y. p m ) — (x. p v — y .'/>,). p\ = 0. 

Weiter ergibt nidi unter Beachtung von XXV, § 2, 4, (9) 


V . (x . p„ — y . ?v) — (x. p v - - y . p x ) 


h tdV 
2 tt% v Oy 



Dieser Auadruck verschwindet bei imserem speziellen, rotationssymmetri- 
schon Ansatz von V identise.li. Die ge.wonnencn Beziehungen fiihron 
daher zu 

( 2 ) = 0 . 

In einem rotationsHymmotriHchen Potential feld ist M u mit dem Enorgio- 
operator vortauschbar und kann - cntsprechond dem Drehimpulssatz 
der klasBischcn Mcohanik - alfl „Integral der Bcwogungsgleichungen" 
angesehen werdon. 

Um die Eigcnwcrtc von M B zu bestimmen, suohon wir nach dem in 
XXV, § 2 Gesagten dasjenige Orthogonalsystcin auf, welches die zu M t 
gehorige Matrix auf Hauptaohsen tranHformiert. Zu dicsem Zwecke 
fiihren wir Zylinderkoordinaton 

x q . cob (fi, y = q . sin q> 

Mlsea-Vrank, Differnutlalglolahungou II 
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ein. In diesen laBt rich (1) in der Form 

( 8 ) 

' 2 nt dq> 

aohreiben und das gesuchte Orthogonalsystem Um(<p) bat der Beziehung 


(4) 


h d „ 

ran""* 1,1 ' 


zu genUgeiL Die allgemeine Losung von (4) lautet 

(6) u m = e tm <P 

not 


(«) 




Um die erforderliohe Eindeutigkeit und Stetigkeit der Eigenfunktionen 
u*, (<p) im ganzen Bereich zu erftillen, mufl dabei m auf die Reihe der ganzen 
Zahlen beschrankt werden, 

(7) * = 0i ±li ±2) 

(6) und (7) legen die Eigenwerbe des Drehimpulses M t feat und zeigen, 
dafl diese Qrofie steta nur soloher Werte fahig iat, welche ein ganzzahliges 

Vielfaohea von — darstellen (Quantelung des Drehimpulses). 

jA 7t 

Fiir ein System, dessen Zustand bereits duroh Angabe dee Dreh- 
impulaes M % vollkommen festgelegt 1st, konnen wir aus (6) auoh die Energie- 
eigenwerte entnehmen. Ein solches System liegt z. B. vor, wenn ein 
Massenpunkt in vorgegebenem Abstand R um eine raumfeste Achse 
rotieren kann (Rotator mit raumfester Aohse). Nennen wir das Tr&gheits- 
moment m. R?= T 1 ) i so berecknet sioh der Energieoperator aus M % duroh 


( 8 ) 


H ” 2T 


und seine Eigenwerte sind naeh (6) 

(9) = 




tJbungsaufgabe: Vennoge (3) lautet das aus (8) entspringende 


Eigenwertproblem 




d*u 

5 —,i + E-u = 0 . 


8 7t * T dqP 

Man iiberzeuge sioh, dafl dieser Ausdruck mit der fiir den tier betraohteten 
Fall spezialisierten, in Zylinderkoordinaten gesohriebenen Schrodinger- 
gleiohung XXIV, § 3,1, (1) identisch ist und wiederum duroh die Eigen¬ 
funktionen (5) mit (7) gelost wird. 

1 ) Um Verwechslungen mit der Azimutalquantenzahl m zu vercneiden, be- 
zeiohnen wir hier die Masse unseres Teilohens mit m. 
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2. Der frel drehbare Rotator. Nchrncn wir nun insboaondcre an, dafi 
das Potontialfeld V in bczug auf don Koordinatonuraprung zontrolaym- 
mctriach Boi, .... 

v = V (r), 

so geltcn die oben flir M % hcrgoleiteten Ausaagen naturlich in dcrsolben 
Weiao, flir die Drehimpulakomponcnto in einer beliebigen Richtung, ins- 
bosondere auch flir die Komponentcn M x und M y . Oharaktcristisch iBt 
dabei, daB aicli zwei nach verschicdenen Richtungen wciscndo Drehimpuls- 
komponentcn nic gleichzcitig auf Hauptachaen tranaformieren (d. h. meason) 
lassen. Bildon wir niimlieh otwa 


= (y.-p, — z.p y ){z.p x -x.p t ) — (z.p.— x.-p,) (y-Pz — z-Vv) 

= ~Ai^ r ’- yr - ) = ~^n s,M 


untox Bcachtung dor VertauacliungHrclationen XXV, §2, 5, (1ft) und 
die daraus dutch zykliaclio Vortnuaohung dor Indizoa ontstohondon Bc- 
ziohungen, so ergibt aich 


( 10 ) 


M m .M,-M,.M m = - M " 
M,.M r — M X .M Z = — a - -V M„ 


AuBer der Orehimpulakomponente in einer vorgegobonen Richtung 
liiBt aioh jedoeli ini zentralaymmetriachen Kulle joweiln gleiehze.itig daa 
Quadrat des Abaolutbetragea von M fewilegen. Da nach (2) die einzelnon 
Komponentcn von M mit // vertauHohbar wind, iat naturlich auch M 2 - M J 
-I- M\-\ M] ein Integral der Bewegungagleiehungcn. Pernor weiat man 
auf (Irund von (10) lcicht nach, daB M* auch mit jeder Kompone.nto von M 
vertauHohbar wt. 

Wir gehen nun dazu iibor, die zu M 2 gchorigen Eigenwcrto und Eigen- 
funktionen aufzuHuche.n und driicken zu dieaem Zwocko den Operator M 2 
zuniiehat in Polarkoordinaten uua: 


x — r . ain f) . eoa </>, y -- r . flin # . sin tp, z = r . cos 0. 

Unter Zuhilfenahme der Vertauachungarclationen XXV, § 2, B, (13) 
verifiziert man leicht 


M'+Ml + M] = (j/.p»-2-7»v) s + (* Vt-v-py + (*•*- y-VxY 

h 

— r 2 .p a - (x.p lc + y.‘p ll + z.pt)* -■ (*■?. + y-Pi + z -7>*) 


64* 
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und, wenn man beaohtet, dafl mit XXV, § 2, 4, (9) 

P* = ®-?. + y-Pv + «-P. = 2^»' r Wr’ 

(11) Ml = (^)’ fa {^ + 7rr- 

BertiokBiohtdgt man noot, dafi in Polarkoordinaten 

> 2 d 1 d* cos# d 1 d* ,. 

A ~ dr* + r dr + ** dd* + r*Bm0d& ir r a Bin*& dtp* } ' 
so ergibt sioh sohlieBlioh. 

n9 i M*- ( A V ( d l i 008 ^ 9 i 1 d 8 ^ 

(12) Jf 3 - (2J A0^* + Bin#d# + Bin*# 5y a /' 

if* stdmmt daher bis auf den Faktor — r* mit dem winkclahhungigon 
Teil des A -Operators iiberein. 

Das OrthogonalsyBtem, Welches den Operator (12) auf Hauptat’linen 
tranaformiert, ist durch die Differentialgleichung 

d a u , COB# dv 1 9 2 u , /2k\ s .. 

( J 90* + sin0 30 + Bin 2 0 9 ? > i! + (x) “ ° 

festgelegt und wird durch die im 1. Bd., VIII, § 2 besproclicnmi Ku^ul- 
funktionen 

(14) tt ^tW (#, 9? ) = P®(cos#).e m9, , Z = 0, 1, ..t» = Z, Z - - 1,.. . -I 

gegeben, welche durch 

definiert sind. Dabei gilt 

ffl«i.«|*-Bin#.i#.d 9 , = f (PD*. 8 m#.d^ = * w )!. 

JJ J 2l-\- 1 (l - w)! 

Um die u l<m auf Bins zu normieren, muB (14) nooh mit dem Faktor 

y t „- l/iL±i- (L-«)» 

* f 4 k (I + «)| 

^ I ^ g 0 T erte 61861161181011 durch ^gleioh von (13) 
mit Gl. (2) auB Bd. 1, TUI, § 2 zu ’ 

(15) 




X ) VgL 1. Bd, H, § 3, GL (44). S. 88. 
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Wii erhalten eine Umformung des Energieoperators, welohe sioh 
sp&ter wiederholt sis ntLtzlioh erweisen wird, indem wir (11) in XXV, 
§ 2, 4, (10) einflihren 


nn M* h 2 

( 6) H ~ 5 Imr 2 8^m 




Spezialisieren wir (16) inabeaondere auf die Bewegung eines Maasenp unites, 
weloher auf einer Kugelfl&ohe im Abatand R vom Ursprung featgehalten 
wird (Rotator mit freier Aohse), so gelangen wir zu 


(17) 


H = 


AP 

2 T’ 


wenn wir wiederum m. R? = T sobreiben. Die Energieeigenwerto von (17) 
Bind naoh (15) 

(18) E t = l(l-\.l).-£- r 

unterscheiden sioh also bemerkenswerterweise von der flir oinen Rotator 
mit im Raume fbderter Diehachse giiltigen Beziehung (9). Dio zu (17) 
geliorigen Eigenfunktionen sind ersiohtlioherweise wiedorum die in (14) 
angegebenen Kugelfnnktionen. 

Im Energieausdruok (18) tritt die Quantenzahl m nioht auf. Dies 
besagfc, dafl die 2.2+1 linear unabh&ngigen, zu versohiedenen Worten 
von m gehorigen Eigenfunktionen jeweils demselben Energieeigenwert E x 
zugeordnet sind. Aus diesem Qrunde bezeichnet man den duxoh E x oharak- 
terisierten Quantenzustand als (2 .1 + l)-fach entartet. Ebenso erkonnt 
man, dafi der Entartungsgrad der duroh (9) gegebenen Enorgiezustando 
ontsprechend den beiden in (7) auftretenden Yorzeioben aulior im Falle 
m = 0 zwei betragfc. 


3. Drehimpulsmatrlzen. Bei manchen Problomen korrnnt os vor, dafi 
wir uhb nur flir oinon bestimmton Zustand ~ etwa von dor Quantonzah] J — 
eines Rotators intoressieron. In diesem Falle geniigt es, den Drohimpuls 
unseres Systems anstatt duroh die unendlioho mit dem Drehimpulsoperator 
gebildete Matrix XXV, § 2, 2, (3) duxoh die endliohe Matrix ■ 



ty, m ■ 


M [ y — || J w* TO . M y • ni » .dQ 1|, 


zu repruHentieren. Eh mt <labci zu boachten, daB in (19) dim in (14) an- 
gogebenen Kunktionen u, <m nocli ho norraicrt warden mtiHHon, daU sio 
d<>n Relationen XXV, §1,3, (2) geniigen. Die Integration ist liber die 
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Oberfladie dear Einheitskugel, iQ = sin 0 . d & . d 99 , zu. erstreoken, die 
Indiras m nnd m r laufen naoh (14) von l bis — l. 

tJbungsaufgabe: Man weise Hack, daB die Matrizen (19) im Falle 
l = 1 lauten: 



o 

o 


o -L o 

V 2 

—o -L 

V 2 V 2 


-i. 0 -4 

V 2 V2 

o 

o 


0 -L 0 

V2 


M? 



0 

0 

0 



Man iiberzeuge sioh, daB dies© Matrizen den Beziehungen ( 10 ) geniigen, 
dafl ihre Qnadratsiimine eine Diagonalmatrix ist, deren Diagonalglieder 
dnroh (15) bestimmt sind. 

Wir werden waiter unten sehen, daJ3 die Operatoren ( 3 ) und ( 12 ) 
nioht die allgemeinsten quantenmechanisohen Ausdriioke fiir den Droh- 
impuls eines Systems darstellen. Wir begniigen uns hier damit, die ein- 
fachste, nioht in (19) enthaltene Losung von ( 10 ) anzug eben, wobei wir die 
Onentierung des Koordinatensystems wiederum so angenommen denken, 
daB M t anf Hauptachsen transformiert ersobeint: 


0 1 

* 2 2)1 1 0 


, = 0 “* 
v 2 2n i 0 


M W-I.A 1 0 i 

l ‘ 2 2 ji' 0-1 [' 

Die in ( 20 ) angegebenen Matrizen haben die Eigenwerte ± — ■ — • Sie 

entaprechen dem Eigendrebimpuls eines Elektrons, dem sogenannten 
Elektronenspin, nnd spielen in der Atommeohanik eine wicbtige JRolle. 
Fiir das Absolutqoadrat des Spins erbalt man aus ( 20 ) leicbt den Eigen- 
wert 

itfC/i ) 1 = 

4 V27tr 

Die in ( 20 ) anftretenden Matrizen 

m <'.'=11? il », = ll! °ll 


0 

1 | 

„ 1 0 -t 

>1 0 1 

1 

0 ’ 

O v = i . 

v I % 0 1 

a, ~ | o — 1 1 
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warden ala die Paulisohen Spinmatrizen bezeiohnet. Es aeien bier noch 
folgende, leicht verifizierbare Beziebungen angemerkt: 

(22) a) - <jy - <r* = 1. *) 

(28) Otc-Vy + <V a» = 0, ..., ... *) 


§ 2. Der harmonische Oszillator 

1* Die Hermiteschen Potynome. 1st der von uns betrachtete Massen- 
punkt olastisoh an eine Ruhclage gebunden, so I&Bt siuh seine potentielle 
Energie ala quadratische Form in den Koordinatcn ausdriickon, und wir 
konnen im Falle eines geeignet orientierten K oordinatensy stems ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit setzen 

V (®, y,z) = 2n*m. (vf . . y* + vj . z 9 ). 

Die Sohrodingergleiohung XXIV, §3, 1, (1) nimmt damit die Gestalt 

d'u . d*u . d]u 
dz* + dy* + dz* 

+ [E — 2 7#m . (v®. a? + v*. y % + v ; ?. z 2 )] u « 0 


an. Durch den Ansatz w = (x) . u 2 (y). u 3 (z) liifit sieli dieso Gleiohung 

separieren und auf drei lincare Oszillatoren von der Form 


(1) 


<Pu , 8 n*m /ri 0 o o ov ~ 


dx> r A 9 

zuriickfiihren. 

(1) konnen wir dadureh etwas vereinfae.hen, daB wir als unabhangigo 


Variable 


£ = *•]/ 

oinfiihren und 



(») 


«(f) = e 

setzen, 



(») 

<?// 

, ,dH , , 

d? 

_ 2 ^._ |-2.| 


'm v 


l ) In (22) und (23) ist jewoils dio reohto Seito dor (ilcichung in leicht ormcht- 

1 1 ()<’ 

licher Woiho mil der KinheitHinatrix || ^ j rnultipliziert xu denken. 
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Die Polynom methode 
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Duioh Yergleioh mit 1. Bd., VTH, § 4, Gl. (13) (S. 427) argibt sioh, dafl 

/ E 1 \ 

die Losungen von (3) filr —— J = n, d. h. 

(4) E n = (n + h v, # = 0,1,2,... 

duioh die Hermitesohen Polynome 


(B) 


HAS) 


n 


4nc B w v 


V 7% 2 H n\ 


(- l)n.^o 


fre-* 1 

d( n 


gegeben Bind. Die Eigenfunktioneii (2) laufen deshalb 

(6) “-JIn(f). 

Der NonxderuogBfaktor ist dabei in (5) derart gew&hlt, dafl wie in XXV, 
§ 1, 8, (2) J uj „ u n * ix = 1 ist. Erfiillt der Bnergieparameter die 
Bedingungen (4) nicbt mit ganzzahligem, positivem n, so existiert keine 
aberall regul&re Losung von (1). 


2. Die Polynommethode. Die Gl. (1) bzw. (3) gestatten zur sysfce- 
matisoben Bestmmmng der Eigenfunktionen und Eigenwerte eine ein- 
faohe Anwendung der sogenannten Polynommethode oder ,, Methode 
der abbreohenden Reihen ct , welcbe diesem Beispiel erl&utert werden 
moge. 

Wir entwiokeln die im Nullpunkt regular© Losung von (3) in eine 
Potenzreihe 


n mm 0 

Duioh Einsetzen in (3) eigibt sioh die Bedingung 

S+ *(>■ +2) (r + 1) — 2.r.o r + 2■ (~- — -j-)• o,] p => 0, 

aus weloher eioh fill die Entwioklungskoeffizienten die Rekuisioneformel 

(E In 

„ _/ \hv ~2J 

f + 1 2 ( r + 2) (r -f 1) 

El 

gewinnen l&flt. Ist wie in (4) — — — = n eine positive, gauze Zahl, so 
verschwinden alle Koeffizienten mit r > n und unsere Potenzreihe stellt 
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dafl endliolie Polynom H n (f) dar, mit welohem die Eigenfunktionen (6) 

E 1 . . 

im ganzon Boreioh. ondlich bleiben. 1st hingcgon r-— kemo positive, 

hv 2 

ganze Zahl, so ist unsere PotenzreLbe unendlioh. Durch Vergleioh mit der 
Beihe 


e l + r 


= 2^; 
r = o 



l 

l + e 


K 


t* 

IttBt sich loicht nachwoiflon, dafi nio im Unendlichen atarkor ala _ 
mit bcliobig kleinem e — divorgiert and daB domnach (2) in dicaom Falle 
keine phyaikaliacb sinnvolle Losung liofert. 


Fur don droidimenaionalon Oszillator orhalt man nun loicht mit- 


„ 1/4 ji'w *, \lAn l mv t . -i/in'mv. 

!- *7—e—V-r- 

dio Eigenfunktionen 

^n\ «2«3 (f, V,C) = e- ''»«• + (I). //„, fo) (C) 

und die zugehorigon Enorgiooigenwertc 

t 

= ( n i + v \ + ( w 2 + 'h v % + ( n 8 + 


mit n l9 n a , n 3 0, 1, 2, ... 

Bemerkenswort ist es, dati ein Oszillator auch im tiefsten Quanten- 
zustund noeh eine endliche Energie besitzt, welehe mail als Nullpunkts- 
energie bozeichnet. Im Ealle des linearen Oszillators hat sie den Wert 
E 0 — J • hv, im droidiinensionalen Fall hetriigt sie entsprechend 

l-A* (*H- *'* I v 3 ). 


3. Die Koordlnatenmatrlx. Wir wollen nun fiir den linoaron Oszillator 
dio Koordinatcnmatrix 

ujfj g' ■— | W/i • x • Wo'. di x 

bestirmnen. Dazu entnelmien wir aim 1. Kd., VI11, §4,3, (11.(10) — 
unter Beaehtung der liier getroffonen Norniierung - die Beziehung 

*•«.(£) - a 1 •«., ]/£•*„-,(£)• 

Aiih der Orthogonal itiit. der Eigenfunktionen ergibt Hieh dam it direkt, 
dali alle Klemente der betraehteten Matrix verseliwinden, fiir welehe 
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Bfaftdmmg yon Polarkoordinaten 


XXVI, 18 


«' 4=» ± 1, w&hrend die nioht versohwindenden Matrixelemente die 
Gestalt annehmen 


( 7 ) 


+ 1 


l/ » •(» + !) 


i/—_ 

f 8?i s f»v 


Ahnlioh. wie ein harmonisoher Oscillator verhalt sich auoh eine in 
einem Magnetfeld befmdliohe Punktladung. Wir konnen indessen auf die 
Ber&oksiohtiguiig einea Magnetfeldes erst weiter unten zuriiokkommen. 


§8. Elektron im Zentratfeld 

1. Die SchfMngerglelchung in Polarkoordinaten. Wir betrachten nun 
die aUgemeine Bewegvmg einea Teilobens in einem Zentralfelde, V — V (r). 
Fllr diesen Fall baben wir bereits in § 1 dieses Kapitels die Drehimpulfl- 
integrale der Bewegungagleiohungen kennengelemt und konnen die 
SohrOdingergleiobung XXV, § 2, 4, (11) naoh XXVI, § 1, 2, (16) mit Hilfe 
des Drehimpulfloperators XXVI, § 1, 2, (12) in der Gestalt 


_ iL_, 

(£u 2 

Sr^m 

Ur* + r 


sobreiben. Flihxen wir nun in (1) den Ansatz 
( 2 ) u — 9>)-Xi( r ) 

ein, wobei unter u ljB1 (d, <p) die in XXVI, § 1, 2, (14) angegebenen 
Kugelfunktionen verstanden sind, so erhalten wir unter Beaohtung von 
XXVI, § 1, 2, (13) und (15) 


ft . 2 , 

* + r dr + 


8jr*m 

~h r ~ 


(e — V (r) 


A* 

8 7t*m 


0. 


Die Losung der Sohrodingergleichung laBt sioh daher in einem Zentralfeld 
auf das eindimenaionale Eigenwertproblem (3) zuriickfiihren, welohes wir 
im Spezialfall t = 0 bereits in XXIV, § 3, 3, (7) kennengelemt hatten. 


2. Symmetrieentartung. Auf Grund von (2) und XXVI, §1,2, (14) 
erkennt man leicht, dafl wieder — wie in XXVI, § 1, 2, — zu jedem 
aus (3) entspringenden Energieeigenwert E x 2.1 + 1 linear unabhangige 
Eigenfunktionen gehoren, welche sich, entspreohend der Quantenzabl m, 
nur dureh den winkelabhangigen Teil von (2) unterscheiden. Diese Ent- 
artung ist eine direkte Eolge der Zentralflymmetrie unseres Problems 
und wird infolgedessen als Symmetrieentaxtung bezeichnet. 

Speziell im Falle eines Atoms haben sioh fiir die Quantenzustande, 
welohe jeweils einer bestimmten Quantenzahl l entsprechen, gewisse,. aus 
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der Systematik der Sericnspoktren entnommono Bezeiohnungen eingc- 
biirgort, deren Zuordnung duxoh 



[1 = 0.. 

. s-Torm 


1=^1 .. 

. p-Tcrm 

(4) ) 

1 = 2 . . 

. d-Tcrm 


1 = 3 .. 

. /-Term 

gogeben ist. 




3 , Krttftefreier Fall. "Pur uiih int nun zuniioliRt die Litaung dos Eigon- 
wertproblemH (3) imkriiftefreienFallc, V (r) -- 0, von IntercaHc. Sclireiben 
wir fttr die Eigenfunktionen in dieHem Hpezialfall X t (r) an Htellc von Xi (?) 
und ftilircn wir duroh 

(5) k = ^ i-iTmTk 

n 


die Wellonzahl k ein, ho gclit (3) in 

<«) ^ + - r - d f + (» - --jr--) *1 = » 


liber. (6) besitzt, wio bereitn aus den Betraohtungcn von XXV, §1 
hervorgeht, nur ein kontinuierliches Eigenwortflpektruni, fdr k? > 0. 
Fiihren wir in ((>) die neue Variable 


f - hr 


ein 

und Hulwtituieren wir 




X,(r) 


HO 

(•rgibt nich fiir v, (£) 



(7) 

d*f, 

1 ih ’> j (i 

(M 

<)? '' 

JOS' 1 ' 1 



(7) Htimmfc mit der BeHHelHehen Differentialgleichung, 1. Bd., VIII, 
§3, 1, <11. (I), N. <03, uberein. Die reguliiren Lfwungen von (7) Hind die 
BeHHelHehen Funkiionen ernter Art, 

Mf) j n .(f), 

deren Theorie in 1. Bd , VII 1, § 3 dargeHtellt, i«t. Fur die geHuehten Eigen- 
funktionen erhalten wir damn 

<H) X,(r) -"-\ lk r -J ti ;(*r). 
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Die EjgenhmktiorLen 
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und naob (2) lautet non die Losung dec kr&ftefreien Sobrddingergleiobung 
in Polarkoordinaten 

(9) u=y*-J l + i t (*r).P?( cos0)e'~*. 

Die niedrigsten Ordnungen dec Funktionen X, (r) sind in (10) explicit 
zusam.men gestellt. 



Ebenso wie die Beeselfunktionen ktinnen wir uns aueh die Funktionen 
X, (r) ana zwei konjugiert komplexen Summanden zusammengesetzt 
denken, 

(u) ^.W-*((x/«w + x^(f)) 

mit 

(12) Xf«(r) = y?.ff^ 4 (ir); X/~> (r) - (ftr), 

wobei 3^1 .j. (£) und 2Zj+j (£) die Hankelsohen Funktionen bezeiohnen. 
X[ +) (r) und Xj -) (r) sind zwar ebenfalls Losungen von (6), stellen abec keine 
Eigenfunktionen dai, weil sie im Nullpunkt singular warden. In grofler 
Entfemung vom Nullpunkt stellen die beiden Funktionen aus- bzw. ein- 
laufende Kugelwellen dar, deren asymptotisobes V erhalten durob 


(13) 

gegeben wird. 


X« (r) 


—v?. 

j n 


e~ v 


Die Normierung der Eigenfunktionen (8) ist anstatt durob XXV, 
§ 1, 3, (2) so gefcroffen worden, dafl 


fdPjir.f i .X l (k,r)X I (k',r) = l J 


wenn h im Bereich liegt. 




XXVI, §4 


Elektron im Conlombfeld 


1021 


§4. Elektron im Conlombfeld 

1. Das diskrete Elgenwertspektrum. Bewegt sioh das Ton uns be- 
traohtete Elektron unter dem EinfluB ernes Atomkems von der Ladung 
Z . e, so ist das zu beriicksiohtigende Zentralfeld speziell ein Coulomb- 
Ze* 

sohes Eeld, V (r) =-— • Das Eigenwertproblem § 3, (3) lautet dann 

3 * Xi 


( 1 ) 


9r* 


2 d%i 8n*m 

7~dr + A® 


Ze» A* 1(1 + 1) 0 


Fiir negative Energiewerte, i? < 0, besitzt (1) nach den allgemeinen 
Betraohtungen von XX V, § 1 ein diskretes Eigenwertspektrum. Die 
zugebdrigen diskreten Eigenfunktionen stehen in enger Beziebung zu den 
Laguerresoben Polynomen. Substituieren wir namliob in (1) 


mit 

und 

( 2 ) 


Xi 


= e *.£«.«,(£) 
f = 2 xr 


x = V— 2m.E, 


bo erbalten wir fiir v ( 

(») 

wohei nooh unter der Lange 

(4) 


f-|^ + (2l + 2 -f)' 


6 =. 




A® 


4 


der sogenannte Bohraclie Kudina zu veratehon iat. 

EinVergleich von (3) mil. I. Bd., VIII, § 4, 2, 01. (9), S. 426, zcigt, daB 
Vj (£) mit doji dort eingefiihrten Polynomen L § 11 15 (£) iiberoinstiinmt, wenn 


(5) 


n' = 1 

«o 


Z 


nine ganze Zalil iat, n # = 0, 1, 2, ... 

(5) bestimmt nim cine Roiho diskroter Werto von x, 

1 1 

*“ b'n' + l + l' 

und wir erbalten unter Beriioksicbtigung von (2) und (4) fiir die diskreten 
Enorgieeigenwerte unsorcs Systems 

2 si* w» Z® e* 1 


E n =- 


h l 


n 


i> 


(6) 
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Die LagneireBohen Polynome 
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wobei die aogenannte Hauptquantenzahl 

w = W + l -|- 1 

der Werte n»l+l, 1 + 2, ... fahig ist. (6) ist die Bahneraohe 
Formel fiir die Energieniveaua einea Elektrons im Coulombfeld. 


2. Die Laguerreschen Polynome. Beaohten wir, daU naoh Einfti h rung 
der Hauptquantenzahl n x n = zu aetzen iat, so nehmen die Eigen- 
funktionen xi die Gestalt an 


(7) 




und wir erhalten naoh § 3, 1, (2) fiir die gesamte Losung der Sohrodinger- 
gleiohung im Coulombfeld 

(8) • PT (cos0)e <n, P. 


Die Laguerresohen Polynome (f) LasBen sioh, wie man 

leioht auf Grand von 1. Bd., VIII, § 4, 2 naohrechnet, duroh 


aufldruoken. 


und darana 

(9) 


L?±t2\(!)= d ^ T L n+l (ti) 


d f* l + J 


Dabei iat 


„ (£(n+D 

in + j(f) = e J T^T+1 (* - *-£ n - H ) 


ds 

#*«+!) 




Fiir uub ist waiter noch die Normierungsrelation 


(10) f a-«. f ■* • [L™t-\ (I)]* • £*d£ = 2»* • [(w | 

0 ■ 1)* 

von Bedeutung, welche hier obne Beweia angegeben sei. Auf Grand von 
(10) weist man leioht naoh, dafl (7) mit dem Normierangsfaktor 


( 11 ) 


N ., 


». I 


i/I (»"*-l)l 

I 6*'2« 4 [(n4-i)!]« 


zu multiplizieren ist, damit die Eigenfunktionen Xn, i (?) der Be ding ung 
J (Xn, i) 2 . r® . dr = 1 geniigen. 
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3. Die Wasserstoffterme. Nach (6) gehoren alle Terme, welche dieselbe 
Hauptquantenzahl besitzen, zu demselben Energiewert. Ersichtlicherweise 
laBt sich nun n = 1 nur durch l = 0, n = 2 durch I = 0 oder l = 1, usw. 
realisieren. Charakterisieren wir nun einen Term jeweils duroh seine 
Hauptquantenzahl n und sein der Drehimpulsquantenzahl 2 entsprechen- 
des Symbol XXVI, § 3, 2, (4), so ergibt sich leioht, daB (6) sukzessive 
folgende Terme umfaBt 



1 8 


. . . 

X-Schale 

2s 


2 p 

. . . 

L-Schalo 

3s 

3 p 

3 d 

. . . 

M-Schale 

4 8 4 p 


4 d 4/ 

. . . 

JV-Schale 


Die jeweils in einer Zeile stehenden Terme sind nach ((>), als zur gleichen 
Hauptquantenzahl gehorig, mitcinander cntartet und werden, wie in (12) 
angedeutet, zu einer Schalc zusammcngcfafit. Das Schema (12), welches 
die normale Termfolge im Coulombfeld angibt, spielt in der Theorie des 
Atombaues eine wichtige Rolle. 

Im Gegensatz zur 2.2+ 1-fachen Symmetrieentartung der zur 
Drehimpulsquantenzahl 2 gehorigen Terme bezeiohnet man das Zusammen- 
fallen der Energieniveaus gleicher Hauptquantenzahl, aber vorschiedenen 
Drehimpulses in (6) und (12) als zuf&llige Entartung, welche duroh 
die spezielle Wahl eines Coulombschen Potontialfeldes bedingt ist. Wird 
m (l) das Coulombpotcntial ein wenig modifizicrt, so wird die zufalligc 
Entartung aufgehoben und die Energiewerte dor in (12) innerhalb einer 
Schale unterHchiedenen Terme riicken auseinander. Die' Symmetrie- 
ontartung <ler einzelnen Terme hingegen bleibt natiirlich bestehen, so lange 
die Kugclsymmetrie des Potontialfeldes nielit gest-ort wird. 

4. Die allgemeine Losung. Wir fragen nun iuush der allgemeinen Losung 
von (1) bzw. (3). Durch Potonzreihenansatz vom Koordinatenursprung 
aus erhiilt man lcicht die im Nullpunkt roguliire Losung von (3) 

(13) « l( f) = JP (f +1 — ig. a* -h a, *), 

woboi F (a, /?, f) die entartete hypergeometriHchc Punktion 

(14) *<«,/>, fl-n-nT«+ >|?(J+ !)«* + - 

bezcichnet, wie man durch EinBetzen von (13) in (3) verifiziert. 

Wcnn die Bodingung (5) erfullt ist, so stcllt (13) eine abbrcchende 
Reihe, d. h. oin ondliehes Polynom dar, welches bis auf einen konstanten 
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Die J'-IWttion. 
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Paktor mit dem oben. eingefflhrtea Lagucrresohen Polynom L® 1 + (f) 

tiberftinfltimmt. 1st hingegen (5) nioht erfiillt, ao ergibt (13) eine unendliohe 
Keibe und 

(15) xi W = • (2 * r), . F (l + 1 - ^, 21 + 2, 2 * r) 

divergiert fiir r oo, go dab keine brauchbare Eigenfuriktdon zustande 
komxnt. 

Piir positive Energiewerte, E > 0, wird x imagmar 
x=^ V— 2mE = ik 

h 

und wir erhalten atatt (15) 

(16) »(r)-ariir.(2*f)*.j(i + l + JL, 2i + 2, 2iftr). 

Naoh XXV, § 1,1 liegfc in diesem Falle ein kontinuierliohes Eigenwert- 
spektrum vor nnd die Funktionen (16) gehen offenbaar ira Grenzfall ver- 
sohwindenden Coulombfeldes, 6 oo, in die Eigenfunktionen X t (r) von 
XXVI, § 3, 3, GL (8) uber. Wie X x (r) iat dabei (16) — trotz der kom- 
plexen Schxeibweiae — eine reelle Funktion und stcllt eine stationaro, 
stehende Schwingung dar. 

5. Die -F-Funktion. Um liber die Eigenschaften der Funktion F (a, /?, £) 
AufschluJl zu erhalten, gehen wir von einer komplexen Integraldarstellung 
ana. Mit Hilfe der Bezaehung 

HJ+ 7) = 

in weloher die Integration in der komplexen i-Ebene in positivem Riohtungs- 
sinn um den Nullpunkt zu fiihren ist 1 ), weist man leicht duroh mchrfache 
sukzeasive Anwendung der Rekursionsformel r(/? + v) = (/? + v — 1) 
. r [fi + v — 1) nach, dafl sioh (14) in der Gestalt 

(17) F(*,p, f) (~ v £Ydt. 

sohreiben lafit. Ftthren wir in (17) die Integration in der i-Ebene so, dafl sie 
aufier dem Nullpunkt auohnoch den Punkt t = f umsohlieBt (vgl. Fig. 102), 
so laBt sich die Summation unter dem Integralzeiohen ausftihren und es 
ergibt sioh 

(18) *{«,/»,*) t—f. (t-t)-*dL 

1 ) VgL etwa R. Courant nod D. Hilbert, Methoden der mathematisoben 
Phyaik. 1. Bd., S. 396. Berlin 1024. 
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In (18) konnen wir nun den Integrationsweg so legen, dafi er — wie 
dies in Fig. 102 gestriohelt angedeutet ist — die beiden singularen Stellen 
des Integranden, t — £ und t = 0, gesondert umschlieBt. Nennen wir die 
beiden derart entstehenden Integral© 


(19) 


§-* H, («,ft f) = £^e*cjj + t-'dt, 
(«, ft *) = cj> *t—Ht - fl— 


woboi wir in der ersten Zeile von (19) nooh die Integrationsvariable t 
duroh t — f emetzt haben, so dafi beide Integiationen um den Nullpunkt 
zu fiibren sind, so lfiBt sioh nun (18) in der Gestalt 


(20) F (a, ft £) = ^- {^ l+) («, ft f) + /<“> («, ft f)} 

ausdriioken. 

Fig. 102 


+foa 



Integrationsweg in dor komplexon Ebene 


Fur uns iat nun vor allem daa aaymptotische Vcrhalten der Funktionen 
(19) und (20) fur groBo Wert© der Variablcn £ von Interesse. Duroh eine 
einfache Uraformung von (19) gewinnon wir 

1 ‘ (<*, ft 0 = <j> e> fl + V“<n , 

-> (a, ft f) « ''M. (- f) - cj) *.*« <• (l - 

Die asymptotiHcho Entwicklung ©rgibt sioh hicraua, indem wir die beiden 
Integranden nach Potcnzen von J/£ ontwiokcln und die entstehenden Reihen 

MiaeS’Frunk, IMlforeutUlgloirlmuuen II 05 
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Nonnierung der Eigenfn n ktionen 


XXV 


gliedweise integrieren. Beschranken wir nos in beiden Reihen au^ 
erste Glied, so ergibt sioh. wegen 

= = —-i- 

2jrtJ r(x)' 2ntJ F(p — *) 

aaymptotisch ftir grofle £ 


V 

✓ 


( 21 ) 




In derselben Weds© lsssen sioh. natiirlich auoh die holieren Keilienc^h 
bereohnen. 

6. Nonnierung der Eigenfunktionen. Mit Hiife der duroh (19) 
geffihrten Funktionen bilden wir nun analog zu § 3, 3, (12) 

( 22 ) xF>{r)=e-^.(2kry.F&(l + l + *-,21 + 2 , 2 ikr) 

and gewinnen unter Beaobtung von (20) und (16) 

(23) *W-y{2/ +) W+^->(r) I- 

Setzen wir in (22) die aaymptotdsohen Werte (21) ein, so ereibt sioli u« i 

(24) (r) = e _!i l . (21 + D! « ± *(* r ~ l jr" + - a, (-i) ) 


.'( ,+1+ n)| 

wobeir(2Z+2) = ( 2 Z+i)! und 

m r ( , + 1 ±n)-K»+>+a)|-. 1, ’W 

“* m M *> Eg»tanktio n «> 
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multipliziert werden miissen, damit — ahnlioh wie in XXVI, § 3, 3 — 
die Normierungsrelation 


^at'\ir.T % .xi(h,r).xi(h!,r) =1 

fiii It-y < k < k 2 erftillt ist. Man iiberzeugt siuh leicht, daB (24) naoli 
Multiplikation mit (26) im kraftefreien Grenzfall, b ->■ oo, in XXVI, § 3, 3, 
(13) iibergeht. 

Es bleibt schliaBlioh nooh der Fall zu bespreohen, daB an Stelle dea 

z& 

anziehenden ein abstoflendes Coulombfeld, V (r) = -, vorbanden ist. 

In diesem Falle existiert offenbar kein diskretes Eigenwertspektrum. Fiir 
E > 0 existiert wiedemm ein kontinuierliohes Spektrum, dessen Eigen- 
funktionen wir aus den oben gegebenen Formeln duroh die Substitution 
Z —>■ — Z bzw. b -* — b gewinnen. Wir stellen die wiohtigsten Formeln 
hier kurz nochmals fiir diesen Fall zusaimnen: 


(27) 


Xi{r) = er^.(2kr) 1 .F(l + 1 - 21+ 2, 2iir) 


Asymptotisoh fiir groBe Werte von r gilt 
(28) *,*'( r) = 6^- (21 + 1)1 


±t(*r- l -±±*-±to»kr+ a , (X)) 


’( i l + 1 + u ) 


und der Normierungsfaktor lautet 
(29) 

Interesse 




(21+1)1 

Fiir praktische Rcchnungen Bind haufig noeh folgende Relationen von 


(30) 


\r(i + i*)\* = 


2 n a 


I r(l + 1 + t a) I* = (1* + «■). I r(l + • «) I s , 


—- .. +o+ - 


r(l + ta) ~ \2tc .(ia) * .e” <a asymptotisoh fiir a-^ oo. 


Die in (25) eingefuhrten Phasenfunktionen a x (a) lassen sich duroh Re- 
kursion auf <r 0 (a) zuriiokfiihron. Fiir kleine Werfce von a ist <7 0 (a) in 
Fig. 103 graphisoh dargestellt, fiir groBe Werte von a entnimmt man 
aus (30) asymptotisoh 

a 0 (a) ^ — a + aln a. 


65* 
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Sine zweite Integraldarstellnng im Komplexen, welche zuweilen 
von Nutzen sein kann, erhalt man ftir die Funktionen (16) bzw. (27) anf 
Grand der Tatsaohe, dafi ihr Bestandteil 

», = er*».F(l + l + p, 21 + 2, 2 ikr) 

vu 103 unter Beaohtmig von (1) einer Diffe- 

11 rentialgleiohung vom L a p 1 a o e solien 

Typufl genligt: 

m - -/- , 2(1+1) dv t 


30° 


SOB 




/ 

ffffc 




r 

SO 0 



1 

f - 

90* 



/ 


30* 



/ 





/ 


or 

fQO 

' 

i 

/ 


0° 


J 

r 


-10* 

\ _ 

/ 



-JO* 

V 

/ 




d(kr )* 


hr d(kr) 


12 3 9 

Graphisohe Darstellung 
der Fnnktion u 0 («) 


+ { 1± jb , r) Vi -°- 

Fiihren wir hierin duroh. die Laplacesche 
Transfonnation 

= (j) efi r i .w(t).dt 

ein, so ergibt sich 

£e*".tt(t).{(«* + l) 

+ [2(1+ l).e± = 0 


und daraufl nach einiger Umformung 
^{w(f).(f*+l)A^r.i +e *r«. W (f)^2(l+ l).<±A])rf* = 0 
nnd schlieBlich. dnxch partielle Integration 

£**''' (( 2 !. (+ - (C + 1 ) J?) <n — a 

Bestinnnen wir nan w (f) derart, dafi der Integrand versohwindet, 


so wird 


, 21-t+ri 

aw *o, 

■ — 1 , 1 d t. 

vo v 4- 1 

v>{t) = (f + i) ,± T6.(t_*) ,T ri 


und unter Beachtung von (16) bzw. (27) bis auf einen konstanten Faktor 
(31) xi W — (2Ar) 1 . cj)(f + i)'***«- x)^ b .dt. 
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Der Integrationsweg ist dabei in der komplexen t-Ebene bo zu ftLhren, 
dafi er die beiden Punkte t = ± i mnsobliefit. 

In der Literatur sind fur den Fall der hier besproohenen Wasserstoff- 
eigenfunktdonen auoh die zugehorigen Koordinatenmatrizen ansgewertet 
worden 1 ). 


§ 5. Axialsymmetrisehe Losungen 

1. Die SchrVdlngergletchung In parabolisehen Koordinaten. Bei einer 
Reihe von Problemen ist es vorteilhaft, die parabolischen Koordinaten 

X 1 = r + *, X 2 = r — z > V 

einzufiihren. Driioken wir den LaplaoeBohen Operator durch diese 
Koordinaten aus, so nimmt die Sohrodingergleiohung naoh kurzer Rechnung 
die Gestalt 


(1) 


an. 


* I 9 (x \ JL/j . L(1 _i_ ±\ d l0:\ 

l, + A, foil, V 1 dX\) + dX t \ 4 dXj + 4U, t XJ dtp 9 ) 


+ »Jp iE -r)» = o*> 


Sehen wir nun V als axialsymmetrifloh in bezug auf die z-Aohse an, 
so folgt zunachst aus XXVI, § 1,1, dafi (1) das Drehimpulsintegral XXVI, 
§ 1,1, (6) besitzt, 

(2) » — v„(X v X t ) .ef m v, m = 0, ±1, ±2; ..., 

und damit wird (1) zu 


(») 


4 ( d 

X x -f- Aj dX 




, 8n*m 

+ — p — (E~V)v n = 0. 


Denken wir spoziell wieder an den Fall eines Coulombfeldes, 
Z<>* 2Ze* 

V - — -- z -r-, so laBti sioh (1) durch den Ansatz 

r X, | X 2 

(4) « = v m (A,). u> m (X t ). e? m v 

separieron und wir gewinnen fur v n und w m die Gleicbungen 


(6) 


d 

dX~ 


; + 2 4 - («■ + X + ") ”• “ 0 

dw. 


2 n* m 

~~h~ 

2n*m 


h* m* 




OX, 

*) W. Gordon, Ann. d. PhyH. 2 (1929), S. 1052. 
*) Vgl. Anmcrkung 1, 8. 1010. 
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2. Das Zwelzentrenproblem. Ala n&ohstes Beispiel behandeln wir die 
Bewegung eines Elekfcrons im Felde zweier gleioher Coulombsoher Kraft- 
felder, deren Zentren im Abstand 2 d auf der 3 -Aohae angenommen werden 
mogen. Die Bokrodingergleiohuiig unseres Problems, welches in der Theorie 
der zweiatomigen Molekiile eine wichtige Roll© spielt, lautet dann 


8 Ze* Ze“\ 

«+- I ,-(s+ T +—)«=°. 


Z& . Ztf\ 


wobei 


= + ^ + r a = Vs’+y’ + fz-cZ ) 2 

gesetzt ist. 

Das Eigenwertproblem (6) l&JBt sioh nun in elliptisohen Koordinaten 

' ' £ ~ 2d ’ V 2 d~’ 9 

separieren. In dlesen Koordinaten lautet der Laplacesohe Operator 


1 | d , n , x d 


so d&B (6) die Gestalt 


dr) l^d*(**-l) 


— * 7 *) ^dS+dr)^ ^ dr ,/}“ 

j__1 9*« , , Ze* , £e* \ _ n 

(f» — i)a^ + a* r + d ( f+' }? ) + d(f-^)i “ 
a nnimmt und naoh einiger Umiommng gesobrieben werden kann: 


d , a n 9« 8 Tfrndr , 2Ze*,\ , 1 

]_ 5 /„* np , 1 9*« 

- a w " 11 5^ +• W~ s *'“ + «/■ 

Aus der Kotationasymmetrie unserea Problems folgt wiederum, daB 
(6) bzw. (8) das Ihehimpulaintegral XXVI, § 1, 1, (6) besitzt. Unter 
Beaohtung von XXVI, § 1, I, (5) und (7) konnen wir nun (8) durch 
den Ansatz 

(9) u = v m (S).w m ( v ).e { ”9, m = 0, ±1, +2, ... 

losen. Mit (9) zerfiillt dann (8) in die beiden eindimensionalen Eigenwert- 
probleme 

nn\ — i e* i \ 9 v m J8 3e* m d* / w M 2Z£ y \ m* ) rt 

(10) je& ~ l )jj +1—p— (-»«■+— e) - - 0 
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und 

/n\ S , , TvSWm . |87t*m<Z* _ , m* 1 

< n) 5^W- 1 >-5? + {—P~‘ 5 

Um tins emeu qualitativen tJberblick liber die Losungen von. (10) xmd 
(11) zu versohaffen, betraohten wir den Grenziibergang d -► 0, durob welcben 
unser Problem auf den Pall ernes kugelsyrnin etrisohen Coulombfeldes von 
der Ladnng 2 . Z . e zuxiickgefiihrt wird. Die Koordinaten £ und rj geben 
dann naob (2) in 

lim d . £ = r ; lim 7? ■= — = cos # 

d-+ o d->o 7 r 


liber und man weist leicht nach, daB damit (10) in XXVI, § 4,1, (1), (11) 
in XXVI, § 1, 2, (14) iibergefuhrt wird. Die Funktionen w m (rj) stellen 
daber Verallgemeinerungen der Kugelfunktionen dar und beechxeiben die 
Eigenschwingungen eines Rotationsellipsoids £ = const (entartete Lam6- 
sobe Funktionen). Man ersieht daraus leicht, daB der Eigenwertparameter /u 
der Ellipsoidsobwingungen in (11) nur diskreter Werte fij fahig ist. Das 
Eigenwertproblem (10) entspriobt den radialen Eigenschwingungen 
XXVI, §4, 1, (1) des Coulombsoben Falles und liefert diskrete oder 
kontinuierbobe Energieeigenwerte, je nacbdem, ob E ^ 0. 

Eine eingebende Untersucbung von (10) wuxde fiir den Fall Z = 1 
(Wasserstoffmolekiilion) von Teller durcbgefiihrt. Bereohnet man den 
Enrrgieeigenwert E als Funktion des Kemabstandes 2d, so ergeben sich 
fiir mebrere Termc bei einem bestimmten Kernabstand, welcber jewels 
der stabilen Moleklilkonfiguration entspricht, Minimalwerte von E (2d). 

Das von uns botraohtete Problem blcibt auch dann noch separierbar, 
wenn wir in (6) an Stelle der beiden Coulombschen Kraftzentren, 


V 


Zt* Z# 


den allgemeineren, ellipsoidisohen Potentialausdruok 


V = 



einflihren, wobei / (£) eine beliebige Funktion von £ bezeiobnet. (11) bleibt 
in diesem Falle ungeandert, wahrend an Stelle von (10) das Eigenwert¬ 
problem 


( 12 ) 




8 3r®Wi.<P 

l 5 



m a 



tntt* 
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Die Bayleighsohe Zerlegung 
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§6. Streuung einer ebenen Welle 

1. Zerlegung der ebenen Welle. Wir legen uns die Frage vor, in weloher 
Weise erne ebene Welle XXIV, § 2, 2, (4), welohe ein mit vorgegebenem 
Impels bewegtes Teilohen reprasentiert, durch ein kugelsymmetrisoheB 
Fotentdalfeld beeinfkBt vied. Dieses Problem umfaflt die Behandlung der 
elastisoben Streuprozesse, welohe sioh jeweils im kontinuierliohen Teil des 
Energiespektrums abspielen, Es wird daher unsere Aufgabe sein, einerseits 
die Eigensohaften einer ebenen Welle, andererseits die Struktur des kon¬ 
tinuierliohen Eigenvertspektrums bei vorgegebenem Potentialfeld genauer 
zn diskutieren. 

Wir nehmen an, dab die Fortpflanzongariohtung der von uns be- 
traohteten ebenen Welle mit der 2 -Aohse zusammenialle, 


wobei . 


—— gikreou& 


2 n 2 n 

= T‘? = T 


wiederum die Wellenzahl bezeichnet. 

Fiir unsere Zweoke ist es mm notwend’g, die Losung dear ebenen 
Welle in Polarkoordinaten anzugeben, d, h. den Ausdruck e t1cro °* 9 
naoh den Eigenfunktionen XXVI, § 3, 3, (9) zu entwiokeln. Auf Grand 
von 1. Bd., EX, § 2, 3, GH. (12), S. 440 iiberzeugfc man sich leicht von der 
Identitat 

( 1 } a"”"*- |/|-i 2t'. ( 2M-l).X,(r).P l( ooB^) f 

welohe ala Rayleighsche Zerlegung der ebenen Welle bekannt ist. Das 
Z-te Raihenglied an! der reohten Seite von (1) entsprioht dabei naoh 
XXVI, § 1, 2, (16) solohen Teilohen, welohe in bezug auf den Ko- 
ordinatenursprung den Drehimpuls 

u-±m+T) 

beaitzen. Da unsere ebene Welle in bezug auf die z-Aohse axialsyminetrisoh 
ist, treten in (1) nur solohe Partialwellen auf, fiir welohe 


ist. 



Wir fragan nun naoh der Anzahl derjenigen Teilohen, welohe in der — 
zur Drehimpulaquantenzahl Z gehorigen — Partialwelle Z-ter Ordnung 
laufen. Zu diesem Zweok vergleiohen wir diese Anzahl mi t der Anzahl der- 
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jenigen Teilohen, welohe in der ebenen Welle pro IT&cheneinheit einfallen. 
Vermoge XXVI, §3, 3, (11) und (13) setzt sioh in groBer Entfernung 
vom Ursprung jedes Reihenglied in (1) aus einer einfallenden und einer 
auslaufenden Kugelwelle zusammen, deren Intensitat duroh 


Jig? f^sin 


s< 2i+i » e 




P, (cos d) 


It 


= (2* + l) ja 


gegeben ist. Die Anzahl der in {-ter Ordnung ein- oder auslaufenden 
Teilohen wird daher duroh den Querschnitt 


(2) «, = (2I + l)|s-(2l+l) £ 

beatimmt. 

Der Zusammenfassung der zu einem bestimmten Drehimpuls l • - 0 

Z 71 

gehorigen Teilchen der ebenen Welle konnen wir eine grobe anschauliche 
Interpretation geben, wenn wir beaohten, daB in der Quantenthcorie der 

Drehimpuls zweier Teilohen nio genauer als um ganze Vielfache von 0 - 

unterschieden werden kann. Betrachten wir ein Teilchen, welches sioh im 
Abstand q vom Ursprung mit dem Impuls p bewegt, und dessen nach der 
klassisohen Mechanik berechneter Drehimpuls in bezug auf den Koordinaten- 
ursprung, M = q . p, zwischen den Grenzen 






so kann q zwischen 


= z.JL 


0, = l 


variieren. Dio ins Auge gefaBten Teilchen gehoren dann samtlich einem 
ringfbrmigon Querschnitt an, (lessen GrdBe 

» (ef* i - e i) = «■ (a i + 1) • (g^)* = (2 * +1) £ 

mit (2) iibcrcinstimmt. 


2. Die Streuwelle. Befinrlet sich nun im Bercich der ebenen Welle ein 
auf das endliche Gebiet r beschranktes Potentialfeld, so wird in diesem 
Gebiet die Welle (1) eine Verandcrung erfahron, und auBerhalb von r 
tritt zur einfallenden ebenen Welle noch eine auslaufcndc Streuwelle 
hinzu. Sehen wir im folgenden das Streufeld spcziell als ein Zentralfcld an, 
wie es in § 3 dieses Kapitels behandelt wurdc, so wird das Gebiet r eine 
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Kugol vom Radius <8, und unser Problem vereinfacht sioh. dadurch, dafi es 
in bezug auf die Emfallsriehtung der ebenen Welle Axiakymmetrie besitzt. 

Die allgemeinste axiakymmetrische Losung der Sohrodingergleiohiiiig 
lautet nun im Innem von % naoh XXVI, § 3,1, (2) und XXVI, § 1, 2, (14) 

(3) |/fj-flfl,.i , . ( az + i) .* l ( f).p l (o oBtf ) , 

wobei die GroBen willkiirliohe Konstante bezeiohnen. Im kr&ffcefreien 
Aufienraum, r ^ R, aetzt sioh die Losung aus der einfallenden ebenen 
Welle (1) und aus der auslaufenden Streuwelle zusammen, deren all- 
gemeinste Gestalt wir nach XXVI, § 3, 3, (12) sohreiben konnen: 

(4) \TJ J 0 • *' • ( 2 1 + 1) ■ % +) (') ■ Pi (cos *)• 

FUr die Streukoeffizienten Oj konnen wir zunfiohst eine Bedingtmg 
herleiten, wenn wir beaohten, dafi bei einem elastisoben Streuprozefi die 
Anzahl der in jeder Ordnnng insgesamt ein- und auslaufenden Teilohen 
gleioh sein mufi. Aus (1) und (4) ergibt sioh so unter Beachtung von 
XXVI, §3,3, (11) e ^ 

und daraufl, wenn wir 0, = |0,|. e'* 1 setzen, 

( 6 ) |C t | = — oosy,<l. 

Weiter konnen wir nun mit Hilfe der Streukoeffizienten in (4) ahnlich 
wie in (2) die Anzahl der in der Streuwelle Z-ter Ordnung laufenden Teilohen 
bereohnen und gewinnen fiir den zugehorigen Streuquerschnitt 

( 6 ) Qi = (2Z + 1).— .10,1®. 

w 

Im Grenzfall |C,| = 1 wird demnaoh der Streuquerschnitt (136) groBer 
als der Einfallsquersohnitt (2). Dieser eigentiimliche Umstand erklart 
Mch daraus, dafi als ,,Streuwelle" nicht die Anzahl der jeweils auslaufenden 
Teilohen, sondem eine kompliziertere Interferenzerscheinung der cbonen 
Welle zux Beobachtung gelangt. 

Wir erhalten nun die Losung unserer Randwertaufgabe, wenn wir 
verlangen,'dafi die fUr den Innen- und Auflenraum angegebenen Losungcn 
am Eande des Gebietes r die bereits in XXIV, § 3, 8 besprochenen 
Grenzbedingungen erfiillen, d. h. stetig und mit stetigen ersten Abloitungen 
memander iibergehen. Wir erreiohen dies, indem wir die Grenzbedingungen 
ftir jede einzelne Ordnung l gesondert erfiillen und denmach fiir r = R 

c t . X i(R) + *}+>(*) 

°i-Xi(R) =X‘ l {R)+C ! .X[ +)l (li) 
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setzen. Diese Bedingungen erlauben nun, die oben wiLUdirliob gelassenen 
Koeffizienten c l und C t zu bestimmen, wenn die Werte der Eigenfunktionen 
Xi (*■) von XXVI, §3, 1, (3) im vorgegebenen Zentralfeid am Rande 
des Streugebietes bekannt sind. Aus (7) erbalten wir insbesondere fur die 
Streukoeffizienten C t 


( 8 ) 


°« = — 


X\-X x 


\ 




din xi 

_ dr 

jE < +) ,_ Z ( +) 

or /r = R 

(4) und (8) geben insbesondere dann ein bequemes Verfahren zur 
Bestimmung der Streuung an, wenn die Wellenlknge der cinfallenden 
ebenen Wellen groB gegen die Dimensionon des Streugebietes ist, X 2 n R. 
In diesemPalle konnen wir in (8) X } ( R ) und Xj +) (iJ) naoh kleinen Wcrtcn 
des Arguments entwiokeln und erhalten unter Boachtung von 

(2i,! 2k 




(21 + 1 )! 

1 (22 + 1)1(21)1 


l\ (2/kr)'n 


J ) 


l — r 


dr 




Man entnimmt hioraus, daB die Streuamplitude C t mit waehsendem l 
im allgemeinen 2 ) mit (fc.iJ) 2 * = f ^ j , der entspreohendc Rtreu- 


quersclinith (0) Hogar mit ^ ahnimmt, so daB in diesem Falle 


nur 


die Siren wellen niedrigster Ordnung 
merkliche Beit.rage liefern. (JemaB 
XXVI, § 3, 2, (4) bezeiehnen wir 
dieHtreuwelle.ii niedrigster Ordnung 
je naoh der Orehimpulsquanten- 
zalil l als /?-, (/-, /-, .. -Hireuung. 
Uni die Htreuung dureh ein kleines 
Ilindernis nooli el.was genauer zudis- 
kutieren, betrachten wir das Bei- 
spiel der in Fig. 104 gezoiohneten 
Potentialmulde. 


Fig. 104 


Fotentialmuldo 


*) Dioho Kelationen hwwen Hich z. II. (lurch SpezmliHiorung dor allgemcinon 
Boziohungon |XXVI, §4, 0, (22) mid (20)1 v(‘rifiziorcn. 

a ) I). h. mit Auflnahnm dor Umgelmng der NullHtellcn dow Nennors 

In x t 

) r It ^ R 


[<H D+r * 
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3. Beisplel: Streuuiig an kleinem Hlndernls. Das von uns bctraohtete 
Teilohen bewegt sich naoh Fig. 104 auoh im Tnperen der Potentialmulde 
kraftefrei, und seme Eigenfunktionen Xi ( r ) smd deshalb in diesem Qebiet 
duieh 

Xi{r) = Xi(r) mit k —► « = 

gegeben. Unter Beaobtung von XXVI, § 3, 3, (10) erhalten wir damit 
aus (8) fUr den Koeffizienten der *-Streuung 


<?« 

and damit 

(9) • I 


__ xBin&ficoBxfi— kBmxRooakR _ ltx 
xcosK.fi — t&sinx R 

fain xfi cob Jfefi— bw. hR cos xR) 

c.i’=--- - 

1 +(jf — 1^008* xfi 


Bemerkenswert an (9) ist es, dafi bei befltimmten Werten von k, 
welohe wir durch Nullsetzen des Zahlers ermitteln konnen, die Streuung 
versohwindet. Liegen die speziellen Verhaltnisse insbesondere so, dafi 
dies bei kleinen Werten von k eintritt, derart, dafi dort die Streuwellen 
hoberer Ordnung noch nioht merkliob sind, so wird die Streuung bei einer 
bestimmten Wellenlange der einfallenden ebenen Welle unmerklioh klein, 
und die ebene Welle durchsetzt das Streufeld praktiflob nngestort. Dieser 
Effekt wurde zuerst von Ramsaner beim Durcbgang von langsamen 
Elektronen durob Edelgase beobaobtet. 

Nehmen wir nun weiter an, dafi aufier k . R auoh x . R < 1 Bei, so 
ergibt sich aus (9) durob Reibenentwioklung nacb den beiden kleinen Grofien 


|O 0 |» = I(ftfi)»[(«*-**)fi*]* 

und damit naob (6) 

(10) Q 0 = jnR* [(%*-*») fi*]». 


Der Streuquerschnitt nullter Ordnung — welchen wir naob dezn obon 
Gesagten in dem bier betrachteten Grenzfall praktiscb mit dem Gesamt- 
streuquerschnitt identifizieren konnen — ist naob (10) wesentlich klciner 
als der Muldenquersoknitt nlfi selbst und wird mit diesem erst dann ver- 
gleiobbar, wenn x . R />j 1. 

Als zweites Beispiel bebandeln wir die Streuung einer ebenen Welle 
durob. ein Coulombfeld. In diesem Falle erstreokt sicb das Streugebiet 
iiber den ganzen Raum, und die Bebandlung unseres Problems erfordert 
die allgemeine Losung von (4) und (8). 
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4. Beispiel: Das Rutherfordsche Streugesetz. Um die Beziehungen (8) 
bzw. (7) aul den Fall des Coulombfeldes anzuwenden, haben wir die Grenz- 
flache vom Radius R ins TJnendliohe zu verlegen. Wir konnen darni am 
Rande des Streugebietes die in Frage kommenden Eigenfunktionen durch 
ihre asymptotisohen Entwicklungen XXYI, § 3, 3, (13) bzw. § 4, 6, (24) 
und (26) ersetzen und gewinnen damit aus (7) 


und weiter 


lnSJtJe-oA 1 ( i) 

Cl = e' kb C, = — Kkb — lj 

10i| a = sin*In 2kR — o^- 


Die Funktionen a x = o t sind dabei durch XXVI, § 4, 6, (25) definiert. 

Mit Hilfe der angegebenen Koeffizienten c x erhalten wir nun fiir die- 
jenige Losung des Coulombfeldes (3), welche den geforderten Randbe- 
dingungen geniigt 


(11) |/ j ■ j (21 l + 1). ■e- ■*•». Xl (r). i>, (cos #), 

^ T n 2 h R 

wo bei wir den konstanten, vor die Reihe tretenden Fakfcor e * b weglaasen. 

Um die Reihe (11) zu summieren, miissen wir noch eine Umformung 
der in XXVI, § 4, 4, (14) emgefiihrten Funktion F (a, fl , £) vomehmen. 
Driicken wir die Koeffizienten darin durch /'-Funktionen aus, so erhalten wir 


( 12 ) 


f (* + * y, P> f) 


/"(« + iy -f v)r(p)' 

»-o r{a. +- iy)T(P + v) ’ r! 


und darauB durch cinfache Umformung 

ru 


(13) 


\F(a. + iy,p, f) = 


iy)T(x) ^ r(a+v)r(p) 
/’(a-Mj') * = o r(x)T(p + v) 

/'(a + iy 4- ») 


v! r(l + iy)r{a. + v) 

Der letzte Faktor in (13) l&Bt sioh nun durch ein komplexes Integral dar- 
stcllen 1 ), 


r( i 


/ , (« + t'y4- v) = T , y + r _, d 

[1 t-iy)r(q+v) 2 ji» J ' ’ 


x ) Els gilt (Kulersohes Integral) 

I'(£) _ e~'*“ 

/•(l -«)/’(« + /») ~ 2 art 





wobci die Integration die Punkte a = 0 und s = I in der komplexen Ebene uni' 
achlieflt und fit (ft) > 0 vorausgesetzt ist. 
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Dies in (13) eingefiihrt ergibt 


p | , iv „ „ r<i+.»x» x r(*+r)rm 

F <* + f) TjoT+Tr) -— 5ST y XMl-tf + ») 

v! ' ' T(a + »y) 


| * JWT f * («• & * ( x “ *)) • s_fr_ 1 (1 - a) - + '*-* ds. 

Die Eigenhinktionen Xi ( r ) lauten nun nach XXVI, § 4,4, (16) und 6, (26) 


»M“VI 


H' +1 + n) 


■i-e*** • 


r» ( 2 i+i)! 

e~ ,kr (2kr)‘-F^l + 1 + -^, 21 + 2,2ikrj = 




• ' (21 +1)1 + ~»*r), 

wenn wir beaohten, daB (f) reell ist und wir deshalb auf der recliten 
Seite auch den konjugiert komplexen Wert einfuiren konnen. Wenden 
wir hierauf (14) an, so wird unter Beachtung von XXVI, § 4, 6, (25) 

O 5 ) • (2*» (1 -a))*if (1 + 1, 21 + 2, -2»Jfer(l-«))**» _ ' 1 (l-sf ■**da 

= r(l - cj> • X, (r (1 - s)) A"* (1 - sf ** d8. 

(15) iat nun in (11) einzusetzen. Die unter dem Integral stehende Sum¬ 
mation liber l laflt sich dann mit Hilfe von (1) ausfiihren, und wir gewinnon 

‘^•4«“'• Yf +'> 

( 16 ) ■ • X x (r (1 - »)) Pi (cos#) s Tb -* (1 - s)~Tb ds = a«W • /’(l - -£j-) 

1 P o _J_, _*_ 

.e»*rcM#_L^(+)^<*rrt,* T .« s it4 (l_a) kb ds. 


1 (1 — a ) kb ds. 


Fiihren wir nun noch unter dem Integral die Substitution 

. i *— 

2 tirsm*— = x.s = t; 1 — a = — (a; — i) -- 


(< -«) 
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durch, so entsteht ein Integral von der Form XXVI, § 4, 6 , (18): 

•* r ( l - js)'*-’ TO f 

und wir erhalten sohlieBlich flix die gesuchte Losung unserer Randwert- 
aufgabe 

(17) u(r,0) = e***. r(l — • e/ kr 008 9 • F,l,2ikr sin®• 


Entwiokeln wir (17) asymptotiach ftir grolie Werte des Arguments 
2ikr Bin 8 so ergibt sick naoh XXVI, §4, 5, (21) und unter Bc- 
aoktung von 6 , (30) 


(18) 


, »i i(tr oo«fr — In Sir , 

u(r, 0 ) = e' *'• 


•(* 


i(li + -jj In a kr ml 


a \ 
7 - 2n ") 


2 A* 6 rsin*-^- 
A 


[1 + 


(18) zeigt, daB unsere Losung (17) tatsaclilich in groBer Entfernung 
vom Streuzentrum aus einer einfallenden ebcnen Welle und aus eincr 
auslaufenden Streuwelle zusammengesetzt ist. Auf Grund von (18) be- 
rechnet sich nun leiolit der Strouquersohnitt fiir diejenigen Strouprozesse, 
bei welchen cin Teilchen in das Winkolintervall 9, 9 -\- di)\ </>, 7 * -) dq> 
gestrout wird, 

dQ = - .-sin ftdftdqi, 

4 k A 6* sin 4 ~ 

2 71 I — 

und miter Boaehtung von k \ 2 mE mid XXVI, §4, 1, (4), 

n 

(19) dQ=- - sin OdQdtp. 

16 IS* sin* — 

2i 


Dies ist das Rutherfordsohe Strcugesetz. Die hier referierte 
quanteiitheoretisohe Ableitung von (19) wurdc zuerst von Gordon go- 
geben. 

(17) und (18) beziehen sieh auf den Fall Coulombscher Anzichungs- 
kriitte. Im Falle Coulombscher AbstoBung haben wir in diesen Formeln, 
ebenso wie in XXVI, § 4, 6 , (27) bis (29) b durch — b (und damit 
or 0 durch — Oq) zu ersotzen. Das Streugesetz (19) wird von dieser Sub¬ 
stitution nicht beriihrt. 
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Ala letztes Beiapiel wollen wir nooh eine Interferemerscheinung be- 
traohten, welohe auftritt, wena die Wellenlange der einfallenden Strahlon 
mit den Dimensionen des Streufeldes vergleiohbar ist, und welohe omige 
oharakteristisohe Ziige der Streuung erkennen laflt. 


5. BelspJel: Die anomale a-Streuung. Wir fragen nachder Streuung 
von a-Strahlen duroh einen Atomkem, welcher wiederum duroh den in 
Fig. 99 gezeiohneten Potentialverlauf (Gamowsches Kernmodell) sohe- 
maiaai ert werden xnoge. Dabei ist zu beaohten, daB die Kemdimenaionen 
von dereelben GroBenordnung sind, wie die Wellenlange von a-Strahlen 
2 Ze* 

der Energie E 0 =-, 

T o 


A 


_A_ ^ 

V 2 m F 0 ~ 


2?rr 0 ; 


A* 

r ° ~ 16jr*»tZe* 


Solange die Energie der einfallenden Teilchen hinreiohend klein gegen 
die kritisohe Energie E a , d. h. gegen die Hohe der Potentialscbwelle ist, 
2 2 c* 

E ^-, macht sioh die Abweiohung vom Coulombpotential nur sohwaoh 

bemerkbar und die Streuung wird im allgemeinen sehr angenahert duroh 
das Rutherfordsche Streugesetz (19) beschrieben. Wird E hingegon 
mit E 0 vergleichbar, so treten Abweiohungen von (19) auf. Mit waohsendcr 
Einfallsenergie wird sioh der EinfluB der Kempotentialmulde imrner 
starker bemerkbar maohen. Dabei wird zuerst wieder die Partialwelle 
nullter Qrdnung, spSter bei waiter wachsender Energie auoh die hoheren 
Ordnungen affiziert werden. Wir erhalten daher die oharakteristischen 
Merkmale der sogenannten anomalen Streuung, wenn wir in (14) bzw. (11) 
sukzeasive die s-, p- 9 A-, .. .-Terme modifizieren. 

Wir betrachten nun speziell den Fall, daB nur die a-Streuung merklioh 
duroh die Kempotentialmulde modifiziert wird. Die Losung unseres 
Problems wird sioh dann auBerhalb des Kerns von (17) bzw. (18) x ) duroh 
eine zusatzliche s-Streuwelle 


frr |2)#| * e,,0 *« +>(r) 

unterscheiden, wobei nun die gesamte ^-Streuung wiederum der Bedingung 
(5) zu geniigen hat, 

IC,| = | tain tr 0 e“'« + |£> 0 1 e^o| ^ 1 . 


1 ) Wie oben angegeben, ist dabei dem Umstand, daB ea sioh hier um ein Con - 
lombaohes AbatoBungsfeld handelt, daduroh Rechnung zu tragen, daB 6 duroh 
— b 9 o Q duroh —o 0 ersetrt wird. 
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\I) Q \ unci d Q hiingen darin im oinzelnen noch vom Werte von r 0 und von 
tier Einfallsonergic E ab. 

Untcr Beachtung von (28), (29) in XXVI, § 4, 6, und (18) lautct 
nun in uiutorem Falle die Btruuwello in groBer Entfernung vom Streu- 
zentrum 


*(* r ~" Tb lu a * r Bin * T + 2 (, o ) 


2 fc*Z>r sin 2 ^ 


>l~2i&sin*J|Z> 0 | 


'(lb lnklnl T + ‘ , « -0u- 7)l. 


Bilden wir rait Hilfe von diesem Ausdruck die Gesamtstreuimg und 
tlividiercn wir diesc duroli (19), so erbalten wir fiir das Verhaltnis 27 der 
tatHkchlichen Strouung zur Rutherfordschen: 

I = l + 4P6* n in«|-|Z) 0 |* 

+ 4A6sin a |--|D 0 |-Bin(<T 0 - d a - ^lnsin*^)- 



Fig. 105 zeigt die Abhangigkeit von 27 vom Strcuwinkel d. Man er- 
kennt daraus, daB die sogenannto anomalo Strcuung der a-Strahlen 
charakteristische Interlerenzen in der Winkelabhangigkeit aufweist und 


daB sioh — wie zu crwartfcn — 
die Abweichungen von (19) 
vorwiegend bei groBcn Rtreu- 
winkeln bemerkbar maclien. 

Abweiehungen von der 
Art von (20) vom Ruther¬ 
ford Hchen Streugesetz kbnnen 


Fig. 105 





ttuoh bei kleinen Einfulln- o zo ¥0 so so ioo izo m iso m° 


energien (E • „ Ii 0 ) auttreton, Winkolabhangigkoit dor anomalon Streuung 
und zwar dunn, wenn die Em- 

fallaenergie sehr angeimhert mit der Enorgie einer Kerneigensekwingung 
zuHammenfiillt (ReBonanzutreuung). Bezuglioh der geiiaucron Einzellieiten 
»ei aber bier auf die Litcratur verwiesen 1 ). 


§ 7. Elektron im poriodiBchen Kraftfeld 

1. Das Elgenwertspektrum. Zuletzt beliandeln wir noch das Verhalton 
emeu Teilehens in einem periodischen Kraltfeld. Dioser Fall liegt vor, 
wenn wir cun Elektron in einem idealen Kristallgitter bctrachtcn, und ist 

x ) Vgl. etwa Handb. d. Radiol., lid. VI/1, 2. Aufl., IV. Kap., S. 352ff. Leipzig 
1933. 


MiRHH-Kiauk, lh florin tingle trhungm II 


66 
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insbcsondere bei der Diskussion der auf die Motalleloktronoii beziigliohen 
Fragen von Interesse. 

Der Einfacbheit halber besehranken wir uns auf den eindimensionalen 
Fall und nebmen an, die poientielle Energio V (#) sci cine poriodisehi 1 
Funktion von x mit der Periode d, derart, daB 


V(z + x.d)=V (x) 9 x = 0, ± 1, ± 2, ... 


Die Schrodingerglcichung lautet in unaerem Falle 


( 1 ) 



8 7pm 


(E — V (x)) u = 0. 


Urn einen bestimmten Fall vor Auge zu haben, denkcn wir etwa an einen 
Potentialverlauf von der Art von Fig. 106. Wir konnen uns donn einen 

tlberblick iiber das Eigonwcrt- 
spektrum von (1) vcrscliaffen, 
wenn wir die beiden Grenz- 
fiille U = 0 und U = 00 bo- 
traehten. Wir setzcn dabei 
voraus, dafi die Lange dcs bo- 
traohteten Gebietes ein ganz- 
zahliges Vielfaches von d sei, 
L = n . d, und daB ferner n 
sehr groB angenoramen wcrdc. 
Mit U = 0 bestimmt (1) 
Periodiflohea Potentialfeld (sohematisoh) einfacbdieEigenschwingungen 

eincs Hastens von der Lange L . 
Die Eigenwerte riicken um so naber aneinander, je groBer L wird und 
bilden sohlieBlioh im Grenzfall L oo das kontinuierliche Eigenwert- 
spektrum der kraftefreien Bewegung. 

Mit £7 — 00 besteht unser System aus n untereinander gloichon, 
voneinander unabhangigen Potentialmulden (Hasten). Das Eigenwort- 
spektrum des Systems stimmt dann mit dem Eigenwertspektrum eines 
einzelnen Hastens tiberein, ist also — unabbangig von der Grofie von n 
bzw. L — stets diskret. Jeder Eigenwert ist jedocb, entsprechend den 
n Hasten, w-fach entartet. 

Gehen wir also von £7 = 0 aus und lassen wir dann U gegen unendlich 
anwaohsen, so werden je n Energieeigenwerte, und zwar — wie eine ein- 
gebendere Untersuchung lehrt — je n aufeinanderfolgende Eigenwerte 
jeweils demselben Grenzwert zustreben, wie dies in Fig. 107 a sobematisch 
dargestellt ist. Lassen wir nun nocb n und damit L unbegrenzt wacbsen, 
so wird die Anzabl der Terme, welche in ein und denselben Grenzwert 
ubergehen, immer groBer werden und seblieBlicb eine Reibe von einzelnen 


Pig. 106 


m 
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Boroiclien diclit. orfullen (vgl. Fig. 107b). Wir erlialton ho fur ondlioho 
Worto von U oin HtuckweiHo koutinuicrlichoB EigonwojrtHpoktrum. 
Fur (Mil poriodischoN Kraftfold int os Homit ohamktoriHtinch, daJi oiulliclie 
Kncrgieintorvallo, wolohen koino Eigonfunktionon von (l) zugohoren, das 
kontinuierliclio Eigcmvortapoktrum untorbraihon. 

Fig. 107 


E * 



Eigenwertepektrum im endlicken Eigenwertapektrum im unbogrcnzton 
periodiflchen Potentialfeld poriodiflohon Potontialfeld 

2. Gestalt der Eigentunktlonen. Wir botraohton oino Eigoiifunktion, 
woloho zu oinom bowtinimton Enorgiooigonwort von (1) gohdrt. 1st u (j) 
oino dorartigo Funktion, ho muB wogon dor IVriodizitat. unaoruH Probloinn 
auoh u(x | d) omo Losiing von (1) soin uiul darf sicli durum von u (/) 
nur durrh oinon konHtanton Faktor untorsolioidon, 

v (x ! d) X . u (jr). 

Allgomoin muB dahor boi ganzzahligoin x golton 

(2 ) m (x | x . d) - X r . u (x). 

Naoli (2) wird u (-r) im allgomoinon im Unondlichon ontwcdor vorwchwindon 
odor divorgioron. Kino Kigonfunktion liogt jodooli vor, wonn \X\ 1, 

d. h. X c'", 

ii (x -| x . d) - ( ,l y . u (a:). 

Eino Eigon funktion von (1) multipliziort sioh Homit boim Fortschroiton um 
eino IVriodonliingo joweilH mit oinom komploxon Faktor vom absoluton 
Botrag Kins. Wir konnen deshalb u (x) in dor Gestalt 

( 3 ) u(x) ---- <>J kr .v(x) 


60* 
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schreiben, wo k = fi/d gesetzt wurde und v (x) nun cine periodisohe 
Funkfcion. mit dei Periode d bezeichnet, 

(4) v (x + x . d) = v (*). 

Die Eigenfunktionen (3) epielen bei dcr Beschxeibung der Bewogung 
eines Teilchens in einem periodisohen Kraftfeld eino ahnlicho Rolle, wio 
die De Brogliesohen Wellen in XXIV, § 2, 2 ixn Palle der krSfte- 
freien Bewegung. Im Qrenzfall konstanten Potentials geht (3) mit 
v (®) = 1 in eine ebene Welle liber und k nimmt die libliclie Bedeutung 

der Wellenzahl, k = ~=- V 2 mE an. Der Umstand, dafi uach. (3) ein 
ti 

Teilohen ein periodisoh.es Kraftfeld auoh d&nn ungehindert zu durchlaufen 
vermag, wenn seine Energie unterhalb der Hohe der Potentialschwello 
(E7 in Fig. 106) gelegen ist, stelit in Analogic zum Durchsetzen einer 
Potentialsohwelle in XXIV, § 8, 2. 

Setzen wir in (1) speziell 

V(x) = ?.cos — i — i 

so geht (1) in die in 1. Bd., XVII, § 2, 7 behandelte Differentialgleiohung 
iiber, deren Eigenfunktionen die dort besprochenen Mathieusohen 
Funktionen sind, welche auch bei der Behandlung der Eigensohwingungcn 
einer Ellipse eine Rolle spielen. 


Siebenundzwanzigstes Kapital 

Storungstheorie and Mehrkorperproblem 

§1. Die Stttmngsrechnung 

AuBer den im vorigen Kapitel besproohenen Fallen, in welohen sioh 
die exakten Losungen der Schrodingergleiohung direkt angeben lassen, 
spielen fiir die phy sikalis ohen Anwendnngen auoh solche Fragen eine wichtige 
Rolle, fiir welche sioh eine explizite Losung nioht angeben l&Bt. In soloben 
F&llen erweist es sioh als vorteilhaft, von einem benachbarten Problem, 
dessen Losung bekannt ist und welches man als ^ungestortes** Problem 
bezeichnet, auszugehen und von diesem durch approximative Bertick- 
siohtigung der „Storung <c zu der gesuohten Losung zu gelangen. In. 
mathematischer Beziehung beruht dieses Verfahren auf der bekaimten 
Tatsache, daB sioh die Eigenfunktionen und Eigenwerte bei einer Modi- 
fikatioa der Differentialgleichung im allgemeinen stetig andern. 
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1. ElgenwertstBrung. Das zu losende Problem sei duroh die Sohrodinger- 
gleichung 

( 1 ) Au + — F«» — A.7«)« = 0 

bcstimmt. Wir nehmen nun an, das ungestorte Problem 

8 n 2 m 


( 2 ) 


Au^ 


A 2 


. (jg(o) _ 7 ( 0 )) w (o) _ o 


werde duroh das vollfltandige Orthogonalsystem w| 0) und duroh die zu- 
gehorigen Energieeigenwerte J^ 0) gelost. Der Einfachheit halber m 6 ge das 
gesamte Eigenwertspektrum diskret sein. 

X . V™ stellt nun die Storungsenergie dar und soil, wie duroh den 
Entwioklungsparamoter X angedeutet wurde, als kleine GroBe angesehen 
werden, XV il) 7 (u) . Wir versuchen nun ( 1 ) duroh die Entwicklung 

| «, = «« 0 ) +A. ul 0 + **.«', 10 + •••, 

(3) [ E { = E?"+ A.E™ + + ■•• 

zu befriedigen und erhalten, naob Potenzen von A geordnet, duroh Einsetzen 

von (3) in (1) 

a «i n) + ^4^ (^ 0) - F <0> ). *4 0) 


(4) 


h* 

+ A • (A - F lul ). (*° - F<»). «<”} 


8 si* m 


+ A 2 . + 


8jT?m 

~W~ 

8 n 2 m 

~ar~ 


(£<"> - F 00 ). « ( , 0) 4 8 -^ (J8i l) - F 11 ’). u<» 

B?. <»! + ... = 0 . 




Dio crate Zrilo in (4) vorschwindet vcrmoge (2), duroh Nullsotzen der 
Koeffizicntcn des Entwicklungsporamoters erhalten wir oin sukzessives 
Verfuhren, um — die Konvergonz dcs Verfahrens vorausgesetzt — (1) bis 
auf Termc irgendeiner Potonz des Entwioklungsparameters genau zu losen. 

^ t*! 1 ’ 4 —TT“ (^* 0> 


(B) 


^ «! 8) + 


h l 
8 jr*«i 


f ( 0) ) . «‘ l) = - (a?» - f< 1} ) , t4 0) , 


8 71*771 


(gf> - V m ). u® = - (tf,® - F (1) ). 

jj) (o) 

A a ** 1 


(5) Htoilt nun oin System von inhomogenen Diiforentialgleichungen dar, 
welehe aich .sukzcssive losen lassen. 
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Die Be dingnn g ftir die Losbarkeit der inhomogenen Gleichungen (6) 
verlangfc naoh 1. Bd., XU, § 3, 4, dafl jeweils die reohten Seiten dieaer 
Gleichungen auf der zugehorigen ungestorten Eigenfunktion orthogonal 
stehen. Sehen wir die Funktionen u<® ala normiert an, so ergibt sioli am 
dieser Bedingong unter Beaohtnng von XXV, § 1, 3, Gl. (2) 


(«) 


JJJ {E? - F 05 ). uf >. «[ 0)# . dx. dy. dz 

= El 1 ' - \\\«| 0) *. F (1 ' .up* .dxdydz = 0, 

JJJ {(E^ - F 11 '). u\ l) + E? 1 . i4 0) }. uf ] *. dqdydz 

= E‘ s) i- JJJwl 0 '*^, 1 ' - Y^u^dxdydz = 0 


Mit Hilfe der Bedingungen (6) kann man nun offenbar direkt die Eigenwert- 
atoning v-ter Ordnung, 2?< r) , bereohnen, wenn die Eigenfunktionen biB zur 
(v — l)-ten Ordnung bekannt sind. Insbesondere ist ea bemerkenswert* 
dafi sick die Eigenwertstorung erstex Ordnung bereits mit Hilfo der un¬ 
gestorten Eigenfunktionen allein bereohnen laflt, 

(7) E« = JJJ «4'°* . F <1) .u< 0) .dxdydz = V[',\ 

Die Energiestorung erster Ordnung ist somit gleich dem fiber die ungestorte 
Bewegung gebildeten Mittelwert der Storungsenergie. 


2. Entwlcklung der gestfirten Eigenfunktionen. Wir wollen nun die 
Storung der Eigenfunktionen in erster Naherung bereohnen. Zu dieflem 
Zweok denken wir uns die gesuchten Groflen gemafi XXV, § 1, 4, 
Gl. (3) naoh den ungestorten Eigenfunktionen U entwickelt, 

(8) 

Die Koeffizienten elk' lasaen sieh dann duroh Einaetzen in (5) bcatimmeu. 
Unter Beaohtung von (2) ergibt sich nandich aua (5) und (81 

2(^ 0 ' - = - (E<’> - F (1 ’)«1 0) . 

fc 

Multiplizieren wir nun diese Beziehung mit l ^ i und integricron 
wir fiber den ganzen Baum, so wird wegen der Orthogonalitatsrelationcn, 
XXV, §1, 3, Gl.(l), 

(£«> _ El 10 ). c<y = JJJ «?»• .uT .dxdydz = F/V, 
l i, und 


( 9 ) 


clV = 


( 1 ) 


TTU 

Y U 
jg(»)_jjfo: 


*) Beaitzt (2) auch eln kontinmerlichea Eigonwertspektrum, so tritt zu (8) 
noch ein Integral lunzii. 
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Fflr 2 = i hingegen bleibt der Entwioklungskoeffizient, c)V, wegen ( 7 ) 
unbestimmt. Legen wir diesen Koeffizienten etwa durch die Forderung 
feat, daB auob die gestorte Eigenfunktion bis auf quadxatiache Glieder in A 
auf Eins normiert sein aolle, 




ao ergibt aioh 

$ = 0. 

Wir erhalten also schlieBlioh liii die Eigenfunktionsatorung etater Ordnung 

TV! 


( 10 ) 


,.(i) _ v_L»»_ u <!» 


Mit TTilfn von (10) konnen wir in (6) Ef berechnen, hierauf in alinlicber 
Weiae aua (5) « ( /' gewinnen, usf. 


3. Die SSkulargleichung. Die Entwioklungen von 1 und 2 reichen in- 
deaaen zur Durohfiihrung der Storungaroohnung nnr dann aus, wenn der 
Eigenwert E® des ungeatorten Problems nicht entartet iBt. Im Falle einer 
Entaxtung iat jedoch eine geaonderte Unterauchung erforderlich. 

Nehmen wir an, der Term E^ aei x-faoh entartet, 

Eft = Eg = ••• =-- E", 

forncr seien x linear unabhiingige Eigenfunktionen dea ungeatorten Problems 
zuni Eigenwert E^ bekannt, 

W| t iSr-'l M lyJ 

die wir libordiea ala aufeinandor orthogonal und in der iiblichen MTeise 
normiert anaehen konnen. DioHe Eigenfunktionen Bind indeaacn nnr bis 
auf eine unitare Transformation featgelegt, da wir an Stellc der angegebenen 
x Funktionen ebeiiHOgut x linear unabliiingige Linearkombinationen aus 
ilinen wiihlon konnen, woforno nur die Orthogonalitiit und die Normierung 
gewahrt bleibt. _ 

Dundi das Hinzufllgcn der Storungsenergio T (l) wird nun die Ent- 
artung im allgemeinen aufgehobcn werden, ao daB der Term E® in mehrere 
Terme aufapaltot. Kin aoleher cinzclner Term dcs Problems (1) aei etwa E in , 
die. zugehdrige Eigenfunktion «, n . Im Grenzfall X 0 wird dann 
in ein bestimnites Linearaggrogat der iiborgelien: 

y 

( 11 ) lim M l(| — 2 > 
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■welches wir ftir das in Frage kommende Storungapr obiem alfl Eigon- 
f nnVhinTiA n milltAr N&herung anzusehen haben, wobei nun die Koeffizienten 
«„ y erst zu. besthnmende GroBen sind. An Btelle des Ansatzcs (3) habon 
■wir jetzt also von 


( 12 ) 


= S ««> + A* .M® + ■ 


n — 1 , 2 , 


*» 


auszugehen und gewinnen fiir die erste N&herung statt (5) 


(13) A (S» - 7 <0) )<> = - 8 - F< 1) ) S a. 


8ar*w .wa, 


Hamit. (13) eine Losung besitzt, mnfl nun die rechte Seito dieser Gleichung 
auf samtlichen Eigenfunktdonen u )® 1 orthogonal stehen 


IfK'-W- r a ')±a..u'«iz.iy.i. = 0. 

J r a= l 

Unter Bcachtung der Orthogonalitatareiationen lautet diese Bedingung 
in Matrizenform 


(14) 2 8 . r «£ i, , - F®) = 0, n = 1, 2 ,..*. 

r« 1 

(14) reprasentiert ein System von x homogenen Gleiohungen, weloho 
zur Bestimmrmg der x Koeffizienten a nv dienen. Dabei muB, daxnit (14) 
eine Losung zulaBt, die Determinante der Koeffizienten der a nt . ver- 
sohwinden, 

(15) X'dur-F"! = 0. 

mufl somit eine Wurzel der x-reihigen Determinante (15) sein. 

Die x Wurzeln der Gl. (15) bestrmmen eomit die Energiestorungcn 
des ?c-fach entarteten Terms E[® in erster Naherung. Zu jedem Wort 
gehoren x Koeffizienten a nri welche sieh ergeben, wenn wir E)" in (14) 
einaetzen, und welche die Lincarkombination nullter Naherung der Eigen- 
funktionen festlegen. Man erkennt leicht, dafl (15) die Verallgomeinerung 
von (7) darstellt. Die linke Seite von (15) wird als Sakulardcterminanto 
bezeiohnet, (15) ist als Sakulargleichung in der Literatur bekannt. 


4. ZeitabMngige StflrungeiL Methode der Variation der Konstanten. 

Wir gehen wiederum von einem stationaren, ungestorten Problem aus, 
Welches duroh (2) besohrieben werde und dessen Losung bekannt sei. Zur 
Zeit t = 0 denken wir uns dann eine Storung eingeschaltet, welche explizit 
von der Zeit ahhfingen moge, X . F (1) ( x , y , z, £). Diese Storung mdge eine 
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Zeit i hindurch auf unser System einwirken. Wir legen uns dann die Frage 
vor, in welcher Weise daduroh der Zustand unseres Systems verandert 
worden ist. 

Die zeitabhangige Schrodingergleiohung, weloho das Verhalten unseres 
Systems beschrcibt, lautet nun nach XXIV, §1,1, 61. (2) 


4 nim dip A 

~ir~sr = 


(F (0) + A F (D) v». 


Da die Stoning V {1) erst fur t > 0 von Null versohieden sein soil, konnen 
wir nach XXV, § 1, 4, 61. (7) die allgcmeine Losung fiir t < 0 dnroh 
die Eigenfunktionen von (2) ausdriicken, 


(16) y (0) = 2 Cjt-e h 

k 


.uT + \c{E').e 


Nach XXV, § 1, 4, Gl. (8) sind dabci die Konstanten c. k bzw. c (£') der 
‘Bedingung 

(17) So* (tf+ \c{E')0*(E')dE' = \ 

unterworfen und c k . cj stellt die Wahrscheinliohkeit dar, mit welcher 
das betrachtete Teilchen im Zustand BljfP des diskreten Spektrums anzu- 
treffen ist, c (E f ). c* {E') . dE' gibt die entspreohende Wahrsoheinlichkeit 
fiir das Energieintervall dE' des kontinuierlichen Spektrums — das hifir 
mitberiicksichtigt werden soil — an. 

Die gestbrte Schrodingergleiohung laBt sich nun (lurch den Ansatz 


(18) V = 2«>*W- C * 

K 


Ul >;(") 




■ ( "> dE' 


befriedigon, woferne wir die Konstanten c nunniehr als Funktionen der 
Zeit botrachton (Variation der Konstanten). Der in XXIV, § 1, 2 
hewienenc Hrhaltungssatz bewirkt dann, daB auch (17) und damit die den 
Ordlien c k . cf gegebene Interpretation erlialtcn bloibt. Setzen wir (18) 
in die Rchrddingergleichung ein, so ergibt sich untcr Beaohtung von (2) 


2m 1 i dt 


am 

e h 






+ 





■ - A. K (1) 2 0 k e 

k 


*** /(,) 


V + 



K't 



und nach Multiplikation mit 




(»)* 


»(tn # 
h * ‘ 


bzw. 


..(«)* 

U K 


- - Et 
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Weohaelwirkong mit dem Strahlungafeld 


xxvn, § i 


und Integration, liber den Raum gemaB den OrthogonalitiLtsrelationen von 
XXV, §1,3, 01.(1) und (2) 

+ j o (. E') F& e* * 1 ^' _jK<<0) ) < d^ , j, 

[Ec h n 


(19) 


h dc(E) . 

2 ni dt " 




[ + J <>(£') FSW* <11? 

(19) atellt ein System von totalen Diff<Yrftnt.ialgleichun gen erster Ordnung 
dar, welches die Zeitabhangigkeit der gesuchten Groflen bestimmt. Die 
Matrixelemente 


= JJJ «i 0) * ■ P®(*, y,z,t).H^.dxdydz bzw. V&, V&, v%< ‘ 

sind darin selber Funktionon der Zeit. 

Eine ftir kleine Zeiten giiltige Naherung erhalt man, wenn Tnp .n in (19) 
rechts an Stella von c fc (£) bzw, o ( B r , t) die Anf a n g flbft^in g nn g ftn c* (0) 
bzw. c (E* 9 0) einfUhrt und dann (19) durch einfache Quadrature!! auflost. 


5. Wechselwirkuflg mit dem Strahlungsfeld. Von besonderer Bedeutung 
iflt^ die Storungstheorie bei der Behandlung der Wechselwirkung einea 
Teilohens mit dem Strahlungafeld. Eine vollst&ndige Behandlung dor 
Stra hluu g sprozesse konnte namlich bisher noch nicht erzielt warden und 
nur dem Umstand, dafi die Koppelung einea geladenen Teilohens mi t dom 
Stra hl un g afeld in nahezu alien uns interessierenden Fallen sehr klein 
gegen die mechaniachen Kr&Ite ist, ist es zu danken, daB der die Strahlungs- 
effekte vollstandig vemachlassigende Anaatz der Schrodingergleiohung 
zulaaaig ist. Die Storungsrechnung gestattet jedoch naohtraglioli die 
Aussfrahlungsprozesse zu beriicksichtigen. Eine konaequentc Beriick- 
sichtigung der Strahlung in der genannten Weiae ist in der Diracaohen 
Strahlungstheorie durchgefiihrt worden 1 ). Wir miissen uns hier jedoch 
auf die Wiedergabe der alteren, korrespondenzmiifiigen Vorsokrifton zur 
Behandlung der Ausstrahlung beschrfinken. 

Die Ausstrahlung einea Oszillators wird nach der klassischen Theorie 
in dem Grenzfall, in welchem die Wellenlange der emittierten Strahlung 


tw™+\i ES ftuf d mt 0ri 8 inaIabhan( ilungcn auf die ziigammenfassendo 

tellung. P. A. M. Dirac, The principles of quantum mechanics, Oxford 193(1, 
verwiesen. 
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sehr groB gegen die Dimensionen des Oszillators ist, duxch sein Dipol- 
moment 

d 9 = e . x, d v = e . y, d 8 = e.z 

bestimmt. Die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energiemenge ist dem Quadrat 
des Dipolmoments proportional 

AB _ 32 tz 4 v 4 - 
dt “ So 3 


wobei 6 a den zeitlichen Mittelwert von <3 2 bezeiohnet. Beriioksiolitigen wir 
nun noch, daB die Ausstrahlung in Quonten der Energie h v erfolgt, so 
wird die Anzahl der pro Zeiteinheit ausgesandten Lichtquanten, deren 
reziprokon Wert man als Abklingungszeit des Systems bezeiohnet, 


r “ ~3 Ac 8 

In der Quantcntheorie wird nun jedem t)bcrgang eines Systems aus 


9 Vtlr 


n k t 


einem Zustand der Energie E k mit der Eigenfunktion ip k = e h " . u k 
zu einem energetisch tiefer gelegenen Zustand E x mit der Eigenfunktion 

y> { = e h . u t ein Oszillator zugcordnet, dessen Dipolmoment duroh 


( 20 ) 


d «tk = c J{J(K 3! V’fc+ 1>,xtf)dxdydz 


( (K k _ k { ) t\ 

= e[x tk e * k e * *■ ) 


t c a H- 

= 2. e . | x lk |, cos (2 n i'u t + const.) 


und cntspreoliende Ausdriicke fttr die y - und z-Komponente bestimmt ist. 
Dabei ist 

die iiohrselie Kroquenzbedingimg. Der zeitliehe Mittelwert des Quadrates 
des Dipolmomonts wird somit 


l«„r -2c* 


und ns crffihl. Hit*h fur die AhklingungHztMt 


( 21 ) 


r,\ 

Mm? 




Vemohwindon fiir einen Obergang die Matrixelemente der Koordinatcn, 
entsprieht also diesem Obergang kein endliehew Dipolmoment, so treten 
StrahlimgMiibergiLnge in der bier betraehteten Niiherung nieht auf. 
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Fiir den Pall eines zentralsymmetrisohen Atoms, wie es in XXVI, 
§ 3, 1, behandelt wnrde, konnen wir nun leiolit eine allgemeine Bedin- 
gung fiir das Verschwinden der Koordinatenmatrizen angeben. Ent- 
sprechend der Gleiohung XXVI, § 3, 1, (2) gilt fiir die gesuohten Matrix- 
elemente 

( 22 ) t , 

1= j Xv' f %ii*dr\ P* an&P?d cob#^ e- im 'v.e ti, r.e? m, rd<p, 

(23) */',«•, j,« = \xirXii*&r\Pv cob # P? d oos d $ e~ im '<? dtp. 

Wahrend nun der radiale Teil dieser Integral© voxn speziellen Modell 
abhangt, konnen die winkelabhangigen Integrale direkt berechnet werden. 
Zunachst resultiert aus der Abhangigkeit von <p, d&B (22) nur dann von Null 
veracbieden ist, wenn 

(24) m' = m ± 1, 
ebenso muB, damit , m zf= 0 ist, gelten 

(25) ml — m. 

Zur Berec hnung der Integrale iiber 8 sind einige Beziehungen iibor 
die Kugelfunktionen erforderlich. Naeb 1. Bd., VIII, 5 2. 3, Gl. (27) 
und (31) gilt 

(*4-l).P/ + i(f) + Z.P,_ 1 (f) = (2Z + l).£.P,(f), 

-p;+»(f) — -Pi-i(^) = (2i+i).p,(f). 

Differentiieren wir die erste Gleichung .m-fach, die zweite (m — l)-faoh 
naoh £ und multiplizieren wir bierauf mit V 1 - £ 8 m , so ergibt siob 

= [21 + 1) [m . l'l - £*. P?' 1 (£) + £. PT(|)}, 

*T+ i (i) - PT-i (£) = (2 1 +1). VT=1i. p; n ~ 1 (f). 

Die AusdrUcke sin 8. Pf~ x (oos 8) und cos 8. PJ* (cos 8) lassen 
fflob somit linear durcb P? +J (cos 8) und P?_, (cos 8) ausdxilcken. Mit 
Hilfe der Orthogonalitatarelationen fiir die Kugelfunktionen folgt daraus 
sofort, daB nur diejenigen Matrizelemente (22) und (23) von Null veracbieden 
sind, fiir welche 

( 26 ) V = l ± 1 . 

(24), (25) und (26) werden als die apekfcroskopischen Auswahlregeln fur 
das Einkorperproblem bezeichnet. Denkt man sicb die Symmetrieentartung 
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eines zentrabymmetrisohen AtomB durch eine Heine Storung aufgespalten, 
so konnen die versohiedenen duroh die Auswahlregeln erlaubten Ubergange 
getrennt beobachtet werden. Unsere Beziehungen gestatten dann auch, 
die relativen Intensitaten der einzelnen UbeTgange zu bereohnen. Ebenso 
lassen sioh aus den relativen Riohtungen der gewonnenen Dipolmomente 
Schliisse auf die Polarisationsverhaltnisse der ausgesandten Strablnng 
ziehen, 

Wird hingegen die Kugelsymmetrie dee Atoms duroh einen auBeren 
Eingriff erheblioh gestort, so versagen (24), (25) und (26) und es konnen 
auch verbotene Ubergange mit merklicher Intensitat auftreten, 

Charakteristisch fiir die quantentheoretisohe Zuordnung eines Dipol- 
momentes zu einem angeregten System ist insbesondere der Fall, in dem 
das betrachtete System nioht durch einen einzelnen Zustand, sondem 
durch ein Wellenpaket 

j, f 

V = S c *c h * «* 

* 

beachrieben wird. Es konnen dann alle diejenigen Ubergange auftreten, 
fiir welehe der EncLeustand E t der Bedingung 

(27) E t < E t 

geniigt, und die zugehorigen Dipolmomente, die in (21) einzuftihren sind, 
lauten c t .3, t . In (21) tritt dann an Stelle von | (3, fc [ a 

KM*..!*- 

Die Wahrseheinlichkoit fiir die Emission eines Liohtquants wird somit der 
Anregungswalirstiheinlichkeit |c A | 2 des in Frage kommenden Anfangs- 
zustaiiilcfl proportional, liangt hingegen von der Besotzungswahrscheinlich- 
keit des Endzustandes, |r,| a nioht ab. 

6, Beispiel: Dispersionstlieorie. Als Anwcndungsbeispiel fiir die in 
diesem Paragraplien gowonnenen Method on wollon wir die Storung unter- 
suchen, welehe ein atonmres SyHtem durch cine von auBen cinfallondo Lioht- 
wello erfiihrt. Wir beschriinken uns dabei auf den Fall, daB die Wellenlange 
der oinfallenden Rtrahlung groli gegon die Abmessungen unsercs Systems 
soi. Tm Bereicho unsores Systems kann dann die raumliche Variation 
der Foldstiirken der Welle vernachlassigt werden, so daB sioh die Welle 
duroh cine riiumlioh konstante, mit der Zeit periodisoh vcranderliohe 
eloktriHohe Feldstarko 

<£ m --=F.co*27zvt =r + 
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Stoning durch Liohtwile 
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rt>prasi*ntiercn lafit 1 }. Die in der Schrodingergleichimg <mi*surHluvu<l(* 
Storungsencrgie lautet dann 

X .F»> = e.x.^.F.(e t!,i,t + c~ sal,t ), 

wohei F als eine sehr kleine GroJle angesehen wcrdon soil. 

Lnser Problem hat nun die Gestalt 


(a8) = J.e.a: -F 

und wir fragen, in welcher Weise die Losung des ungeatortou Problems 

durch die Lichtwelle modifiziert wird. Machen wir wiodorum don Anwate 


Vt — V^ + $ * 

so ergibt sich bis auf Gb'eder hoherer Ordnung in F 


±7zim 

h 


- Lp. |+ /?<-*■»)„« 


und weiter, wenn wir noch 
a 


setzen, 


vi 1 ' 


— « A • v+ + e h * . v _ 


(29) 


,„» C efci<!h "^“ (») ««•<> state dtum cmc Ix„un B , 

ztz rtz 
ir - — 

^ B> -^ 4 ) ==±Av, 

anzeseheu werdenf **” magnetiSOjlen ® BWrt * rit# darf als vemachlierngbar kloin 
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ist also die einfallende Strahlung in Resonanz mit einer Eigensohwingung 
unseres Systems, so besitzt (29) keine Losung 1 ) und unser nahernngsweiser 
Ansatz versagt. 

Lassen wir den ResonanzfaU auBer Betraoht, so wird, wenn wir 
wie in 2 « + und u_ nach den Eigenfunktionen des nngestorten Pro blems 
ontwiokeln, analog zu (10) a ) 


v + = 


v_ = 


und damit weiter 


^ X ki ( 0 ) 

2 ‘ x +hv U * ’ 

1 e S! —_?** _ 4 ,c« 

2 ' ‘ 


(80) 


*r^ o) « 

— a n 


y> t = e 


^ + _ 

2 * E?' - + hv 






+ e 


2*1, (l0 . .. •, 

(/■:, — a i) i 1 


F-e-J?, - x *± _«i°> 

kET-tff'-hv * ' 

Mit Hilfe dor Losungen (80) bilden wir nun gemaB der Yorschrift ( 20 ) 
die zugchorigcn Dipolmomento. Fur i = l erhalten wir zunacbst 


(31) 


di, = e.jJjif>*xy),dxdydz 

= a x -A-F e® 1 . 

■ “ H " t \E? ) -E ( ? ) +hv + 

= fl. Z.H- 2 . F . c* 2 ( ^' 0) - _ -^* n)) - 1 


X kt x tk 

&?-Ef-hv 


COS 2 71 vt 


z-j /in /m cos 2nvt. 

k (E™ -£f k y-(hv)* 

Dor erato Summand stellt das pemiancntc Dipolmoment des ungestorten 
Systems dar und gibt zu kciner Ausstrahlung AnlaB, der zweite Summand 
repraaentiert das durch die Liohtwe.lle induziertc Dipolmoment und gibt 
pro Zeitcinheit zu einer StreuHtrahlung von unverandcrtcr Frequenz 

, 32 v d -B = „. 64 n* vV (if-M° } ) | |* f 

dt S V k (E[ 0) - Ff?)* - (h v)*l 

AnlaB. (32) stollt die sogennnnte koburcnto Streustrahlung dar. 


x ) Solango ndmlioh die rochto Heito von (29) niclii auf der zugehorigen Eigen- 
funkiion u* n) orthogonal Btoht, solango also (law Matrixelement xik nioht ver- 
schwindot. 

a ) Daboi Roll auch hior wiodor darauf verziohtot werdon, den auf den konti- 
nuiorliohcn Toil doe EnorgioRpoktrums bozuglichon Toil der Entwioklung explizit 
anzugebcn. 
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(33) 


la ahnlicher Wcise haben wir nun noch. den Fall i ^ l zu. bchandeln: 
in — e-J+ f,xyT)dxdydz 
; 2.e.|sr >l |.co8(2jivi,t + const) + F.e *. 

+ i ! I - ( 231 + r > M conat - 1 


* Ur - -|- h V 


4 - F.e ». 


Mfi—tfP + krl 

x ii ®tl 


rus?°- jb? 1 —a* 


+;| r- 12 “ ( ‘“ “ ,)1+C0Mti ' 

Der erste Summand von (33) entspricht der spontanen Ausatrahlung des 
ungestorten Systems, dazu treten noch Tenne, welche der inkoliiirenton 
Streustrahlung zuzuschreiben sind. GemaB dor Vorschrift (27) treten 
aber solohe t^bergange wirklich auf, welche der Bedingung 

v tt = t- • (iT — ■Bj n) ) > 0, bzw. v lt + v > 0 und v lt — v > 0 
A 

geniigen. Die pro Zeitemheit auagesandte Streustrahlung der Froquenz 
vn + v wird dann dutch 

i£_l 32rt 4 (vj < + v) 4 e* 

(34) it- r p — T.s — 

die der Frequenz v u — v dutch 

dE_ 1 M 32**(v l ,-v)V 

“ * * a n 


l _ ®s L fc * 1 

i W’ -JBP'+ hv E?>-E't"-hv J 


(35) 


dt 2 


3.c 3 


XxkZkl 


Xik X k7 


Kg. 108 
—E,*hv - 


_ . . _.l 

?U 0 ) -4 0, -Av 


Ef-E^hv 


\hv 


\hv 


J&k- 




r-4* 




- 




Streufrequenzen 
im Falle E t < E { 


6 Cl 
Streufrequenzen 
itn Falle E t > 25, 


bestimmt. In Fig. 108 a, b sind die mbgliehen Frequenzen der zur Emission 
gelangenden Streustrahlung sowohl flit den Fall jE^ 0) > J 5 j u) als ouch fiir 
den Fall jE j 0) <E[ a) angedeutet. (82) und (34) sind als die Kramers* 
Heisenbergschen Dispersionsformeln bekannt. 
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§ 2. Das Mohrkorporproblem 


1 . Die SchrUdlngergleichung. In den biBherigen Betraohtungen hatten 
wiT uns auf die Belmndlung der Bewegung cincs cinzolnen Tcilchens be- 
schrankt. Die Verallgcmeinerung auf den Fall mehrcrcr Teilchen g elin gt 
am einfacliHten, wenn wir von der in XXV, §2, 4, Ql. (11) gewonnenen 
Interpretation der Selirodingcrgleichung ausgohen. Dor klassische Energie- 
ausdruck fiir ein au» mehreren Teilchen bestchcndes konaorvatives System 
lautet 

( 1 ) 2 Ar-Pi+ Viz.,!,,*,), 

r & r '*H 

wobei die Summe iibor alle Teilchen zu erstrccken ist und pi = 

+ Vl v + Vl a geaetzt ist. 

Zur Schrodingcrgleichung dee korrespondicronden quantenmeohani- 
Bchcn SyHtcmH gelangen wir nun wieder, indcm wir 0) vermoge 

__k _ d_ 

2 jtidx* . 

als Operator auffosHcn, der auf cine Funktion u wirkt, 


(2) H .u = E.u. 

Explizit goBchrieben, lautet (2) 

(3) ^-L-A 9 u j. ^-{E- y(*K,y. )Z ,)}« = 0, 

wobei unter 

A _ d l_ . 92 . 9% 

H dx&'dyl ' dz} 

verstanden ist. 

(3) laBt Rich nun offenbar dirckt fiir den zeitabhangigen Fall verall- 
gemeincrn. 


w 


2 Jii d y) ^ 1 A 4 tt® Tr 

h at - Tim,*-''- »■ ■ V "f' 


worin nun V auch noch oxplissit von dor Zoit abhangen kann. 

(3) und (4) Hind Differentialgleichungcn in eincm mehrdimenaionalen 
Raum, und zwar betriigt die Anzahl der DimenHioncn im Fallc von n Teilchen 
3 . n. y) i«t die WahrHehoinlichkeitHfunktion in dicflem Raum und 

(5) yj. y)* . rfx, . dy l .dz Y ... dx H . dy n . dz n 

gibt die WahrHcheinlichkeit dafiir an, daB sich jedcs der n Teilchen inner- 
halb eincR bcHtimmtcn VoIumenelementH befindet. Wie in XXIV, § 1, 
zeigt man, daB daB Integral liber (5) von der Zcit niclit abhangt und daB 

M Irob-P rank, DHTorentlalglntrliungan. JI Q7 
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sich aus (4) ein Erhaltungssatz fiir die Wahrsdieinliehkoit mi mehrdimen- 
sionalen Raum hcrlcitcn Uillt. 

(3) stellt oin Eigemvcrtproblem ira mohrdiraonsioimlon llaurn dar, 
auf welches sioli die allgemcincn Mcthodcn von XXV und § 1 wofort 
ubertragon lasscn. Ferner lasHtni sich die allgcmrincn KigeiiHchnften von 
(3) mit Hilfc dor DarstcIlungRthooric untcrsuchcn, deren Metliodcn 
jedoch im llahmcn dieses Artikels nicht bohandolt wmlcn konnen und 
bezuglieh derer wir liicr auf die Literatur vorweisen 1 ). Im folgeiultm 
miiflsen wir uns damit begnugen, kurz auf oinige der wichtigHtcn Fragon 
einzugehon. 


2. Beispiel: Mitbewegung des Kerns. Vm die Anw eiulung der Hchro- 
dingergleichung (3) durcli ein einfaches Beispiel zu illustrieren, betraohten 
wir die Bewegung zweier sich nach dera Coulombschcn Kraftgcsetz an- 
ziohender Teilchen von der Masse m bzw. M und der Jjadung | e. 
(3) lautet dann 


wobei 


1 . , 1 A , 47c* e 2 \ 

'll = V(«, - 'll’ + (», - 9 ,)' + (*. - *,) ! 


den relativenAbstand der beiden Teilohen bezeichnet. Wir fiihren nun durcli 

I 

v = Vi -y*> f 

Y = m Vi + M y t z = mz, + Mz t 
m + M m + M 

Relativ- und Schwerpunktskoordinaten ein. Durch diene Transformation 
geht die Schrodingergleichung liber in 


f — ®ji 

_ _ mx y Mx % 
* “ ” m+M 


(6) 2 ,»Vjo A - u +r (i + ») + 4 i>‘ ( B +0 “ - 0 

a _ d * , , & a - d * d> d * 

• ~ dJP + dP + dr-' Ar - dp + drf f 9C 5 ’ 


mit 


Zerlegen wir noeh E in zwei Teile, die der Schwerpunktsbewegmig dew 
ganzen Systems bzw. der Relativbewegung der beiden Teilclum ent- 
sprechen, 

E = E b + E r , 


*) H. Weyl, Gruppentheoric und Quantenmechanik, 2. Aufl., Lcijwig 1930; 
E. Wigner, Gruppentheorie und ihre Anwendung auf die Atomspektren, Braun¬ 
schweig 1931. 
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bo hifit sich, da r 3 a nur von den llelativkoordinaten abhangt, (6) scparicren, 
m -- w 4 ( X, Y, Z). u T (£, //, f), 


(7) 


8 n* (m + M) _ 

i^g T ' y^a "g ^8 — 0, 


(«) 


dr u r H- J 


8 7t?/I 


h 2 



= 0. 


In ( 8 ) iat daboi noch duxch — = —|- -= 7 , d. h. u = v~t- m, dio redu- 

ft m M f 1-+ m\M 

zierte Masse der Relativbewegung eingefulirt worden. 

(7) beschreibt nun ersichtlicherweise die kraftefreie Translations- 

bewegung des Schworpunkts unseres Gesamtsystems von der Masse (m+ M) y 

( 8 ) wird mit dom in XXVI, § 4 behandolten Problem der Bewegung 

eines Teilohens in einem Coulombfeld identisch, sofeme man dort die 

Masse m durch die reduzierte Masse ersetzt. 


* 3. StoBprozesse, Bornsche Naherung. Wir gohen wioderum von der 
Betrachtung eines Zweikorperproblems aus, bosohxanken uns dabei aber 
auf den Fall, dafi dio Wechselwirkungsenergie X.U(z 1 — x 2i y x — y 2 , 
z i ~ z a) e i ne kleine GroBe sei, derart, daB ttir sie mit Hilfe der Sto- 
rungsreohnung beriicksiohtigen konnen. Die Sohrodingergleichung lautet 
dann 

< 9 ) 2 nT l /llU + 2 + h* ( E ~ V '(**&*») -l-V)u = 0 . 

Das imgestdrte Problem, zu welchcm wir im Grenzfall X -» 0 gelangon, 
erweist sich dann als separierbar, u = v (x tl t/ 3 , z x ). w (x 2 , y 2 , z 2 ), und 
liiBt aich durch die beiden Glciohungen 

+ -F a )t> = 0, 

(10) xJm 

A i v, + -~^(B"~V i )w = 0 
charakterisieren, ^obei 

W + E" =■ E (0) 

die Energie des ungestorten Problems (9) darstellt. 

Die Losungen von ( 10 ) seien bekannt und mogen durch die beiden 
vollstandigen und normierten Orthogonalsysteme nebst den zugehorigen 
Energieeigenwerten 


v i9 E’i und u>i , E[ f 
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dargestellt werden. Die ungestorten Losungen von (9) und die zugohorigen 
Eigenwerte sind dann 


(ii) 


I «4k = V,w k , 

' Eit — St + Ek- 


Mit HiJfe von (11) konnen nun die in § 1 dieses Kapitcls bosproehenon 
Methoden der Storungsrechnung ohne weiteres auf den hier botrachtoton 
Fall sinngemafi angewendet werden. 


Unter die hier betraohtete Klasse von Problemen fallen insbesondoro 
die Stofiprozesse, bei welehen ein von aufien einfallendes Teilohcn mit cincm 
zweiten im Atom gebundenen in Wechselwirkung tritt. Die das einfallendo 
Teilohen reprasentierende ungestorte Losung von (10) gehort in diosom 
Falle dem kontinuierlicben Teil des Energiespektru ms an und ist •dcrart 
zu wahlen, dafi sie den vorgegebenen Randbedingungen geniigt. Gowblin- 
lich ist das einfallende Teilohen in grofier Entfemung vom gostoBenon 
Atom durch eine ebene Welle gegeben. Die Losung, welche dicser Rand- 
bedingung im Falle eines Coulombfeldes gentigt, haben wir in XXVI, 
§6, 4, (17) kennengelemt. 


Die Behandlung unseres Problems veremfaoht sioh nun wemtlich 
in dem Falle, in welohem sioh das'einfallende Teilchen auch im Heroichc 
des gestofienen Atoms noch mit geniigender Genauigkeit durch cine ebene 
Welle darstellen lafit, wenn wir also die in Frage kommonden Eigcn- 
hmktionen des kontinuierliohen Spektrums im ungestorten Problem mit 
den Eigenfunktionen des kraftefreien Falles identifizieren diirfen. Dios 
jst in der Regel dann der Fall, wenn die Energie E' des einfallondon 
. C T ® ns ™ Vergleioli zu den Energiestufen des gestoBcnon Atoms 
ist. Den Eumufi des dabei vernachlaasigten aufieren Feldes V,, wolohos 
auf unser Tedchen wirkt, konnen wir dann in der Weise berttoksiclitiRen, 
dalJ wir V 1 zur Storungsenergie hinzureohnen. Dies mag in dor Weiso 

JEStf Werd ? n ’ Sr" 1 . (9) < 10 > duroh * • -setzen, 

so dafi (9) nun die Gestalt annimmt 


(12) + 2^ A * u +-£( E -Vi-* Vi-X.U)u = 0 . 

bdw WdlZ C o™T ^ eUe . d f ’ Welche wenn den Einheitsvcktor 

m der Wellennormalen bezeichnet, sohreiben konnen: 


Die ungestorte Losung (11), von weloher wir auszugehen habeni ist 

M (0) = Wt 
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and wir konnen nun (12) durch den Ansatz geniigen 

u = + A. w 

i 

worin die Entwioklungskoeffizienten s l jetzt selber nook Funktdonen der 
Koordinaten os ls y u z 1 des einfallenden Teilchens Bind. Duroh Einsetzen 
in (12) ergibt sich nun bifl auf Glieder von hoherer Ordnung in X 

(13) 2 *i (a~ A t 8i + Tp[B- E'{) «,) = (F, + U)v k . . 

Beachten wir nooh, daB in (13) auBer den w x nur nooh die Wechselwirkungs- 
energie U von x 2 , y a , z 2 abhangt, so ergibt sioh duroh Multiplikation 
mit to* und Integration iiber die Koordinaten des zweiten Teilchens mit 
Hilfe der Orthogonalitatsrelationen XXV, §1, 3, (1) und (2) fiir die tu t 
als Bestimmungsgleiohung der 8 { 

(14) A, *, + (*-*?>•. = f t^(V 1 .d tk +U tk )*"«*'i\ 

wobei das Matrixelement 

u tk = j|J wf. U .w k .dx a dy t dz a 

nun noch einc Funktion dcr x x , y lt z x ist. 

Die Gl. (14) besitzt nun offenbar nur damn sinnvolle Losungen, so- 
lange E - E” 0 ist, und der Term X . 8 t . w { ist dcrart zu interpretieren, 

daB sich das urspriinglich im Zustand E k bcfindliohe Atom naoh dem StoB 
im Zustande E” bofindet (StoBanregung). Die Funktionen s t besohreiben 
dann die im allgemcinen unelastische Streuung, welche das stoBende 
Teilchen crfahrt. Dio elastisehen Streuprozessc sind speziell duroh i = k 
bestimmt und setzen sich nach (14) aus der Streuung durcli das auBere 
Feld V x und aus der Streuung durch die Wechsclwirkung U kk zu- 
sammen. 

Handelt es sich speziell um cine Coulombscho Wcohselwirkung der 
bctrachtcten Teilchen, U — (?jr X2 , so wird 

u kl = dx a dy a dz a . 

Diescr Ausdruek stellt das clektrostatische Potential einer mit der Dichte 
e . tej . w k verteilten elektrischon Lodung dar und wir konnen in der hier 
bctrachtcten Naherung den KinfluB des im Atom gebundenen Teilchens 
auf die elastischc Streuung in der Weiae charakterisieren, daB wir die 
Iiadung dieses Teilchens als statisch gcmaB der Wahrsohcinlichkeitsdichte 
iiber das Atom „verHclimiert ct ansehen. 
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Die Losung Ton (14) Vann naoh bekannten Satzen der Potential- 
theorie explizat angegeben warden, 

= [ fgjjZllMX)± >\g x ‘ dy\ dz[, 

A JJJ l r i — r il 

worin noch die Wellenzahl der gestreuten Teilchen 




eingeffihrfc ist. Ersichtlioherweise stimxnt naoh (11) die Wellenzahl k', im 
Falle elastisoher Streuung, t = k, mit der der einfallenden Welle iibcrein, 

k‘ k = y. 

Fragen wir naoh dem Verhalten der Streuwellen s, fiir groBe Werte 
von also in groBer Entfemung vom gestoBenen Atom, so haben wir 

|ti - til = - (nti) H- 

zu entwickeln, wobei it den Einheitsvektor in Riohtung ri bozeiohnet. 
Damit wird 


(15)*,= 




+ U ik ). 


\)) dx\dy\dz[. 


Die 8 X stellen somit tats&ohlich vom gestoflenen Atom ausgehende Streu¬ 
wellen dar. 

Das hier geschilderte Verfahren, welches in der Literatur als Bornsche 
Naherung bekannt ist, eignet sioh ersichtlicherweise auch zur naherungs- 
weisen Bereohnung der Streuung eines Teilchens in einem statischen Feld. 
In diesem Falle tritt nur eine elastische Streuwelle auf. 


4. Entartung bei glelchen Teilchen. Eine prinzipielle Erganzung zur 
Sohrodingergleiohung (3) desMehrkorperproblems erweist sioh alsnotwendig, 
wenn die betrachteten Teilchen gleich sind. Wir besohranken uns zuniichst 
wiederum wie in (9) auf zwei Teilchen, deren Wechselwirkung als kleine 
Stoning angesehen werden kann. Sind die beiden Teilchen gloich, so wcrdmi 
die beiden Gl. (10), welche das ungestorte Problem bestimmen, aquivalont 
und wir konnen die ungestorte Eigenfunktion, welche besagt, dnB sicli das 
erste Teilohen im Zustand E t9 das zweite im Zustand E k befindet, in der 
Form 

(16) «$- v,(l).v k (2) 

schreiben, wenn wir zur Abkurzung setzen 

v > (* 1 . th< z i) = t'l (1). (*». y» * 2 ) — V* (2). 
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Der (lurch. (16) beuohriebene Zuatand des ungeatorten Problems ist nun 
aber offenbar entartet, vreil auoh der von (16) linear unabhangigen Eigen- 
funktion 


«2? = t>,<2).«»(]) 


naoh (11) derselbe Energieeigenwert zugeordnet ist. 

Burch die Wechselwirkungsenergie A . U wird diese Entartung auf- 
gehoben und wir konnen zux Durchfiihruiig der Storungsrechnung das in 
XXVII, §1, 8, entwiokelte Verfahren verwenden. 

Bezeichnen wir die Matrixelemente der Storungsenergie V mit 

A = JJJJJJ«?(l)«*(2).I7.v,(l)w*(2).<ia! 1 dy l d« 1 d® ll dy il d« i 

B ~ iniJl ^■ v i(^) v b{^)-dx l dy x dz 1 dx i dy 9 dz i 

**= MJJ w?(1) vt (2). U. «,(2) v k (1) .dx 1 dy { dz l dx % dy i dz t 

* - Mf vf (2) vt (l).V. v t (2) v k (1) .dx 1 dy l dz 1 dx t dy % dz i 

und nennen wir die Energieatorung crater Ordnung A . e, ho lautet die 
S&kulardeterminante XXVII, § 1, 3, (15) 

e ~ A > -B 
— B*, a - A 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung sind 

fii = A + [B|, e t = A - |B|. 

Setzon wir diene Worte in XXVII, § 1, 3, (14) ein, woboi wir dor Einfaoh- 
he.it halber die Normierung dor v, ho getroffen denkon, da(i diowo. Funktionon 
alio reoll Hind und damit B -- B* - |fl|, ho ergibt susli im oraton Fallo, 
daB die beiden Kooffizionton a nv oinandor gloioh, im zweiton Fallo., daQ 
nio einandor entgegcngoKetzt. gloich onion. Dio riohtigon Linoarkombi- 
nationen nulltor Ordnung XXVI1, § 1, 3, (11) lauton (labor 

(17) h ( t,,(1K(3) ' l " v ' (2) ''’* (l) )’ 


l)or Faktor l/V‘2 i«t daboi ho gowahlt, dali die beiden in (17) angogebenen 
Eigenfunktionen wiederum auf Eins normiert Hind. Dio erato der beiden 
Punktionen (17) bloibt bei Vertauschung der beiden Teilohen 1 und 2 
ungeandort und heiBt die HymmetriBchc Eigenfunktion. Dio zweite 
Funktion iindort bei Vertausohung der Tciiclion lodiglich ihr Vorzoiohen. 
Hio wird ala antiflymmctriHchcEigcnfunktionbezeiohnct. Man iiborzeugt 
aich lcicht, duB dieaer Mymmetriccliarakter dor Eigenfunktionen nioht auf 
das ungefltbrte Problem beschrankt ist, sondern bei beliebiger Woohsel- 
wirkung der bctrachtotcn Teilchcn crhalton bloibt. 
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Sind allgemein n gleiche Teilohen vorhanden, so ist das ungostOrte 
Problem n !-faoh entartet. Die Beriioksiohtigung der Weobselwirkung hebt 
die Entartung wiederum auf und es ergibt sich, daQ unter den n! Eigen- 
funktdonen stets eine symmetrisobe, u„ und eine antisymmetrisehe, u a , 
vorkommt. Im ungestorten Pall gilt 

(18) U * 0) = ^*2 OK (2) • • • (n), 

worin die Summation iiber samtliche Permutationen der n Teilchen iibcr die 
w tier ala versohieden vorausgesetzten Zustande v tjt zu erstreoken ist. Die un- 
gestorte antiaymmetriaohe Eig cnfunkt ion laBt sich als Determinante schreiben 




«.i (!),«., (1). • 

MU 

(19) 

«. = 

(2), »>«, (2), . 

v i H (2) 



«.»> (”)» • 

*..(**)! 


5. Bose- und Fennistatlstik. Die groBe Bedeutung dor Unterscheidling 
von symmetrischen und antisymmetrischen Zustanrien cinefl System/* 
gleicher Teilchen beruht darauf, daB Ubergange zwischen Terrain ungleiolicn 
Symmetriecharakters nicht auftreten konnen. Eine auf ein hoIoIich System 
angreifende Storungafunktion muB n&mlich, wegen der tilciclihoit der 
Teilohen, stets eine gegen Vertausohungen der einzclnen Teilchen nym~ 
metriflohe Funktion sein und durch Einfuhrung einer derartigen Funktion 
in die Schrodingerglcichung kann der Symmetriecharaktor der Eigon- 
fnnktionen nicht verandert werden 1 ). Wenn also ursprlinglioh fur eine 
bestimmte Teilchensorte nur Zustande eines Symmctriecharuktors vor¬ 
handen waren, so konnen niemals Zustande anderer Symmetric 1 ontHtehen. 
Ein System von gleiohen Teilchen ist daher nacli der Quantenthoorie erst 
dann cindeutig bestimmt, wenn wir auBer dem Hamiltonsclic.n Operator 
auch noch den Symmetriecharaktor der Eigenfunktionen kennen. 

Das eben besprochene Verhalten ist fur die Statistik von Bedeutung. 
Wahrend namlich nacli der klassischen, Boltzmannschen Statistik 
n gleiche Teilchen auf n! verschiedene WeiBen iibcr n Zustande verteilt 
werden konnen, ist dies nach 4 nur auf eine einzige Weiso mdglicli, die 
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch scin kann. 1m anti- 

*) Man iiberaeugt rich leicht, daB die Matrixelemcnte J m* . / . H „ . r/r einer 
syminetrischon Funktion /, welohe die Ubergangawahrscheinhchkeit zwischen cion 
betrachteten Zust&nden bestimmen, sctmtlich verschwinden. Kinor VerLauschung 
zweier Teilchen entspricht nkmlieh in dem betrachteten Integral lediglich eine 
Vertausohung der Integrations variablen, die fur den Wert des Integrals bclangloH 
ist. Andererseits fcndert aber der Integrand bei der Vcrtauschung gleiehzeitig 
mit Ut sein Vorzeichcn. Dies ist nur mdglieh, wenn das Integral versehwinclot. 
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symmetrisohen Fall sind iiberdies nooh, wie man leioht einsieht, alle die- 
jenigen Zustande ausgeschlossen, bei welohen zwei Teilchen in demselben 
Zustand angetroffon werden. Wird namlich etwa v { = v {i , so onthalt 
die Determinante (19) zwei gleiohe Spalten und versohwindet domzufolge 
identisch. 

Dio statistische Abzahlung dcr moglichon Konfigurationen, zu dor 
man bei Beschr&nkung auf die symmotrischen Zustande gelangt, ist ala 
Bose-Einsteinsche Statistik bekannt. Bei Bcschrankung auf die anti- 
symmotrischen Zustiindc gelangt man zur Fermi statistik. 

FUr Elektronen gilt die Fermistatistik. Der Satz insbcsondere, daB 
zwei Elektronen nie gleiohzeit-ig in dcmsclben Zustand angetroffen werden 
kdnnen, don wir oben als Folge der Fermistatistik kennengclemt haben, 
wird in dor Literatur als Pauliprinzip bezeiohnot. Um allcrdings mit der 
Erfahrung in Ubereinstinunung zu kommcn, miissen wir dabei fiir oin 
Elektron doppelt so viclo Quantenzust&nde annohmcn, als (lie Schrodinger- 
glcichung angibt, wie wir im nachsten Kapitcl bei der Bchandlung des 
Elektroncnspins selion werden. Wir konncn darum das Pauliprinzip hior 
so anwendcn, daB wir jedcn (lurch die Schrodingergleichung gegobenen 
Zustand mit hochstens zwei Elektronen besetzen. Wir gelangcn so zu den 
jeweils stabilsten Zustandcn der Atome des periodisohen Systems der 
Elemente, wenn wir mit fortHchrcitonder Ordnungszalil im Tormschema 
XXYI, §4, 3, (12) HukzcHsive die oinzclnen Terme in der angegebenen 
Weise besetzen. Bei schwereren Atomen hat allcrdings die Wechselwirkung 
der Elektronen untoreinander zuweilen zur Folge, daB die „normalo“ 
Reihenfolge dcr Terme etwas abgeandert wird. 


6* Die Hartreesche Methode. Bei dor Bchandlung spczieller Mohr- 
korperprobleme ist es nicht mdglicli, wie in XXVI fur das Ein- 
korperproblcm, strengc Losungen in gcHchlosHcnor Gestalt anzugobon und 
wir sind darum auf approximative Methodon angewiesen. Wir betrachten 
hicr speziell cin System von n gleichen Teilchen, wclche Coulombsche 
Kriifte aufeinander ausuben und sieh im iiuBeren Foldc cines Atomkemes 
bewegen. Die in (3) cinzufiihrcnde potentielle Energic hat dann die Gestalt 


( 20 ) 


v ~ -(- JL 2 —. 

r ^ ydz X ?rX 


Die Nehrbdingergleiohung (3) liiBt sioh analog zu XXV, §1, 5, (9) 
aus dem Variationsprinzip 


(21) 




4 n 


(E- K)m 8 j rf®, ■dy l •... -dz n = 0 
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durch, am Rande versoliwiiidende, Variation von u herleiten. Wir' gehen 
nun in (21) mit dem Ansatz 

(22) u = «, 1 (1)«,(2) ...«< n (ft) 

ein. Duroh diesen Ansatz konnen wir zwar nicht erreiohen, daB J in (21) 
den gewtinschten Extremwert annimmt, wir gelangen aber zu einer 
approximativen Losung der SohrSdingergleiohung, wenn wir durch 
Variation der erreiohen, daB J unter der Voraussetzung (22) zu einem 
Extremum wird. 

Beaohten wir nooh, daB wir in unserem Falle in (21) m statt 
sohreiben dtirfen, so ergibt sioh durch Variation von v t t 

||• ■■ f{[-- 2 *>•*,](£) + [(^)* 

+ ("fe) + *•-( 1 - • - • •- 0 

und daraus weiter naoh partieUer Integration, Weglassung der gleichzeitig 
mit den v %a versohwindenden Randglieder und Beachtung von (20) 

Wir denken uns nun die einzebien v t * — welche hier im allgomoinen keino 
orthogonalen Funktdonen sein werden — derart normiert, daB 

(23) \\[vi n dx M dy x dz x = l. 

Fiihxen wir nun unter Beaohtung von (23) die Integrationen mit Ausnahme 
derjenigen iiber die Koordinaten des variierten Teilohens aus, so gewinnon 
wir 

jff ~^ ix * dy * dz ^)%\ d \ dx n d yn dz u = 0 

mit der Abkiirzung 

S J[f(^ 

(gg) J * 

, + t(? ~Sf JJJ v tH dx,dy K dz< + U, 
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worm nooh U ftir 
(26) U =■■ 

% 

gesetzt ist. U stellt offenbar die statisohe Weohselwirkungsenergie der 
jeweilfl mit der Wabrsobeinliohkeitsdiohte „versohmiert“ gedaohten 
Ladungen unserer Teilohen dar. Nennen wir nun nooh 

jB + = Ep, 

so ergibt sioh aus (24), da wegen der frei£n W&hlbarkeit der <3 der Inte¬ 
grand verschwinden muB, 

m f - - o. 

Duroh Yergleich von (25), (26) und (27) finden wir 

= -S*« + U 

und darauH 

(28) E^'EE^-U. 

(27) hat die Gestalt der Sohrodingergleichung ftir das Einkorper- 
problem. Das auf das betrachtote Teilchen wirkende Feld setzt sich aus 
dem auHeron Feldc des Atomkerns und aus der Absohirmung der librigen 
Teilchen zusammen. In der gewahlten Naherung wirkt dabei jedes Teilohen 
auf die iibrigen so, als ob seine Ladung statisoh gemaB seiner Wahrsohein- 
lichkcitsvertcilung ,,verschmiort“ w&re. 1st cine den Gleiohungen (27) 
goniigende Vorteilung bokannt, hat also die Ladungsverteilung die Eigen- 
sohaft, dali jewoils jo n — 1 Teilchen gerade dasjenige statische Feld hervor- 
rufen, welches die Bewcgung des w-ten Teilchens bestimmt, so sprioht 
Hartree von eine.m ^selfoonsistent field". Ist wie im Falle der stabilen 
Atomzustande die Ladimgsvertoilung dorart, daB (27) wenigstens naherungs- 
weise als zentralsymmetrisch angesehen worden kann und in Polarkoordi- 
naten separierbar wird, so laBt sich das Gleichungssystera (27) bei vor- 
gegebenen BesetzungHzahlcn der oinzelnen Zustiindo mit Hilfe graphischer 
und numerischer Methoden loscn. 

Die Hartreesche Methode gestattet zwar dem Pauliprinzip in der 
Weise Reehnung zu tragen, daB cine zu bestimmten Quantenzahlen ge- 
horige Liisung von (27) hikshstens zweifach besetzt wird, sie orlaubt es 
aber nieht, die in 4 geforderten Symmetrieeigcnschaften der Eigenfunk- 
tionen riclitig wiederzugeben. Diescm Mangel konnen wir dadurch ab- 
helfon, daB wir an Stello von (22) oinen Ausdniok von den gewiinschten 
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Symmetrieeigensohaften verwenden (Slater-Fooksche Methode). Im 
Falle zweier Teilohen haben wir z. B. an Stelle von (22) zu setzen 

« = v h (1) v i% (2) ± v tl (2) v it (1). 

Die Durohfiihrung der Variation in (21) ftihrt aber in den meisten Fallen, 
bereits zu so komplizierten Ausdrtioken, daB sie sioh zu praktisohen 
Beobnungen niobt mehr eignen. Allgemein ergibt sioh dabei, daB die fUr (27) 
oharakteristisohe Bertioksiohtigung der Weohselwirkung mehxerer Teilohen 
als statische Weohselwirkung der statistischen Ladungsverteilungen nur 
n&herungsweise bereohtigt ist 1 ). 


Achtundzwanzigstes Kapitel 

Die relativistlsche Wellengleichung 

$ 1. Die Diraesehen Gleichungen 

Die bisherigen Entwioklungen stehen in Korrespondenz zur nioht- 
relativistischen, klassisohen Mechanik und konnen darum nur so lango 
Giiltigkeit beanspruchen, als die Gesohwindigkeit der betraohteten Teilohen 
klein im Vergleioh zur Liohtgeschwindigkeit c ist. Die konsequente, 
relativistisohe Verallgemeinerung ist einstweilen nur filr don Fall des Bin- 
elektronenproblems bekannt. 

1. Der llneare, relatlvistische Energieoperator. An Stelle des klassisohen 
Energieausdruoks ftir den kraftefreien Fall 

E ~ ^•W + P5 + rf)“° 

tritt in der Relativit&tstheorie die gegen Lorentztransf ormationen invariante, 
quadratisohe Form 

(1) p! — 2 P? — wi ! c* = 0. 

< = 1 


*) Em Beiapiel fUr die WeohselwirkimgBterme haben wir bei der Aufldsung 
dor Shkukrdeterminante in 4 kennengelernt. Setzen wir dort U = e t /r^ B , bo stcllt 
A die 8tatische Wechselwirkungsenergie (26) dar. Dazu tritt im Falle gleicher Toil- 
olien nooh der Term B t welcher ale Auntausohenergie bezeiohnet wird. Dem 
Auftreten dee Terms B konnen wir die ansohauliohe Vorstellung zugrundo legen, 
daB die beiden ins Auge gefafifcen Teilohen, die in (17) gleichbereohtigt eingehon, 
w&hrend der Bewegung periodiaoh ihre Pl&tze vertauaohen. Solange eioh dio Eigen - 
funktionen v t und v t im Baume merklioh ilberdocken, ist B von derselben GrdBen- 
ordnung wie A. 
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'Pi bezeichnet darin die raumlichen Komponenten des Impulses, p 0 hangt 
mit der Energie durch 

y.-iir= , -(S + ».o 1 ) 

zusammon. Bewegt sioh unser Teilohen in einem durch das Yiererpotential 
ifp beschriebenen, elektromagnetischen Feld, so gilt statt (1) 

(2) (j>« — J - <Po) ~ S x (p. ~ 7* “ m>< * = °- 

Fassen wir (1) und (2) wie in XXV, §1,4, vermogc 

h 1 d _ _h _a_ 

Po “ 2 jri c dt 9 dz, 

als Operator auf, so entsteht eine relativistisch invariant*? Wellengleichung, 
welche in bezug auf die Differentiation naeh der Zeit im Gcgensatz zur 
Schrodingergleichung von zweiter Ordnung ist. Fur die physikalischo Inter¬ 
pretation ist es jedoch wunsehenawert, dall in der Differentialglcichung 
nur die crate zeitlichc Ableituug der Wahrsoheinlichkeitshmktion vor- 
kommt 1 ). 

Wie Dirac gezeigt hat, ist es abcr moglich, (1) als Produkt zweier 
linearcr Ausdriicke 

(•/>,— 2 <*»•?.-- P-mc).(p 0 + 2 tk-Vk +P-mc) — 0 

l— 1 k~i 

aufzufaflsen. ' Ftihrcn wir niimlich die Multiplikation unter Beaohtung der 
Reihcnfolgc dor Faktoren a, und /? »uh, ho ergibt sioh 

pi - 2 a '.pf-fP.m** 

l - 1 

3 

— 2 (a*a* 1“ «a <*,)•?. -Pa _ S (*.£+ P*i)j>t mc " °» 

i^k 

und wir erhalten Obereinstimmung mit (1), wonn die Bedingungen 

(S) a t a* f- a A .a t = 24,*, a t /? +/Ja, = 0, fP = 1 

erfullt Hind. Dieae Bedingungen lassen sich durch gcwohnliohe Zahlen 
nicht befriedigen, aie lasses aber eine Losung zu, wenn wir unter den a* 
mid fi Matrizen verstehen. Im Valle einor dr(*idimcnsionalen Bcwegung 

i) Der auh (2) reHultierende Aiwdrmk fur die WahrMeheiulichkeitsdichte ist 
nicht jxwitiv definiert. 
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miissen diese Matrizen mindestens vierreihig sein. Eine mogliche Losung 
von (3) lautet: 



0 0 0 1 


0 0 0 -* 

*1 = 

0 0 10 

0 10 0 

, a, = 

0 0 i 0 

0 - i 0 0 

*3 = 

10 0 0 

0 0 10 

0 0 0 -1 

10 0 0 

. fi = 

» 0 0 0 

-10 0 0 
0-10 0 

0 0 10 

, 

0-10 0 


0 0 0 1 


An Stelle des quadratischen Operators (1) k6nnen wii nun den linearen 
Ausdruok 

8 

(®) p 0 “I" 2 a < * Pi P * w* o — 0 

setzen. Multiplizieren wir (5) von links mit. ft und beachten wir, d afi naoh (3) 
= — a<|8, so erkennt man leioht, daB in 

8 

•?<) + »»■ 0 = o 

< — l 

die Klamm er eine gegen Lorentztransformationen in variant© Bilinearform 
darstellt, wenn wir fdrdem, daB sioh (/9, o^/?, a a 0, a 3 j8) = (y 0 > yi> y«> y») 
als Yierervektor transforiniert. Es l&fit siob auoh zeigen, daB die Bedin- 
gungen (3) bei einer soloben Transformation erlialten bleiben. Aus diesen 
Tranaformationseigenfleliaften ergibt sioh insbesondere, daB bei Trans - 
formationen der Raumkoordinaten allein ft eine Invariant© und a* einen 
dreidim en sionalen Vektor repr&sentiert. 

Im Falle der Anwesenheit eines &ufleren Feldes setzen wir an Stelle 
von (5) fthnlioh wie in (2) 

(0) (Po - • Vo) + 2 (j>i — ~ • <Pij + P • c = 0. 

2. Ubergang zur Well eagle! chung. Urn von den Operatoren (5) und (6) 
zur DiraoBohen Wellengleichnng des Elektrons zu gelangen, miissen 
wir noch eine Festsetzung dariiber treffen, wie die oben eingeftihrten 
Matrizen ott und fi auf die Wahrsoheinliohkeitsfunktion operieren. 1st 
a = IM| oine w-reihige Matrix, so wollen wir unter ay das duroh 

n 

ay = 


^ = 1, 2, ..n 
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gegebene System von GroBen verstehen. Die aus (6) rcsultierende Wellen- 
gleichung 

( 7 ) [(po - 7 ' Po) + 2 o-i (ft - + j8- wcj f = 0 

stellt daher ein System von Differentialgleichungen dar, welch e wir unter 
Beachtung von (4) und der Bedeutung der Operatoren p 0 und p x schreibcn 
kdnnen 


(8) 


(11 

2ni e 

\C dt 

~T 7' 


i( d 


\dy 


\dx 


./ d 2ni e \ . ( d 

V7 ’’■K+W 

/Id 2 ni e 2 ni \ „ , / d 

\7Tt~ h h mc V + W 

d 


ni e \ , 

f 7 Vl ) w 


.( d 2 ni e \ ( d 

l \dy~ h 


2 ni e 

h 

2 ni e 
h c 

2ni e \ „ 

2ni e \ , 

h 


= 0, 


\dz 

/Id 2ni e , 2ni \ ,/d 

\7m- * 7 ft+ h 

- , W'X7 ft J/ + U 

/Id 2ni e , 2nt \ . . /d 

\7m~ u 7 * + 4 

./d 2si e \ /d 2jr»e \ 


= 0, 


2 7t x e 

T 7 Vi 

2 ni e \ 

h -7*)* 

2 ni e \ 

4' 7 y, / v “ 

2 jri e 


= 0, 


0, 


wobei liicT statt x it x 2 > x 3 wiederum x , y, z geachrioben ist. 

Auf Grund von (8) kdnnen wir nun leiclit den Erhaltungssatz fttr die 
Wahracheinlichkoitsdichte gewinnen. Denken wir una namlioh unter (8) 
die vier dazu konjugiert komplexen Gleichungon gesohricben, multiplizieren 
wir dann die ochtDifferentialgleichungen aukzessive mit y>“*, ipl**, . . yj ,] 3 

und addioren wir die entatehenden Ausdriicke, so fallen alle diejenigen Terme 
weg, welehe die Potentiate ^ und die Masse m enthalten, und es bleibt 
eine Divergenzrelation iibrig, 

(9) 7d2 +diV<5== 0' 

mit der positiv definiten Wahrscheinliohkeitsdiohte 

(10) g = yf** yf 1 -f- ipP y)P -{- y> r ”b 
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und den Vektorkomponenten der Wahrscheirdichkeitsstromdichtc 
= y** y^ d y Y + y)* yi 1 -4- yP* y a > 

(11) j S v = — i (ip** ipP — ip$* ip? + yj)* %pP — ipp* y a ), 

s g — y®* y r ~~ yf** v** + y** y“ — y°* y?- 

Wie in XXIV, § l, 2, ergibt sioh daraus, daQ die Wahrsoheinliohkeit 
JJJ Qdxdydz zeitunabhangig ist und auf Eins normiert werden kann, 

(12) JJJ(y°* y“ + V 1 **yP + V 1 '* y r + y'* yP)dxdydz = 1. 

Ist das betrachtete Problem konservativ, d. h. hangen die Potentiale (p^ 
nicht explizit von der Zeit ab, so konnen wir in (8) wieder mit dem Ansatz 

(13) V’ = e h " v = a, ft, yd 

eingehen und erhalten fttr die u 1 ' das Gleiohungasystem 


'2nifW~e<p 0 \ _ , / d 2ni e ^ , 

Tv c — me r a+ \rx-~h-7^r 


(14)| 


.(d 2n% e \ . / d 2ni e \ „ _ 

~ \dy~ h ;v+k-TT = 0 - 

2ni(W— ecps \ „ , / 9 2 ni e \ 

nr\—r A - mc r+(di'---K 

+ *V8 ij—T7 _ \al JT 7 «V“' = «• 

2ni(W~e<p i \ ( d 2ni e \ . 

T\ ‘T~ + mc ) wr + (di~T~ 7^) u 

.( d 2ni e \ , , / d 2ni e \ n 

—W" r7»V“'+te- * 7*V“‘“ 0 ' 

2ni/W~e<p t \ . /d 2n» e \ 

+me r +(si - ~r 7 

i • / ^ \ / 9 2^t f e \ 

+‘(js - ~r 7 *)*-(«i - -r 7 *•)«' - °’ 


und (14) stellt das nun zu losende Eigenwertproblem mit dem Eigonwert- 
parameter W dar. Wir stellen hier kurz die wichtigsten flir ein derartiges 
Eigenwertproblem giiltigen Relationen zusammen, welche es gestattcn, 
die in XXV, § 1 und 2 gewonnenen Methoden direkt auf unseren Fall 
zu libertragen. 

Wir nehmen an, (14) werde durch das vollstiindige Orthogonalsystem 

I* I 1 j* 

..Wi, Ms, ..ti,, ... v = a, ft, y, d 
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fiir die Energieeigenwerte 

■ • ■» Wn W % t • • •» Wit , ., 

die teilweise natiirlioh auch einem kontinuierliohon Spoktrum angehoren 
konnen, gelost. Es gelten dann folgonde Orthogonalifcatsrelationen 
d 

(15) S JJJ dxdydz = d tla 

r ■« 

die, bis auf die vorzunehmende Summation iiber v, mit den in XXV, 
§ 1, 3, (1) und (2) angegebenen ubereinstimmen. Ferner lafit sioh jedes 
mit den Bandbodingungen vertragliohe System von vier Funktionen 
v = a, /},y, d, naoh dem SyBtem von Eigenfunktionen ontwiekeln 

(16) 

k 

wobei sioh die Entwioklungskoeffizienten c t mit Hilfe von (15) berechnen 
lassen: 

d 

(17) e, = 2 iff fu'i dxdydz. 

i s a 4 J 

Das Eigenwertproblem (14) erweist sioh wieder der Hauptaohsentrans- 
fonnation der Encrgiematrix 

2 jfj (Poutfdxdydz 
!•»« 

Equivalent. 

3. Das Eigenwertspektrum. Nach dem in XXV, § 1, 1 Gesagten ist 
das Eigenwertspektrum der Schrodingcrgleiohung einseitig begrenzt. Im 
relativistischen Fall untcrHoheidct sioh jedooh das Eigenwertspektrum 
von dem dort angegebenen in charakteristischor Wcise. Bereits im kr&fte- 
freien Fall gchoron naoh (1) zu einem vorgegebenen Wert des Impulses 
zwei versohiedene Energicwerte p 0 bzw. W, wolche sioh duroh das Vorzeiohen 
unterscheiden. Dassclbe ist naoh (14) der Fall. Die Energie kann bei 
Abwesenhcit auBerci Kriifto samtliohe Werte W > mo 2 und W < — wo 8 
annehmen (Fig. 109 a). 

Tst ein iiuBcres Feld vorhanden, so lassen sioh die Verhaltnisse in 
folgcndor Wcise ubersohen. Kehren wir in (14) das Vorzeiohen der Variablen 
t , x , y, z gloichzeitig um — und damit auoh das Vorzeiohen von W —, so 
hat dies in den Glciohungen diesclbe Wirkung, als ob wir in (14) das Vor- 
zcichen der Lodung e umkehren und tiberdios die erste Gleiohung mit der 
dritten und die zwoite mit dcr vierten vortauschen wiirden. Losen wir also 
etwa (14) fiir ein negatives Eloktron, so erhalten wir gleichzeitig zu den 
negativen Werten von W gchorig allc diejenigen Losungen, die wir mit 

Mtaort-Krank, Differeutlalglcichuugen. II 08 
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Das relativistisohe Eigenwertspektmm 


xxvm, §1 


positdvem EnergievorzeicheEi bei der Behandlung eines positiv geladenen 
Elektrons gewinnen wlirden, und umgekehrt. Im allgemeinen Fall hat also 
das Energiespektrum die in Fig. 109 b gezeichnete Gestalt. 

Eine Interpretation der physikalisch soheinbar sinnloscn Zust&nde 
negativer Energie hat Dirac gegeben. Um zun achat zu verhindern, dafl 
ein Elektron nnter dem Einflufl auflerer Storungen tJbergange zu 
Zustanden negativer Energie — denen im allgemeinen kein realer Vorgang 


entspricht — ausftihre, hat man sioh 
Fig. 109 


kontfnuferlfches 

Spektrom 


W~ ■ +mc 2 W *g +mc* 

2 dtskretes 
Spektrvm 

W* - o W m - o 


W c ■ -me 2 

II H kontmwerliches 

I I Spektrvm 


a b 

Fig. a. Relativifftiflohefi Eigenwerfcrpektrrim 
im kr&ftefreien Fall 


gemafl der formalen Diracschen 
Konatruktion vorzustellon, dafl 1 
alle auflzuschlieflenden Zust&nde 
sich so verhalten, als ob sio 
beroits nach dem Pauliprinzip mit 
Elektronen besetzt waren. Dazu 
ist nooh festzusetzen, dafl die 
elektrische Ladung dieser unend- 
lich violen „virtuellen“ Elek¬ 
tronen 

j 

S jjjuk uidxdydz 

nicht mit zum System zu reohnen 
sei. Die Summation 2' da- 

t 

bei iibex alle auflzusohlioflendea 
Zustfinde zuerstreoken, dieEigen- 
funktionen dieser Zustande stim- 
men, wie bereits bemerkt wuxde, 
mit denen tiberein, die wir fur ein 
Elektron umgekehrten Ladungs- 
vorzeiohens erwarten wlirden. 

Denkt man sioh nun ein vir- 
tuelles Elektron aus seinem ur- 


Fig. h. Belativistkohes Eigenwerfcgpektrum spriingliohen Zustand in einen der 
in einer Potentialmulde unbesetzt gelassenen Zustande 

positiver Energie gebraoht, so 
entspricht dies der Entstehung eines negativen Elektrons. Gleiohzeitig 
entsteht aber in dem virtu ell besetzten Teil des Energiespektnims 
eine Ltioke, welohe sioh ebenso bewegt wie ein positiv geladenes Elek¬ 
tron. tJbergange zwischen den beiden untersohiedenen Teilen des Energie- 
apektrams sind daher als Frozesse zu deuten, welohe der simultanen Ent¬ 
stehung zweier Elektronen von versohiedenem Ladungsvorzeichen ent- 
spreohen. Solohe Entstehungsprozesse sind tatsaohlioh auoh experimentell 




XXVHI, §1 


Daa Kleinscho Paradoxon 


1075 


beobaohtet worden. Umgekehrt konnen auoh zwei Elektronen varschiedenen 
VorzeioheiiB unter Strahlungscmisflion verschwinden (Gbergang aus cinem 
Zustand positiver Energie zu einem anfanglich unbesetzten Zustand im 
negativen Teil des Energiespektrums). Da die Elektronen negativer 
Ladung in dor Hegel in tiberwiegender Anzahl vorhandon sind, haben dieae 
Prozesse zur Folge, daB die positiv geladenen Elektronen instabile Gebilde 
von kurzer Lebensdauer sind. 

In Kg. 110 ist fiir den Fall einer emdimensionalen Bewegung ein 
Potentialanstieg um den Betrag U zugronde gelegt. Die sehraffierte Zone 
stellt das Gebiot negativer kinetisoher Energie E — V = W — e . <p 0 — m.c? 

Fig.UO 



Spontane Rntatehung von Elektronenpaaren veraohiedenen Ladnnga- 
vorzeiohenfl an einem Potentialanstieg (Kleinschea Paradoxon) 

dar, in welchem die Eigcnfunktionen einen monotonen, oxponentiellen 
Verlauf haben. Dcnkon wir uns nun das Gebiet dor positiven Elektronen 
zu Boginn virtuell mit Elektronen aufgefiillt, so wird ein Teil derselben 
im Laufe der Zeit wie in XXIV, § 8, 2, durch die sohraffierte Potential- 
wand durchdiffundieran und so zn Entstehungsprozessen von Elektronen¬ 
paaren AnlaB geben, sobald 17 > 2 we 2 . 

4. Der Spin. Die Gl. (7) bzw. (8) geben gleiehzeitig von dem bereits 
mehrfaeh erwiihnten Spin des Elektrons Reohenschaft. Um hieriiber 
AufdohluB zu erhalten, botraohten wir den Fall eines Zentralfeldes 

e • Vo =■ y W. Vi = <Pi = <Pz = 0. 

Zum TTntersohied vom nichtTclativistischen Fall erweist sich hier das 
mechanise ho Moment 901 des Elektrons als mit der Energie nicht veer- 
tauflclibar. Bilden wir namlioh untor Beachtung von (6) und der Ver- 
tauschungsrelationen XXV, §2, 5, (13) etwa 

J >0 . M, - M,. p 0 = p 0 . (x. p a - y . Pi) - (x . p 2 - y . p x ). p 0 , 
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so eigibt sioh 

p 0 -M,-M,-p 0 = - 2 V-(oi-p s -«,-Pi)qfc:0. 

Bilden wir nun nooh unter Beachtung von (3) 

Po • (*i««) ~ (“i a *) • Po = 2 • K • Pa - “a • Pi)* 

Duroh Multiplication der letzten Beziehung mit ^ g-^-r und Addition 
erkennt wmn leioht, daB der Ausdruok 

mit p 0 vertauschbar ist und an Stelle des Drehimpulsintegrals der Schr0- 
dingergleichung tritt. 

Wir bemerken nooh, daB wegen des Vektoroharaktere der gegen 
r&umliche Transformationen 'und auf Grand von (3) 

** — i ~ *») 

einen axialen Vektor bestimmt und setzen ftir diesen 

(18) «s«3 — iff it <*3*1 == io t , «1«J = **3, 

und damit nach (4) 


0 10 0 
10 0 0 


0 -t 0 0 

i 0 0 0 


1 0 0 0 | 
0-10 0 | 

0 0 0 1 
0 0 10 

» 0’s — 

0 0 0 -» 

0 0 » 0 

, <r, — 

0 0 1 0 1 
0 0 0 - 11 


In Vektorform gesohrieben, lantet nun das Drehimpulsintegral der Dirao- 
Bohen Gleichungen 

( 20 ) + 

und setzt sioh additiv aus dem meohanisohen Moment SR und dem Spin 

Y zusammen. Die Spinmatrizen (19) weisen groBe Ahnliohkeit mit 

den in XXVI, § 1, 3, (21) eingeftthrten zweireihigen Matrizen auf und 
genhgen ebenfalls den dort angegebenen Gleiohungen (22) und (23). Die 
Xomponenten von (20) geniigen auoh den Bedingungen XXVI, § 1, 1, 
(10). Ebenso wie die einzebien Eomponenten von (20) ist auoh das 
Quadrat des Drehimpulses J® ein Integral der Diracsohen Gleiohungen. 

Um von den Gl. (14) zur Sohrodingergleiohung zu gelangen, haben 
viz uns auf den Grenzfall kleiner Gesohwindigkeiten zu besohranken, 
d. h. wir haben E = W — wo® und V = e . y 0 als sehr klein gegen wic* 
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anzusehen. Man entnimmt leicht aus (14), dafi dann die Grofien u y und u d 
zn und ul* im Verhaltnis p/me klein werden, so daB wir uns naherungs- 
weise auf die Untersuohung der beiden letzteren Funktionen besohr token 
konnen. Ersetzen wir in den beiden letzten Gleichungen von (14) gemaB 

unseren Voraussetzungen —^+ me duroh 2 . me, so konnen wir u Y 

und u d duroh die beiden anderen Funktionen in der Gestalt ausdriicken: 

«r_ [/» _?*<«*'W-«( ® 

2 7it l\3® h 0 ™v \dy he v% ) 

, -2mc 9 

A / d 2 ?t* e \ \ 

+(r,—h t’')*')• 

* 1 (/d 2nie \ _ , ./d 2ri ie \ 

-\(di--h- 7^)“ h 7*)*" 

,2 me 

h / d 2nie \ A 

h 7 *)*r 

Dies z. B. in der ersten Gleiohung von (14) eingesetzt, ergibt 
8w*m _ / d 2ni e \(f d 2nie \ 




{”" s m (J¥ - V) + ( 


ni 

h 

-*)((/.- 

2 ni e 
h 0 

-Pi)" 0 


2 n 

i e 

\ „ 1 

f 9 _ 

2ni e 

\ *1 

h 

0 

<p a )u“ -| 

\d z 

h c 

P*)^) 

2 n 

i c 

w a 

2 71 i 

e \ 


h 

e 

*) |W 

h 

7 *V“ 

2 n 

% e 

\ „ , 

( 9 _ 

2^ i e 


h 

c. 

Pa) 1 

\d z 

A c 

PsJ^J 

<7ti 

h 

e 

c ^ 

'■)!(/,- 

2ni e 
h c 

-p.)^ 


2n 

% c 

P») V? + 1 

( 9 _ 

2 711 e 

\ -l 

h 

c 

\dz 

’ A 7 

PaJ"| 

+( 

' d 

2 n i e 

■ V . 

( d 

2n% e 

d x 

h e 

<pi) + 

t«S ! 

1 

h 0 

! 7T i 

c 

\*l . . 

2 jc e | 

(d<p t 

d<p t \ 

h 

7*>r + 

h 0 1 

A dy ' 

~ dz) 


(d <p, d <p K 


>?’.)^ + C4a_ a /') 0 . =o. 

dx/ ^\dx dy/ 


Boachtcn wir, daB <p x , 7^, q>% die Kompopentcn des Vektorpotentials St 
iniHeroH Fcldcs darstellen und daB dip 1 T 1 1 
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Zeile die Komponenten der magnetisolien Eeldst&rke = rot 21 grind, 
so ergibt Bioh sohHeQHoh, wenn wir nook -p a , ... schreiben, 

{«■-re(» ~»V 

“-dh-§M®- ,< ’- i ®*“' + ®' , ‘") 

and ebenBo 




Mit Hilfe der zweiieiMgen Spinmatmen. von XXVI, § 1, 8, (21) kfinnen 
diese beiden Gleiobungen noob in die Gestalt 

zpsammengefaflt werden. In dieser N&herung.sind die Gleiohungen des 
Spinelektrons zueorst von Darwin und Pauli aufgestellt worden. 

Versohwindet das Vektorpotential, 21 = 0, & = 0, so stimmen 
beide Gl. (21) mit der Sohrodingergleioliiing iiberein, sie liefem aber, wie 
bereits in XXVll, § 2,6, erw&hnt wurde, doppelt so viele Energietemie, 
die jeweils paarweise zusammenfallen. 1st ein Magnetfeld vorhanden, 
so werden diese Termpaare naoh (21) anfgespalten. (21) untorsoheidet 
sioh. vom Hamiltonsohen Operator einer bewegten Punkfcladung wiederum 
duioh Spinteorme, welohe so wirken, als ob das Elektron auBer seiner 
Ladling nook einen magnetischen Dipol vom Moment 


( 22 ) 


— e ^ 
^ ~ 2 mo 2a 


a 


tragen wiirde. Die Modellvorstellnng einer bewegten Punktladung mit 
einem Bigendrehirnpuls Tinrl einem zugehorigen magnetisolien Moment 
(„spinning electron") trifft indessen nux in der Naherung zu, in welcher 
die Gl. (21) Gliltigkeit besitzen. Die strengen Gl. (8) nnd (14) hingegen 
lassen eine ersohopfende ansohanliohe Interpretation duroh ein derartiges 
Modell nioht zn. 

Es sei hier nock ansdrllokkok darauf kingewiesen, daB die Diraosohen 
Gleiohungen, obwohl sie nook eine willkiirlioke Festsetzrung der Kon- 
stanten e nnd m erfordem, im Gegensatz zur Sohrodingergleiokung nux 
ftir die Bewegnng des Elektrons zutreffen, eine Anwendung auf andere 
Teiloken — z. B. anf Protonen — aber nioht zulassen. 
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§ 2. LBsungen der Diracschen (Heichungen 

1. Elektron 1m ZentraUeld. Wir donken uns in XXVIII, § 1, 2, (14) 
wiederum e.q> 0 = V (r), = <p% — <p a = 0 

gesetzt und versuchen die Diraoschen Gleiohungen durch Separation 
in Polarkoordinaten zu losen. Dies gelingt vermittelst des Ansatzes 

J «“ = x«( r ) •<“*«. =■ X* (*) • 

\ t* y = <pn{r)-(ol m , u* — <p„(r)-coi m , 
wo die o) r Hm (0, <p) nun Funktionen der Winkelkoordinaton ajlein sind. 
XXVHI, §1,2, (14) lUBt sich duroh (1) dann losen, wenn wir fiir die 


entweder 




iiw + 1 i (m + I) tp 


m +1 Jim V 1 )tp 


J _ p*»+ 1 . r 1 )<r 

u xm — r x ® > 

M)V> 

— — -ik — 1 ® 


l - m). P m = P m .V-e tw v 

mit x -- — 1, — 2, . . oder 

(3) I = (x-tn)-P?-e'"\ «£«-K + '-e ,lmrl),r , 

l = <*>?«= - P?_\ l .e* lm ^ 

mit * — 1, +2, ... setzen. P, m = P™ (cos 4?) bczoichnet, wio in 

XXVI, §1, 2, (14), (lie gewbhnlichon Kugelfunktionen, solange 

- + l 

und moge gleich Null gesetzt worden, wenn dies nioht der Fall ist. Man 
iibcrzeugt sieh leieht auf Grund von (2) und (3), daB jeweils zu einoin vor- 
gegebenon Werte von |x| 2.|x| unabhangige Lbs ungen golidren, welohe 
durch die Werte 


(4) nt — — |x|, — |x| | 1, .... |- |x| - 1 

eharakterisiert werden. (2) und (3) wtirden zwar auch fiir x ■= 0 nooh 
je cine Losung zulassen, namlich to* . t - a)jf f x --ru,}' . x — 0, col ^ 1 — P* 
bzw. <_ l = - at ! - 0,'o>l x - PI Bin Mick aul XXVIII, 

§ 1, 2, (14) zoigt abor, daB nine ondlioho Liisung fiir die u r nioht raog- 
lioh ist, wenn drei von ihnoii vorschwinden, so daB der Fall x — 0 hier 
auflgeschlosson werden kann. 

Auf Gruiul der Normierung der Kugelfunktionen ree.hnet man loioht 
naoh, daB 

(B) - JJ{| W/,m|* + | o>t,m |*1 B,in#d&d(p 

- (|*|+ «)]_. 
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Dob radiale Bigenwertproblem 
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Naok (1) und (5) fmdet man daher ftir die Normierung der Eigenfunk- 
tionen (1) 

Um die Normierung mit XXYI1I, §1, 2, (12) in Einklang zu, bringen, 
wollen wir 

(«) J'(iz.i*+i9>-ri> j <*<- = i 

annehmen und haben darrn die winkelabhangigen Funktionen eo^ m nooh 
mit dem Nonnierimgsfaktor 

Mjj (|»| + m)l 


( 8 ) 


me 


\ 

')x* 


d <p x 1 — x 
~7+ r ft-0. 


P) 

zu multiplizieren. 

Setzen wir nun (1) unter Beaohtung von (2) und (3) in XXVIII, § 1, 2, 
(14) ein, so zeigt eine l&ngere Redmung, die von den fiix die Kugelfunktjionen 
giiltigen Relationen Gebrauch maoht, dafi die winkelabh&ngigen Funk- 
tionen gerade herausf alien und von den verbleibenden Gleichungen fiix die 
radialen Funktionen jeweils die erste und zweite und die dritte und vierte 
einander gleich werden. Wir erhalten so sohlieJJliob 
2 %i(W- V 
h \ o ” 

2ni(W — V , \ dy M 1 4 -x 

worin nun x samtliche ganzen Zahlen mit Ausnahme \on Null annehmen 
kann, x — -p 1, 2, ... 

2* Drehlmpuls und Symmetrieentartung. Um einen Uberblick iiber das 
Verhalten dex duxob die Quantenzahlen x und m bestimmten Losungen der 
Diraoschen Gleichungen zu gewinnen, fragen wir zunachst nach den 
zugehorigen Werten des Drehimpulses J und untersuchen dann weitor, 
in welche Losung der Schrodingergleichung die ins Auge gefaBtcn Funk¬ 
tionen im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten iibergehen. 

Die o)\ m sind in (2) und (3) so gewahlt, daB sie J 9 = M , + ,! J 1 o 3 

A Z 7Z 

(nicht aber die mit J % nioht vertauschbaren Komponenten J m und J v ) 
auf Hauptaohsen bringen. Unter Beachtung von XXVI, § 1, 1, (8) 
kdnnen wir daher die Eigenwerte von J % durch 

“.SjJJ^Kss + l at 
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ausdiiioken. Durch Einsetzen von (1) und unter Beachtung dat Nor- 
mierung (6) und (7) findet man sofort 

(9) ^-(" + •?)■ t„- 

In derflelben Weise lassen sich auch die Eigcnwcrte von J a berechnen. 
Zuniichst folgt durcli Quadricxen von XXVIII, §1, 4, (20) 

Beriicksichtigen wir, daB cr 2 = o 2 + crj 4- a? =* 3, so crgibt sioh als 
Bcitrag dcs dritten Gliedes zum Integral 
d 

2 JJJw'*(•/*w) r ^ a d» , sin#d ^dtp 

I B* U 

3 / i 2 

zuniichst ^ ) • Dio Beitrage dos orsten Terms gowinnt. man, wenn 

niun beachtot, daB naeli XXVI, § 1, 2, (13), (14) und (IB) dio Anwendung 
von M 2 auf dio Funktionen (2) und (3) ontwedor 

= Q n ) (|*| - 

oder 

M a < m = !).<• 

orgibt, jo naoh dor Ordnung dor in co Ht „ x stohenden Kugelfunktion. 
Donkon wir uns schlieBIioh die Komponenten von SOI in Polarkoordinaten 
goHohriol)on, so orgeben dio Integrale 

.) f f (°»?, * a 'I- <o‘y*m ('JJf a (o H< „/) sin tidfldy 

£71 ■ J 

nuch oinigor Umformung mil Hilfe der hir dio Kugolfunktionon giiltigen 

/ h ( h \ 2 

Holiitionon ontwedor “\ 2 OT ) ‘ (1 I" *) 0( 1° T ” \2jr/ ^ " *)* 80 

daB ondlich dio Eigonworte von J 2 die Worie 

*-(£/(*- t) 

annchmon. Kuhron wir nun noch durch 

(10) j --= \x\ i 

dir /ii 3 gchorigo l)r(‘himpul8(|ua.nU*nzfthl ein, welcho slimtlichc positiven, 
Imlbzuliligeti Wertc annehmcn kann, so wird, analog zu XXVI, § 1, 

I. (>' r >): 

<"> j ‘- (>*J •>«■+')• 
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Zuordnttng nun wohfcrelativiBtjflolieii Fall XXVHI, |S 


Der Drehimpulfl 3 der Diraoschen Gleiohungen ist somit nach (9) und (11) 
halbzahlig gequantelt. 

Da to ana XX V111, § 1, 4, (21) wissen, daB die Losungen der 
Diraoschen Gleiohungen im Grenzfall kleiner Gesohwindigkeiten and bei 
Abwesenheit von Magnetfeldem in Loaungen der Schrodingergleichang 
tLbergehen, ao folgt, daB in diesem Grenzfall auBor 3 ouoh SDl und damit 

auoh der Spindrehimpula ~r ~ a Integrate der Bewegungagleiohungen 

u ii 76 

warden. T7m nun in diesem Grenzfall auoh die Eigenwerte von 311 zu be- 
s timmen, genilgt es, wenn wir uns auf den krfiftefreien Fall, V (r) = 0, 
beaohr &nken Eliminieren wir unter dieaer Vorausaetzung a us der ereten 
Gleiohung von (8) <p h mit Hilfe der zweiten und umgekehrt, ao ergeben 
aioh zwei Gleiohungen zweiter Qrdnung: 


( 12 ) 

( 18 ) 


*X* 

dr * 

dr* 


2 iXn 
t dr 

A i?? 

r dr 




«(« + !)„ _ 

--j % h — 

(* - !)* _ 
-- <f>* — 


0, 

0. 


12) und (13) sind beide vom Typua der Sohrodingergleiohung XXVI, 
§ 3, 3, (6), wenn wir die relativiatisoh verallgemeinerte Wellenzahl 


einffthren. Wie oben entniinint Tnan aus (8), daB im mchtrelativistischen 
Grenzfall das Verhalten unseres Teilobens im wesentliohen duroh % k ^ 
fftdmmt wird, wahrend <p k vernaohlassigbar klein wird. Duroh Vergleich 
von (12) mit der Sohiodingergleiohiing XXVI, § S, 3, (6) ergibt sioh 
nun sofort, daB wir, am tlbereinstimmung zu erreiohen, im Falle x < 0 


im Fall© x > 0 


l = - x - 1, 


setzen mlissen. Bin Term von dor Drehimpulsquantenzahl l kann daher 
bei Mitberiioksiehtigung des Spins entweder zu einem Term des Goeamt- 
drehimpulses j = l + l / % oder j = l — 1 / a werden 1 ). 


1 ) Dieses Resultat ist nur ein Spezialfall der in diesem Artikel nicht behandelten 
allgemeinen Zusammensetzungsregel fhr Drehimpulse. Wenn f x und f % ^ f x zwoi — 
ganz- oder halbzahlige — Dwhimpulsquantenzahlen zweier Systeme sind, so ent- 
stehen duroh Zusammenaetzung beider Systeme 2. f t + 1 verso hiedene Zust&nde 
mit den Drehimpulsquantenzahlen 


ti + /b» /i + /* — 1 . 


/i — ft* 
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An Stelle der aus der Diraosohen Theorie lolgenden Charakterisierung 
dec Quantenzust&nde in einem Zentralfeld dutch die Quantenzahl x 
hat aioh in der Spektroakopie die Sltere Tezxnbezeiohnung duroh die je- 
weilige Angabe von l und j eingebhrgert. Die gegenseitige Znordnnng und 
Bezeichnungsweise ist in Erg&nzung von XXVI, § 3, 2, (4) aus folgen- 
der Tabelle ersiohtlioh: 


* J i 


-1 

7. 

0 

. . . 

aip-Term 

+ 1 

7. 

l 

• • • 

pi|,-Term 

-2 

7. 

l 

• • • 

ps^-Term 

+ 2 

7. 

2 

. . . 

da/j-Term 

-3 

7» 

2 

• ■ . 

d»/,-Term 

+ 3 

7. 

3 


/a/j-Term 


Nach (14) sind die s-Terme stets einfaoh, alle anderen Tetme zeriallen in 
zwei Gruppen, entspreohend j = l ± J. Im niohtrelativistiBohen Grenzfall 
sind alle Terme, welohe zu demselben Wert von l gehoren, miteinander 
entartet. Die duroh die Relativitatstheorie bedingte Korrektur bewirkt 
dann auBer bei s-Termen eino Aufspaltung der Terme in zwei Komponenten, 
die als relativistische Dubletts bezeichnet werden. Da jcder Term naoh (4) 
2 . | x | = 2 . j + 1-fach entartet ist, gibt es jeweils zu einem vorgegebenen 
Wert von l (2 (Z - $) + 1) + (2 (l + J) + 1) = 2(21+ 1) Terme. 
DieH ist geradc doppelt soviel, als die Sohrodingergleiohung ergibt. 


3. KrSftetreie Bewegung. Duroh Vergleich von XXVI, §3, 3, (6), 
(8) und (10) mit den liir die kraftefreio Bewegung giiltigen Gl. (12) und (13) 
konnen wir diese direkt duroh die dort eingefiihrten Funktionen X (r) 
losen und wir erhaltcn fur 
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Die Koeffmenten sind dabei so gewablt, da8 einerseits die Gl. (8) mit 
V = 0 identisch erftillt sind 1 ), andererseits der — wie in XXVI, § 3, 8 
flir den Fall deB kontmuieilichen Bpektnims erweiterten — Normierung (6) 
genligt wird. Man ersieht aus (15), daQ die Zuordnung eines Wertes I 
ntur im GrenzfaH W -*■ me* streng moglich ist. Im allgemeinen Fall 
miiBten die Fnnktionen (16) duxeh zwei versehiedene Indizes der Xj 
oharakterisiert werden. 

AuJBer den Los ungen (15), welohe aus- und einlaufenden Kugelwellen 
entspreohen, suohen wir nun nooh die einer ebenen Welle entspreohenden 
Losungen yon XXVm, § 1, 2, (14) auf. Lassen wir die Wellennormale 
mit der z-Achse zusamm enfallen, so ergeben sioh diese duroh den Ansatz 

u v = A v . e ku , 

wo _ 

, 2* 1 /TF 

k ~ tVt-' 

wiederum die Wellenzahl bezeiohnet. Die Koeffizienten A r lessen sioh 
duioh Einfttlrung unseres Anaatzes in XXVIII, § 1, 2, (14) mit <p 0 = Vl 
= <Pi — Vs = 0 ermittebi: 



und erweisen sioh ibrerseits als nook von zwei willktirlioh wahlbaren Kon- 
stanten A und B abhangig. Wir erhalten somit zwei unabhangige Lfisungen 
mit A = 1, B = 0 bzw. A = 0, B = 1: 

(le, 

uP — v? —■ 0; 



u“ = «>' — 0. 

(16) und (17) konnen bo interpretiert werden, daQ sie die beiden moglioben 
Orientierungen des ElektronenBpms in bezug auf die Wellennormale be- 


l > VermOge der flir die Fnnktionen X, (£) geltenden B eziehun ge n 

~^i — L. r -jp dZ t + i , 1+2 

d$ £ t- if H—= z p 

welohe man leiolit duroh Eiraetzen yon XXVI, $ 3, 8, (8) in die entspreohenden 
Relationen fto die BeeseHunktionen, 1. Bd., VIII, $ 3, 4, (17a, b), verifhdert. 
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achreiben. Durch geeignete Kombination beidor Losungen unter Wabrung 
der Nonnierung ist es moglioh, jedor beliebigen Spinorientienmg Reohnong 
zu tragen. 

Analog zur Rayleighschen Zerlegung der ebenen Welle, XXVI, 
§ 6, l, (1), konnon wir gemaB XXVIII, § 1,2, (16) auch die in (16) and (17) 
angegebenen ebenen Wellon naob den Eigenfunktionen (1) mit (2), (3) 
and (16) entwiokeln: 

Vt(‘ + V)-^- 

• J j B S<— 1 (-K 1 • P-n- 1) 

+ 23 (* • x* * p *) 1 > 

H »1 I 


(18) 


-VtO+^-Vt 


■ J fji-'d-,- PL—!-*) 
+ 2 fr(z,. «•**)}, 

X —1 ) 




+ 2 i*(i.x.x % .,.p„- l )\, 

X = l f 


41,2 < — 1 

+ 23 l" -Pi— 

1 I 


Mit Hilfe der Rayleighsohen Zerlegung weist man leicht nach, daB (18) 
identisoh erfiillt ist. Femer erkennt man, daB in den runden Kl amm em 
jeweils bis auf den konstanten, vot die Klammer gesetzten Faktor 


-—j 
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Elektron im Conlombfeld 
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gerade die Loenngen (2), (S) und (15) stehen, mit m = 0. Fliiuct man die 
entspreohenden Summationen Tiber die zn m = — 1 gehorenden Funk- 
tionen (2) und (S) ana, so gelangt man zur ebenen Welle (17). 


4. Elektron Itn CoulomMeld. Um die Bewegung eines Elektrona im 
Conlombfeld zu untersuoben, haben wir in (8) 

F = - Z - 

7 


zu setzen und erhalteiL daznit die beiden Gleiohungen 
■ mo 


(19) 


2 ni/W \ 

-T\T - mo )*■ 


dq> t . 1 — x .in . 

— 4--^— <Pu+ — X* - o 


dr 


2ni/W . \ . dv K 


r 

1 + * 


r X* + ™ V* — 0, 


welohe unser Eigenwertproblem bestimmen, wobei nooh 

2 316® _ Z 
~TT ~ 137 

bezeichnet. Fiihren wir mm als neue Variable 


( 20 ) 


n = Z • 


£ = 2 ihr = 2 • 


23tt i/W® 

h 




r 


ein, so lassen siob die Gl. (20) in der syzumetrisoben Gestalt 


Xk 


Jpx 


1—* 




<Px 


mo*\ 
W ) 




. i0t 

+ T ? 


X* 


FK'+tf-) 


= 0 


j x* , i+x_ _ 


. i a 1 

+ TT 


<Ph 


scireiben, znit der Abktirzuzig 

n-\f W + 

q ~ hW= 




= 0 


W + mo® 
mo* 
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Addieren bzw. subtrahieren wir die erbaltenen Gleichungen, bo gelangen 
wir zu neuen Voranderlichen, die wir in der Form 


*■/ = -o 


2 li/l 


m+ir) VtC-V) 


v.0 = 11 -** - + - 

Vt( 1 + tt) 

ansetzen und durch welohe Rich die gesuchten Funktionen und <p x 

(21) j 1 -- t 

ausdxuoken lasscn. Fiir / und g crgeben sioh. durch Einsetzcn die Be- 
ziehungon 

(32> 

I 41 +h t(* -}))•?+( c 41+ 'ii'+ifr - °- 

q soil nun so bcstimmt worden, daB sich die Funktionen / und g im Null- 
punkt regular verhalten und nach Potenzcn von | entwiokelt werdeu 
konnen: 

/=So^“, g = 

u«=o fi = o 

Damit dies der Fall ifit, muti die Doterminante 


(e+i)- 

i oc 


ta 

i\ 


2 

(*+ 7 )' 

K ~T 


= 0 

x + 

U \ 

2 

(•-7> 

(* + i) + x< 

(*+t) 


werden und wir gewinnen daraus (q -|- l) 2 = k 2 — a 2 , 

(23) Q = V«® - a* - 1. 

Fiir | «| = 1 besitzen daher die Eigonfunktionen (21) eine Singularit&t im 
Nullpunkt, bleibcn aber, wenn wir in (23) das positive Vorzeichen der 
Wurzel wuhlen, integrabol, bo daB die Bedingung (6) erfilllbar bleibt. 
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Ahnlich wie in (12) und (13) konnen wir auch hier / und g durch die 
ip der niohtrelativistisohen Theorie auftretenden Funktionen ausdriioken. 
Substituieren wir in der ersten Gl. (22) / aus der zweiten, und mngekehrt 
in der zweiten g aus der ersten, so ergeben sich unter Beachtung von (23) 
die beiden DiKerentialgleichungen zweiter Ordnung: 

(2*) -{15CT+!+£(,+!))/-* 

welche vom Typus XXVI, §4, 1, (3) der Definitionsgleichung dor in 
XXVI, § 4, 4, (13) und (14) emgefiihrten JVFunktion sind. Durch Vcrgleioh 
der Koeffizienten gewinnt man unmittelbar 


(25) 


/ = «,r(V**-«‘+i + ^(} + i), 

, = srr?+^( ! + I), 


2 V«* — a® + 1 , 


2V«*-«* + 1. 



worm mm nooh die konstanten Faktoron a 0 und 6 C , dercn Vorhaltnifl 
duxoh (22) festgelegt wird, zu bestimmen bleiben. Filhron wir Hchliefllich 
die Reihenentwicklung (26) in (22) ein, so orbalten wir fiir das gesuohte 
Yerhaltnis wegen des Verschwindens der zugeliorigon Deterniinnnte: 


(26) 



■+t(«- 7 )“ 



Mit Hilfe des in XXYI, §4, 1, (4) eingefuhrten Bohrsohen Radius 

b= _V__ = A 

4 TiPmZe? 2nmC'QL 
konnen wir noch schreiben 


inmccL W 

— (fr±L\ = A _1_ W_ a (_ 1 \ _ 1 

2\ i' 2n\}W* I A6 me 8 ’ 2 r q) ~~ kb 

t) v—" 



XXVIII, $ 2 


Lfisung im kontmuierlichon Bpekfcrum 


1089 


Solange k reell, \W\> me 2 , ist, gilt nach (2G) la^/b^ 2 = 1. Nennen 
wii dahcr die rechte Seite von (26) e * 1 **, so konnen wir in diesem Fall 
spezicll a Q und b 0 als 

(27) “o - e‘\ b 0 = e~' 6 ' 


w&hlen, mit 

ty 2d, 


j V** — «* 


w 

me* 

1 W 

k*& mo* 


Dio gesuehten Losungen von (19) laulen somit aui Grand von (21) 
und (25) unter Beaohtung dor gew&hlten Abkiirzungen: 

(28) • [&„.r (V^=T* + ± 2 V«^r* + 1, 2iftr) 

-\ %f() + 1 -f ^ 2 y5TT? + !, 2tftr)j, 

«».= yi(l- -^)-(2»Af)^*-i. e -^ 

(29) •'|6 0 .f()^a i + 2|*W+l,2»ir) 

- *#(V?^+ 1 + ^ ^, 2 V x*—"a* + li 2»ftr)}. 

Ztir weiteren Bchandlung von (28) und (29) konnen die in XXVI, 
§ 4, 6 angegebenon Beziehungen horangezogon warden. Filr uns ist ins- 
bcsondere das Verhalten von (28) und (29) im Unendlichen von InterBase, 
A uf Grund der aHjTnptotiflchon Entwiuklung XXVI, §4, 6, (21) der 
F -Funktion orkalt man 




_ _ 

r{ 2) ** — a* +_l) e _•* wc!! 

|/’(y^ + M-^ r X t )| * 


• — c.oa(kr l- 77- —j ln2ftr — ~ V«® — * 8 + — <*✓) 

r ' kb tnc* 2 / 

~ 1/1/. m <?\ 7 7 (2 V «* — a 2 + l ) _ e-^_ 

— hi 1 TF/'ln/:-!—5 , , , ^\l’ * 


ft6 me* 


■1 sin(ftr 4- 


\ J 7 (2V «*-a»+ l ) _ 

' ]/’(V^-n+X5^i) 

l ^ 1 Ll » li » 4 I 


( r ““V" 1 jbft me* 

Mlioa-Pranlt, nifferentiulgleirtmngen. 11 


\ a*f> 

mn s 

* 


i 

■^ 

> 

ir 

j 8*6 

me* 

ft 


-<r») 

. 
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Die fiigenwertbedingang 
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Dacin ist d„ aus (27) zu entnehmen, a„ ist duxclv 
TO r(v^ t i±_L J* ) = + ^ 


definiert. Man erkennt dollar, daB fiir alle reellen k, d. h. |W|> me 2 , (28) 
und (29) Kugelwellen darstellen, ftir welohe sioh noch aus (30) und (31) 
der N omiierungsf aktor 


(33) 


N m 



X If 

• k’e* ib ®*^ r * 



V «*_«» + ! +Jg. 

r(2i7^» + ij 



ergibt. Dio negativen Werte von W, W < — wio 2 entspreclien naoh 
XXVIII, § 1, 3 positiv geladenen Elektxonen. Man liberzeugfc sioh leioht, 
daB in (28) und (29) die Umkehrung des Vorzeichens von W und x dieselbe 
Wirkung hat,- wie die Umkehrung des Ladungsvorzeiohens und gleioh- 
zeitige Vertausohung von Xx und q> v . 


5. Das diskrete Energiespektrum. Die in 4 gewonnenen Beziohungen 
lassen sioh direkt auf den Fall E == W — me 2 <0, | W| < utc 2 tiber- 
tragen, wenn wix 


(34) 



= K 


setzen. Man tiberzeugt sioh leioht, daB dann im allgemeinen die Beihen (28) 
und (29) im Unendliohen divergieren, bis auf diskrete Werte von. W, ftir 
welohe die F-Funktionen endliohe Polynome werden. Die Bedingimg 
dafiir, daB die Beihe XXVI, §4, 4, (14) abbricht, besteht darin, dafi 
die erste Variable der F-Fnnktion gleioh einer negativen ganzen Zahl oder 
gleioh Null wird. Ftir unseren Fall bedeutet dies, dafi 


(SB) 


V ** — a 4 — 


Kb 


W 

me* ~ *’ 


»' = 1 , 2 ,... 


die Eigenwertbedingung darstellt. Fur n' = 0 bleibt nur die eine der 
beiden in (28) und (29) auftretenden F-Funktionen endlioh, w&hrend die 
andere im Unendliohen divergiert. Eine brauohbare Losung ergibt sioh 
in diesem Falle nur dann, wenn (26) mit a 0 = 0, b 0 0 vertraglioh ist. 
Diese Bedingung erfordert nach (26), dafi 

(36) x = — -=-r , 


und ist nur ftir negative Werte von x erftillbar. 
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Um (35) nach den Energieeigenwerten aufzulosen, beaohtcn wir, dafl 

W 


1 

Kb 


W 

me* 


me* 


and gewinnen sohliefilioh 

W 

f»C® 




= n' + V x* — 


(37) 


V 


1 + 


(»'+v x s 

(37) isb ala die Sommerfeldsche Feinstrukturformel bekannt. Man 
weiflt leioht naoh, daft sie im Grenzf&ll kleiner a in die Balmersohe Formel 
XXVI, § 4, 1, (6) iibergeht. 

Die Formel (37) besitzt nur im Falle a < 1, d. h. Z <. 137, phymkaliaohe 
Bedeutung. Di e bier ab geloiteten Formeln Bind indessen nur dann voll- 
st&ndig, wenn V «* — a® > 4, Z < 119. Trifft n&mlioh dieee Bedingung 
nioht za, bo l&St sich (6) auoh dann erfiillen, wenn in (23) das negative 
Wurzelvorzeiohen gew&hlt wird. Fiir die das periodisohe System der 
Elemente betreffenden Fragen haben aber diese Losungen von (19) keine 
Bedeutung. 

Lassen wir in (37) die Quantenzahlen n' und x der Beihe naoh alle 
m&glinhen Werbe durohlaufen und ordnen wir die so entetehenden Terme 
naoh der „HauptquantenzahT n' + |x|, bo kSnnen wir nun mit Hilfe der 
Bezeichnungen (14) das Termsohema XXVI, § 4, 8, (12) vervoll- 
sthndigen und erhalten bei Berlloksiohtigung von (36) fiir »' =• 0: 

• 1 «i (l /C-Sohale 

2«t/, = 2pi/, 2 p»/ 3 L-Sohale 

(88) | 3sii, = 3pi[, 3pajj = 3d*!, 3 di/ t Hf-Schale 

I 4«i;, = 4pij, 4 paj t = 4daj, 4dsjj = 4/*;, 4V-Sohale 


Die mit einem Gleiohhedtszeichen verbundenen Terme Bind naoh (37) rait- 
einander enbartet. Diese Enbartung ist zufallig und wird aufgehoben, 
sobald das zugrunde gelegbe Feld vom Coulombsohen abweioht. Die zu 
den Termcn (38) gehorigen Eigenfunkbionen ergeben sich aus (28) und (29) 
mit (34) und (35). 
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einheit 740. 

—, gegenseitige 634. 
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Kinematik der FlftBBigkeiten 373. 
Kirohhoffsoho Beugungstheorie 853ff. 

— Gesetze der Stromverteilung 083ff. 
Klammerausdruok, Poissonsoher 62. 
Klangfarbe einer Saite 317. 

Knotenlinie bei Planetenbowegung 154, 

210 . 

Knote nlini en oiner ao hwiogendon Mem¬ 
bran 345. 

Kolloidale Teilohen, Farben von 87Iff. 
Ko tuple me nt&rer Sohirm 813. 

Koznplexe Variable, Darstollung der 
Potentialgleiohung duroh 402ff. 

-> Felddarstellung durch 656ff. 

Kompressibilitatezahlen, Tabelle 381. 
Kompression 269. 

Kompressionsarbeit fhr ideal© Flflflflig- 
keiteii 384. 

Kondensatorplatten ondlioher Breite 
668 ff. 

— unendlioher Breite 663. 

Konjugiert kanonisohe Verknderliohe 

77 ff. 

Kontinua, Meohanik der 240ff. 
KontmuitAtegleiohung dor Flliflsigkeits- 
strdmung 376, 979. 

Kontraktion ernes Fliiflsigkeitflstrahlea 
424. 

Konvektionsstrdmung, orzwungene532ff 
—, spontane 612 ff. 

Konzentrationsgefbllo 530. 

Koordinaten, generalisierte 52. 

—, Gesohwindigkeitskoordinaten starrer 
Kdrper 155. 

—, Impulskoordinaton 52. 

—, Lagekoordinaten starror Kdrper 
153 ff. 

—, relative in bezug auf die Grundbe- 
wegung 133. 

—, verborgene 56fL, 120ff. 

—, wahmehmbare 120ff. 
Koordinatenmatrix fiir den linearon Os¬ 
cillator 1017 f. 

Korperfostes System 153. 
Korrespondenzprinzip, Bo hr aches 101. 
Kosinussatz deroptisohenAbbildung20f. 
Kowalewskisoher Fall der Be wegung 
des starren KOrpera 176. 
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Kr&fte, AuBere 47 ff. 

—, eingeprAgte 51 ff. 

—, lebendige 48. 

Kraftmotor 161. 

Kramers-HeiBenbergsohe Diflpcr- 
rionsformel 1056. 

KreiseU kr&ftefreie Bowegung 173. 

— im Sohwerefeld 174ff. 

Kristalle, oinaohfligo 27ff. 

Kris tall, Wkrmeleitung in einom 528, 
546. 

Kugelfunktionon, hydrodynamisoho 
Deutung 443. 

Kugol im Magnetfold 716ff. 
Kugelkondonsator 633. 

Kugelkroisel 174. 

Kugeln, oloktriBoh geladene 642 ff. 
Kugelwellen 702, 809ff. 

KBhler 602ff. 

Ladling, olektrifloho 627 ff. 

—, —, freie 029. 

—, —, wahre 028. 

Lag range Bohe Bodingung fur optische 
Abbildung 27. 

— Bewegungsgloiohungon don Mamaon- 
pnnkteB 51 ff. 

-starron Korpora 105ff. 

— Funktion 56. 

— Methodo dor Variation dor Kon- 
Btantun 192 ff. 

—sober Fall dor Bowegung Joh Btarron 
KOrpora 176. 

Lagnorresoho Polynomo 1021 f. 
LambcrtschcB Giwotz 850. 
LammaratrOmung 478 ff. 
L&ngBbcwegung <1 oh Flugzeugoa 183ff. 
L&ngBBtabilitat dou Honzontalflugcs 
188ff. 

Laplacosohor Operator 816, 1001. 

-in olliptischon Koordinaton 

1030. 

— Satz (Kapillarit&tflthoorio) 394 f. 

La place transformation 571 ff. 
Latenzzoit 784. 

LatoralvorgrflBcrung *11. 

Lebendige Kraft 48. 

LephorBchoH Drahtsyfitem 903ff., 917. 
Legondronohe Polynomo 865. 

Loiter, oloktriBclior 628. 

LoitfAhigkeit, cloktrmoho 684. 


| Levi-Civit&, Begriff der quaaifltati- 
sohen Bewogung 124ff. 

—, Methode fftr die StrOmnng um einen 
KOrper mit Totwassorgebiet 427ff. 
—, Methode filr Wellen in KanAlen 
437. 

Libration 218. 

LiohtBtrahl 1. 

Liohtetrablen und WellenflAohen 8ff. 
Ldohtweg 4. 

Li^nard-Wieohortsohe N&berung 
783ff. 

Linearantenne 800ff. 

Liouyillosobor Satz 113fL 
LogarithmiaeboB Potential 649ff. 

Lorentztransformation 767ff., 1068. 

—, speziollo 775 ff. 

Luftwidorstand einoa Flugzeugs 185. 

Vtagnetisohe Doppelfl&obe 713 ff. 

- Folder 710ff. 

Magnotiflohor FluB 710. 

Magnotisohos Moment 712ff. t 767. 
Magnetostatik 710ff. 

Magnuseffokt 407. 

MaluH, Satz von 14. 

MaBBenpunkt, freier 44ff. 
Matrizonmcohanik lOOOff. 

Maxwell ache Foldgleiobimgon 756f f., 
707. 

— KapazilAtHgleichungon 056. 

— Thourie 756ff. 

Meohonik dor Kontinua 240ff. 

— (lea MaHBonpimktoH 44 ff. 

— Btarror Kdrpor 153F 

—, HtatiBtiHoho 108 ff. 

Medien, anwotropo 15. 10, 24. 

—, homogeno 2. 
j —, iaotrope 1, 25. 

I —, Hpoziollo 23ff. 

I Mehrfach periodiHoho Systome 94ff. 

'-, StOrungHthoorio 194ff. 

Mohrkdrporproblom 1057ff. 

Mombran, Schwingungen oinor 339 ff. 

I-(illiptiflohon 365ff. 

i-kroifllOrmigon 348 ff. 

|-reohtookigen 342ff., 369ff. 

I Miniraalprinzipo dor Elafltizitdtathooric 
I 259 ff. 

Minkowflkiaohor viordimonaionaler 
Roum 769. 
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v. Mises, Profilerzeugimgsveifahreii 
von 416. 

Mit£6hrungskoeffizient, Fresnelsoher 
36. 

Motorisohe Dyade 163. 

Motorpotential 460. 

Motorreohmmg 161 ff. 

—, Anwendxmg in der Hydromeohanik 
440. 

Navier-Stokessohe Bewegtmgsglei- 
ohnngen fUr z&he, inkompreaeible 
FltLssigkedten 382. 

Nebenwellen an Dr&hten 912ff. 

F. Neumann, Sate von (Kapillaritats- 
theorie) 896. 

Newtonsohe Bewegungsgleiohungen 
44 ff. 

—sokes Abkflhlungsgesete 627f. 

— Einkdrperproblem 89ff. 

— Gravitationsgesetz 89, 123, 218. 

— Potential 89, 792. 

Nobilisohe Binge 699ff., 708. 

Normalspannungen 241. 

Nutation des schweren Kreisels 179. 

Nutenfeld 664. 

OberflAchenspannung 393. 

OberflAchenwellen in der drahtlosen 
Telegraphie 930ff. 

— l&ngfl Leitem 877. 

Obertdne einer Membran 343. 

-Saite 317. 

Ohmsoker Widerstand 686. 

—sokes Gesetz 686, 738. 

Operatoren und Matrizen lOOOff. 

Oaeens Integrationametkod#' der Be- 

wegxmgagleichungen z&her Fliisaig- I 
keiten 499ff. 

Oskulierende Bewegung 193. 

Osmose 632. 

OsziUstor, karmoniflcher 101 ff., 792 ff., 
1016ff., 1060 ff. 

Paramagnetisoke Kdrper 710, 714ff. 

—■ —, Energie derselben im Magnet- 
fald 727 ff. 

Pauliprinsip 1066, 1067, 1074. 

Pendelsokwingungen des atarren K6r- 
pers 180 ff. 


Perikelbewegung 229. 

PerihellAnge 219. 

Perioden, angenbkerte 106ff. 

Periodische Bewegungen dee Masse n- 
punktes 90ff., 96ff. 

-starren KOrpers 170ff. 

— Glieder 196. 

— St&rungen 197 ff. 

— Systems, n-faoh 106 ff. 
PeriodizitAtseigensohaften der Separa- 

tionsvariablen 90 ff. 

Permanent© Bewegung 136, 186. 

-des Flugzeugs 186ff. 

— Magneto 711 ff. 

— Wellen in Kan&Ien 436. 
PermeabiJitat 710. 

Pkasengesokwindigkeit 440. 

Phaeenraum 103 ff. 

Pkasenversokiebung zwisohen Spannung 
und Strom 738. 

Phygoidbewegung des Flugzeugs 189. 
Planoksoke Konstante 616, 979. 
Poiseullesohes Gesetz 479, 480. 
PoisBonsoke Gleichung 629, 609, 
611. 

-, veraUgemeinerte 499. 

—sober Klammerausdruok 62. 

—sokes Theorem 63. 

Polarisation, dielektrisoke 760. 

! —, elektrolytisoke 702ff. 
PolarisationBebene 810. 

Polarkoordioaten, rAumliohe 54. 

Pole, magnetisokfi, reokteokige 664ff. 
Polreihe, magnetisohe 672ff. 
Ponderomotorisoke Kraft, elektromag- 
netasohe 779. 

Potentdale, elektromagnetisohe 768ff. 
Potential, komplexes 402. 

—, logarithmisohes 64Off. 

—.Newtonsohes 89, 792. 
Potentialfnnktion der Gesohwindigkeits- 
verteilung in einer Fltissigkeit 401 ff. 

— des elektrisoken Feldes 628. 
Potentialsokwelle, Durokgang duroh eine 

988ff. 

PotentialstrOmung, ebene 402ff. 

— mit Unstetigkeitafl&ohen 417, 427. 
—, rAumliohe 440ff. 

— urn ei ne n BotationakOrper 447. 
Poyntingsoker Sate 768, 884. 

— Vektor 758. 
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Pr and tl soke Grenzsohiohtentheorie 
516. 

Prtzession, pseudoregulfcre dea Bohweren 
Kreisels 180. 

—, reguldre des krkftefreien Kdrpers 
177. 

—,-sohweren Kreisels 179. 

Prinzip, d’Alembertsohes 60ff. 

—, Arohimedisches 390. 

—•, Babinetsches 815. 

—, Bohrsohee Korrespondenz- 101. 

— der kleinsten Wirkung 59. 

-yirtuellen VeiBohiebungen in der 

Elaatizitatstheorie 20Off. 

—, Euler-Jaoobisohes 59. 

—, Fermatsohes 3, 14, 36, 43, 72ff. 
—, Hamiltonsohes 58, 72, 724, 998. 
—, Pauli- 1065, 1067, 1074. 

—, Saint-Venantsohoa 271. 
Priamatische Leiter 658ff. 
Profilerzeugungaverfahren yon v. Mises 
416. 

Punkteikonal 16, 77. 

Qnantelung ala Eigenwertproblem 902ff. 

— des Drehimpulses 1010. 
Quantentheorie 100, 801, 978£f. 
Quantenzustand, entarteter 1013. 

—, —, bei gleiohen Teilohen 1062ff. 
QuantitytsgrOBen 773. 

Quasiergodiaohe Systeme 106, 118. 
Quaaistation&re Stromkreiae 732 ff. 

— Wellen in Leitem 738 ff. 

-Spulen 749ff. , 

Quaflistatiaohe Bewegungen im allge- 

meinen 120ff. 

-beim Dreikdrperproblem 237 ff. 

-des krfiitefreien starren Korpera 

172ff. 

— -sohweren Kreisels 170ff. 

-naoh Levi-Civitd 124ff. 

-Routh 122ff. 

Quelldiohte 376. 

Quellen einor FlOsaigkeitsstromnng 
370 ff. 

— -, punktfOrmige 404, 442. 

-WhrmestrOinung 535. 

Quellenintegral der Wfijmeleitungsglei- 

ohung 535. 

Quellaenke 405, 443. 
Querkontraktionszahl 253. 


Badioaktiver ot-Zerfall 990ff. 
Radiusvektor, vierdime nsionaler 783. 
Rahmenantenne 800, 941 ff. 
RamBauer, Effekt von 1030. 
Randbedingungen fiir bewegte Fliissiir- 
keiten 383. 

die Schrodingergleichung992fL 

-sohwingendo Membran 357. 

-Elaatizitfttsprobleme 264ff. 

!-stationfcre elektrisohe Strdme 

I 687 ff. 

Randapannnng 393. 

Rankine und y. K&rm&n, Verfahren 
fur PotentialstrOmungen um Rota- 
tionskOrper 447. 

Raumfeetes System 153. 

Ranmladung 078ff. 

Ra tun wellen in der drahtloaen Tele- 
graphic 930ff. 

Rayleighsohea Geaetz 797. 

—Bche Zerlegung der ebenen Welle 
1032, 1085. 

Reaktion einer Fluasigkeit 387. 
Reaktionsmoment einer Flflssigkeit 388. 
Reduktionskraft 54. 

Reflektierende Wand bei der Diffusion 
677 ff. 

Reibnngalose Flussigkeitsstrdmung, 
Wirmeleitung bei der 500ff. 
Relativbewegung 54. 

RelativitAtstheorie 775ff., lO08ff. 
Resonanz 145, 337. 

ResonanzkurvB 145. 

Retardiertes Potential 783ff. 
R6thy-BobyleffBohes Problem 433. 
Reynoldssohes Gesetz 485. 

—Bohe Zahl 485. 

-, kritisohe 480. 

Reziproke Funktion der Lagrange- 
sohen 59. 

Reziprozit&tstheorie der drahtloaen Tele¬ 
graphic 953ff. 

Riohardsonsohe Gleiohung 678. 
Riohtwirkung von Antennen 941, 940. 
Riemannsohe Flaohe 812ff., 928ff. 

— B&ume 81 Iff. 

Ritzsohes Verfahren 305. 

Rotation 179. 

Rotator, raumfester 1009f. 

—, frei drehbarer 1011 ff. 

Rotderende Musaigkeitsmassen 391 ff. 
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Rouths Begriff der qnasis tatiflohen Be- j 
wegnng 122ff. 

— Energiekriterinm der Stabilit&t 130 ft. 
—so he Form der Bewegungsgleiobungen 

50ff. 

— Fnnktion 60. 

Rutherfordsohes Strengesetz 1037 ff., 
1040ff. 

Saint-Venantsohes Prinzip 271. 

Saite, Bchwingende 313ff. 

—, —, endloee 320fL 
S&kulare Glieder 197. 

— StOnmgen 201 ff. 

Shkalargleichung 140, 202, 1047. 
Sattelpunkt 59. 

S&ttdguBg, magnetdsohe 711. 
Sohattengrenze 844. 
Sohmiennittelreibuiig 481, 482. 
SohrOdingeTgleiohimg 610ff., 978ff., 
983ff., 090ff. v 1015, 1045, 1040. 

—, amalsymmetrisohe Lbsungen 1029ff. 

— ftir den Fall mehrerer Teilohen 
(Mehrk&rperproblem) 1057. 

—, gest&rte 1046ff. 

— in parabolisohen Koordinaten 1029. 
-Polarkoordinaten 1018. 

—, Ldsungstypen 1008 ff. 

—, zeitabh&ngig gestbrte 1048ff. 

—, zeitunabh&ngige 986ff. 

Schnbmodul 255. 

Sohnbepanmmgen 241. 

Schwarzer Kdrper 809. 

Sohwarzsohea AbbildungBverf&hren 
658fL 

SobwereweUen 438. 

Sohwerpnnkt 47. 

— eines Wirbelsy stems 462, 466. 
Schwerpunktssatz 47 ff. 

Sohwingangen als Stabilithtskriterium 

147 ff. 

— einer Membran 339ff. 

-Saite 313ff. 

—,elaati8ohe 87 ff., 101 ff., 313ff. 

—,—, gestdrte 203 ff. 

—, elektromagnetiflcliB 766ff. 

—, erzwnogene 142 ff. 

—,—, eJastiBohe 386ff. 

—,—, von einem Freiheitsgrad 144 ff. 
—, gekoppelte, von Stromkreisen 737. 


Sohwingnngen, hannonisohe 88, 101 ff., 
136ff., 792ff., 1016ff. 

—, kleine freie 183 ff. 

—, —, von einem Freiheitsgrad 141 ff. 
—,—, um eine bestdndige Beweguhg 
134ff. 

—, —,-Gleiohgewiohtalage 139ff. 

—,—■, des Flugzengs 186ff. 

—, nioht harmonisohe 203ff., 214ff. 

—, oskulierende harmonisohe 214. 

— von Stromkreisen 736ff. 
SohwiDgxmgsgleichung, elektromagneti- 

sohe 761. 

Seohservektor 760ff. 

Sedimentation 605ff. 

Segnersohee Wasserrad 388. 
Selbstindnktion einer Spnle 960ff. 

— eines Drahtes 892ff. 

-Loiters pro L&ngeneinheit 740. 

Selbstinduktionskoeffizient 735. 
Semipermeable Wand 532. 

Sender fttr drahtlose Telegraphie 918 ff. 
Senken einer StrOmung 443ff. 

Separation der Ver&nderliohen bei der 
Hamilton-Jaoobisohen Differen- 
tialgleiohung 83 ff. 
Separationsvariable 90 ff. 

Singnldre Punkte dor Bewegigigsglei- 
ohungen 49 ff. 

Sinnssatz, Abbesoher 26. 

Skineffekt 683, 876ff. 

Skleronome Systeme 52. 

Snellinssohes Breohungsgesetz 26. 
Sommerfeldsohe Feinstrukturformel 
1091. 

Spannungen an Flussigkeitateilohen 378. 
—, elastische 240ff. 
Spannungs-Dehnungsgleiohungen in 
elastisehen Kdrpem 254. 
Spannuogsfunktion, elastische 200ff. 
Spannungshauptaohsen 246ff. 

Spannnngstensor in elastisehen KOrpem 
246ff. 

Spezdfisohe Gewiohte, Tabelle 381. 

— Kraft 378. 

Spiegelnng elektrisoher Ladnngen 638ff. 
Spin des Elektrons 1075ff. 
Spiralendiagramm 745. 

Spitzenwirknng 661. 

Spnle, Wechselstrom fflhrende 895ff. 
Stab, Biegnng 270ff. 
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Stab, Torsion 274ff. 

—, Warmeleitung in einom 68Gff. 

— t Zng 300. 

Stabile Gleichgewichtslage oines Maflaen- 
punktca 60. 

SJtabilisicrungBmoment deB Flngzeugs 
188. 

Stabilit&t dor Bewegtmg 129£f. 

-laminaren Strimung 490. 

-qnasistatiBohen Bewegung 129 ff. 

-Rotation dea starren K&rpors 173. 

—, dynamisohe dos Flugzengs 189. 

—, Energiekriterinm derselben 130 ff. 

— rotierender Fltissigkeitflmaflsen 391. 

—, statisohe dee Flugzeugs 188ff. 

— yon ^VirbelfltraBen 467 ff. 
Stabilitfttakriterium der kleinen Schwin- 

gungen 147. 

Stabeohwingung 338ff. 

Stack els Bcdingungen fiir die Sepa- 
ration der Vcrandcrhohon 85. 

—sohe Syatomo 86, 91, 96. 

Starro Korpor 163 ff. 

-, Rowegung im Schwerefeld 174ff. 

-, Bcwegungsgeaetze 167 ff. 

-, Euler echo Bewegungsgleichun- 

gen 169ff., 167ff. 

-, (ioHchwindigkeitakoordinaten 

155ff. 

-, kraftofreie Rowegung 167 ff. 

— —, Lagokoordinaten 163 ff. 

— —, LagrangeBohe BowcgungBglci- 
ohungon 166ff. 

Stationary FlussigkoitHHtromung 374. 

— Vortnilung virtuoller (Jetsam theiten 
109. 

StatistiBohe Moehanik 108ff., 615ff. 
Staudruok 448. 

Staupunkt 406, 448. 

Stehende Wollon langH Loitcrn 741 ff. 
Steighoho, kapillarc 395, 398. 

Stem pel, Eindruek in erne Unterlage j 
306ff. 

Steuorcloklrode 674. 

Stokes, Hypotheso von (Atherwind) 
34. 

— BchoB Widerstandsges<*tK 607 ff. 
Storungon elnHiiHohcr Schwingungen 

203 ff. 

— ontftrtetcr Systerae 198ff., 209ff. 

—, periodische 197. 


Stflrungen, skkulare 197ff. 
StOrungsenergie 1046ff. 
StOrungefunktion 191 ff. 

—, skkularer Toil 199, 212. 
Stdrungsreohnung 191 ff., 1044ff. 
StOmngstheorie 191 ff., 1044ff. 

—, Anwendung auf Wcohselwirkung 
eineB Teilohens mit dem StrahlungB- 
feld 1060ff. 

StoBprozesae 1069. 

Strahl, auflerordentlioher 27. 
Strahlbildung in einer Flussigkeit 417 If. 
Strahldrehnng (Elektronenmikroakop) 
43. 

Strahlenoptik Iff., 808, 859 ff. 
Strahlgesohwindigkoit 1, 82. 

Strahlungstheorie, Dira cache 1050ff. 
Strahlungsvektor 789. 

Straubelsohes Abbiidungsgesetz 27. 
Strougosctz, Rutherfordsehos 1037ff., 
1040ff. 

Streustrahlung, inkoharente 1056. 

—, koh&rento 1066. 

Strouung, anomale a- 1040 ff. 

— de8 Liohtes 798. 

— einer obenen Welle 1032 ff. 
-an cine in kleinen Hinder nis 

1036. 

Streuwelle 1033 ff. 

Strom, clck trine her 683. 

Stromfoden 374. 

• Stromflachen 386. 

! Stromfunktion 399, 446, 490, 492. 
Stronilinien 374. 

Stromrohro 374. 

Stromung dumh ongc Kdhren, W&rmc- 
leitung bci der 602 ff. 

-- einer idealen FluHSigkeit 399 ff. 

— -—, axialsymraetriflehe 446. 

-_ obene 399ff., 461 ff. 

--- gegon eine Platte 434. 

— -einen Winkel 433. 

- _ — um e i n bcliebigea Profil 

408. 

-einen Kreiszylinder 

406. 

--oine Kugel 446. 

-feate KOrper 445ff. 

-RotationskCrpor 447 ff. 

-zftben Fluflaigkeit 476ff. 

-, ebene 492ff., 610ff. 
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„ Strdmung einer zdhon Fltissigkeit, , 
laminare 478ff. j 

—-, apiralfOrmige 494ff. 

-, turbulent© 482 ff. ! 

- 1 nm eine Kugel 509, 514. 

—, stationftre einor FlOsaigkoit 376. 

—, —, elektriflohe 083ff. 
StrCmungsenergie 385, 519. 

Strudelpunkt 50. 

Summensatz 1005ff. 

Symmetrieentarlmng 1018. 

T elegraphengleichung 741. 

Telegrapliie, drahtlose 918ff. 
Temperaturloitfdhigkeit 529. 
Temperatumohwankungen, j&hrlioheund 
tflgliohe 574ff. 

Temperatnrverteilung in einem strom- ! 

durohilossenen Draht 585. 

Thomson, W., Satz yon (Wirbelbewe- 

gxmg) 456. 

Tonhfthe 317. 

Torsion prismatisoher St&be 274ff. 
Totwasser 427. 

Tragfldohe (Tragfldgel) 186, 413 ff. 
Tragfldgeltheorie 412 if. 

Tr&gheitsdyade 150 ff. 

—■, motorisohe 163. 

Tr&gbeitemoment 159ff., 170. 
Tr&ghextBvermehrnng, Bchembare 452ff. 
Transformation, Lorentzsche 767ff., 
775ff., 1068. 

Transformation©!!, unit&re (Matrizen- 
mechanik) 1000. 

Transformationstheorie der Hamilton- 
sohen Bewegungsgleiohungen 72ff. 
Treno ling von Gaagemisohen duroh Dif¬ 
fusion 605. 

Tropfen, axialsymmetriBche 389. 

Turbine 380. 

Tnrbulente Stromung 482. 
Turbnlenzproblem, mathematischefl 490. 

Umlaufsintegral 91. 
Unbestimmtheitfirelationen (Unsohftrfe- 
beziehungen) 624, 1006ff. 
IJneigentliohe Winkel variable 99. 
Unstetigkeiten des Druokes 396. 

— der Geflohwindigkeit 417, 427. 

— sohwingender Saiten 323ff. 
UnfltetigkedtsflAohen der FlflssigkeitB- 

BtrOmnng 417, 427. 


Variable s. Verdnderliohe. 
Variationsreohnong, Beziohungon znr 
analytisohen Meohanik 56 ff. 
Vektorfeld, Bestimmung aus Divergonz 
und Rotation 457. 

Vektor,Hertzsohor789ff.,801,866,919. 
Vektorpotential 468, 768, 777. 

Vektor, zugeordneter 0ff., 73ff. 

Vena oontraota 417 ff. 

Veranderliohe, angepadte kanonisoho 
78ff., 209ff. 

—, Ganfisohe 113. 

—, kanonisohe 74ff. 

—, konjugiert kanonisoho 77. 

—, Separatdonsvariable 90. 

—, Winkelvariable 92ff. 

—, WirkungBvariable 92 ff. 

Verborgene Koordinaten 56ff., 120ff. 
Verjungung einee Tensors 772. 
Versohiebnng, elektrisohe 631. 
Vertausohungsrelationen 1004ff. 

Vertakalantenne 919 ff. 

Verweilzeit, relative I08ff., 117, 987. 

—, Boltzmann ache Ndheruug 987. 

Verzerrungstensor 448ff. 

Viererpotential 780 ff. 

Vierervektor 769ff. 

Violinsaite, Bewegung einer 327. 
Vordnngen des Frostes 565 ff. 

— der Temperatur 539. 

Wahrnehmbaro Koordinaten 120ff. 
Wahrscheinliohkeitediohte 118, 078 f. 

Wahrsoheinlichkoitafunktion 978ff. 
WahrscheinlichkeitBgesetz der Brown- 
sohen Bewegung 542. 

Warme, spezdfisohe 520. 
Warmeisolierende Oberfldohe 570 ff. 
W&rmekonvektion 626, 591. 

W armeleitfAhigkeit, duBere 528. 

—, inner© 527. 

W&rmeleitung, duflere 539, 579ff. 

— bei Abwesenheit von Konvektion 
526 ff. 

— in einem gesohichteten Kdrpor 660f. 

-Kristall 528, 646. 

-Stab 586ff. 

-Zylinder 561 ff. 

-einer Kugel 563ff. 

|-Platte 646ff. 

I —, inner© 527 ff. 
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W&rmeleitung und Diffuflion in begronz- ] 
ten Kbrpcm 553 ff. J 

-unbegrenzten KOrpem i 

632 ff. 

WhrinoBtrom 527. ! 

Warmeatromdichte 627. I 

WArnioiiborgangBZtthl 593. i 

—, cndliohe 600ff. 

—, unendliylie 696 ff. | 

W&rmewellen 672 ff. 

Wafiflemtofftemie 1023. 

WechsolHtrom 683, 732ff. 
Weehselutrointriumformalor 738. i 

WeohselBtromwidorstand 736ff., 876ff., 

883. 

— oiner Spule OOOff. 

— eineB Drahtcfl 892 ff. 

—, elektromotoriRohe Definition 886. 

—, enorgetiBche Definition 884. 

Woden, ebene, in Zylmdorkoordinaten 
867. 

—, —, — Hjihilriaohcn Koordinaten 867. 
—, —, Strcuung 1032. 

—,—, Zerlegung 1032ff., 1085. 

—, eloktromagnotiHeho 738, 761. 

—, —, abgehroolicne 752. 

—, —, hurriiniuRclio 751 ff. 

—,—, Herlxwhe 871, OlSff. 

—,langH Draliton 9031 f. 

—, - ~ , uiwyimnetriHehe 912ff. 

Wellonflnehe 1, 82, 861. 

— und LiehtHtmhlon 8 ff. 

Wellon in Kunalen 434ff. . 
WHlengom-hw mdigkeit 1, 4, 8, 36, 82, 

761. 

Wellengloiehung 738ti., 7l9ff., 761. 

—, DinioHohe l068fF. 

— in Zylindorkciordiimlon 863 ff. 

— — Hpharmclion Polarkoordmiiten 
86 4 If. 

—, NolirodingorHolioH. Sehrodingor- 
gloiclmiig! 

Wollongnip|»e 440, 983ff., h. a. Wellen- 
pukot! 

Wollenlango 761. 

Wellrnmoolittiiik 615ff., 862, 978 ff. 

—, Beziohiuigen zur kliwaiHohen Me- 
ehanik 862. 980. 

Wcllonoplik 808 ff. 

—, VerhaltniH zur goometriHolien Optik 
859 ff. 

M l boh- Ki ti ii k, I)itti<n*utialKli'i<*hungPii. II 


Wellenpaket 983ff., 1053, s. a. Wellen- 
gruppel 

—, Bowegung oines 984ff. 

Wellenatrahl 436. 

Wellenwiderfltand 744ff. 

Weltphyaik 780. 

Weltpunkt 774. 

Wontzel-BrillouinBoherAnaatz986ff. 
Widerstand, Berechnung mittels Wirbel- 
straflen 470ff. 

— eines ProfilB in einer idealen-Fltoig- 
keit 407, 409ff., 432. 

—, olektrisoker (Ohmsohor) 686. 

—, Wechselatrora-, r. Weohflelatrom- 
widerstand I 

Widerstandsformel, Ofleenseho 510ff. 
—, StokeBBche 607ff. 

Wideratandazahl 486. 

Windungnkapazitat 761. 

Wmkeleikonal 17. 

Winkelvariable 92 ff. 

— dor Kepler be wegung 220ff. 

—, eigontliohe 99. 

WinkolvergrOBerung 27. 

■ Wirbol 377 ff. 

1 — , punktfflrmige 404, 403. 
j Wirbelbewegung 454ff. 

*, zweidimenRionale 46Iff. 

Wirbelfaden 378, 464. 

Wirbclfldohe 474. 

Wirbollinie 378, 464. 

lHolierte 459, 463. 

Wirbolnioinent 455. 

Wirbelpunkt 60, 404, 463. 

Bowegung emoR 464. 

Wirbolrrthre 378, 454. 

Wirbelwatz, Hel mholtzHeher 456. 

, StokoRHeher 456. 

WirlK*lHtrang 454. 

WirbelHtraBen 466ff. 

WirbelHt.romung, zweidimenRionale 461. 
Wirbelvoktor 378, 454. 
WirkungRfunktioii 981. 
WirkungHvariable 92ff. 

— dor Kepler be wegung 220ff. 
Wurfbewegung init Iteibung 45ff. 

— ohne Reibung 44. 

Zbhe FliiHfligkeiten 381, 475ff. 
Z&liigkeitflzahlen, Tabello 382. 
ZeitgoBamthoit 109. 
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Zentralbewegung, Dttferentialgleioimng 
der Bahnkarven 7Iff. 

—, Kxeisbahnen bei 148. 

—, — sis qimaistatisohe Bewegnngen 
122 ff., 128, 132. 

—, —, Stabilit&t deraelben 132ff., 135, 
—, Newtonsohe 218ff. 

—> Separations variable der 89 ff. 
Zentralfeld, Elektron im 1018ff. 

—,-, relativiatiBoh 1075ff. 

Zentrifugalkraft 55. 
Zentrifugalregulator 149ff. 


Zerlegung, Rayleigheohe, der ebenen 
Welle 1032f„ 1085. 

Zirkulation 403, 454. 

Zugeordneter Vektor 9ff., 78. 

Zngstab, geloohter 300. 

Zustandsebene 40. 

ZuBtandflgleiohnng 380. 

ZustandsgrOfien, kanomsohe 50. 
ZweikGrperproblem 232. 
Zweizentrenproblem 1030ff. 

Zykliaohes Potential 461. 
Zylinderwellen 868. 




